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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude du calcul fractionnaire, une branche de ’analyse ma-
thématique qui étend les notions de dérivation et d’intégration aux ordres non entiers.
Il présente un cadre théorique rigoureux basé sur des définitions fondamentales telles
que celles de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que des outils analytiques essentiels
comme la transformation de Laplace et les fonctions spéciales. Ces notions sont ensuite
appliquées a I'étude des équations différentielles fractionnaires linéaires et non linéaires.
Ce travail vise a fournir une présentation claire et structurée des bases et des techniques

du calcul fractionnaire..
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Abstact

This thesis is devoted to the study of fractional calculus, a branch of mathematical
analysis that extends the concepts of differentiation and integration to non-integer orders.
It presents a rigorous theoretical framework including key definitions such as those of
Riemann-Liouville and Caputo, along with essential analytical tools like the Laplace
transform and special functions. These ideas are then applied to the analysis of linear
and nonlinear fractional differential equations. The objective is to provide a clear and
structured overview of the foundations and techniques of fractional calculus. Chaotic
dynamic systems, synchronization, identical synchronization, complete synchronization,

Rossler.
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Notations

— N : ensemble des entiers naturels

— R : ensemble des réels

— R* : ensemble des réels positifs

— R** : ensemble des réels strictement positifs

— R? : ensemble des réels a deux dimensions

— RY: ensemble des suites réelles

— C : ensemble des complexes

[0, 1] : intervalle réel fermé

— [0,¢] : intervalle réel dépendant du temps

— C([a,b]) : fonctions continues sur [a, b]

— L'(Ja, b)) : fonctions mesurables ou intégrables sur [a, b]
— B(z,y) : fonction béta

— I'(2) : fonction gamma

— E,(z) : fonction de Mittag-Leffler & un paramétre

— E, (%) : fonction de Mittag-Leffler & deux parameétres
— I¢, f(t) : intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

— BEDaf(t) . dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
— UDf(t) : dérivée fractionnaire de Caputo

— Lf(t) : transformée de Laplace

— L7'F(s) : transformée de Laplace inverse



Introduction générale

Le calcul fractionnaire constitue une extension naturelle des concepts classiques de
dérivation et d’intégration, permettant de définir des dérivées et intégrales d’ordres non
entiers, qu’ils soient fractionnaires, réels ou méme complexes. Les origines théoriques de
ce domaine remontent & I'année 1695, lorsque le mathématicien francais L’Hopital posa
une question a Leibniz sur la signification de la dérivée d’ordre%. Ce dernier répondit par
une remarque prophétique, suggérant que cette idée, bien que surprenante a I’époque, au-
rait un jour une grande utilité. Depuis, le concept s’est progressivement développé pour
devenir un champ mathématique a part entiére.

Ce type de calcul apparait dans plusieurs domaines d’application tels que la physique, le
génie des matériaux, les systémes biologiques et 1’économie. Il permet de modéliser des
phénomeénes présentant une mémoire ou un comportement non local, grace aux équa-
tions différentielles fractionnaires. Parmi les dérivées les plus utilisées, on trouve celles de
Riemann-Liouville et de Caputo, chacune ayant ses propres caractéristiques théoriques
et ses avantages selon la nature du probléme étudié, notamment en ce qui concerne les
conditions initiales et aux limites.

Ce mémoire se compose de trois chapitres, répartis comme suit :

Chapitre I : Nous y présentons les fonctions spéciales liées au calcul fractionnaire, telles
que les fonctions Gamma, Béta et Mittag-Leffler, ainsi que la transformée de Laplace,
en mettant en évidence leurs propriétés fondamentales et leur utilité dans les contextes
fractionnaires.

Chapitre II : Consacré a I’étude des fondements théoriques de la dérivation et de I'in-
tégration fractionnaires, avec la présentation des définitions de Riemann-Liouville et de
Caputo, et une comparaison approfondie de leurs structures et applications, en insistant
sur leur impact sur les conditions initiales et aux limites.

Chapitre III : Comporte une étude appliquée des équations différentielles fractionnaires,



a travers ’analyse du probléeme de Cauchy selon la définition de Riemann-Liouville et du
probléme aux limites selon la définition de Caputo, dans les cas linéaire et non linéaire,
avec un recours essentiel a la transformée de Laplace pour obtenir les solutions et analyser

leur comportement.




Chapitre

Bases mathématiques du calcul

fractionnaire

1.1 Introduction

Ce chapitre introduit les principaux outils mathématiques du calcul fractionnaire.
Nous débutons par 1’étude des fonctions béta et gamma, essentielles dans le calcul in-
tégral et les généralisations analytiques. La fonction de Mittag-Leffler, extension de la
fonction exponentielle, est ensuite présentée pour son role dans les solutions des équa-
tions différentielles fractionnaires. Enfin, la transformation de Laplace est étudiée pour
son efficacité dans 'analyse et la résolution des équations différentielles a dérivées frac-

tionnaires. Ces concepts forment la base mathématique du calcul fractionnaire.

1.2 Fonction Gamma

1.2.1 Deéfinition de la fonction Gamma

La fonction Gamma est une généralisation de la factorielle (applicable aux nombres
non entiers ou complexes). Elle est essentielle en calcul fractionnaire car intervient dans la
définition des intégrale et dérivée fractionnaires via les formulation de Riemann-Liouville

ou caputo.

Définition 1.2.1. [2/ La fonction Gamma est définie par 'intégrale :

+o0
['(z) = / t=te7tdt pour R(z) >0
0



Bases mathématiques du calcul fractionnaire

1.2.2 Quelques propriété de la fonction Gamma

Propriétés 1.2.1. [2] [5] La fonction Gamma a les propriétés suivantes :

1. T(1) =1
Preuve :
—+oo
I'(1) :/ ettt dt
0
+o00
:/ e tdt
0
_47+00

—€ t}o

2. T(z41)=2I(2)

Preuve :

—+00
[(z+1) :/ e at
0

+oo
/ e 7 dt
0

On intégre par parties :

Soit u =1t* = u = 2771

et =et=0v=—¢t

+o0 " +oo
/ et dt = [—e '] 7+ / e 'zt dt
0 0

—+o0
= / ettt dt
0

=z2I(z)

3). T+n+1)=z(z+1)(24+2)---(2+n)'(2) VneN
Preuve
— pourn =20

['(z+1) ==2I'(2)

La relation est vérifiée.

— Supposons que la propriété est vraie pour un rang k, c’est-a-dire :

IF'z+k+1)=20z24+1)(2+2)...(2+ k)I'(2)




Bases mathématiques du calcul fractionnaire

Montrons que la formule est vraie au rang k+ 1 :

T(z+k+2)=(z+k+D(z+k+1)

En appliquant [’hypothése de récurrence :

Fz4+k+2)=2(24+1)(24+2)...(2+ k+ 1I(2)

ce qui domne :

Fez+k+2)=z(z+1)(24+2)...(2+k+1)I'(2)

Par le principe de récurrence, la formule est démontrée pour tout n € N
4). T(3)=vrm

Preuve :

On pose :

5). T(n+1)=n

Preuve :

I'(z+1)=2I'(z) pourz=n




n—2)'(n—1)

['(n—1)

~—~~

(n—1)+1)

Bases mathématiques du calcul fractionnaire
n)

nl’

~— ~— ~— —_—

[(n+1)=

6).

(2n)V/7

22np)|

)

1
2

=n-1 :

Si k impaire k

)
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1.2.3 Représentation par limite de la fonction Gamma
[1]
On sait que la fonction Gamma est définie par 'intégrale :
['(2) :/ e”'t*7tdt pour Re(z) > 0.
0

Elle peut aussi étre représentée par la limite suivante :

. nln?
im
n——4-00 2(2+ 1)(z+2)---(z+n)

Pour démontrer cette formule, on introduit une fonction auxiliaire :

ful2) = /O ' (1 - %)t it

En effectuant le changement 7 = %, on at=nr, donc :

['(z) =

fu(z) = n” /01(1 — )ty

. 1
= n—n/ (1—7)"tr7dr
< 0
n*n! 1
= Tt qr
z(z—l—l)---(z—i—n)/o

n*n!
2(z+1)---(z+n—1)(z+n)

En utilisant la limite connue :

Ce qui donne :

n—-+o0o n——+00
o0
= / el dt

0

=TI'(z)

Ainsi, on a prouvé que :
n!n?

['(z) = lim




Bases mathématiques du calcul fractionnaire

1.3 Fonction Béta

1.3.1 Introduction

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un

role important, elle est combinée & la fonction Gamma.

Définition 1.3.1. [6] La fonction béta est définie par :

1
Bz, y) = / 1=t tdt Yo,y >0
0

Théoréme 1.3.1. [6] La fonction béta est raccordée avec la fonction gamma par la rela-

tion suivante :

~ I'(@)(y)
B(z,y) = Tty

Démonstration 1.3.1. [7] Soit D =| 2 € [0, +o0[,y € [0,+00], on a :

T(p)T(q) = ( /0 - 6‘%”‘1@3) < /O - e‘yyq‘ldy)

+oo +oo
- / / 6—(:v+y)xp—1yq—1 dx dy;
0 0

Onpose :y=u—x etdy=mu

tore = [ [ et - o dedy

+oo u
= / e / 2P — 2)T da dy;
0 0

On pose x = tx, donc de = udt :

C'(p)(q) :/o Ooe_"/o P Hw) N1 — t) (u)? dw dy;

Vo, y > 0;

L(p)l'(q) = T'(z +y)B(x, y)

par conséquent :

I'(p)I'(q)
B(p,q) = NCET)]

Exemple 1.3.1. Calculons (%, %)

Selon la propriété de fonction Gamma T’ (%) = /7, alors :

s(L1) -

G

22




Bases mathématiques du calcul fractionnaire

1.3.2 Quelques propriétés de la fonction Béta

Proposition 1.3.1. [2] Pour tout p,q € C, R(p) >0 et R(q¢) >0 on a :

1. B(p,q) = B(q,p) -
2. B(p,q) =Blp+1,9) +Bp.q+1).
8. B(p.g+1)=1B(p+1,q) = 2.B(p.q) -

Démonstration 1.3.2. 1. B(p,q) = B(q,p) .
1
ﬁ@ﬂ%=/lwlﬂ—FV1ﬂ“
0

:/%1—DVTMF
= B(q,p)

B(p,q) =B +1,q9) +B(p,qg+1)
I(p)l'g+1)
Bp,q+1)= Tprqtl)
I'(p)T'(q)
F(p+q+1)
~_ qF'(p)T(q)
@+®F@+®
~q T(I(g)
- p+qT(p+q)

q
p+an@

Blp,q+1) =

On obtient :
Blp+q)Bp,q+1) = qB(p,q)

et ceci implique :

B(p, q) = p(p,q+1)+ﬁ(p,q+1)
pl'(p)I(q+1)
p+q+1)

ql'(
__pFQﬁqFQD
_qF(ercz)+6(p’q+1)+

+ B(p.q+1)

I'(p+1)I'(q)

F@+q+1)+5@ﬂ+1)

Donc :

B(p.q) =Bp+1,q9)+ B(p,q+1)

10



Bases mathématiques du calcul fractionnaire

I'(p)l'(g+1)
F(p+q+1)
I'(p)I'(q)
T(p+q+1)
aI'(p)I'(q)
F(p+q+1)
_ 4 pP(®T(g)
pT(p+q+1)
_ql(p+1I(p)
pTp+qg+1)

= %ﬂ(p +1,9)

Bp,g+1)=

D’ou :
Bp.q+1) = ——B(p.q)
pt+q
Proposition 1.3.2. [6/
1. Pour tout a,b € C :

afB(a,b+1) = Bla+1,b).

2. Sin=>b+1 est un entier, cela donne une relation de récurrence :

B(a,b) = ”; L+ 1,n—1).
3.
Bla,1) =
/.
B =

Exemple 1.3.2. [2] Calculer

1. [7/tan(8) d¢

1 X
S

Solution :

1.

3
4

/O : Vtan(0) df = W) (QZI),(FI)( )

11
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(selon la propriété de la fonction gamma : (I'(1) = 1)alors :

~—
=
—~
oo
~—

tan

\
;‘
|

)1
Aﬁ

—_
~—

)-Jklb—‘/\
)1
R
= w
N———

3

(théoréeme gamma)

|
—~
NE
SN—

N~ N~ N~
SH= E

Sl

1—1’ Sdac

[a=-1

Nous changeons la variable ent = x. Lorsque x =0, t =0 et lorsque v =1, t =1

Egalement, dt = 32%dx, c’est-a-dire dox = %t_Q/Sdt D’ou

1
-1/3 —-2/3
- =t dt
3

_1p (1 2) (définition (1.3.1))

3 3’3
1 (1 2 N L
= §F (5) r (g) (théoreme (1.3.1) et proposition (1.3.1))
1 T
3 sin(n/3)
1 U
3 (V3)/2

1.4 Fonction Mittag-Leftler

La fonction de Mittag-Leftler est une fonction spéciale qui généralise la fonction expo-
nentielle. C’est un outil essentiel en calcul fractionnaire pour décrire des systémes d’ordre
non entier, et elle est cruciale pour modéliser des phénoménes complexes comme la diffu-
sion anormale et les processus & mémoire longue, introduite en 1903 par le mathématicien

suédois Magnus Mittag-Leffler.

1.4.1 Définition de la fonction Mittag-Leffler

Définition 1.4.1. [1/

12



Bases mathématiques du calcul fractionnaire

La fonction de Mittag-Leffler a un paramétre o, notée E,(z), est définie par la série

suwwante :

Eu(z) = % m (@ € C, Re(z) > 0)

ol :

— I' : fonction Gamma (extension de la factorielle),

- 2z :wartable compleze,

— « : parametre complexe avec une partie réelle positive.

La fonction de Mittag-Leffler a deux parameétres est définie par La série suivante :

{ Eas(2) = Yoty (@>0,8>0) (1.1)

1.4.2 Propriétés fondamentales de la fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.4.2. [3/
— Cas particuliers :
- pour o =1
Ei(z) =¢*

— pour o = 2

FEy(z) = cosh(v/2)

— Formules de différentiation :

pour « =n € N
d n
(d—) E,(Az") = AE,(A\z")); (n € Ny € C)
z
— Formule complezxe :

<%)n [z”_lEn <%)] = %EH (%) (z#0,neN,neC)

- Représentation intégrale :

pour o =+ (neN\{1})

Eijn(2) = "

en particulier pour n =2, on a
22 2 ? 42
Eijp(z) =€ |14+ — e " dt
0

13
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— Comportement asymptotique

Pour N e N\ {1}, 0<a<2:

Eal(z) = 220780 o (21/7) - XN: _ bt
“ a —~T(1—ak)z 2N+

lorsque |z| — oo, |arg(z)| < wu et

==Y mran = 0 ()

N
k=1

lorsque |z| — oo, u < |arg(2)| <m, «>2, pour N e N\{l}

1 /e 2 1] 11 1
Ea(z):az,z exXp |exp o z —Zm?—FO N1

k=1

lorsque |z| — oo, |arg(z)| < &F,

Exemple 1.4.1. /3]

1.
0 k
z
ZROEDY
k:OFk+1)
= —!_@
k=0
2.

k=0
o !
—~(k+1)
1 i P
- l
z (k+1)
B er—1
- 4

14
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I
WE
=
+ N
»

eten général

Eim(z) =

e o]

1.5 La transformée de Laplace

1.5.1 Deéfinitions et transformée de Laplace

Définition 1.5.1. [}/ On définit l'intégrale généralisée d’une fonction f a valeurs réelles

ou complexes définie sur un intervalle [0,4+00] continue par morceauz sur cet intervalle

" ftydt = tim / 0

0 T—+o00

par :

Quand cette limite existe et est finie, on dit que l’intégrale généralisée converge, sinon

diverge.

Définition 1.5.2. [}/ Une fonction f est dite d’ordre exponentiel s’il existe des constantes

positives M et T telles que |f(t)| < Me' pour toutt > T.

Définition 1.5.3. [/ Soit la fonction f : Rt — C continue par morceaux. Alors, on

appelle la transformée de Laplace de f(t), la fonction :

F(s) = LLF()}(s) = /0 Teti@ydt, seC.

f(t) est appelée 'originale de F'(s).

Condition d’existence :

F(s) est définie par une intégrale généralisée, donc il faut que :

15



Bases mathématiques du calcul fractionnaire

1. f soit continue par morceaux sur RT,
2. 3B € [0,1] tel que lim,_,q+ t°| f(t)] = 0,

3. La fonction f est d’ordre exponentiel : |f(t)e=%| < Me~(R()=a) or
+00
/ e~ (R(s)=a)t 1y converge pour R(s) > a.
0

Remarque 1.5.1. Certaines fonctions ne possédent pas de transformée de Laplace, par
exemple la fonction f(t) = % qui ne respecte pas la deuxieme condition d’existence, ou

f(t) = e qui nest pas d’ordre exponentiel.

Linéarité :

Définition 1.5.4. Soient f,g : RT™ — C deuz fonctions admettant des transformées de

Laplace F(s) et G(s), respectivement et soient v et 3 deux réels, alors

Laf + Bg)(s) = aL(f)(s) + BL(g)(s).
Exemple 1.5.1. Soit la fonction de Heaviside :

1 sit>0
e(t) =

0 s1t<0

+o0
L(=(8))(s) = /0 it — 1 Ris) > 0.

S

On détermine la transformée de Laplace de sinus et cosinus.

On sait que cos(at) = em*z—e_at, alors :
1 ) )
L(cos(at))(s) = 3 [L(e) + L(e™™)]
1 { 1 1 ]
= —
2|s—1ia s+1a
s
2 +a?
De méme sin(at) = %ﬁfﬂt, donc :
1 . )
L(sin(at))(s) = % [L(e) — L(e™™)]
i
IR 1
2 |s—ia s+ia
_a
- 524 a?
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Remarque 1.5.2. On a :
(1) Sila fonction f est d’ordre exponentiel, alors la transformée de Laplace L(f(t))(s)
de f(t) existe.
(1) On peut reconstituer f a partir de sa transformée F a laide de la transformée de
Laplace inverse :
1 fetioo
£t = £7HF)H0) = 5 / s =R > a
Propriétés 1.5.1. Soient o, 5 € R, A € R, p € N*. Alors, la transformée de Laplace de
la fonction de Mittag-Leffler est donnée par :

a—p3
aptB—1 12(P) (1 340 __Dls 1/a
L <t EP)(+)t )) () = Gy R > AP

1.5.2 Transformée inverse

Définition 1.5.5. [}/ La transformée de Laplace inverse unilatérale f(t) d’une fonction
F(s) est définie par :

LHFONO = 10 = o [ " F(s)eds

2m
Exemple 1.5.2. [}/

3s+7 4 1 .
= — d t) = 4t_ —3t t
7 _9s-3 51 343 "ome 1) (4e" —e™) e(®)

F(s) =

Exemple 1.5.3.

1 1 1 -1
— — d t — —t_ —2t t
2413512 (4012 s+1+3+2 onc  f(t) (e e )5()

F(s) =

1.5.3 Les propriétés de base de la transformée de Laplace

Lemme 1.5.1. Supposons que f(t) et g(t) sont deux fonctions nulles pourt < 0 et telles

que leur transformées de Laplace F(s) et G(s) existent, alors :

(a) La transformée de Laplace inverse est linéaire.

Pour tout A € R, on a :
LTHAF(s) + G(s)}(t) = ALTHEF(s)} () + L7HG(s)}(t) = Af(t) + g(t)
(b) La transformée de Laplace du produit de convolution de f(t) et g(t) est :

L{f(t) x g(t)}(s) = F(s)G(s)
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ou la convolution est définie par :

(f % g)(t /ft—x dx—/f g(t —2)d

(c¢) La limite de la fonction sF'(s) pour s — oo est donnée par :

lim sF(s) = f(0)

S§—00

(d) La transformée de Laplace de la n-iéme dérivée (n € N) de f(t) est définie par :

LU (B} (s) = " F(s) — 3 8™ F0(0)
= F(s) = Y 90

1.5.4 La transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles

f@),t>0 t* a>—1 E,(AtY), A € R | t* ' E, g(At*)

I'a+1 a—1 a—p3
F(p) I(,ai_l)y §R(p) >0 Z% ;I:‘l—k

Remarque 1.5.3. [8] Si f n’est pas continue en to = 0, alors on remplace f(0) par

f(01), surtout lorsqu’on utilise une intégration par parties dans une démonstration.

Exemple 1.5.4. [1]

De la relation (1.1), la fonction Mittag-Leffler E, 5(z) est une généralisation de la
fonction exponentielle e*.

Nous expliquons comment obtenir une transformation de Laplace pour la fonction de
Mittag-Leffler en wutilisant la mesure entre cette fonction et la fonction e*. Pour cela,
obtenons la transformation de Laplace de la fonction t*e®t de maniére non traditionnelle.

Premier, prouvons que :

{ fZetertdr =, |2l <1 (1.2)

En utilisant 'extension en série pour (€ ), on obtient :

& 1
/ e tefldt =
0 1—=z
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Deuziémement, nous différencions les deux cotés de ’équation (1.2) par rapport a

z. Le résultat est :

—t k _*2t _
/0 e ‘tve dt_—(l—z)k“’ |z] <1

Et apres des substitutions évidentes, nous obtenons la paire bien connue de transfor-

mées de Laplace de la fonction tFe®t :

—pt k _tat _
/0 e Ptte dt_—(pj:a)k“’ R(p) > |of

19



Chapitre

Théorie du calcul fractionnaire

Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'intégration fractionnaire ainsi qu’aux principales
notions et propriétés associées, selon ’approche de Riemann-Liouville. Nous examinerons
également la dérivation fractionnaire en présentant les définitions majeures et les condi-
tions nécessaires, conformément aux formulations de Riemann-Liouville et de Caputo.
Par ailleurs, nous appliquerons ces concepts a certaines fonctions spéciales importantes,
et nous analyserons la relation existante entre les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville et de Caputo.

2.1 Intégration de Riemann-Liouville

2.1.1 Intégration fractionnaires & gauche

Fonctions définies sur [a, b]

Soit f : [a,b] — RY. Commengons par noter ,Z} la primitive de f qui s’annule en a :

{ Vi, 0= [ f(r)dr (2.1)

L’intégration de ,Z! permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont

la dérivée s’annule en a. De plus, d’aprés le théoréeme de Fubini :
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o Tt = /at (/auf(T) dT> du
:/at (/:du> o(r) dr

= /at(t—r)f(r) dr

Soit n € N*. En notant (,Z})" la n-iéme itération de ,Z;, une récurrence directe montre

que :

n i D / (t—7)"f(r)dr

Si on note g = (,Z})™ f, g est donc 'unique fonction vérifiant :

(Zy)"f(t) =

Vo<k<n-1, ¢®@)=0, ¢™ =7

L’égalité ¢ = f justifie la définition suivante :

Définition 2.1.1. [12] Soit n € N*| l'intégrale o gauche d’ordre n de f, que [’on note
Il f, est définie par :

s [

La dénomination "gauche" provient du fait que lintégrale est établie a partir des

Vt € [a,b], oI f(t) =

valeurs a gauche (T < t) de f. Nous voyons alors qu’il est possible d’étendre directement
an >0, et ce grace a la fonction Gamma d’Fuler que nous définie précédemment.
C’est la propriété :

I'n+1)=n!, ¥YneN

qui permet de généraliser la définition (2.1) de la maniére suivante :

Définition 2.1.2. [12] : L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre

a > 0 est définie par :

Yt € [a,b], It%g(t) = ﬁ/ (t—7)*tg(r)dr

2.1.2 Intégration fractionnaires & droite

Si on remonte a la relation de départ (1.1) pour une fonction f : [a,b] — RY on p

remarquer que l'intégrale
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t b
L, f(t) :/ f(r)dr = —/ flr)ydr
b t
est aussi une primitive de f, qui cette fois s’annule en b et fait intervenir les valeurs
a droite de f.

A partir de la relation :

/bt(T — )" f(r)dr = (—1)" /tb<t o f(r) dr

On pourrait définir de la méme maniére que précédemment 'intégrale a droite d’ordre

n de f par :

1y b
Ve ot IMF(t) = (fl f)l)!/t(T—t)“—lf(T)dT

En notant h = ,Z}' f, h serait 'unique fonction vérifiant :

VO<k<n-1, h®0®) =0 »r" =y
On définit alors I'intégrale a droite de la maniére suivante :

Définition 2.1.3. :[12] Soit n € N*, l’intégrale a droite d’ordre n de f, que l’on note
vL' f, est définie par :

Vielabl, () = . / (r— Oy f(r) dr

Elle vérifie ainsi la relation :

d\" _,
(~5) @ =
La encore, ’extension a un ordre réel positif est immédiate.

Définition 2.1.4. :/12] L’intégrale fractionnaire de Riemann—Liouville a droite d’ordre

a > 0 est définie par :

1 b
vt € la,b], Iif(t)=o— [ (t—7)*""f(r)dr.
wtl. T = s [ =) ar
L’extension surla, +oo] et R est notée I% :

1

VieR, ZI9f(t)= o) /t+oo(t —7)* (1) dr.

Définition 2.1.5. :/11] Soit o € R, l'intégrale fractionnaire de Riemann—Liouville (no-

tée par R-L) d’ordre o d’une fonction f est définie par :

0 f(z) = ﬁ /I(x O dt, x> a
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pour (—oo < a < x < 00).
Pour aa =0, on a :

2

T0 =1 (lopérateur identité)

Pour o =n € N*, T% coincide avec l'intégrale répétée n fois de la forme :

(Z0F)(2) :/jdtl /:1 dtg.../atnl F(t,) dt,.

_ ﬁ /x(x () dt

Exemple 2.1.1. :[11] Soit f(z) = (x — a)® avec ¢ > —1, alors

[(c+1)

Ig‘f(x):m

(x —a)*te

En effet :

0 f(x) = ﬁ / o= )Nt — ) dt

En utilisant le changement de variable et la fonction Béta, on obtient :
t—a=9Sx—-a), 0<5<1

T3 1) = gy | o= 0) =S = ol S — o) ds

1 a+c ' _ a—1¢gc s
~ /0 (1- 50 1s5ed
L “*tB(a, c

['(c+1)
T — _ a—+c
Dans le cas a =0 o na :
r 1
T2 f(a) = ot Do

MNa+c+1)
Théoréme 2.1.1. [11] Si f € L*([a,b]) et a > 0, alors I f(x) existe pour presque tout
x € [a,b] et

Iy f € L'([a,b])
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Preuve 2.1.1. [11] Soit f € L*([a,b]), on a :

ﬁ/ﬂ (. — ) f(t) dt = /Oo p1(z — t)po(t) di
avec
p1(u) = i O<ushoe
0, ue R\ [0,b—d]
et
flu), a<u<b
p2(u) =

0, u € R\ [a, b
Par construction, ¢; € LY(R) pour j € 1,2 et donc I f € L*([a, b]).

Théoréme 2.1.2. [11] Soit a > 0 et soit (fx)72, une suite des fonctions continues
uniformément convergente sur [a,b], alors on peut interversion de l’intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouuville et de la limite Comme suit :
(72 lim fi) (2) = (im T2 £2) (@)
k—oo k—o0
En particulier, la suite (I fi),e., est uniformément convergente.

Preuve 2.1.2. [11] Soit f la limite de la suite (fy), il est clair que f est continue et on

a lestimation :

T2 fiu() — T2 f ()] < ﬁ / - 00 ) — F(0)] dt

< g = o
d’ot la convergence uniforme lorsque k — oo, pour © € [a,b].
Théoréme 2.1.3. [11] Soit a, 8 > 0, pour toute fonction f € L'([a,b]), on a :
T (@) = To f(a) = TPTo9(x) (13)
pour presque tout x € [a,b], et f € C([a,b]), alors (1.3) est vrai pour tout x € |a, b.

Preuve 2.1.3. [11] Soit f € L*([a,b]), on a :

TP f(z) = m /:(x _ ot (/j(t _ () dT) dt
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D’aprés le théoreme (1.3), les intégrales existent et par le théoréme de Fubini on a :

I, f(x) =

m /a £(7) </(x et — )P dt) dr

En utilisant le changement de variable, on obtient :

IoT; f ()

/f
=————/fmm
N a+6/f

= Je i (@)

presque partout sur |a, b.

e DN

tyoto (/01(1 — ) ds) dr

T

C(a+5)

a+ﬁ 1dT

Si f € O([a,b]) alors T¢f € C([a,b]) et par suite ISZP f € C([a,b]) et aussi &P f €

C(la, b)).

Lemme 2.1.1. [11] Soit « > 0, n = [a] + 1 et f € L'(0,b) pour tout b > 0, alors la

transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de R-L est formulée comme suit :

Z(Z15f)(s) = s7°Lf(s)

Preuve 2.1.4. [11] On peut écrire ¢ f comme une convolution de deux fonctions

“ F()/o

Alors

Comme

d’ou le résultat.

et f(t)

a 1f
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2.2 Dérivation - Riemann-Liouville

Définition 2.2.1. /9] : On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de
Riemann-Liouville d’une fonction g : [a,b] — R par :
RL o d" n—ao
Da [f(t)} = % (]a [f(t>])
1 ar
[(n — «) dtr

¢
/ t—7)""f(r)dr, n—1<a<n, necR*
Exemple 2.2.1. [9] : Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-
Liouwville de la fonction :

J)=(t—a)P, 8>-1

On a:

RLD [(t — a)] = % (ﬁ /at(t — 7)1 —a)’ dr)
d

- L lo- )
d [ TB+1) .
:E(Fw—aw)(t_a) B)
B (5—a+1)r(ﬁ+1)( _ g

B Mg —a+2)

Par exemple, pour a = %, ol vient :

ok -0f] = § (i [ 0 i - )
= % ( a% [(t—a)ﬁ})
d [ T(B+1) "
it (m““”ﬁ )

1

r(g+1)r (5 + g) (t—a)’2

+l=
N —
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RLDZ [(t — a)?] = % (r (11_ y /at(t b —a)f d7>
= (11— a)
M
=gt

Remarque 2.2.1. [9] : La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de

Riemann-Liouville n’est pas nulle. On a :

mpge) = F(l(i = / (t— ) d7>
d 11—«
= = (L.°1C)
d C 11—«
:E<u—awa—m“‘@ dﬁ
_ c t —a
ri—ay =%
Pour C'=1, on a :
DR = (-0

Proposition 2.2.1. [9] : Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires

existent. Alors pour \,u € R, on a :

1.
MDY M () + pg(t)] = AHEDEf ()] + 1Dy [g(1)]
2.
MDY [FEDf ()] # FF DS (2)]
3.

ReDy [FEDFF()]] # D2 [P DL f ()]

Lemme 2.2.1. [9] : Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifiant *LD[f(t)] = 0,
a €ln—1,n[, n € N*.
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Alors :

— F(Z+1) a—n+1i
f(t):;bir<a_h+i+1)(t—a) fon=[a]+1, bER

Définition 2.2.2. [10] pour a > 0 et f € L'([a,b]), les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville a gauche et a droite g/th et f/bDf d’ordre v sont définies par :

apeD f(t) = D™ I [ (1)

— —F(ml— o i—i/a (t—7)" " f(r)dr, m=][a]+1

et

2D (1) = (~1)" D™ f(2)
(_1)m dm /b ot
= —t)m e d = 1
Fon i, 0" @ m=fo] +
respectivement, ot [a| est la partie entiére de a.

Dansle cas ou 0 <a <1 ona:

WD) = frmy o [ =)

et
b
D) =~y [ T =0 dr

Exemple 2.2.2. [10] pour0 < a<1letf>—1, 0ona

o I+
et — a)’ = TB+1-a)

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante C' est donnée par

(t— a)ﬁ_o‘

(t—a)™@
Il —a)

On voit que la dérivée d’une constante est non nulle.

g/tC =

Corolaire 2.2.1. [10] pour a >0 et m=[a]+ 1, on a :

DY f(t) =0 f(t)=> Cijt—a)*7, VCi,.CpheR
j=1

En particulier, st 0 < a <1, on a

Dy f(t) =0& f(t)=C(t—a)*!, VCeR
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Remarque 2.2.2. : [10] pour 0 < o < 1, la fonction C(t — a)*" " joue le méme réle
pour la dérivée fractionnaire Dg“/t f qu’une constante dans la dérivation usuelle. En ce
qui concerne les conditions suffisantes pour [’existence des dérivées fractionnaires, nous

énongons en particulier le cas ot a € (0,1) dans le lemme suivant :
Lemme 2.2.2. [10] : Soit f € AC([a,b]), alors Dg).f et Dy, [ existent presque partout
sur [a,b] pour 0 < a < 1. De plus

1
Doty Dinf € Lp(a,b), 1<p<—et

1 [ fla)

Dy 0) = e |+ [ (= ).

Dz?/tf(t) = (1 1_ o) (bf_(bt))a — /t (r—t)"f'(r)dr]| .

Propriétés 2.2.1. [10]
— Pour a> 0 et f € L'([a,b]), on a :

Doy Jayef () = S (1),

presque partout sur |a, b].

— Poura> >0 et fe Lia,b]), ona:

Df/t Jg/tf(t) = J:/;ﬁf(t)a

presque partout sur |a, b].

— En particulier, pour B =m € N et a >m, on a :
D™ 2 () = S (R).

~ Pour a >0, m =[] + 1, fna(t) = J); " f(t)etf € ([a,0]) telle que fna(t) €

AC™|a,b] alors on a :
5Dy (1) = £(0) S e Do

presque partout sur |a, b].

— En particulier, pour 0 < a <1, on a :

g/th/tf(t) = f(t) (@) (t — a)a_la
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ol f1-o(t) = J;/_taf(t), tandis que pour o =m €N, on a :

m—1 (k) a
Dm0 = £~ Sy

k!
k=0
- Sia>0,meN et les dérivées fractionnaires Da/tf et Ds‘/tmf existent, alors on
a:
D" DE,f(t) = DL (1)
mais !
@ D" (t) = D () = (t — ayi—om

= I'(1 + j—a—m)
~ Pour o> 0 et f(1),9(t) € C([a,b]) telle que Dg), f(t) et Dy, g(t) existent et elles

sont continues, alors la formule d’intégration par parties est donnée par :

/ab (t) Dy f(t)dt = /f )Dyypg(t)dt

— La transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann—Liouville

est donnée par :

-1

LADG SO} =" L0} = D" Dy W] . m—1<a<m

t=0
0

3

b
Il

Définition 2.2.3. [15] La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann—Liouville

d’une fonction f continue sur l'intervalle |a,b] est donnée par :

/ (= s f(s)ds

n—a)d" J,

d" 1 dr
RL Jra
D t) =
a/tf( ) dtn a ( ) F(
avec n = [a] + 1, t > a, ot o] désigne la partie entiére de .

En particulier, st o =0, alors :

HEDOF(t) = (1)

et st a =n € N*, alors :
RLDf(t) = £ (1)
De plus, s10 < a <1, alorsn =1 et :
RLpofpy = — 1@ /t(t—s) °f(s)ds, t>a
I'l—a)dt
Remarque 2.2.3. [13] La dérivée fractionnaire au sens de Riemann—Liouville d’ordre
a €]n —1,n|, n € N, s’obtient par une application de l'opérateur de dérivation classique
d’ordre n suivie d’une intégration fractionnaire au sens de Riemann—Liouville d’ordre

(n— ).
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Exemple 2.2.3. [13/ Soit 0 <n—1<a<n, m>—1, et f(t)=(t —a)™, alors on a :

I'(m)
I'(m—a+1)
La dérivée fractionnaire au sens de Riemann—Liouville d’une constante k :

FLDf (1) = (t—ayme

RLpDe (k) = _t 4 /t(t — 8)%kds
STl —a)dt ),
k d [* o
_—F(l—a)%/a (t—s) “ds
. d 11—«
- Ela (k)

_d k(t —a)t~
“i (o= ari-w)
(1—-—a)k(l—a)™@

I—a)l(l—a)
e pegi) =

Remarque 2.2.4. [13] La dérivée fractionnaire au sens de Riemann—Liouville d’une

constante n’est pas nulle. L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann—Liouville

a les propriétés suivantes :

Proposition 2.2.2. [13[Soient [ et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au
sens de Riemann—Liouville existent, o, 3 > 0 et A\, u € R, alors :

a) FEDO(AF(E) + ug(t)) = PEDR () + Rk Dag(t)

b) REDA(17 (1)) = MEDe (1)

b) Uopérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann—Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann—Liouville ,

HED(If (1) = f (1)

Proposition 2.2.3. [13] Soient m € N* et m —1 < a<m, f € C([a,b]).
Si BLD(f(t)) = 0, alors

F@) = X Gy (@~ V" G R

J=0

Remarque 2.2.5. [13] : En général, la dérivation fractionnaire au sens de Riemann—Liouville

ne commaute pas :

D (R0 (1) £ 7D (%D ()
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Dérivée fractionnaire des fonctions spéciales au sens de Riemann—Liouville

1) Dérivée fractionnaire de la fonction (t — a)”

(D2(o - ) (@) = gy = )

rpg+1)

D~ _N\B — bh— B—a
@00 = f b
2) On a dérivée fractionnaire de la fonction constante :
C
DY — )\«
(D O)a) = = (=)
et
C
D - - o —«
Démonstration 2.2.1. [14/
~ 1). On pose :
- fifa, 0] = R
e flz)=(z-a)f, >0
En effet, d’apres la définition de DS, on a :
o (4N e _ 1 d\" (" f)
(D2 f) @) = (dt) LN @) = g (dt) / (o= i
(10) (0) = o [ @)% =0 ar
o I'(n—a) /,
Par le changement de variable t = x — n(x — a), on a dt = —(x — a)dn

Et alors :

(I _ a)—oz-i—n—l

(I ) (z) = /0 n= (1 = n)P(x — a)’(z — a)dn

I'(n—a)
_ (:L’ — a)n+ﬁ_a ! — n)Bp—otn-1
 T'(n—a) /0 (1 )
(@— BB+ Ln—a)
['(n—«)

 (z— a)"PT(5 4 DI — a)
- T(B+1—a+nl(n—a)
_(@—a)"eT(B+1)

- T(B+1—a+n)
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(L) ze5) 0y - Dt Il f o) et

dx T(B+1+h—a)

F-—at+n)=B-a)B-a+l)- - (F-at+n-1I@-a)

on obtient :

( d) (12 ) (2) = B+ (B—a+n)(f—a+n) (o — a)o

Iz ~ -l (G-l (B+1+n—a)
_ F(B + 1) (I . a)ﬁ—a
S T(B—-a+1)
D’ou
(D2.4) (0) = 5 gy = )
d n
(2.0 = () 19
1 e c
:F(n—a) /a ($—ta—"+1dt

Et d aprés lemme suivants :

Lemme 2.2.3. [1/] Soit a > 0, et soit n € N,

- =(n—a)n-a-1)-(1-a)zr—a)"
on trouve
(y.0) = G

33



Théorie du calcul fractionnaire

Lemme 2.2.4. : Soient o € R+ et n € N tel que [a] = n+t et f: [a,b] — R une
fonction donnée. Supposons que Dy, f = 0. Alors

-1

Z e T

- k+t+a—n)

ot les Cy sont des constantes quelconques.

Démonstration 2.2.2. [1/] comme (D% f)(x) =0, alors...

d n n—1
<@) (L2 f) @) = 0= (I77f) (&) = > Ch(x — a)*
k=0
Par composition avec 13, on obtient :
n—1
(]3+f) (z) = Z Crlay ((x - a)k>
k=0
— ., [Dk+1) o
B ;C’“F(k+1+a)(x_a) :

En remplagant (I}, f)(x) par son expression, on obtient :

1 [ - = T'(k+1) .
o / (o= 00 = 3 O g =

Puis, par dérivation classique, on obtient :

f) =Y O e

I'k+1+a—n)

Lemme 2.2.5. [1/] soit « >0 et n = [a] + 1
St y(x) € AC™([a,b]) alors les dérivées fractionnaires DS,y et Dy y existent presque

partout sur |a,b] et peuvent étre représentées sous les formes :

il 1 z )
Yy k—a Y (t)
— dt
Day)l ,;rkﬂ—a) z—a) +F(n—a)/a (@ — f)o i
et
n—1 k: b) (_1>n b (n)
_ y"™(t)
(DY y)( (b— )+ / dt
b= — k —|— 1 — ) F'n—a) ), (t—x)ont!
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Corolaire 2.2.2. [1/] si0 < a <1 (a«#0) et y(x) € AC[a,b], alors

D)) = o |+ | ]

et

o _ 1 y(b) A0
L ERS vl [l A rerd
2.3 Dérivation au sens Caputo

13)
L’intégrale fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un role fondamental dans

le développement de la théorie des dérivées fractionnaires et ses applications en mathé-

matiques pures.

Cependant, elle présentait des difficultés dans le traitement des conditions initiales, ce

qui a conduit a I’émergence de la dérivée de type Caputo comme solution alternative.

Cette derniére préserve efficacement les conditions initiales des fonctions, offre une plus

grande stabilité numérique et s’adapte parfaitement aux applications pratiques.

Définition 2.3.1. : Pour une fonction f € C™([0,b]), n € N*, la dérivée fractionnaire

d’ordre o > 0 au sens Caputo de f est définie par :

- ¢ n—a— n
“Dyf(t) =1 M) = ;inlg:))fa (t =T fM(s)ds, n—l<a<n, t>a
n t , & _ n

Remarque 2.3.1. : La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o €ln—1,n] s’ob-
tient par une application de 'opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville d’ordre (n — «) suivie d’une dérivation classique d’ordre n.

Exemple 2.3.1. 1.50it0<n—1<a, m>—1 et f(z)=(z—a)™, alors on a :

Dita-ar =1 () -

e | Tm+1)
=1 [F(m—i—l—n)
_ P4l peag,  gymen
_F(m+1—n)[“ ( )

_ T(m+1) F(m—l—l—n—l—l)( _ gy
I'(m+1-n) T(m+1-a) o

(@ =0y
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Par conséquent :

C(m+1) T
fm—atn® %

2. La dérivée d’une fonction constante K au sens de Caputo

CDQ(.I’ . a)m —

Remarque 2.3.2. : La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle.

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Caputo posséde les propriétés sui-

vantes :

Proposition 2.3.1. {Linéarité}
Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo existent,

pour o, 3 >0 et A, u €R, on a :
a).
CDIINf() + pg(t)] = XD f(1)] + 1 Dlg(1)]

Preuve 2.3.1. On a :
d n
“pets] = () ml )
Alors :

D0 +ng(0] = (5 ) (e AT + )

Comme la dérivée n-ieme et l’intégrale sont linéaires, alors :

DN+ o] = () etz (0D () mlz(ato)

= XODE[f(t)] + uC Dg(t)]

Proposition 2.3.2. Soit a €jn — 1,n[ et f € C"[a,b]. Alors :

wud? [CDSIO)) = 1) + Y 2t o)

ouc; €R,i=01,2,....,.n—1, n=a]+1
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b).

Proposition 2.3.3. {Non commutativité}

Lemme 2.3.1. On suppose quen —1 < a <n, m,n € N, a € R et soit la fonction f(t)
telle que D> f(t) existe, alors

Corolaire 2.3.1. Supposons quen —1 <a<n,f=a—(n—1),0< <1, neN,
a, B € R et soit la fonction g(t) telle que

{ =D f (). = DD 4 (1) (2.2)
Preuve 2.3.2. On remplace  par a et n — 1 par m dans (2.2), alors :
cD,Banlf(t) — CD,B‘I’nflf(t)
— cDa—n—1+n—1f(t)
=D f(t).

Proposition 2.3.4. [15]/ Si0 < «a,8 <1 aveca+ B <1 et f de classe C*. Alors :

Dy [eDF[f(1)]] = Dy f(t) = eDy [eDg f(¢)].

Preuve 2.3.3. En utilisant la régle de composition des opérateurs R et DS, on peut
écrire :
eDy [eD;[f(1)]] = Ry~ [eD, ™ (R, (D" [f(1)]))]

= R, [eDy ™ (eDy (£ (1)])]

=R, [eD; S ()]

= cDF P [f(1)].

Donc
cDg [eD[f ()] = eDg*[f (1)) (2.3)

En utilisant (2.3), on obtient :
cDy [eDg[f (D] = D[ f(1)]
= D [f(1)]
= D} [eDR[f(t)]
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Proposition 2.3.5. [15/
Soit a €]n —1,n| et f € C"([a,b]). Alors

nIZ [eDSIW)] = £+ 3 cilt = o)

ouc €R, i=0,1,2,...,n—1, n=|al+1.

Preuve 2.3.4. On montre la relation de dérivation classique :

Iy [f* ) Z f

Pourn =1, on a:

O (g
F) — LD a0 = p) - f(a)
Ol

Aussi, on montre qu’elle est vraie pour n+ 1, on pose h = f', on aura :

L L ®)] = L[ [ @)]]

[ S,

En appliquant cette relation, on peut écrire :

nlg [eDg[f(1)]] = nlg [1e= /™ (#)]]
= ")
2.3.1 Comparaison avec l'opérateur de Riemann-Liouville

Dans cette sous-section, une comparaison entre les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville et de Caputo sont données :
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Lemme 2.3.2. [}/ : Soit f(t) est une fonction telle que les deux opérateurs D f(t) et

CDf(t) existent, avecn —1 < a <n, n €N, alors on a :
DOf(t) # “Df(t)

Exemple 2.3.2. [/] : La différentiation de la fonction constante pour ['opérateur de
Caputo est :
D% =0, c= const

_ LT e e () g —
F(n—oz)/()(t )01 () dr = 0

Et pour Riemann-Liouville :

CDaCZ

C

D% =
¢ I'l—a)

t7*#£0, c¢=const
Proposition 2.3.6. [// : Soient n — 1 < a < n, alors :

lim D?f(t) = lim “D*f(t) = f*(t)

a—n

Remarque 2.3.3. [}/ : (commutativité) :
Soit la fonction f(t) telle que f©)(0) = 0,1,2,...,m, alors les deux dérivées fractionnaires

de Riemann—Liouville et de Caputo sont commutatives avec la dérivée d’ordre m, m € N :
D™D*f(t) = DT f(t) = D*D™ f(t)
CDaDmf(t) — CDcH-mf(t) — pDm CDaf(t)

Proposition 2.3.7. [/ : Soit f(t) une fonction telle que f)(0) = 0,1,2,...,n—1, alors

la dérivée fractionnaire de Riemann—Liouville et de Caputo coincident, i.e. :

“Df(t) = D*f(t)

2.3.2 Relation avec 'opérateur de Riemann—Liouville

Théoréme 2.3.1. [/] Soientt > 0, a € R, avec n — 1 < o < n € N, alors la relation

entre l'opérateur de Riemann—Liouuville et de Caputo est :

i
L

tk—a

“Df(t) = Df(t) - Thtl—a)

FP(0)

=
Il

0
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Preuve 2.3.5. [//

On considere le DL en série de Taylor de la fonction f au pointt =20 :

! t2 2 t3 tnil n—1
F(0) = FO) + FO)+ G FO0) 4 5 V0) 44 gy FO00) + Ry
n—1 tk
f) = mf”“) (0) + Rns

avec

b (g I
R, 1= /0 n _(1))!(25 —x)" dx

En utilisant les propriétés d’intégration d’ordre n, on a :

R S L PR e
Roos = g | 1@ —aytde = 1y

D’ou, en utilisant la linéarité de l'opérateur de Riemann—Liouville :

n—1 k
D°f(t) = D° (Z ﬁf@:)(o) + Rn_l)

3
—

Dotk
T(k+1)

f®(0) + D°R,,_,

1T
I
- O

D(k+1) b

(k) ajgn £(n)
T ot DTG O+ D)

(]

i1
I
- O

tk—a

- f® n—a r(n)
s AL ORP A0

(]

T T
I
— O

tk—a

= I“Uc——oH—Df(k)(O) +°D*f(t)

B
Il
o

Donc :

i
L

tk—oz

Lk —a+ 1)f(k)(0)

DUS(t) = Df(t) -

e
I

0
Remarque 2.3.4. [/ Cette formule implique que les opérateurs fractionnaires de Caputo
et de Riemann-Liouville coincident si et seulement si f(t) et en méme temps que les
premiers n — 1 dérivées sont nulles au point t = 0.

De méme, on a le résultat suivant :
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Corolaire 2.3.2. La relation entre les dérivées fractionnaires de Caputo et de Riemann-

Liouwville définie par la formule suivante :
n—1 L
‘DUf(t) = D* <f @)= =/ (’“)(0))

Preuve 2.3.6. [}/ Pour démontrer la formule, on utilise la relation de la dérivée frac-
tionnaire de Riemann-Liouville et la propriété de linéarité de ['opérateur de Riemann-

Liouwille, i.e :

n—1 k—a
D) = D) - 3 = S 0)
k=0
. n—1 Datk )
= D0 =2 M)
n—1 tk
=D (f(t) -2 gf““(@)
k=0

La formule de Leibniz pour les dérivées de Caputo est peu discutée dans la littérature,

la corollaire suivant découle du théoréme (2.3.1).

Corolaire 2.3.3. [}/ Soientt >0, a e R, n—1<a<neN, si f(t), g(t) et toutes ses

dérivées sont continues sur [0,t], alors

k—a

D7) =3 () 050 = et (0)

k=0 k=0
Preuve 2.3.7. [}/

On applique consécutivement la relation :

"D f(t) = D*f(t) ZMH /0

et la régle de Leibniz pour la dérivée de Riemann-Liouville :

o0

D(se9(0) = 3 () 0 ng o)

k=0
Aprés, la régle de Leibniz pour les dérivées de Caputo est obtenue :

-1

cDa(f(t)g(t>) = Da(f(t)g(t)) — I‘(l{;i—_;{_a) ((f(t)g(t))(k)(()))
=32 () 07H0) 0~ 3 iy (GO 0)
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Chapitre 3

Etude de quelques types d’équation

différentielles fractionnaires

3.1 Introduction

Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour résoudre les équations différentielles
fractionnaires, telles que la méthode du point fixe et la transformation de Laplace. Dans
ce travail, nous nous intéressons particulierement a la méthode de la transformation
de Laplace, en raison de son efficacité dans la résolution des équations linéaires et non

linéaires.

3.2 Equation différentielles fractionnaires (EDF)
[17]

Définition 3.2.1. Soita >0, a ¢ N, n=a]+1 et f: ACR* =R, alors :

D%y(t) = f(t,y(t)), (3.1)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville.

De la méme maniére

“Dy(t) = f(t,y(t)), (3.2)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo.

42



Etude de quelques types d’équation différentielles fractionnaires

3.2.1 Equation différentielles fractionnaires de type Riemann-

Liouville

Lemme 3.2.1. [17] Soit « > 0. Si nous supposons que y € C(0,1) N L£(0,1), alors

I’équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville :

Dgiy(t) =0, 0<t<1, (3.3)

admet une solution unique

y(t) = Clta_l + Cgta_Q 4+ .4 Cntoc—n’

ot Cp, €R, avec m=1,2,...,n.

Preuve 3.2.1. Soit a > 0. on a :

ot ™ =0, avecm=12 ... ,n

Alors 'équation différentielle fractionnaire (3.3), admet une solution particuliére,

comme

y(t) = Cppt®™™,  avecm=1,2,... n. (3.4)

ou C,, € R.

Donc la solution générale de (3.3), donnée comme une somme des solutions particu-

lieres (3.4), c.-a-d.

y(t) = Clta_l + Cgta_Q 4+ .4 Cntoc—n’

ot Cp, €R, avec m=1,2,...,n.

Lemme 3.2.2. [17] Supposons que
y € C(0,1)NL(0,1) et Dg,y € C(0,1) N L(0,1).
Alors :

e DY y(t) = y(t) + Ot + Oot* 2 -+ Cpt*™™, (3.5)

ot Cp, €R, avec m=1,2,...,n.
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Preuve 3.2.2. [17]
Soit a > 0. Pour tout y € C(0,1) N L(0,1) (Proposition 2.2.3) on a

« (e - (Iniay(n_k))<0) a—
or Doyy(t) = y(t) — Z 13(+a k1) z*
k=1

Loy )(0) oy U5 u™2)(0) Io:*u)(0) 1o

— ot — o2 oy V0 A
y(t) T(a) L Py LR Y Py
On pose
oy (n=m)y ()
C,, = —(13(*0[ g m+)§)) € R, pour chaque m =1,2,...,n,

on trouve ’égalité (3.5).

3.2.2 Probléme de cauchy

Dans cette partie, nous discutons sur l’existence et 'unicité de solutions de problémes
de type Cauchy pour des équations différentielles fractionnaires linéaires et non linéaires
au sens de Riemann-Liouville.

Probléme linéaire

Dgy(t) = f(t), a>0,0<t<T <0

(3.6)
(Dg_ky)(()) = bk) bk € R) k= 1,2,...,7’L

o f(t) € LY0,T), i.e.

/0 @) dt < oo

Théoréme 3.2.1. [20] Si f(t) € L'(0,T), alors le probleme (3.6) admet une solution
unique y(t) € L'(0,T).

Preuve 3.2.3. [20] Construisons donc une solution du probléme considéré. En appli-
quant, a la premiére équation de (3.6), la formule de la transformée de Laplace d’une dé-

rivée fractionnaire de Riemann-Liouville, telle que définie dans la proposition suivante :
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Proposition 3.2.1. [20] La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre o > 0 est définie par :

L{Dg, f(t);s} = s"F(s) — Zsk_lD"‘_kf(O); (n—1<a<n)

On obtient :

L{D§.y} = s"Y(s) — Zsﬂ‘*ly(()) = F(s) (3.7)

Au y(s) et F(s) désignent les transformées de Laplace de y(t) et F(t). En s’aidant de

la condition initiale introduite dans (3.6), on peut écrire :

y(s) = s~ F(s +Zsﬂ a-tp, (3.8)

Et la transformée de Laplace inverse donne :

L7y(s)] = L7 s F(s)] + L7

Zn: sjalbj] (3.9)

j=1

On a la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire au sens Riemann-Liouville

suilvant :
LI5S f] (s) =s"F(s) (3.10)
Alors :
y(t) +Zb L1 (77 (3.11)
Eton a:

L[t (s) =T(a)s™® (notation L[t"](s) = ! ) (3.12)

Sn+1

En utilisant la formule (3.12), on a :

n ta-j

y(t) le NCETEEy (3.13)

En utilisant la regle de la différentiation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

du fonction polynoéme
: r 1
( :thaf] _ (ﬁ + ) ta+,3)
MNa+8+1)
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on obtient :
St =D It
MNa—j5+1
I'(n—j+a«)
=0
On aura :
DSiy(t) = Dy I f(t) = f(t) (3.14)

Ce qui veut dire que notre y(t) défini par (3.13) est bien solution, dans L0, 7], de la
premiére équation de (3.6)

Par ailleurs :

i Dla—jg+1)
D< kta J — tk J
at L(k—j+1)
Alors, de (3.13) on a :
_ o “L bt
D0 = DI IO+ DI Y ey
= btk
KD )
I f(t) +iﬂ
o — (k—j)!

D’ou
[Dg;ky(t)]tzo = b,
c’est-a-dire que les conditions initiales introduites dans (3.6) est bien vérifiée. Par consé-

quent la fonction construite y(¢) est solution du probléme (3.6). Reste & montrer 'unicité

de cette derniére. Pour cela, posons :

2(t) = yi(t) — ya(t)
ol y; et y sont deux solutions dans L'(0,7) du probléme (3.6), et donc z(t) sera

solution du probléme suivant :
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Dgz(t) =0
52(0) (3.15)
[D§~*2] (0) =0
En appliquant la transformée de Laplace dans les deux membres de la premiére équa-

tion (3.15) on obtient :

2(s) = L{z(t)} (s) = 0
et donc z(t) = 0 pour presque tout ¢ € (0,7), ce qui prouve que la solution y(t) est
'unique solution dans L'(0,T") du probléme (3.6).
Probléme non linéaire
Le Modéle non linéaire d’équation différentielle d’ordre fractionnaire «, (Re(a) > 0)

sur un intervalle fini [a, b] de 'axe réel R = (—o00,00) est de la forme :

Davy(t) = f (£,y(t)), (3.16)

Avec les conditions initiales :

(Do *y] (at) =bp, beC, (k=12,...,n) (3.17)

Dans 'espace L*(a, b) défini pour o € C (Re(a) > 0) par :

L%(a,b) = {f € L'(a,b); D2y € L'(a,b)} (3.18)
oun = [a]+ 1 pour a ¢ N et n =« pour a € N. La notation
(Dg*y) (a™)

signifie que la limite est prise & presque tous les points du voisinage de c6té droit de

(a,a+¢)(e > 0) comme suit :

(D) (at) = lim (D%y) (1), (1<k<n-—1) (3.19)

t—at

(D2 y)(at) = Tim (I7%9) (1), (@ €n) (Dhy)a') =yla), (a=n) (320)

En particulier.
Si a = n puis, conformément aux (3.20) le probléme dans (3.10) - (3.11) est réduit au

probléme usuel de Cauchy pour I’équation différentielle ordinaire d’ordre n € N.
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Dy(t) = flt.y®)], y" V() =be

b, € C (k:1,2,,n)

Quand 0 < Re(a) < 1, le probléme (3.16) -(3.17) prend la forme

DSy(t) = flty(®)]. (I5y) o) =b. (beC)

Et aussi on peut écrivez un probléme de type Cauchy sous la forme

Dgvy(t) = flt,y(®)], lim(t—a)""y{t)=c (c€C)

t—a™t

3.2.3 Equation différentielles fractionnaires de type caputo

Lemme 3.2.3. [17] Soit a > 0. Si nous supposons que y € C(0,1) N L(0,1), alors

l’équation différentielle fractionnaire de type Caputo :
“Diy(t) =0, (3.21)
admet une solution unique
y(t) = Co+ Cit + Cot* + -+ + Cpy 1" 1
ou Cp, € R, avece m=0,1,2,...,n— 1.
Preuve 3.2.4. [17] Soit « >0, on a :
CD(‘ﬁtm =0, pourm=20,1,2,...,n—1.

Alors léquation différentielle fractionnaire (3.21), admet une solution particuliére,

comme
y(t) = Cpt™, pourm=0,1,2,...,n— 1. (3.22)
ou C,, € R.

Donc la solution générale de (3.21), donnée comme une somme des solutions particu-

lieres (3.22), c.-a-d.
y(t) = Co+ Cit + Cot* + -+« + Cpy 1" (3.23)
Lemme 3.2.4. [17] Supposons que y € C™([0,1]). Alors :
15 DSy (t) = y(t) + Co + Cit + Cot® + - - - + Cp 11",

ou Cp, €R, avec m=0,1,2,...,n— 1.
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3.2.4 Probléme aux limites

Introduction

Les équations différentielles fractionnaires sont devenues incontournables dans la mo-
délisation des systémes physiques a mémoire ou & dynamique complexe. Parmi les défi-
nitions courantes des dérivées fractionnaires, celle de Caputo est particuliérement utile
lorsque les conditions initiales ou aux limites sont exprimées sous une forme classique.

Dans cette section, nous nous intéressons a un probléme aux limites pour une équation
différentielle fractionnaire d’ordre «v € (1,2), au sens de Caputo, que nous étudions dans
deux cas :

— Probléme linéaire

— Probléme non linéaire

L’étude repose exclusivement sur la transformée de Laplace.

Probléme linéaire

[18]

Formulation du probléme

On considére le probléme suivant :

“Dgyt)=ft), te((0,T), 1<a<?
y(0) =0,
y(T) =0

Théoréme 3.2.2. [18] [19]

Si f € LY0,T), alors le probleme admet une solution unique donnée par :

1 f(T)

-t
T

y(t) = I°f(t) —

Preuve 3.2.5. [18] On applique la transformée de Laplace comme dans :
LEDy(1)(s) = s*Y (s) — s* 1y (0) — s°7%y/(0)

Awvec y(0) =0, on obtient :
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Par transformée inverse comme dans :
y(t) =17f(t) +y'(0) - ¢
Et avec y(T) =0, on a :

v = -1 oy = g - I

Probléme non linéaire

[16] [19]

Formulation du probléme

“Diy(t) = ft,y(t), te(0,T), 1<a<2
y(0)=0, y(T)=0

ou f:1]0,7] x R — R est continue.

Théoréme 3.2.3. [16] [19]
Si f(t,y) € C([0,T] x R) et % est bornée, alors le probleme admet une solution

unique :

y(t) = I°f(t,y(t)) — w .,

Preuve 3.2.6. Méme principe que le cas linéaire :

F(s) + 5%/ (0)

$*Y (s) = 577y (0) = L{f 1,y (1)} = Y (s) =

Par transformée inverse :
y(t) =1 f(z, y(x)) +y'(0) - @
Avec y(T) =0
J0) = LTI oy gy gy - IITITD

20
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D’aprés ce qui précéde, nous en déduisons que

— Dans le cas linéaire :

I’équation fractionnaire est de la forme

et sa solution explicite est :

1°f(T)
T

y(t) = I°F(t) -

T

— Dans le cas non linéaire :

I’équation est de la forme

et sa solution explicite est :

3.3 Exemple d’application

3.3.1 Résolution d’un équation différentielle fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville

Dans cette sous-section, nous allons explorer quelques exemples d’équations différen-

tielles fractionnaires simples de Riemann-Liouville.

Exemple 3.3.1. [21]

Considérons le probleme de Riemann-Liouville suivant :

D2y(t) + Diy(t) = 1+,

y(0) =y/(0) = 1.

En appliquant la transformée de Laplace on obtient :

o1
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2 /
pY(p) —py(0) —y(0 1
= Y () —p(0) - y/(0) + ;( )~y )+Y(p):—+—2
pz p D
2
pY(p)—p—-1 1
= PY(p)-p-1+ ()1 +Y(p)=-+—
pz p D
3 1 1
= p’Y(p) —¢'(0) — py(0) — py(0) + p2Y (p) — p2y(0) — p -y(o)+y(p)zz_9+]?
3 1 _1 1 1
= pQY(p)—l—p+p2Y(p)_p2 —p §+Y(p):2—)+2§
9 3 1 1 1 _1
= Y(p)p +p2+l)=—+5+1+p2+p 5
p P 2
= Y(p)(p" +p2+1)= St (P*+p2 +1)
1 1
= Yp)=-+—=
) p P
En utilisant la transformée inverse des deux cotés, on obtient la solution :
—1 -1 1 -1 1 1
y) =LV =L 2+ L7 5 =) = L7V (p))@) = 1+t

3.3.2 Résolution d’un équation différentielle fractionnaire au sens

caputo

Dans cette sous-section, nous allons explorer deux exemples d’équations différentielles

fractionnaires de Caputo.

Exemple 3.3.2. Soit l’équation différentielle fractionnaire suivante :

¢ étant une constante réelle.

En appliquant la transformée de Laplace, on aura :

LIDGy(t)] = Lley(t)

on obtient,
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En appliquant la transformée inverse pour trouver la solution finale :

Avec (a =

win

,a—f= —%, = 1), d’aprées le tableau on obtient :

Exemple 3.3.3. On considére l’équation différentielle fractionnaire suivante :
4
‘Diy(t) =0

avec les conditions initiales suivantes :

En appliquant la transformée de Laplace, on obtient :

c [CD%y(t)] —0

Alors,
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons abordé certaines notions fondamentales du calcul frac-
tionnaire, notamment les dérivées de Riemann-Liouville et de Caputo. Nous avons appli-
qué la transformée de Laplace pour résoudre des équations différentielles fractionnaires
associées au probléme de Cauchy et au probléme aux limites, dans les cas linéaire et
non linéaire. Cette étude nous a permis d’analyser 1’existence et 1'unicité des solutions,
et a mis en évidence I'importance de cette approche dans le traitement des équations a

caractére fractionnaire.
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