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Résumé

Dans ce travail nous étudions un probleme de contrdle optimal stochastique que

consiste a minimiser une fonction cotit par
T
Ju(.)) = E [f I(t, Xi, E(X}), up)dt + g(Xr, E(X7))
0

X7 est la solution au temps terminal T d'un systeme de type mean - field gouverné

par I'équation différentielle stochastique suivante :

dXt = b(t, Xt, E(Xt), ut)dt + U(t, Xt, E(Xt), ut)dBt
Xo =¢

Notre objectif est d’établir des conditions nécessaires (principale du maximum sto-

chastique ) d’optimalité pour des diffusions



Abstract

Abstract

In this work, we study a stochastic optimal control problem which consists of

minimizing a cost function given by
T
J()) =E [f I(t, Xi, E(Xy), up)dt + g(Xr, E(X7))
0

Where X7 is the solution at the terminal time T of a mean-field type system governed

by the following stochastic differential equation :

dXt = b(t/ Xt/ E(Xt)/ ut)dt + O_(t/ Xt/ E(Xt)/ ut)dBt
Xo =¢

Our objective s to establish necessary conditions of optimality (stochastic maximum

principle) for such diffusions.
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INTRODUCTION

Dans de nombreux domaines scientifiques tels que la finance, I'ingénierie, la biologie

ou la physique, les phénomeénes aléatoires jouent un role fondamental.

Pour modéliser ces incertitudes et étudier leur évolution dans le temps, les processus

stochastiques offrent un cadre mathématique puissant.

Ce travail commence par une présentation des concepts fondamentaux : espace de
probabilité, filtration, mouvement brownien et calcul stochastique d’Itd. Ces outils sont

essentiels pour comprendre le comportement des systémes soumis au hasard.

Ensuite, nous abordons les équations différentielles stochastiques, en détaillant les

conditions d’existence et d’unicité des solutions.

La deuxieme partie est consacrée au contrdle stochastique, avec 'étude de mé-
thodes classiques comme la programmation dynamique et le principe du maximum de

Pontryagin.

Enfin, nous développons le principe du maximum stochastique, d’abord dans le
cadre classique, puis dans le cadre plus complexe du type Mean-Field, ot I'interaction
entre plusieurs individus est prise en compte. A travers ce mémoire, notre objectif

est d’acquérir une compréhension globale et rigoureuse des outils mathématiques
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nécessaires pour modéliser et controler les systémes aléatoires.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR PROCESSUS
STOCHASTIQUES



Généralités sur processus stochastiques

Dans ce chapitre nous nous concentrons sur quelques définitions de base et certains

résultats que nous utilisons dans [1],[2],[3],[4],[5],[6],[7],18],[9],113],[14].

1.1 Espace de probabilité

Un espace de probabilité est un triplet (Q2, 7, P) ot :
-Q) est un ensemble,
- ¥ est une tribu (ou o-algebre) sur (),

-IP est une (mesure de ) probabilité sur (2, )

Définition 1.1.1 Une tribu (ou o-algébre ) sur ) est une famille ¥ de sous -ensembles de €1

(appellés "événements” ) tels que

N0 eF,
iNAeF = A°€¥F,

(A, CF = UA” eF

n=1

En particulier :A,Be ¥ = AUBeF

De méme , A,B € F = AN B € F (cf exercices pour d’autre propriétés)

1.2 Filtration

Définition 1.2.1 Une filtration sur (QQ, F,P) est une famille croissante F = (F;)ier de sous
tribus de F, c’est -a- dire Fs C Fr C F pour tout 0 <s < tdans T .

On dit qu’une filtration F = (F;)wer satisfait les conditions habituelles si elle est continue a
droite, i.e. :

Fio=( |Fe=F, VteT

s>t
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et si elle est complete , c’est -a- dire. ¥ contient les ensembles négligeables

(N = {N e FtelquelP(N) = 0} C F).

On dit que (QQ, F,F = (Ft)ser, P) I'espace de probabilité filtré satisfait les conditions habi-

tuelles.

1.3 Processus stochastique

Définition 1.3.1 Un processus stochastique X = (X;)ser est une famille de variables

aléatoires X, définie sur un méme espace de probabilité (Q3, F, IP) indexé par un ensemble T

X:TxQ —- R
(tla)) - Xt(a))

En général T =R, ou T = [0, T] et on considere que le processus est indexé par le temps t € T
. Un processus dépend de deux parametres :X,(w) dépend de t et de I'aleatoire w € Q) :
-pour t€ T fixé, w € QO — Xy(w) est une variable aleatoire sur I'éspace de probabilité (QQ, F, IP).

-pour w € Q fixé, t — X,(Q2) est une trajectiore du processus.

Définition 1.3.2 (égalités des processus)
Soit X = (Xp)er etY = (Yi)ieT deux processus :

1) Deux processus X et Y ont méme loi sils ont méme loi fini-dimensionnelles, pour tout
peNetty,.. t,eT.
L
(th, cery ti) = (Ytlr ---Ytp)

2) On dit que (Yy)ier est une modification (ou une versin ) du processus (Xy)ser si pour tout
teT,omalP(X; =Y, =1.

3) Deux processus (Xi)i.r et (Yi)er sont dit indistingable si leur trajectoires coincident p.s,

]P(Xt = Yt/ Vt) =1.
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Définition 1.3.3 soit X = (X)ier un processus stochastique défini sur un espace de probabilité

(Q, F,P), une filtration naturelle a X est la filtration définit par :

FX=0(X(t),0<s<t), VteT

1.4 Temps d’arrét

Définition 1.4.1 Soit (Q2, F,F = (F1)er, IP) I'espace de probabilité filtré.
Une variable aléatoire T :— R, U {+o00}, est une temps aléatoire , est appellé temps d’arrét ( par

rapport a la filtration IF = (F¢)wer) si pour tout t € T :
[t<t}={lweQ:1(w) <t}eF
Etant donné un temps d’arrét T, on mesure l'information accumulée jusqu’en t par :

F.={BeF :Bn{r<tfeF,VteT)

1.5 Mouvement Brownien

Mouvement Brownien 1-dimensionnel :
Soit (QQ, F,P) un espace de probabilité,le processus B = (B;)er est un mouvement
Brownien (standard) si :
a)By=0
b) VO <s <t B;—Bs ~N(0,t —s) ~ By_s.
c)V¥n,Vt;,0 <ty < t..<t,, lesaccroissements (B;, —B;, ,, ..., B;, —By,) sont indépendantes
d) pour w € Q fixé, t — B(w) est continue .
On définit ﬁB = 0{B;,0 <s < t} pour tout t > O,(ﬁB)tzo s’appelle la filtration naturelle
générée par (B;).On dit (By)s est (F,F)iz0 — M.B.

10
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1.6 Variation quadratique

Variation quadratique du mouvement brownien standard
soit(B;,t € R,)un mouvement brownien standard(par convenance,on notera parfoit
B; = B(t)). pour t > 0,
On définit :

n

2 . . 2
(n) _ ity (=1t
Bn= (B(zn) B( 2" ))

i=1

proposition :
Pourt > 0,

lim <B>§”) =t p.s.

et on définit la variation quadratique du mouvement brownien standard (B); comme

étant donnée par cette limite( par convention,on pose également(B), = 0) .

corollaire
2}’!

i Y o (3) -85

i=1

p-s. donc le processus (B;) n’est pas a variation bornée.

1.7 Le calcul stochastique d’it6

1.7.1 L’intégrale d’itd

Soit(By, t € R;) un mouvement brownien standard par rapport a (¥;,t € R,). SoitT >

0 fixé(n’est pas temps d’arrét).Notre but est de construire I'intégrale stochastique

(f(; HydB;, t € [0,T])

Pour un processus (H;) vérifiant certain propriétés.pour cela , on procede en plusieurs

étape (cf.construction de 'espérance).

11
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Propriétés

1) Linéarité : soita,b € Ret (H',i = 1,2) deux processus, alors :

t t t
f (aH! + bH?)dB, = a f H!dB, +b f H?dB,
0 0 0

2) Aditivité : pour 0 <s <u < t,Alors:

t U t
f H,dB, = f H,dB, + f H,dB,
0 0 u
t 2 t
E[( f HSst) } :El f Hfdsl
0 0

4) ()0 est (F,2)i=0 mesurable et trajectoire continues.

3) Isométrie :

5) Propriétés de martingale E[I;(H) \ ] = I,(H).
6) E[I,(H)] =0

7) Variation quadratique (I(H)), = fot | H, |* ds.

1.7.2 Formules d’itd

X est un processus d'ito :

Théoréme 1.7.1 :
Soit f : R = R, de classe C? alors :

t 1 t
fo) = f0 + [ proix s [ e
0 0
Sous forme différentielle,

AF(X) = £ (X)X, + o f (Xl

12
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Théoréme 1.7.2 :
Soit f: Ry X R — R,de classe C*? ona :

f(t, Xp) = £(0, Xo) + fo fi(s, Xs)ds + fo f;(s,Xs)dXs+% fo fl(s, Xs)o2ds.

Ce que I'on note,

3F0,X) = f10 X0+ £, XX, + 3 F(X0d (X0,

avec d (X), = o%dt

Théoréme 1.7.3 (cas multidimensionnelle)

Soit (X;;i = 1,2) deux processus d'itd , et f fonction de R? dans R de classe C>.0On a

df(Xi(t), Xa(t)) = f(Xa(t), X2(H))dXq(t) + f5(Xa(F), Xa(1)dX2(t)
b2 (Fo0) + 2450100200 + F5030) (X0, Koot

ou f! désigne la dérivé par rapport a x;,i = 1,2 et fl’]’ la dérivée seconde par rapport a x;, x;

Théoreme 1.7.4 (intégration par parties)

Si f est une fonction de classe C* , alors

f £(5)dB. = FOB(E) - f F(5)Buds
0 0

1.7.3 L’isométrie d’itd

L'isométrie d’itd est un résultat fondamentale du calcule stochastique qui exprime

une propriété essentielle des intégrale stochastique par rapport au mouvement brow-

nien. Elle permet de calcule la variance d’une intégrale stochastique et joue un role clé

dans I'analyse des équation différentielles stochastiques.

Enoncé de l'isométrie d’itd

13
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Soit (W})»0 un mouvement browniene standard et (X;);»o un processus adapté vérifiant

T
E| f X?dtl < o0
0
T
IT :f Xtth
0

Vérifie la relation d’isométrie suivant :
T
E[3]1=E [ f detl
0

- Cette propriété signifie que I'intégrale d’itd préserve la norme L? ce qui justifie 1'utili-

Alos, I'intégrale stochastique

interprétation et implications

sation du terme "isométrie".
- Elle permet d’estimer directement la variance de l'intégrale stochastique .
- elle est utilisée dans la résolution des équation différentielles stochastiques et I’étude

des propriétés des martingales.

1.8 Inégalités

1.8.1 Inégalité de Gronwall

Soient ¢ et f deux fonction continues sur [0, T] non négatives , ¢y une constante
positive.
Si
t
o(t) < co +f fo(s)ds;0<t<T
0

Alors :
o) < coeh 75,0 <t < T

14
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1.8.2 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

pour tout m > 0, il existe C,, tel que pour tout temps d’arrét tona:

t stm <C,E t 24
INC ]< (f0|f<s>| )

En particulier pourm =2ett=Tona:

fo Fs)B, } < CE [ f 1 fE P ds]

1.8.3 Inégalité de Cauchy-Schwartz

m
2

E [sup

<t

E lsup

0<t<T

Soient f,g deux fonction de carré intégrable, alors on a

E(fg) < (EGPIER)

1.9 Equation différentielles stochastiques

Le but des équation différentielles stochastique est de fournir un modéle mathéma-
tique pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire . Partant d"une

équation différentielle ordinaire de la forme :

X'(t) = b(X(t)),

Soit encore sous la forme différentielles :
dXt = b(Xt)dt

Une telle équation est utilisé pour décrire 1’évolution d’un systéme physique . Si 'on

15
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prend en compte les perturbations aléatoires , on ajoute un terme de bruit , qui sera
de la forme o dB; , ou B; désigne un mouvement brownien et ¢ est pour l'instant une
constante qui correspond a l'intensité du bruit . On arrive a une équation différentielle
"stochastique" de la forme :

dXt = b(Xt)dt + GdBt,

Ou encore sous form intégrale
£
Xi=x+ f b(X;)ds + oB;.
0
On généralise cette équation en autorisant o a dépendre de I'état a 'instant ¢ :
dXt = b(Xt)dt + U(Xt)dBt,
Soit encore sous la forme intégrale

t t
Xy =x+ f b(X;)ds + f 0(X;)dB;
0 0

Remarquant que le sens donné a cette équation dépend de la théorie de l'intégrale

stochastique qui est un trés bel outil mathématique .
cette notion était déja employée en contrdle stochastique ou en finance en particulier

On continue de généraliser I'équation tout en autorisant b et ¢ dépendent du temps

t, on se place donc dans un cadre vectorial, elle se représente sous la forme suivante :

dX, = b(t, X))dt + o(t, X)dBy, pour 0<t<T

En utilisant la forme d’itd6 pour une fonction u(x) = ¢* nous donne :

16
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2
dut,y,) = YDy, b YD, 14wl Y

dt, de 02 dx?
e’ (—Egzdt + gdB; + EgZdt)

d<Y/ Y>t/

= g(Xy)dB:.

1.10 Existence et d’unicité

1.10.1 Notations et définition

Soient (€, ,P) un espace probabilisé complet;(B;);>p un movement brownien a

valeur dans IR? et x une variable aléatoire a valeur dans R" indépendante de (B;)so -

On pose : F; = (X, Bs, s < t), T>0 et les fonctions soient mesurables et bornées :
b:R"x[0,T] » R" (1.1)

o : R" x [0, T] —» M™™, (1.2)

Le probléeme donc est de résoudre I'EDS :

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt

(1.3)
X(0)=x
qui peut étre écrite sous forme intégrale :
t t
Xi=x+ f b(s, Xs)ds + f o(s, Xs)dBs, pourQ <t <T. (1.4)
0 0

telle que : Le coefficient b s’appelle le drift et o s’appelle la diffusion .

Définition 1.10.1 Soient d et m des entiers positifs , et soient b et o deux fonctions mesurables
localement borneé définies sur R* X R et a valeurs respectivement dans Masmet(RY) , ou

Mxm(R) désigne I"ensemble des matrices d X m a coéficients réels . On note : 0 = (0ij)1<i<d,1<j<m
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et b = (bi)1<i<a- LA solution de I'équation :

dXt = b(t, Xt, Mt)dt + G(t, Xt)dBt

X(0) =x
est la donnée d’un processus F; -adapté continu X = (X%, ..., X?) a valeurs dans R? tel que :
t t
Xi=x+ f b(s, Xs)ds + f o(s, Xs)dBs, pourQ <t <T.
0 0

Soit encore , cordonnée par cordonnée ,pour tout i € {1, ....,d},

t mo ot ‘
Xi=x'+ f bi(s, Xs)ds + Zf 0ii(s, Xs)dBl, pour0 <t <T.

La question qui se pose : quelle conditions doit on appliquer sur b et o pour avoir I'existence
et 'unicité d'une solution de ’'EDS (1.4) Le théoreme suivant donne des conditions suffisantes

sur b et o pour avoir l'existence et I'unicité d’une solution de I'équation (1.4)

1.10.2 Théoréme d’existence et d’unicité

Soient b et 0 deux fonctions boréliennes .On suppose qu’il existe une constante L
telle que :

Pour tout t€[0,T] pour tout x, £ € R" :

| b(t, x) = b(t, ) | + | o(t,x) —o(t, &) |< L | x — % (1.5)
| b(t, x) | +llo(t, )|l < L(1+ | x ), (1.6)
E(1 X(0) |*) < +00 (1.7)
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Alors il existe une solution unique X de I'EDS :

dXt = b(t, Xt, Mt)dt + U(t, Xt)dBt
X(0)=x
Preuve Notons par H? I’espace de Banach constitué des processus X; progressivement

mesurables , telle que :

E(sup | X; |2) < 400

0<t<T

muni de la nprme :

| X ||= [E(sup | X; |2) < +oo] )

0<t<T

Notons par H? le sous espace par des processus continus

1.10.3 L’existence

nous construisons la solution par la méthode d’approximation de picard.On pose :

0 _
X, =x,

t t
X =x+ f o(s, x)dBs + f b(s, x)ds,
0 0

t t
X:l =X+ f U(S, xg_l)st + f b(S, xg_l)ds,
0 0

Telles que : Les intégrales stochastique sont bien défini car il est clair par récurrence
que pour chaque n, X/ est continu et adapté , donc le processus o(s, X" ') I'est aussi .
Fixons un réel T > 0, et raisonnons sur l'intervalle [0,T].Vérifions d’abord par récur-

rence sur n qu'il existe une constante C, telle que pour toutt € [0, T] .

E[(x1)] <G (1.8)
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Cette majoration si n = 0 .Ensuite,si elle vraie a I'ordre n — 1, on utilise les majoration

loGs, ) IKK +K|yl, Vse[0,Tl.yeR

pour écrire

IA

E[ o] 3(| x P +E[ o(s, X )dB,) ]+ E[( NG X"—l)ds)2])
3 (I x > +E [( o(s, X"~ 1)2615)] +tE [(f b(s, X1~ 1)2ds)])
3(1x P +4(1+ T)E| &2+ 1?)ds))

C, avec C,=3( x> +4T(1 + T)(K™ + k*C,_1))

IAN A

IA

pour justifier le calcule du moment d’ordre deux de l'intégrale stochastique. on a utilisé
le fait que E [( fot o(s, Xg‘l)zds)] < o0

Ce qui découle de la majoration ci-dessus pour o et de I'hypothese de récurrence. La ma-
joration(1.5) , et L'hypotheése sur o entrainent que la martingale locale fot a(s, X" 1)2dB
est pour chaque n une vraie martingale borné dans L? sur l'intervalle [0,T] .Nous

utilisant cette remarque pour majorer par récurrence :

E |sup | X - X7 |2]

0<t<T

+ t
X - X = f (o(s, X2) = o(s, X2 "))dB, + f (bls, X) = bls, X™))ds
0 0
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En utilisant 'inégalité de doob,on obtient :

+ sup f(b(u X" = b(u, X" 1))du
0<t<T

.
( f (b(u, X") — b(u, X"~ 1))du)

+TE [ f (b(u, X") — b(u, Xﬁ‘l))zdu])
0

E|sup | X/ - X} |z] < 2E|sup f(a(u X)) —o(u, X~
0<t<T 0<t<T

[415 [( f (o(u, X") — o(u, X"~ 1))dBu)

<2 (4E [f (o(u, X" — o(u, X" 1)) du
0

+E

!
<2(4+T)K’E [ f | Xt — X2 du]
0

£
<CrE |f sup | X! = X! dul
0

0<r<u

En notons Cr = 2(4 + T)K? Si g,,(u) = E [sup0 e | Xp = X0 Iz], on voit donc que :

t
Ini1 < CTf gn(u)du
0

D’autre part(1,8) , est les intégrale précédentes montrent que chacune des fonction g,
est bornée sur [0, T]. En particulier,il existe une constante C’. telle que go(t) < C’. pour

t € [0, T]. Une récurrence simple utilisant (1,8) montre alors que pour tous n > 0,t €

[0,T],

n

T
9.() < C(Cr'—

D’aprés cette derniere inégalité on obtient :

2, <)

n>0 L n>0

RN

n>0

sup | X! — X7

o<t<t

sup | X?” - X7 |

o<t<t

2

Ainsi, la série sup, | Xf“ — X} | converge P-p.s. et X,, converge uniformément sur [0, T]
vers un processus X continu . De plus X € H” puisque la convergence a lieu dans H? .
On vérifier que X est une solution de 1’équation (1.4).

En passant a la limite dans I'équation de récurrence pour X" , on trouve que X est

21
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solution (forte) de (1.4) sur [0,T]

1.10.4 L'unicité
Supposons que X, X solutions de ’équation (1.4) , pour tout0 < t < T,
X(t) = X(t) = f b(s, X;) — b(s, X;)ds + f o(s, Xs) — o(s, Xs)dBs.
0 0
Comme (a + b)* < 2a* + 2b?, on peut estimer
2)

t
f (s, Xs) — o(s, X)dB,
0

Jo

TE(f | bGs, X:) - b(s, %) P ds)
< LT E E(l X, — X, P)ds (d’aprés la condition de lipshitz)

E (|X(t) - X(t)|2) < 25[ f b(s, X.) — b(s, X.)ds
0

D’apres l'intégrale de Cauchy -Schawrtz ,on a:

IA

E (‘ (s, X) — b, Xs)dsr)

D’une maniére sémilaire :

L’isométrie d’Ito nous donne :

E(f; 1065, X0) = o(s, %) |2 ds)
L? [VE( X, - X, P)ds (d’aprés la condition de lipshitz)

E (Uot (s, X) — o, Xs)ds'z)

IA

Pour une constante c ,on a :
E (|X(t) - X(t)|2) <c ['E( X, - X P)ds. pour tout 0 < ¢ < T
Soit d(t)= E (|X(t) - X(t)|2) alors

mnsQ£¢@@ VO<t<T

En utilisant le lemme de Granwall , avec ¢y =0 implique ¢»=0. Donc X(t)=X(t) p.s, pour
tout 0 < t < T, et X(r)=X(r) pour tout rationel 0 < r < T, pour des ensembles de

probabilité zéro .
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X et X sont des trajectoires continues presque surement;

P (max Ix(h) = X(t)| > o) — 0.

0<t<T
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CHAPITRE 2

CONTROLE STOCHASTIQUE
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Un grande partie de ce chapitre est inspiré e du document [10]

2.1 Introduction

Le contrdle stochastique joue un role clé ans plusieurs domaines , notamment la
gestion et la finance.ll s’agit d’'un cadre mathématique permettent d’influencer des
systemes dynamique évoluant dans un environnement incertain afin d’optimiser un

critére donné.

état du systéme : On considere un systeme dynamique caractérisé par son état a
tout instant. Le temps peut étre discret ou continu. L'horizon (intervalle de variation

du temps) peut étre fini ou infini.

L’état du systéme représente I’'ensemble des variables quantitatives constituant une
description exhaustive du systeme. On notera X;(w) 'état du systeme a l instant ¢ : Une
fois défini I’état, il s’agit de décrire les lois d’évolution de cet état en fonction du temps.
L’application t — X; décrit I’évolution du systéeme. Cette évolution est fournie par un

modele probabiliste.

Controle : La dynamique X; de I'état du systéme est influencée par un controle
que nous modélisons comme un processus (u;); dont la valeur peut étre décidée a tout
instant t en fonction des informations disponibles a cet instant, c’est a dire que u; est

adapté par rapport a certaine filtration, et prend ses valeurs dans un espace de controle.

Critere de cofit : L'objectif est de minimiser (ou maximiser) sur les controles une

fonctionnelle J

Pour décrire un probléme de contrdle stochastique, il est important de préciser
quelle est I'information disponible a tout instant. Plusieurs situations sont possibles :
1) Le controleur n”a aucune information pendant I’opération du systeme. Dans ce cas,
il choisit un controle qui est fonction du temps. Ces controles sont appelés boucle

ouverte.
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2) Le contrdleur connait 1’état du systéme a chaque instant. C’est le cas de I'observation
(ou information) complete.
3) Le contrdleur a une connaissance partielle de 1’état du systeme. C’est le cas de

I'observation incomplete.

Pour les problemes de controle déterministe, les controles peuvent étre indiffére-
ment choisis en boucle ouverte ou en boucle fermée (appelés alors feed-back). Les
contrdles en feed-back ne donneront pas un plus petit minimum. En effet, 1'état du
systeme a tout instant ¢ peut étre déduit des données initiales et du contrdle appliqué
jusqu’a l'instant t par la résolution de I'équation différentielle satisfait par 1’état du
systeme.

Doncl'observation de l’état courant du systéme a tout instant f ne donne pas1’avantage

d’information que les données initiales.

Par contre, pour les problemes de controle stochastique, a partir d"une donné initiale
et d’un controle, le systeme peut suivre différentes trajectoires. Dans le cas stochastique
la trajectoire optimale dépend de l'information disponible au contréleur a tout instant

t.

Dans le cas de I'information complete, la méthode utilisée est la programmation
dynamique qui conduit a des équations aux dérivées partielles du deuxieme ordre non
linéaires ( équation d'Hamilton -Jacobi- Bellman), cette derniere méthode connue sous
le nom le principe de Bellman, dont la résolution permet d’obtenir la fonction valeur

et des controles en boucle fermée.

Dans le cas de l'observation incomplete, la méthode de la programmation dyna-
mique conduit a des équations de dimention infinie. Ici, la deuxieme méthode utilisée
est le principe de Pontryagin qui consiste a déterminer des conditions nécessaires d’op-
timalité vérifient par un controle optimal, cette derniere méthode décrite précédemment

sera au centre de notre intérét.pour résoudre notre probleme.
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2.2 Méthode de résolution en controle stochastique

Il existe essentiellement deux méthodes majeures pour la résolution des problémes
des controles dans les cas détreministes ou stochastiques, le principe de la programma-
tion dynamique et le principe du maximum de Pontryagin. La premiére méthode a elle
été introduite par Bellman en 1953, elle s’appuie sur la notion de la "politique optimale”,
qui consiste a résoudre une équation aux dérivées partielles de second ordre, non li-
néaire. La deuxieme méthode connue sous le non conditions nécessaires d’optimalité

qui sera au centre de notre intérét.pour abordé notre probleme.

Le probléeme de contrdle stochastique d"une diffusion en horizon fini se formule

comme suit :

Soit (Q, F, (Fi)o<t<r, IP) un espace de probabilité filtré. T >0 un temps fini, B; est un

mouvement Brownien de dimension d.

Un processus stochastique est une famille (X;); de variables aléatoires a valeurs dans
un espace mesurable et indexées par le temps t. Le processus stochastique est cad -lag
si pour chaque w € (), la trajectoire X(w) est continue a droite et admet une limite a

gouche.

étant donné un processus stochastique Y = (Y;);. On dit que Y est une modification

de X si pour toutt € [0,T]ona X; =Y; p.s c’est a dire P [X; = Y{]=1.

On dit que Y est indistinguable de X si leurs trajectoires coincident p :s:

P(X; = YVt € [0;T]) = 1

Bien entendu, la notion d’indistinguabilité est le plus forte que celle de modification,
mais si on sait que les deux processus X et Y sont cad -laget Y est une modification de

X, alors X et Y sont indistinguables.
On considére le processus stochastique X de valeurs dans R"satisfait 1'équation
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differentielle stochastiques suivante :

dXt = b(t, Xt/ Z/lt)dt + G(t, Xt)dBt,
@2.1)

onx

Le contrdle u = (us)o<s<r €st un processus progressivement mesurable a valeurs dans

A sous ensemble de R".

Pour assurer l'existence et 1'unicité de solution de 1’équation (2,1), les fonctions

boréliennes b et o définies par b: [0, T X R x A — R? ,0: [0, T x R — R? ® R*

satisfait les condition suivantes :
| b(t,x,u) = b(t,y,u) | +|o(t,x)—ot,y) I<KK|x—-y]

| b, x,u) [+ | o(f,x) |< c(1+ | x|)
b(t,x) : A — RY est continue uniformément en(t, x).

L’objet du controle optimal stochastique est de minimiser un cotit, ou de maximiser
s’il s’agit d"un gain, sur un ensemble U de tous les contrdles admissibles. Généralement

ce cotit donné par

T
J(u) = E (fo (s, Xs, us) ds + g(XT)),

Ou ¢ et g sont deux fonctions données par :
€:[0,T] xR x A — RY vérifies les mémes hypotheses que celle imposés sur le drift b,
et soit g : R — RY une application de classe C!,|g(x)| < c[1 + |x|] et & dérivée bornée.

C’est a dire :|g,(X)| < M ou g, est le gradient de gen x .

Si en partant d'un état x a I'instant t on définit pour tout processus de contrdle u, le

cotit est donnée par :

T
J(u) =E (fo {(s, X, us)ds + g(XT)).

La fonction de valeurs associé a ce probleme de controle stochastique est donnée
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par:

Pour tout (t,x) € [0, T] x R" etu € U

u(t, x) = ianz J(t, x, u)

. Lorsque 1'on cherche a maximiser un gain, au lieu de minimiser un coft, alors on
écrira

V(t, x) = sup J(t, x, u) = —inf(=](¢, x, u)).
uell uel

Un controle admissible u* € U est dit optimale si V(t, x) = J(t, x, u*).

2.2.1 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique appelé aussi principe de Bellman est

fondée sur le principe d’optimisation suivant :

Si une trajectoire est optimal alors elle est optimal pour chaque instant, c’est a dire

' si on commence a un autre point on ne peut faire mieux que suivre de la trajectoire

optimale".

Le principe de la programmation dynamique de Bellman permet de résoudre, au
travers d'une équation aux dérivées partielles, appelé équation de Hamilton-Jacobi-

Belman, certain probleme analytiquement.

Généralement 1'équation aux dérivées partielles de Bellman n’est pas facile a ré-
soudre et il faut supposer que la solution soit de classe C2. nous pouvons sinon suppo-
ser qu’elle est seulement localement bornée mais dans ce cas la solutions sera au sens

de la viscosité.

En appliquant formellement ce principe ou on peut minimiser la fonction valeur
V(t, x) associée a un probleme de contrdle stochastique a temps continu satisfait a une

équation parabolique fortement non linéaire appelée équation de Hamilton-Jacobi-
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Bellman.

%—‘;(t, x) + ig(LfI[LV(t, x)+ f(t,x,u)] =0 V(tx) [0, T]xR", (2.2)

Ou L, est le générateur infinitésimale de second-ordre associé a la diffusion X;

solution de I’équation (2,1) avec un contrdle u donné par la formule suivante :

L,V =b(x,u)D(V) + %tm[a(x, u)o’(x, u)Dﬁ(V)]

Notons que I'équation (2,2) est une version infinitésimal de la programmation dyna-
mique : on suppose que la fonction valeur V est de classe C?, en appliquant la formule

d’it6 sur V(s, X!") entre s = t et s = t + h puis faisons tendre h vers +co .

Lorsque 1’on cherche a maximiser un gain, 1'équation aux dérivées partielles (2,2)

devient sous la forme :

—a—v(t, x) —sup[L,V(t,x) + f(t,x,u)] =0 (2.3)
ot uel

D’autre part, on peut avoir cette équation (2,3) de la fagon suivante :
dv 2 ;
_E(t' x) — H(t, x, Dyu(t, x), D;o(t,x)) = 0,V(t,x) € [0, T] X R

telle que VY(t,x,p,M) € [0,T] x R" X R" X S,, :(S, I'ensemble des matrices symétrique
nxn.)

H(t,x,p, M) = sup [b(t, X, u)p; + %tm[aa’(t, x, u)M + f(t,x, u)]]
uel

La fonction H est dite le hamiltonien du probleme de controle associé.

En remarquant que si la fonction de valeur est continue et pas nécessairement de
classe C? et satisfait le principe d’optimalité de la programmation dynamique, alors

elle est solution de viscosité de I’équation de Hamilton-Jacobi- Bellman correspond.
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2.2.2 principe du maximum de pontryagin

Le principe du maximum de Pontryagin connue sous le nom conditions nécessaires
d’optimalité a été introduit par Pontryagin en 1956. il s’appuie sur 1'idée suivante : si
un controdle optimal existe en utilisant 'appoche de Lagrange en calcul des variations
sur la fonctionnelle J(u) par rapport a certain parametre de perturbation 0 doit étre
positive. Généralement cette approche consiste a introduire un processus adjoint p (t)
solution d’une équation différentielle rétrograde et d"une inégalité variationnelle.

Cas du contréle déterministe(These de doctorat Hafyad)

La version originale de principe du maximum de Pontryagin a été établie par
Pontryagin [11] dans le cas déterministe. Des résultats plus récents pour l'étude du
contrdle optimal dans le cas déterministe ont été traité par W.H. Fleming [13; 12], H.
Frankowska [14]; ou les auteurs présentent des résultats fondamentales dans la théorie

du controle.

étant donné un systeme différentiel gouverné par I’équation suivante :

dXt = b(t, Xt/ ut)dt,t € [O, T]
(2.4)

XO =X,
La fonction cotit a minimiser est la forme :

T
J(u) =E (ﬁ I(s, Xs, us)ds + g(XT))

L’objectif est de minimiser la fonction J (u) sur un ensemble U de tous les controles

admissibles. Alors un controle u* est optimal si

J(u*) = min J(u),u € U (2.5)

Sous les hypothese suivants :
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(D1)b,1:[0, T x R*x A — R¥ :
| b(t,x,u) = bt,y,u) <K K|x-y].

| O(t, x,u) |+ | 1(t,x,u) < c(1 =] x |).
b(t,x,.), 1t x,.) : A — R? est continue en u,uniformément en (¢, x).
(D2)b,l and g are C' in x.
Soit H(t, Xy, uy, pr) = pib(t, Xy, uy) — I(t, Xy, ug)
Maintenant 1’objet auquel on s’intéresse est le théoreme de principe du maximum

dans le cas déterministe

Théoréme 2.2.1 Principe de Pontryagin [15] Soit (X", u*) la solution optimale de (2,4)et

(2,5), alors il existe un processus p(t) , ¥ - adapté,solution de I'équation suivante :

dpy = —H(t, x;, uy, py)dt

X(0) = x,p(T) = —g.(Xr)

tel que :
H(t, X;,u;,pt) = mz%;( H(t, X;,u,p).P—ps et dt—pp.
ue

Exemple :

dx
; = aiXy + bﬂ/lt

On considere 1'équation suivante :
. . ) T
et la fonction colit est donnée par : J(u) = fo (msx3 + nsu2)ds + dx3.
Avecm, > 0,n, >0,etd >0

Le hamiltonien de ce systéme est :
H(t, Xt, Uy, Pt) = Pt(atxt + bﬂ/lt) - mtxtz - Tltu%

D’ou

dpt = _Ptat + thxt
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P(T) = _deT
Maximisation du hamiltonien :
H, (@t Xy, u) = 0 Py —2nu,=0
o bP
LT Znt

Pour identifier u;, on doit résoudre 'équation :

2 2

(x;) ax + jpt a; j [Xt]
= t = t
P; —atPt + thxt th —a; Pt
X; X
t = A, t
P! P,

Il reste a calcule x( et Py;

[XT — exp (_ fOTAst)

X0
Py

Pr
Alors :
(xo] = exp (fOT Asds) T }
Py —2dx.
= xjexp ( fOT As) [_12(1]
Voir [16]

cas du controle stochastique(These de doctorat de Hafyed)

Dans le cas stochastique, plusieurs formes de principe du maximum de Pontryagin,
le premier résultat a été établi par H.J. Kushner [17] en 1973 dans le cas ou I'ensemble
de contrdles admissibles est formé de processus adaptés a une filtration fixée a 'avance

et l'utilisation des solutions trajectorilles de 1’équation d’état , ces résultats ont été
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développés par Haussmann [18] en 1976.

Dans le cas contrdle feed-back, ou il suppose que cette classe de controles sont des
processus mesurables par rapport a la filtration naturelle #* de 'état du systeme, c’est
a dire, le controle udépend de X; ce derniére méthode basée sur la transformation de

Guirsanov et la théorie des Martingales.

Lorsque le coefficient de diffusion o dpend explicitement du contrdle, le probléme
de principe du maximum stochastique ont été abordé par Arkin et Saksonov [1], A.

Bensoussan [10], R.J. Elliott [23] et S. Peng [58] :

Le probleme d’obtention des conditions nécessairs d’optimalité pour les controles
adaptés a une filtration plus petite que la filtration (7;); > 0 ( c’est a dire le systeme est
partielement observable ) ont été abordé par U.G. Haussmann [40] et A. Bensoussan

[11], RJ. Elliott [23] et X.Y. Zhoo [66] :

Pour établir des conditions nécessaires de presque optimalité, des résultats ont été
obtenus par Elliott [23] et B. Mezerdi [49] en utilisant le principe variationnel de Ekeland

[24]. Ce principe permet d’obtenir un controle presque optimal qui existe toujours.

L’obtention d"un principe du maximum repose sur la dérivabilité de coefficients.
Dans 1’absence de ces hypotheses de régularité des résultats récents ont été obtenus
par B. Mezerdi [49] : Ceci concernant le cas ou le coefficient de dirft n’est plus diffiren-
tiable en variable d’état x : Ces résultats ont été établi utilisant le pricinpe variationnel

d’Ekeland et le gradient généralisé de Clarke.

Les nouveaux obstacles détectés dans beaucoup de situations peuvent étre intégrés
directement dans le cas des contrdles relaxés dont les résultats ont été obtenus par S.
Bahlali et B. Mezerdi [4; 5; 6] : Dans [5] les résultats ont été obtenus d’aprés 1'ellipticité

uniforme de la diffusion et 1'unicité trajectorielle.

Le probleme de principe du maximum stochastique dans le cas ou les diffusions
non dégénérées ont été abord par K. Bahlali, B. Mezerdi et Y. Ouknine [14]; Dans

ce travail, les auteurs utilisent le fait que les fonctions lipschitziennes sont presque
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partout dérivables avec des dérivées mesurables bornées. Ceci est d’aprés le thoéréme
de Radamacher, ce qui permet de donner une formule explicite du processus adjoint.

Les résultats finals ont été obtenus grage a une technique basée sur 1'inégalité de Krylov.

L’obtention des conditions nécessaires d’optimalité dans le cas des diffusions dégé-
nérées avec des coefficients lipschitziens ont été traité par K. Bahlali, B. Djihiche et B.
Mezerdi [8], ou les auteurs présentent une nouvelle architecture basée sur les dérivées
au sens de distribution et le résultats de Bouleau Hirsh pour définir le processus adjoint

sur un espace large.

Les problémes de contrdle optimal dans le cas des équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades a été étudier par plusieurs auteurs, ( N. Elkaroui [28], Peng
[58],... .) ont éte présenté des résultats récents. Dans ce qui suit, nous allons donner des

différentes classes de controle stochastique.

2.3 Classe de controle

2.3.1 Controle admissible

On appelle contrdle admissible tout processus u; ou t € [0, T] mesurable et (7;);
adapté a valeur dans un borélien A de R". Notons par U I'’ensemble de tous les controle

admissible.

U=u:[0,T]xQ — A,, tlque u est msurable et F;— adapt

2.3.2 Controle optimal

Le probleme de controle optimal consiste 8 minimiser une fonction cotit J(u) sur un

ensemble de contrdle admissible U. On dit que le controle u* est optimale si
Jw) < J(w)Vu € U.

35



Contrdle stochastique

2.3.3 Controle presque optimal

Soit € >0, le controle u€ est dit presque optimal ( ou e-optimal ) si pour tout controle

uelona:

Jw)<Ju)+e Yuel

2.3.4 Controle feed -back

Soit u; un contrdle F; -adapté , et soit {7-?(} la filtration naturelle engendrée par le
processus X. On dit que u; est Feed-back contréle si u; est aussi adapté par rapport la
filtration {#,*}. On dit aussi qu'un contrdle u est feed-back si et seulement si u dépend

de X

2.3.5 Contro6le Singulier

Soit U; un sous ensemble convexe fermé de R et U, :=[0,00) .soit ©; la classe des
processus mesurable 7; - adapté u(.) : [s,T]*QQ — U; et u, la classe des processus
mesurable 7; - adapté 1(.) : [s,T]*Q2 — U,.pour u;*u, I'ensemble de tous les controdles
admissibles . La partie singuliere 7(.) d'un controle est définit comme la partie du
processus de contrdle qui dr(.) peut étre singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue

dt.
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dans ce chapitre [9],[11],

3.1 Introduction

Dans ce chapitre ,nous proposons d’étudier la structure mathématique rigoureuse
des probléemes de contrdle stochastique , dans le cas ou les coefficients sont diffé-
rentiables . L’analyse portera principalement sur le principe du maximum, Ce cadre

d’étude se présente comme suit :

La premier section est consacrée a 'examen de certaine propriétés fondamentales

des équation controlées.
La deuxiéme section s’intéresse a la linéarisation de la solution.

Enfin la troisieme section est dédiée a I’étude approfondie du principe du maximum.

3.2 Présentation du probleme et hypotheses

Soit(QQ, ¥, (F1)i=0,P) un espace de probabilité filtré qui satisfait aux conditions
usuelles.On définit un MB standard B(-)-unidimensionnel sur ce méme espace.Soient

U un sous-ensemble convexe fermé dans R et U,; I'ensemble des processus F;- adapté

u(-): [0, T xQ — U.

Considérons 1'équation différentielle stochastique contréle suivante :

dXt = b(t, Xt, Mt)dt + G(t, Xt, uf)dBt.
3.1)

X():E.

Avec

b:[0,T]xRxU — R
0:[0,T]xRxU — R
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Le cotit a minimiser sur la classe de controles admissibles, qui a la forme :

T
Ju()) =E l\fo E(t, X, up)dt + 9(X1) |- (3.2)

C:[0,T]XxRXxU —-R
g:R— R

On dit que U,; désigne la classe de tous les contrdles admissibles,définis comme suit :
T
U,4[0,T] := {u [0, TIxQ — IU,]Ef | uy |* dt < oo}
0

. Pour minimiser la fonctionnelle J(u(.)) dans 1’ensemble u € U, c’est-a-dire que nous

recherchons u* tel que :

Jr() = inf Ju(). (33)

Tout contrdle u*(.)admissible qui attient le minimum est un contrdle optimal.La trajec-
toire correspondant de cet u*(.) est noté par X*(.).
Les conditions

Soient les fonctions b,o ,g et {tel que :
C1) Les fonctions b, 0, g et £ sont contintiment différentiables par rapport a (X,u).
C2) Les dérivées by, by, 0y, 04, gx, g, SONt bornées et continues.

C3) Condition de croissance linéaire : il existe une constante K; et K telle que :
| b(t, Xp, up) 1< Ki(1+ | X[+ [u )
| o(t, Xp, up) 1S Ko(1+ | X[+ [u )

Sous les hypothéses ci-dessus, I'EDS (3.1) admet une solution forte unique donnée
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par:
t t

X(t):£+f b(s,XS,uS)ds+f o(s, Xs, us)dBs.
0 0

De plus , cette solution est continue et vérfiée pour tout p > 0:

E

sup | X; d <G,

t€[0,T]

On dit que u{ le controle perturbé de u; tel que pour tout u € U,z on a

uy uy + efuy — u3].

(1 = &)uj + euy

ou ¢ est plus petit , X! est trajectoire correspondant de cet contrdle admissible u; .

Nous dérivons 1'inégalité variationnelle (3.13) en plusieurs étapes, a partir du fait
que:

J@ () = j@ () = 0. (3.4)

3.3 Résultats préliminaires

3.3.1 Convergence des trajectoires perturbées

Lemme 3.2.1 Soient X; correspondant de cet controle admissible ;.

lim E (sup | X5 = X; |2) =0. (3.5)

€20 Nos<r
Ou on dit aussi que X converge en moyenne quadratique versX; :

E(X; - X; ) — 0

Preuve :
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D’apres I'équation (3.1) on trouver :

£ t
X; =X, +f b(s, X, uy)ds + f o(s, X;, u;)dBs.
0 0

t t
X=X, + f b(s, X5, ug)ds + f o(s, X5, us)dBs.
0 0

Donc

t t t
X=X = f b(s, X, ug)ds + f o(s, X5, ud)dBs — [ | b(s, X, uy)ds + f o(s, X3, u;)dBs]
0 0 0 0

En ajoutant et en retranchant le terme

t t
[ vt xc s+ [ ots, x5
0 0

X=X = [lb(s, XE, uf) — b(s, XE, up)lds

[ Tb(s, XE,u2) = b(s, X¥(5), u* (s))Ids
f[a(s X§, ug fot o(s, X¢,u;)]dBs
fo [o(s, X5, us) —0(s, X2, u)]dB;

nous obtenons

+

+

+

Sur la base des intégrales (x + y + z + 5)* < 4(x* + y* + z* + s?) et en prenant l'espérance

des deux cotes de 1'inégalité ,on obtient :

EIX-X; P < 4E|[[v6s, X5 u8) b(s, X, u*)]ds‘z
+ 4E|[ [, Xe, 1) — b(s, X2, u )ds|
+ 4E|[ :a(s,Xg,ug)—o(s,Xﬁ,u;)]st'
+ 4E fOt :(J(S,Xg,u;)—a(s,X;,u;)]ds‘2

D’apres 'isométrie et la condition de lipschitzienne pour les fonction bet o ,ona:

t t
E| X -X; IZSSKIEflEl)(f—X: |2ds+8Kezf1E|uf(s)—u*(s) [ ds
0 0
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t
E| X - X; |2§8K1EflE|Xf—X’;|2ds+Kez
0

En appliquons lemme de Gronwall,on conclut :

E|X-X; ] < Ké fot exp(8Ks)ds,
< 21 —
< Ke(BKT-1) — 0

ce qui complete la preuve de (3.5)

3.3.2 L’équation linéarisée

Soit Z; la solution du EDS linéaire suivant :

dZy = bt X;, 1) Zs + bu(t, X;, )y — )}t
+ {ax(t, X5, u)Z + o, (t, X5, up)(uy — u:)} dB;. (3.6)

Z0=0/

Lemme 3.3.1 :

Soit X; et X] les trajéctoires associées réspectivement aux contrdles u(t) et u*(t) on pose :

Fel *

t t
_Zt
&

limE ( sup

>0 \o<t<r

2
) =0 (3.7)

preuve :

On pose O = @ —Zi,t €]0,T] ce implique X! = X + €(O; + Z;).

1
dO; = —[b(t, X, up) = blt, X, up)ldt = [be(t, X3, u)Zy + bult, X, 1)v]dt 68)
1 .
+ Lot X5, up) — olt, X, upldB: — [ox(t, Xi, u)Ze + 0u(t, X, up)v]dB;
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On notons v; = (u; — uj).

En utilssant le développement de Taylor d’ordre 1 avec un reste intégral, on trouve :

1
~b(t, X5 ) = blt, X, ) o[B8, X5 + (0% + Z0), 5 + pew,)(O: + Z)) )

(3.9)
+ bu(t, X; + pe(O8 + Zy), u; + uevs)vidy.

1
a(t Xg,us) = ot Xp,up) = [ |out, X; + pe(O5 + Z0),u; + pevy)(O; + Z))
+ ou(t, X} + ue(OF + Zy), u; + pevs)veldu.

En substitant les équation (3,9)et(3,10) dans 1’équation(3,8), nous obtenons :

O = ft (fl by(s, X; + pue(Of + Zs), u; + yevs)Ogd‘u) ds

+ ox(s, X; + ue(O5 + Z;), u; + yevs)Ofdy)st
+ Ot f [b:(s, X% + pe(Of + Zs), ui + puevs) — by(s, X, uz)]Zs dy)ds
+

+

S— S5 S—

[04(5, X: + pe(OF + Z2), i + pevs) — oa(s, X*,u;)]sty)st

t

0
h
t(f [bu(s, X + pue(O5 + Z), uy + pevs) — by (s, X, ug )]vsdy)ds
[
-k

[ou(s, X; + ue(O5 + Zs), u + pevs) — ou(s, X5, u;)]vsdy) dB;
Avec
f (f [bx(s, X: + pue(Of + Zs), ui + uevs) — by(s, X3, u;)]sty)ds
; ( (5, X2+ we(OF + Z), 108 + pevs) — bu(s, X, u;)]vsdy)ds
( [ox(s, X% + pe(O% + Zs), ui + uevs) — ox(s, X, u; ]sty) dB,
+ f (f [ou(s, X + ue(O5 + Z;), u, + pevs) — ou(s, X5, u;)]vsdy)st

Maintenant,puisque les dérivées de b et o par rapport a (X,u) sont Lipchitz continues

par rapport a (X,u), nous obtenons :

limIE[sup | n: Izl =0

20 fseo,1]
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Comme les dérivées de b et o par rapport a (X,u) sont bornées V¢t € [0, T], on obtient :

t
IE[sup | O% |2] < k(t) {]Ef | O 2 ds + E [sups e [0T] | 1§ |z]}
0

s€[0,f]

En appliquant maintenant le lemme de Gronwall, nous obtenons que Vt € [0, T],

IE[sup | O IZ] < k(HE [sup | nS Iﬂ exp (f k(s)ds) — 0

s€[0,T] s€[0T] =0

Ceci conclut la démonstration de (3.7).

Lemme 3.3.2 la fonctionnelle | est Gateaux différentiable et la formule suivant est valable

)|

T
— E [ 10X, 0)20) = 0,X, )udds-+ Bl (X)2(T)]

preuve

La dérivée de Gateaux de ] définit comme suit :

djw) | L JE0) = Jw)
&

Tae

En déduit que la valeur :

e . >e T
J(u () = Jar () _ [ﬂfl_igq+EL[1(@X;) 0t X, w))dt |
& 0

&
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En appliquant le dévloppement de taylor avec rest intégral au point X} et a I’ordre 1 de

les fonction £(t, X}, u;) et g(X%) nous obtenons :

e[ 0 - €6, ]

= %]E |7 T X5 X = X300+ e = )1 = )]
1

+ [fo D6 X 4 X = X, + et = ) NeCos = )|

* € * * (Xf - X:) ]
f f (t, X; + pu(X5 = X3), uj + yevt)]—dydt

&
E

¢ E f LU0 X + (X = X0), 1 + e t))]vtdydt]_
E f f C(t, X} + pe(OF + Zy), uy + uev) (08 + Zt)dydt
E

f JT6ut, X + peOF + 2, u; +u€vt)]vtdydt]

Et
SELGG) - g0 = B[ [ 906 + (X — X)) - Xy
= B[ 0% + pe(0: - 2))(0: + Zt)dy]
- E| I 9. + pe(OF - Zt))Ofdy]
+ E I ga(Xs + (O - zt))zfy]
Donc
RED I~ g [ g0 + e(©: ~ 20)05
+ E| fol 79X + pe(OF — Z,) Zydy
+ E f f (t, X + ue(OF + Zy), u; + pevy))(O + Zt)dydt]
y: f L6, X; + 56005 + Z2) 1+ v widd|
lim, _, L) - Jw) _ g Lre, X u)Zdt + B [ €t X;, u)vdt
+ E[g.(X7)Z:]
Alors

dj(u())

T T
|0 = E [ €8, X, u)Zydt + B [ £,(, X;, ;) v,dt

+ E[g.(X7)Z:]
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Lemme 3.3.3 pour tout u € U,y nous avons :

T
0 < E [ [t X;, u)Z]
+ Ot X5, up)vdt + g (x*(T)Zy)

(3.11)

3.3.3 principe du maximum stochastique

Le but du principe de maximum stochastique est trouver les conditions nécessaires
d’optimalité par un controle optimal . Puisque le domaine de contrdle est convexe, la

preuve de notre théoreme repose sur une perturbation convexe de controle optimal

L'équation adjointe et le processus adjoint

Définition 3.3.1 Nous présentons I'équation adjointe associée au principe du maximum sto-
chastique pour notre probleme de controle. c’est a dire que I'équation adjointe prend la forme
d’une EDSR . Ainsi, pour tout(u(.)) € U,q et la trajectoire d’état correspondante X, , nous

considérons I'équation adjointe suivante :

dp, = —by(t, X;,1)ps + 0., Xy + Le(t, X, w)dt + q,dBy, (3.12)

pr = gx(XT)-
Comme on sait que sous les hypotheses précédentes,l’équation adjoint( 3.12) admit une paire

solution(py, g;) — Fi-adapté et (p, ;) € ]L%,([O, T];R) x ]L?C([O, T; R)

Définition 3.3.2 Nous déffinissons I’hamiltonien habituel associé au probleme de controle

stochastique (3,1)(3,2) comme suit :
H:[0,T]IXRXxUXRXR - R,

telle que
H(t/ Xt/ Uy, pt/ Qt) = ptb(tl Xt/ ut) + th(t/ Xf/ ut) + f(tl Xt/ Ut)
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théoréme( le principe du maximum stochastique de controle optimal
On suppose les hypotheses précédentes sont vérifie.Alors la solution de 1'équation
adjoint (3,13) corespond a(u;, X}) est un unique couple de processus ¥; adapté (p},q;) ,

tel que pour toutu € U ,ona:

T
]Ef H,(t, X}, ui, i, q;)(uy — uj)dt > 0 (3.13)
0

pour prouver le théoreme, nous avons besoin des résultats et les lemmes précédent.

La démonstration du théoréme consiste a appliquer la formule d'It6 a p;Z; et a prendre

I'espérance. des calculs simples permettent de montrer que :

T T T
prZr = poo + f pis + f Zdp; + f d{p’,Z),
0 0 0

De puis (3,12)et ( 3,6)et fOT a{p,2), = fOT gox(t, X;, u;)Z,dt + fOT g,ou(t, X;, uy)vdt. ona:
Pizr = [ pil{oat, X u)Z+ bt X, )0, dt

{o:(t, X, 1) Z, + 0u(t, X;, u7)0,} B

b Ze[= [outt, X5, u)p; + 0t X5, 0);) + €8, X, 1) | it + g;dlBy)

[ qiont, Xz, ) Zidlt

[ giou(t, X;, uyordt

+ o+ o+ o+

Aussi .
E(p;Zr) = E [ pbu(t)odt
+ E [ qoubodt—E [ t()Zdt

Nous savons que p;. = h,(X}) ,on obtient :

T T
E{h(X;)Zr] = E fOTp;bu(t)vtdtHE [ Touboidt
- E [} t()Zdt
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. D’aprés (3.11)on trouve :

0 < E[ pibubtod

E [ qobodt+E [ 6()Zidt
T

E [ Hu(t, X;, u;, p}, ;) oudt

+

Ceci termine la preuve du théoreme.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre , nous abordons le probleme du contréle optimal des systémes
régis par des équation différentielles stochastiques de type mean-field.Les dynamiques
de ces systemes dépendent a la fois de 1’état du processus, de son espérance , ainsi que
du controle exercé. L'objectif principal est de formuler et d’appliquer le principe du
maximum a ce type particulier de systemes.On suppose que I’ensemble des contrdles

admissibles forme un domaine convexe .Voir [9], [12].

4.2 Position du probleme

Considérons un espace de probabilité filtré (Q, F, ()0, P) vérifiant les condition
classique,sur cet espace, on définit un mouvement brownien standard unidimensionnel
(Bt)t=0- Soit U un sous-ensemble convexe et fermé de R et U,z 'ensemble des processus

u(.) : [0, T] x QQ — U que sont adaptés a la filtration (7;) .

Nous considérons alors le probléme de controle stochastique suivant,de type mean-

field :
dX; = b(t, Xy, B(Xy), up)dt + o(t, Xy, B(Xy), u)dB, 1)
Xo=¢

Notation : [E(X;) = Y;

La fonction de cout a minimiser sur la classe des contrdles admissibles est également

de type mean-field, que a la forme :

T
Ju()) =E lf(; Ut Xs, Y1, up)dt + g(Xr, Y1) (4.2)

Le probleme de contrdle optimal est de minimiser le cout J(u(.)),on introduit la fonction

valeur :

J(w' () = minyeu,,J(u(.))
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Supposons les hypothéses suivant,soient les fonctionb : [0,T] X RX R XU — R,0 :
[0,TIXRXRXU - R,¢:[0,TIXRXRXU — Retg: XRXR — Rtel que:

H1) Les fonction b, 0, € et g sont continument différentiable par rapport a (X, Y, u).

H2) Les fonction de b, 0, ¢ et g sont continue de Lipschtz et bornées par c(1+ | X | + |

Y[+ [ul).

sous les hypotheses ci-dessus,I’EDS (4,1)admet une solution forte unique donnée

par:
t t

X; =&+ f b(s, Xs, Y, us)ds + f 0(s, Xs, Y, t5)dBs.
0 0

Supposons maintenant que u* soit une contrdle optimal et X* la trajectoire optimal
associée , définie par L'EDS(4,1). En suit, nous définissons le controle perturbée comme
suit :

u®(t) = w'(t) + Olu(t) — u'(t)]

Ou O > 0 est suffisamment petit (0 < 6 < 1).Nous désignons par XY la solution de
(4,1) du systéme associé a le controle u?.A partir de 'optimalité de u*,'intégralité

variationnelle sera dérivée du fait que :

J@() = J@'()) =0 (4.3)

4.2.1 Les estimation des solution

Lemme 4.2.1 D’apres les hypotheses énoncées précédemment concernant les coefficients, on a :

lim]E(sup | X0 - X; |2) =0 (4.4)

-0 \o<t<T

Preuve

En appliquant les estimation classiques ainsi que 1'inégalité de Burkholder-David-

Gundy , on peut établire I'existance d"une constante C > 0 et de coefficient de Lipschit-
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ziens pour b et o, tels que :

E (suPOStST | Xte - X] %)

< E[[ |b(s, X0, Y0, uf) —b(s, X2, Y2, ul) P ds
+ [ oG, X9, Y0, uf) — o(s, X, Yi, u3) P ds]

Aussi
E (SupogsT | Xte - X: |2)

= C]Ef()t|XsH—X§ Izds+C921EfOt|ug_u; 2 ds

En utilisant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

t
E(sup | X! - X; ) < CGzlEf exp(Cs)ds e 0
0 —

0<t<T

Lemme 4.2.2 Soit Z,; la solution A’EDS de type mean-field linéaire suivant :

dzt = bx(tl X:/ Y:/ u:)Zt + by(t/ X:/ Y:/ u:)IE'(Zt)
+ byt X, Y, up)odt
+ 0x(t, X, Y, ) Z + oyt X, Y, w)E(Zy) (4.5)

+  ou(t, X}, Y5, uy)(u — up)dB;

ZO =0

Pour chaque t dans l'intervalle [0, T], nous observons la convergence suivant :

H_X:_Z
6 t

lim E [ sup

0-0 | o<t<T

2
) =0 (4.6)
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Preuve:

X0 - X;

t t

0

Nous posons :1? = -Z,tel0,Tletvy = u; —u;

n? = 3 [Ib(s, X0, YO, uf) — b(s, X5, Y5, u5)lds

t
+ 3 [ots, X9, Y2,uf) - o(s, X3, Yz, u2)dB
t
= JoIbuls, X5, Yo, ) Zs + by(s, X5, Y, ) E(Z)
+bu(s, X5, Yo u)osds — [ [ox(s, X, Yo u0)Z,

+ 0y(s, X, Y5, u)E(Zs) + 0u(s, X, Y, up)vs1dBs

Donc

B [supcgory 11 P| = CE [ [[10by(s, X0, Y2+ pOEG + 20, u)EGY) P)ldpds
CE [ 11 bu(s, X: + w6 + Z,), Y, u0)n? Plduds
CE [ ['1 0,(s, X0, Y: + pOE( + Z,), ud)E(y?) P)duds
CE [ [['ll 0x(s, X2 + u0(n? + Z2), Y2, u)n? Plduds

CE [Supte[O,T] | 0‘? |2]

+ + o+ o+

(4.7)

=)
-+

I
S
S

(by(s, X, Y5 + pOEmS + Zs), ul) = by(s, X3, Yy, u2))E(Z)duds
(b(s, X; + pOM? + Zy), Y5, ul) = bi(s, X;, Vi, u))Zslduds

(bu(s, X5, Y5, uy + pOvg) — by(s, X3, Yy, uy))vslduds

(oy(s, X9, Yi + uOEM? + Z),u?) — a,(s, Xz, Y, u2))E(Z:)dudB,
(0x(s, X5+ pO(Ms + Zs), Yi, uf) — a.(s, X5, Y3, u)) Zs)dudB;

s’/ ~ s/

(ou(s, X5, Y5, uf + ubvs) — o,(s, X3, Y, u))vs]dudBs

s/ = s/ s/ ~ s/

—_  ——_— o —_— —_— —

+ + o+ 4+ o+
5

(%) *

Par la suite, en utilisant (4.4), 'équation ¢ = % — Zt et d’apres hypothese H1 ,

nous obtenons : limy_,g [E [supte[O T] | Olf |2] =0
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En outre, étant donné que les dérivées de b et o sontbornées, I’équation (4.7) conduite

02
sup | a; |}.

te[0,T]

t
]E[sup | n? IZISCIEf | n? * ds + CE
0

te[0,T]

Nous appliquons le lemme de Gronwall, on obtenons (4.6)

Lemme 4.2.3 Pour toute controle optimal et sa trajectoire correspondante X* optimal, pour

chaque u € U,d , nous avons :

o
IA

E[g.(X7, Y}) + E(g,(X3, Yp)Zr

LT[fx(tl X:/ Y:/ M:)Zt + IE(fy(t/ X:/ Y:/ u:))zt (48)
Cu(t, X3, Y5, uy)ve]dt

Preuve : A partir de (4.2) et (4.3) nous déduisons :

o
IA

JO() = Jw(-))
E [9(X2, Y9) - 9(X;, Y7)]
E J [et, X0, Y0, uf) - €, X;, Y;, )| dt (4.9)

+ E [ e, x5, v u0) - 60, X5, Y )| dt

L +1, +]I3.

+

Donc :

9(X9,Y0) - g(X;, Y7)]

(X3, Y9) - (X3, V3]

fol 9y(X3, Y5 + u6(nr + Z1))0E(nr + ZT)dM]
£ 9006+ u6Grr + Zn), Y)00r + Zodu,

+
BH B B

L = E[ [e¢,X0,Y0,uf)~t,X0,Y;u0)|dt

[ 4

+ B[ [e, X0, u0) - 6t X;, Y;, uf)| dt

tr -t/

= 1Ef0T [£,(t, X0, Y: + uOE(n; + Z,)OE(n; + Zt)dy] dt

t7 ot

+ Eff| [ et X3 + 40 + Z0), Y, u?)0 + Zt)dy] it

54



Principe de maximum stochastique de type mean-field

b = E foT [g(t, X, Y, uf) -, X, Y, u;)] dt
= IE j(;T [J(;l fll(t/ X: + y:, M: + [,l@vt)evtdy:l dt

Ainsi, en utilisant I’équation (4.8), nous obtenons :

1
0<E l f gy(X7, Y7 + uOE(nr + ZT))IE(ZT)dy] (4.10)
0

+

E [ 1 9% + ub(r + Zo), Y;)szy]

+ E foT (fo1 €yt x0), Yy + WE(: + Zy)), MfIE(Zt)dy) dt
E foT (fo1 Glt, X5, +u0(n: + Z1), Y7, uf)thy) dt

E fOT (fol L(t,X:,Y;, Z,,u; + y@vtdy) dt + pY.

(4.11)

+

+

i 1
BY=E f 9,(X%, Yy + w, OE(nr + ZT))IE(nT)dul
| JO

[ 1
+E f 7:(X + ub(nr + Z7), Y*T)any]
| JO

F ATl
0 . 0
+E ‘[0 (fo‘ L(t,x"(t), Y + uOEm; + Zy)), u; lE(nt)d‘u)dtl

Tr Al
+E f [f L(t, Xi, +u0(n: + Z4, Y?, uf)ntdyl dt
0 0

En se référant a (4.6), on constate que limEg — 0(sup,_,.; |BY*) = 0 De plus, comme
les dérivées de g et I sont bornées, nous avons limgy_, ,Bf =0.

En conclusion, en se basant sur les équations (4.4) et (4.10) , avec u? tendent vers u;
(quand O tend vers 0), et en raison de la continuité lipschitz des dérivées de g et 1, nous

obtenons le résultat (4.8).
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4.2.2 Les équations adjointes

Nous présentons les équations adjointes qui sont impliquées dans le principe du
maximum stochastique pour notre probléme de controle de champ moyen. Il se trouve
que 'équation adjointe prend la forme d"une EDSR linéaire de type de champ moyen.
Pour tout u; appartenant a 1'espace U,q et la trajectoire d’état correspondante X;, nous

considérons "équation adjointe suivante :

dpt = [bx(t, Xt/ Yt/ ut)pt +E (by(t/ Xt/ Yt/ ut)pt))
+ Ux(t, Xt, Yt, ut)qt +E (Gy((t/ Xt/ Yt/ ut)qt)) (4 12)
Lt Xi, yo, ) + Byt X0, Yo u0)| At + qidB,,

pr = 9:(Xr, Y1) + E[9:(X7, Y7)] -

A partir des hypotheses précédentes, 'équation (4.12) admet une et une seule paire

solution (py, g;), qui est F;-adaptée dans L;([O, T]; R") x L;([O, T]; R™4), et nous avons :

T
E [sup Ip:|* + f |qt|2dt] <C
0

0<t<T

4.2.3 Principe du maximum de champ moyen

Théoréme (Principe du maximum de champ moyen pour le contréle optimal)

Siu* estle controle optimal du probléme (4.1),(4.2) X" sa trajectoire optimale associée.
Alors il existe un processus adjoint (p;, q;), Fi-adapté solution de 'EDSR (4.12).
telle que :

T
E f Ho(t, X, Y5, 8,05, q)) v dt > 0. (4.13)
0

Ot nous établissons la définition conventionnelle de 1 ?hamiltonien lié au probleme

de controle stochastique de champ moyen (4.1) et(4.2) comme suit :
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H(t,Xt, Y, ut,pt,qt) = P b(t,Xt, Y, ut) + q; a(t,Xt, Y, ut) + f(t,Xt, Y, ut),

Preuve Onnotons f,(t) = df/da(t, X;,Y;,u;) pour f =b,0,letg, eta =x,y,u.
En utilisant la formule d'Itd pour p;Z; et en prenant 1’espérance, avec Z; = 0, un calcul

direct démontre que :

E(piz) = E fO; pdZ+E [ Z,dp;
E [ gi[0:() Zi + 0,(t) E(Zy) (4.14)
ou(t) vt]dt.

+

+

Nous savons que p;. = [gx(X*T, Y7) + Eg,(X5, Y*T)] on obtient :

E 19X, Y5) + Egy(X3, i)} Z1]
= E[ pibu®odt+E [ g out)o dt
E [, Zit(bdt—E [} Z,E(e,(1)dt.

Finalement, a partir de (4.8) nous obtenons :

T T T
0< IEf pibu(t) v dt + ]Ef giou(t) vp dt + IEf €, (t) v, dt
0 0 0

T
—E f H(t, X, Y;,u;, p;,q;) os .
0

Cela complete la preuve du Théoreme.
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Exemple économique simplifié 1 :Modéle de consommation influencée par la
moyenne sociale (Mean-Field)

1.Contexte

On modélise un consommateur qui souhaite gérer sa richesse au fil du temps tout
décidant combien consommer chaque jour. ais ses décisions ne dépendent pas seule-
ment de sa propre situation ,elles sont influencées aussi par la consommation moyenne
de tout les autres consommateurs (effet de champ moyen)

2.Modele mathématique
On note :
o X; :La richesse de I'individu au temps ¢
« U; : Sa consommation(controéle)
« 7 :le taux d’intérét
« 0 : la volatilité( incertitude)
« B; : mouvement brownien
« E[u] = i1 : moyenne de consommation de tous les individus

L’évolution de la richesse suit 1’équation :

dXt = (T’Xt - ut)dt + GXtdBt

3. Fonction de cotit ( a minimiser) :
T 1 _
J() = E[[j G1 + A — @)t +(X,)]
« Le premier terme pénalise une consommation trop élevée.
« Le deuxiéme terme pénalise le fait de s’éloigner de la moyenne ( conformité sociale)

1
« 4(X}) est une fonction terminale (exemple : g(X;) = E(Xt - x)?)
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4. Interprétation :

Ce modele simple montre que le consommateur prend en compte non seulement sa

richesse, mais aussi le comportement moyen de la société .

C’est typique dans les économies modernes :les gens consomment en fonction de

leurs moyennes et de ce que font les autres (influence sociale)
5.0Dbjectif
Trouver une stratégie de consommation u; qui équilibre :
« La stabilité financiére.
« Le respect de la norme sociale (via i;)
« La minimisation des cotit globaux

Exemple :Modéle de gestion d'un portefeuille financer sous influence Mean-
Field On considere un investisseur qui gere un portefeuille dans un marché incertain
il cherche a maximiser ses gains .tout en tenant compte non seulement de sa propre
situation mais aussi de comportement moyen des autres investisseurs( effet Mean -

Field). équation de dynamique du portefeuille :
aXy =[rXs + a(p —r) - 1/2020¢f]dt + o X;dB;

X; :valeur du portefeuille a I'instant t .

a; :proposition investie dans l'actif risqué(controle).
r :taux sans risque.

p :rendement espéré de 1'actif risqué.

o :volatilité du marché.

B; :mouvement brownien.

E(X;) :moyenne des portefeuilles dans le marché (effet de champ moyen). avec
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l'effet Mean -Field, 1'équation devient :
dX; = b(t, Xy, E[X:], a)dt + o(t, Xy, E[x:], cu)d By
Fonction de cofit (2 minimiser) :

T
Ja()) = EI fo (1202 + AKEX )it + q(X0)]

A :pénalité de I'écart par rapport a la moyenne.

q(Xr) :fonction de colit terminale (souvent quadratique) trouver «; qui minimise
Ja(.) en équilibrant :
-le risque personnel.
-la conformité au marché .
-la performance finale du portefeuille .
ce modele reflété un comportement réaliste :un investisseur rationnel ajuste
sa stratégie en fonction du marché global , pas seulement de sa propre si-
tuation .C’est un exemple typique de prise de décision les systemes a agents

multiples.
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CONCLUSION

A travers ce travail, nous avons exploré les bases des processus stochastiques ainsi

que leur role fondamental dans la modélisation des phénomenes aléatoires.

Nous avons étudié les équations différentielles stochastiques, en nous concentrant
sur les résultats d’existence et d"unicité des solutions, puis nous avons abordé la pro-
blématique du contrdle stochastique a travers différentes approches telles que la pro-

grammation dynamique et le principe du maximum de Pontryagin.

Enfin, nous avons étendu notre étude au principe du maximum stochastique dans

le cadre Mean-Field, qui prend en compte l'interaction entre plusieurs agents.

Ce mémoire nous a permis de mieux comprendre les outils théoriques nécessaires

pour analyser et controler des systemes soumis a l'incertitude.

De nombreuses perspectives de recherche restent ouvertes, notamment dans ’opti-
misation de systemes plus complexes et 'application de ces méthodes a de nouveaux

domaines scientifiques.
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ANNEXE :ABREVIATIONS ET
NOTATIONS

(Q,F, P) : espace de probabilité.

(Q, F, (Ft)=0, P) : espace de probabilité filtré.
{Fi}iso : filtration.

R : 'espace réel euclidien de dimension d.

IN :l'ensemble des entiers naturels.

N a famille des ensembles P-négligable de ¥ .

B: :Mouvement Brownien.

E :l'espérance par rapport a la probabilité IP.

I; : matrice identité d X d.

R"®R? : 1’ensemble des matrices réelles n X d.
B/(t) :1la j®™ composante de B(t).

o/(t,X) :la j®™ colonne de o(t, X).

dt-p.p. : presque partout par rapport la mesure dt.
P-p.s. : presque surement pour la mesure de probabilité P.

U : ensemble de contrdoles admissibles.
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EDS :équation différentielle stochastique.
p: :processus adjoint.

J(.) :la fonction de cotlit a minimiser.

H(t, X;, u;, ps) : hamiltonien.

A :un borélien de RY.

mot clés :

équations différentielles stochastiques de type mean-field, équations adjoints, controle
optimal, le principe de maximum stochastique. Perturbation convexe.

keywords :

Stochastic optimal control, stochastic differential equation, mean-field systems, neces-

sary conditions of optimality. Ito-formula. variational method, convex perturbations.
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