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INTRODUCTION

Il y a plusieurs années, des études approfondies ont été menées sur diverses
relations de récurrence linéaires, telles que les suites de Fibonacci, de Lucas et de
Pell-Lucas, entre autres. L'objectif de ces études était d’explorer leurs solutions,
les fonctions génératrices associées et leurs formes explicites. Ces relations de
récurrence explicites sont largement utilisées dans de nombreux domaines de

recherche, notamment en économie et en informatique.

Cependant, ces derniéres années, de nombreux chercheurs ont cherché a géné-
raliser plusieurs de ces relations de récurrence. L'une des généralisations les plus
connues est celle de la suite de Fibonacci. Cette généralisation a suscité un grand

intérét et est bien connue des chercheurs.

Grace a cette généralisation, nous pouvons obtenir de nombreuses relations
de récurrence et fonctions génératrices en utilisant la technique des fonctions

symeétriques.

Dans le premier chapitre, nous fournissons les outils nécessaires et les infor-
mations de base pour comprendre les chapitres suivants. Nous commengons par
présenter les définitions et les propriétés des relations de récurrence linéaires

pour certains nombres et polyndmes. De plus, nous introduisons, vers la fin du
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chapitre, les fonctions génératrices ordinaires de certains polyndomes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous passons en revue les fonctions symétriques

élémentaires et completes ainsi que leurs propriétés.

Dans le troisieme chapitre, nous utilisons les théoremes précédents afin de
dériver de nouvelles fonctions génératrices pour les produits de nombre Pell
Modifiée, des polyndmes de Jacobsthal Lucas bivariée et Lucas complexe bivariée

en utilisant les fonctions symétriques en plusieurs variables.



CHAPITRE 1

RELATIONS DE RECURRENCES

Dans ce chapitre, nous allons résoudre les relations de récurrences linéaires a
coefficients constants d’ordre k en utilisant la méthode du polynéme caractéris-

tique.

1.1 Relations de récurrences linéaires

Une suite (u,) vérifie une relation de récurrence s’il est possible d’exprimer
le terme u,, comme une fonction des termes précédents uy, uy, u, ..., u,_1. Cette
relation de récurrence est dite d’ordre k si u,, dépend de k termes précédents de
la suite, c’est-a-dire :

Uy = R (ul’l—ll SRR un—k)

pour une certaine fonction R.

Définition 1.1.1 [10] Une relation de récurrence dit linéaire d’ordre k si elle exprime

6
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sous la forme suivante :

Uy + fi (M) Uy + (M) Upp + ...+ fi (M) Uy = g (n), (1.1)

ou f1(n), f(n), ..., fi(n) et g (n) sont des fonction non nulle.

Théoreme 1.1.1 [10] la relation de récurrence linéaire

g+ LMy + oM upo+ ...+ fi(M) Uy = g(n),
avec Uy = dg, Uy = Ay, ..., Up_1 = ax_1, Sont des constants a une unique solution.
Lemme 1.1.1 [10] Soit ufll) la solution de la relation :

Uy + (M) up1 + (M) Uy + ...+ (M) Upi = g1 (n),

et uflz) la solution de la relation
Uy + (M up1 + (M) Uy +...+ (M) Upi = g2 (n),

donc clu,(ql) + czuff) est la solution de la relation

Uy + fr My + o M)ty + ...+ fi () Uy = c191 () + €292 () .

Preuve. On a

[cluﬁll) + czuf)] + fi(n) [cluﬁll_)l + czuf_)l] + -+ fr(n) [cluf)k + czuf_)k]

1 1 1 2 2 2
= clufq) + clfl(n)ufq_)1 + -0+ clfk(n)u( )k + czu,(1) + czfl(n)ufi_)1 +o 4 csz(n)u( )

n— n—k

=0 [ug) + fl(n)uﬁll_)1 + -+ fk(n)u;]_)k] +C [u;‘z) + fl(n)uf_)1 + -+ ﬁ((n)uf_)k

= c191(n) + c2g92(n).



Fonction symétrique

1.2 Récurrenceslinéaires homogenes a coefficients constants

Définition 1.2.1 [11] Une relation de récurrence est dit linéaire homogeéne d’ordre k a

coefficients constants si elle est de la forme
Uy, = ClUp—1 + Colly_n + ... + Cklly—t, (1.2)

Ou cy,co,...,cr sont des nombres réels et ¢ est non nul.

Exemple 1.2.1 La relation de récurrence u, = u,_1+2u,_, est une relation de récurrence

linéaire homogene d’ordre deux.
Exemple 1.2.2 La relation de récurrence u, = 6u,_1 + ui_z n’est pas linéaire.
Exemple 1.2.3 La relation de récurrence u, = 3u,_1 + 2 est linéaire.

Exemple 1.2.4 La relation de récurrence u,, = 5nu,_, + n*u>_, n'a pas des coefficients
n-2

constants.

Remarque 1.2.1 [11] L’approche de base pour résoudre les relations de récurrence li-
néaires homogenes est de chercher des solutions de la forme u, = t" est une constante.
Remarquons que u, = t" est une solution de la relation de récurrence u, = ciu,—1 +

Colly_n + ...+ Ckll,—i Si et seulement si

-1 —k
="+t

quand les deux cotés de cette équation sont divisés par t"™* et que le coté droit est

soustrait du coté gauche, on obtient I'équation :

8
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tk_C1tk_l_"'_ck:01

par conséquent, la suite u, et u, = t" sont des solutions si et seulement si est une so-
lution de cette derniere équation. Nous appelons cet équation I'équation caractéristique de
la relation de récurrence. Les solutions de cette équation sont appelées les racines caracté-
ristiques de la relation de récurrence. Comme nous le verrons, ces racines caractéristiques
peuvent étre utilisées pour donner une formule explicite pour toutes les solutions de la

relation de récurrence.

1.3 PolynO0mes caractéristiques

Définition 1.3.1 [3] Soit la relation de récurrence linéaire homogene d’ordre k a coeffi-
cients constants :

Uy, = ClUy—1 + CoUy— + ... + CxlUy—k,

Le polynome caractéristique correspondant est
P(t) =t — et — . — ¢
Exemple 1.3.1 le polyndme caractéristique de la relation récurrence suivante
U, = 5u,_1 —6U,_»
est: t-5t+6=0
Exemple 1.3.2 Le polyndme caractéristique de la relation récurrence suivante

Uy = —2Uy1 — 2Up_p — Uy_3,

est: B4+22+2t+1=0.

Remarque 1.3.1
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1. L'équation caractéristique associée a la relation de récurrence est obtenue en annulant

le polyndme caractéristique de cette derniere.

2. Les racines de polynome caractéristique sont appelées les racines caractéristiques.

Théoréme 1.3.2 [11] Soient cy, ¢y, ..., cx des nombres réel tels que ci est non nul. Sup-

posons que le polyndme caractéristique
PH)=t—cif'— ... =,

Admette k racines distinctes ty,t,,...,ty. Alors (u,) est une solution de la relation de
récurrence

Uy = ClUp—1 + CoUy_p + ...+ CxUpy—k,

si et seulement si

u, = ait] + aty +...+ at],Vn € aN,

avec aq, iy, . . ., A des constantes réelles.

Exemple 1.3.3 Soit la relation de récurrence suivante :

Uy, = —3Uy_1+2U,_n, N=2

Uy = O, u; = -1.
L’équation caractéristique est t* + 3t + 2 = 0. Elle peut étre factorisée comme (t + 1)(t +2),
donc il y a deux racines réelles :—1 et —2.

La solution générale est :

u, = c1(=1)" + c2(4)",
Les conditions initiales uy = 0,u; = =1 impliquent que :
c1+c=0
—1—20=-1

10
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1 = -1
Cy = 1
Donc la solution est :
u, = —(-1"+ (-2)".
Théoreme 1.3.3 [11] Soient ¢y, ¢y, ..., ¢k Supposons que I'équation caractéristique

et —. .= =0,

admet r racines distinctes t1,t,,...,t, avec des multiplicités respectives my, my, ..., m,,
T

tellesquem; >1 VYi=1,2,...,ret Z m; = k. Alors, (u,) est solution de la relation de
i=1
récurrence :
Uy, = ClUpy—1 + CoUy— + ...+ CUy—k,

si et seulement si :

U, = (0(1.0 +apn+...+ alml_lnml_l)tT + (0(2.0 +amn+...+ 0(2m2_1ﬂm2_1) tg

+...+ (oz,.o +aqn+...+ oz,m,_ln’”"l) t,
pourn =0,1,2,...,o0i les a; j sont des constantes, avec 1 <i <ret0 < j<m;—1.

Exemple 1.3.4 Soit la relation de récurrence suivante :

u, =4u, 1 —4u,,, n>2

U :2,141 =8.

L’équation caractéristique est t> — 4t +4 = 0. Elle peut étre factorisée comme (t —2)?, donc
il y a une racine double réelle 2.
La solution générale est :

uy = 1(2)" + con(2)",
u, = (c1 + con)(2)".

11
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Les conditions initiales uy = 2,uy = 8 impliquent que :

C1:2
(C1+C2)2:8
C1:2
C2:2

Donc la solution est :

u, =22)" +2n(2)",

iy = (2 + 2nm)2".

1.3.1 Relations de récurrences de certains nombres et polyndmes

Définition 1.3.2 [3] La relation de Fibonacci (G,)qen est définie par la relation de récur-

rence suivante :

G, =pGy1 +9G,p, n=>2
Pron T e (1.3)
GOZ(X,Glzﬁ.

avecp,q € Ry et a,p € C.

Lemme 1.3.1 Soit t* — pt — q = 0, I'équation caractéristique de la relation récurrence

(1.1)

1. si I'équation caractéristique a deux solutions réels t; et t, alors la solution générale de

(1.3) est donnée par :
M = Aat)
n — tl _ t2 7

avec M= — aty et L,=f — aty.

2. si I'équation caractéristique a une seule solution réel t, et t, alors la solution générale

12
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de (1.3) est donnée par :

G, = (c1 + cpn)t",

—at
avecclzaetczzﬁ%.

Définition 1.3.3 [12] Le nombre de Pell-modifié est définis par la relation de récurrence

suivante :

Mppfqn = 2PMPFW/”—1 + qMPP,q,i’l—Z/ n Z 2 (1 4)

Mpp,q,() = 1,MPp,q,1 =p.

Définition 1.3.4 [14] Le polynome de Jacobsthal Lucas bivarié sont définis par la relation

de récurrence suivante :

() = xyj1(x, y) + 2yjua(x,y), n=2
Jn\ X, Y YIn-1\X, Y YIn-2X, Y (15)

jolx, ) =0, j1(x, y) = 1.

Définition 1.3.5 [5] Le polynome de Lucas complexe bivarié sont définis par la relation

de récurrence suivante :

L,(x,y) =ixL,_1(x,v) + yL,»(x,vy), n>2
(x, y) 1(%,y) + yLau-a(x, y) 16

Lo(x,y) =2,Li(x, y) = ix.
1.4 Fonctions génératrices

1.4.1 Séries formelles

Soit K un corps commutatif (K = Rou C).

(o]

Définition 1.4.1 [3] Les éléments de I'ensemble K [[t]] = Z ant",a, € N} s’appellent
n=0
les séries formelles a coefficients dans K. Pour n € IN, t" s’appellent le monome de degré

n et a, est son coefficient.

13
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[o0]

Définition 1.4.2 [3] Soient a (t) = Z a,t" et B(t) = Z b,t" deux séries formelles,
n=0

alors " .
alt)+p () = Z (a, + b, t".
n=0

Définition 1.4.3 [3] Soient a (t) = Z a,t" et p(t) = Z b,t" deux séries formelles,
n=0

n=0
alors

[ee]

(a-p)(t) = Z cat”,

n=0
aovec

(o]
Ch = Z akb, .
k=0

[s¢]

Définition 1.4.4 [3] Deux séries formelles a (t) = Z at" et B(t) = Z b,t" sont égales
n=0 n=0
si et seulement si pour tout n # 0,a, = b,,.

[ee]

Définition 1.4.5 [3] On dit que la serie formelle a (t) = Z a,t" est l'inverse de le serie

n=0
B(t) = Z bt" si,
n=0

500 £ -
n=0 n=0

Exemple 1.4.1 La serie Z ant" est inversible est son inverse est (1 — t), en effet

n=0
(1—t)(Zt”) - Zt“—tZt“ = Zt“—Zt““
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
= 1+) =) #'=1
n=0 n=0
Proposition 1.4.1 [3] Une serie formelle Z a,t" est inversible si et seulement si ag # 0.
n=0

14
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Preuve. Nous devons déterminer s’il existe ou non une série formelle () =

[o0]

Z a,t" dans K[[t]], telle que a(t)p(t) = 1. En développant le produit, nous obte-

n=0
nons:

a(t)p(t)

Il Il
[
[
—
X
= =
=
N N———
ST
=
e
L/
- S
= ~
=
N—

En comparant les coefficients de t" des deux cdtés de I'équation a(t)5(t) = 1, on
n

voit que f(t) satisfait 'équation si et seulement si aghy = 1 et Z axb,_t" = 0 pour

k=0
toutn > 1.

Si gy n'est pas inversible dans K, alors I’équation a(t)f(t) = 1 ne peut pas étre
résolue pour by, de sorte que S(t) n’existe pas et a(t) n’est pas inversible dans
K [[£]]-

Si ag est inversible dans K, alors by = a; ! existe. Chacune des équations restantes
n

(pour n > 1) on peut la récrite sous la forme agb, = — Z axbu—, ou en multipliant
k=0
n
par by, b, = =by Z axb,—r. Ces équations peuvent étre résolues par récurrence sur
k=0

k > 1, donnant une solution pour f(t) qui constitue I'inverse multiplicatif de a(t).

Par conséquent, (t) est inversible dans K [[¢]]. m

Proposition 1.4.2 [3] Si a(t) et B(t) sont deux séries formelles non nulles, alors a(t)p(t)

est également non nulle.

1.4.2 Fonctions génératrices ordinaires (FGO)

Définition 1.4.6 [3] La fonction génératrice ordinaire (FGO) de la suite (a,),en =

(a0, 1,0z, . ..), est définie par :

(o]

G(t) = Zant”.

n=0

15
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Exemple 1.4.2 La fonction génératrice de la suite (a,),en = (A0, 1,42, . ..) avec a, =

3,a,=n+1,a, =2"est:

[s¢]

i 3", Z n+1t" et i o,
n=0 n=0

n=0

Théoreme 1.4.1 Soient A(t) la FGO de (a,),en, et B(t) la FGO de (b,),en, alors :

1. A(t)+B(t) est la FGO de (a, + by,)nen.

2. tA(t) est la FGO de (0,a9,a1,a5, . ..,0,-1).

3. A'(t) est la FGO de (ay,2a3,3a3,...,(n + Da,q, .. .).

4. A(t)B(t) est la FGO de (ag, agh; + a1bg, agb, + a1by + asby, . . .).

5. (1-t)A(t) est la FGO de (ag, a1 — ag, 0 — a1, ..., 0, — Ap_1,...).

[ee]

6. %estlaFGOde ao,a0+a1,a0+a1+a2,...Zak....
k=0

Théoréme 1.4.2 Soit la suite (G,),en définie par la relation de récurrence suivante :

Gn: Gn— + Gn_ ,n>2
R (1.7)

G() = q, G1 = ﬂ
avec p,q € C,a,p € C. Alors la fonction génératrice associée a (G,)uso est donnée par :

a+(B-pa)t

G = 1—pt—gqgt?

(1.8)

16
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Preuve.On a:

= i Gut" = Gy + Gyt + i Gut" =a+fpt+ i(pGn_l +qGuo)t"
n=0 n=2 n=2
=a+pt+pt i Guoit"™ + gt? i Gt
n=2 n=2
=+ fpt +ptiGnt” +qtziGnt”
n=1 n=0
= a + pt +pt[i Gyt" —a) +qtziGnt”
n=0 n=0
+ (B — pa)t + ptG(t) + gt>G(?).

Donc:
a+ (B —pa)t

G =T

n
Théoreme 1.4.3 [13] La fonction generatrice des polyndmes de Fibonacci bivariés est

donnée par :

ZP ot = e

Preuve.On a:

= Z Fu(x, y)t" = Fo(x, y) + F1(x, y)t + Z Fu(x, y)t"
n=0 n=2
=t+ Z (xFp-1(x, y) + yFaa(x, y)) t*
n=2
=t+xt Z Foq(x, y)t" ™ + yt? Z Foo(x, y)t"?
n=2 n=2

=t+xt Z Fu(x, " + yt? Z Fu(x, y)t"
n=1 n=0

=t+uxt [Z Fu(x, y)t" — O] +yt Z Fu(x, y)t"
n=0 n=0

=t + xtG(t) + yPG(b).

17
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Alors :
G(1 —xt —yt?) = t,
Donc:
G(t) = Tt—ytz
|

Théoreme 1.4.4 [13] La fonction génératrice des polynomes de Lucas bivariés est donnée

par:
Z Ly(x, yt" = yt2

Preuve.On a:
G(t) = Z L,(x, y)t" = Lo(x, y) + Li(x, y)t + Z L,(x, y)t"
n=2 n=2
=2+ xt+ Z(an_l(x, Y) + yL,_o(x, y)t"

=2+ xt + xt Z Looi(x, )" + y#? Z Lo (x, y)t" >

n=2 n=2
=2+ xt+xt Z La(x, y)t" + yt? Z La(x, y)t"
n=1 n=0

=2+ xt+xt [Z La(x, y)t" — 2) +yt Z L (x, y)t"
n=0

n=1

=2 — xt + xtG(t) + y£G(t).

Alors :
G(H(1 — xt — yt?) =2 — xt,
Donc:
2 —xt
o) =15 yt2’
n

Théoréme 1.4.5 [13] La fonction génératrice des polyndmes de Pell bivariés est donnée

18
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par :

. t
an(x'y)t 1= 2xyt — yt?

n=2

Preuve.On a:
G(t) = Y Pulx, )" = Po(x, y) + Py(x, )t + Y Palx, )t"
n=2 n=2

=t+ Z(nypn_l(x, y) + ypn—Z(x/ y))tn

n=2

= t+2xyt ) Pus (o + Y2 Y Pualr, y)t
n=2 n=2

=t + 2xyt Z P, (x, y)t" + yt? Z P, (x, y)t"

n=1 n=0

=t + 2xyt (Z P,(x, y)t" - O) + yt? Z P, (x, y)t"
n=1 n=1

=t + 2xytG(t) + y*G(t).
Alors :
G)(1 - 2xyt — yt*) = t,
Donc :
t
Glt) = 1= 2xyt — yt?
[ ]

Théoreme 1.4.6 [13] La fonction génératrice des polynomes bivariés de Pell-Lucas est

donnée par :

iQ Gy = Y
oo 1 —2xyt — yt?
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Fonction symétrique

Preuve.On a:
G(t) = i Qu(x, P = Qo(x, y) + Qux, y)t + i Qu(x, t"
n=0 n=2
=2+ 2xyt + i(nyQ,H(x, Y) + yQua(x, y)t"
n=2

=2+ 2xyt + 2xy i Qu1lx, Yt +y i Qu-a(x, y)t‘”‘2
n=2 n=2

=2 4+ 2xyt + 2xyt i Qulx, )" + yt? i Qul(x, Yt"
n=1 n=0

=2 4+ 2xyt + 2xyt (Z Qu(x, Yt" - 2) +yt Z Qu(x, Yt"
n=0 n=0

= 2 = 2xyt + 2xytG(t) + y*G(¢).

Alors :
G(t)(1 — 2xyt - ytz) =2 - 2xyt,
Donc :
G(h) = 2 —2xyt
1= 2xyt -yt

‘Whéoréme 1.4.7 [13] La fonction génératrice des polynomes de Jacobsthal est donnée

par :
;1 D = T

Preuve.On a:
G(t) = Z ]n(xl y)t”/ = ]O(XI ]/) + ]1(3(, y)t + Z ]n(x/ y)f”,
n=0 n=2

=t+ Z Oy Jna (%, ) + 2y Jua(x, ) £,
n=2
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Fonction symétrique

= byt Y Jua (ot + 292 Y Jualr ),
n=2 n=2

=t4ayt Y JaCo )t +2y2 Y Loyt
n=1 n=0

=t + xyt [Z Ju(x, Yt — 0] + 2yt Z Ju(x, Yt",
n=0 n=0

=t + xytG(t) + 2y*G(t).
Donc :
G(H(1 — xyt — 2yt*) = L.
Alors :
t
C0) =12 xyt — 2yt
|

Théoreme 1.4.8 [13] La fonction génératrice des polyndmes de Jacobsthal-Lucas est

donnée par :

=, ; 2 —xyt
Preuve.On a: nZ:O Jnl, Y = 1—xyt — 2y’

G(t) = Z Jn(x, M, = jolx, y) + j1(x, y)t + Z Jn(x, Y)t"
n=0 n=2

=2+ xyt+ ) (Y jur (6 9) + 29 jua(, )

n=2
= 2 + xyt + xyt i a1 (2, Y+ 2y i oo (X, Yt
n=2 n=2
=2+ xyt + xyt (G(t) — jo(x, y)) + 2yt*G(t)
=2 + xyt + xyt (i T, Y — 2) + 2yt i T, Yt
=0 =0
=2 — xyt + xytG(t) + 2yt>G().
Alors :
G(t)(1 —xyt — 2yt2) =2 - 2xyt,
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Fonction symétrique

Donc :
o) = 2 —xyt
t) = 1—xyt — 2yt

la preuve est compléte . m

D’apreés les théoremes précédentes on a déduit le tableau suivant [3] : Pour k = 1

Valeurs de p,q,a, Coefficient de t" | Fonction génératrice
p=kpB=19=1a=0 Fien W
p=p=kq=1a=2 Lin T—k-P
a=0,p=2,9=kp=1 P #

a=p=p=2,q=k Qi S TTE
p=kg=2a=0p=1 Jicn W

p=B=ka=q=2 Jin 1_ki-28

Tableau 1 : Fonction génératrice de certaines nombres k.

dans le tableau 1.1 on obtient le tableau suivant [3] :

Valeurs de p, g, a, 8 Coefficient de t" | Fonction génératrice
p=1B8=19=1a=0 F, ﬁ
p=p=lg=1la=2 Ln 1—t—¢
a=0,p=2,9=1,8=1 Py ﬁ

a=f=p=2,q9=1 Qu @
p=19=2,a=0,p=1 I W
p=B=l,a=g=2 Jn 1_f_p

Tableau 2 : Fonction génératrice de certaines suites numériques pour k = 1.
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CHAPITRE 2

FONCTIONS SYMETRIQUES
ELEMENTAIRES ET COMPLETES

Dans ce chapitre ,nous mentionnons quelques définitions et propriétés impor-

tantes des fonctions symétriques élémentaires et completes.

2.1 Fonctions symétriques

Définition 2.1.1 [14] Considérons f une fonction définie sur n variables on qualifie cette
fonction symétrique lorsque sa valeur demeure inchangée quelle que soit la permutation
appliquée a ses variables . Autrement dit, pour tout permutation des indices (1,...,n), on
a:

f(x1,x2 ----- Xy) = f(xs(l)rxs(Z) ----- xs(n))
Cela signifie que l'ordre des variables n’affecte pas le résultat de la fonction.
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Fonction symétrique

2.1.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 2.1.2 [3] Soit k et n deux entiers positifs et (A1, Ay, ..., A,) I'ensemble des
variables donnée, alors la fonction symétrique élémentaire ex(A1, Ay, ..., A,) est définie
par:

e = e, Aoy A= Y AIARLLAL, 0<k<n,

i +ip+...+i, =k

avec iy, 1, ...,i,, =0V 1.

Exemple 2.1.1 Pour une équation de degré 2(n = 2, racines : A1etd,), ona:

@ _
e, =1,

e;z) = /\1 + /\2,

egz) = /\1A2.

Proposition 2.1.1 [7] La fonction génératrice des fonctions symétriques élémentaires est

donnée par :

n

E(t) = Z extt = l_[(l + Ait), avec ef{”) =0 si k>n.

k>0 i=1
Preuve. Nous avons :

e,({”) =er(A,Ap, ..., Ap) = Z /\?A;z e Al avec e,({”) =0 si k>n.

i1+ip+-+ip=k
pourn=2,ona:

2
[T +At) =0+ M0+ Aat),
i=1
=14 (A + At + At
2
=e¢y + et + ezt2 = ektk.
k=0
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Fonction symétrique

Supposons maintenant que la propriété est vraie pour n :
n

Z et = [ J1+A),

k>0 i=1

et montrons qu’elle reste vraie pourn +1:

(n+1) n+1
Z et = [ [+ ).
k>0 i=1
Ona
n+1 n (n)
H(1 +AH) = H(1 + DA+ Apat) = [Z ektk] (1 + Apirt)
i=1 i=1 k>0
n n
= Z €ktk + An_'_l Z el((n)tkﬂ = Z €ktk + An+1 Z e,(:i)ltk
k>0 k>0 k>0 k>1
n
= Z et + A Z el(:i)l = Z (e]({") + Anﬂel({”_)l) tk
k>0 k>0 k>0
n+1
= Z ek = Z ext.
k>0 k=0

Ainsi, la proposition est vraie pour toutn > 0 m

2.1.2 Fonctions symétrique completes

Définition 2.1.3 [3] Soient k et n deux entiers positifs et (A1, Ay, ..., A,) 'ensemble des
variables données. Alors la fonction symétrique complete hi(A1, Ay, ..., A,) est définie

par :
K = (A, Ay, ) = Z Al Al (2.1)

i1 +ip+...+ip=k

avec : i1,1z,...,1, >0 et hl({”):O, Vk <0.
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Fonction symétrique

Exemple 2.1.2 Pour une équation de degré (n = 4, racines : A1, Ay, A3, Ay) ona:

W =1,

HY = A1+ Ay + s + Ay,

B = A2+ A2+ A2+ A2+ Ay + Mg + Adg + Agds + Agdy + Asdy,
B = A3+ A3+ A3+ A% + 4 AoAs + Aidsdy + Aidody + Aodsdy + +A20, + A2A5 + A2y + ...

Proposition 2.1.2 [7] Les fonctions symétriques complétes d’ordre peuvent également

étre caractérisées comme les coefficient du développement en série formelle

n

H(t) = Z = [ Ja-an™

k>0 i=1

Preuve. nous avons

W= Ay, Mgy, Ay) = Z AAE Al

i+ +...+i,=k

pourn=2,0ona:

Zhlftk:h§+h§t+h§t+...

k>0

=1+ M+ A+ AT+ A+ A + A + ...

=+ At + AP+ )+ A+ A3 +..)

= (Z(Alt)k] + [Z(M)k]

k>0 k>0
1

T (1= = Aqb)
1

ﬁ(l — Ait)
i=1

26
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Fonction symétrique

Supposons que la propriété est vraie pourn

H(t) = Z K = ﬁ(l — At
=1

k>0
Et montrons qu’elle est rest vraie pour n + 1

n

H(t) = Z Ve = TTa-am™,

k>0 i=1

h]((n+l) — n+1h(1’l+l + hn

Donc

YR = Y a0+ B

k>0 k>0

= A ) WY RO

k>0 k>0

= /\,m BUOE Y O

k=0

= Ayt Z R OE 4 Z WP,

k>0 k>0

Ce qui implique

Z n+1)tk Aot ch(nH)tk H(1 — ) 1

k>0 k>0

- An+1t)2h(”+l)tk H(1 M)

k>0

Z h(n+1)tk _ (1 — Apat)” !
LTI (- A
k>1 i=1 !

B 1
A+ A
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Fonction symétrique

Proposition 2.1.3 [3] Pour tout entiern > 0,0na:

H().E(-t) = 1.

Preuve. On a

E(t) = Z ertt = ﬁa +Ait)
i=1

k=0
E-0 =) a0 =[[a-2n
k=0 i=1
H(t) = Z htt = H(1 — At
k>0 i=1

2.2 Quelques propriétés sur les fonctions symétriques

Définition 2.2.1 [3] Soit n un entier positif et A = {a1,a,} un ensemble de variables

donnée, alors la fonction symétrique S, est définie par

n+l _ an+1

Si(A) = Su(a +az) = ﬁ

Avec  Sp(ay +a3) = 1,51(a1 + a2) = ay + a2, So(an + a2) = a3 + myap + a3,

Définition 2.2.2 [1] Soient A et B deux alphabets quelconques. Nous définissons

Si(A — B) de la maniere suivante :

i Si(A - B/ = E(-)H(#). (2.2)
j=0
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Fonction symétrique

Avec

H@:I]a—wrletEeoszywn

beB aeA

Proposition 2.2.1 [14] En posant A = ¢ dans (2.2), nous obtenons :

si(-B) = [ [a -y, (2.3)
Z [1

Proposition 2.2.2 [14] En choisissant B = ¢ dans (2.2), nous obtenons :

j=0

§:so®ﬂ (2.4)
Ilﬁ—aﬂ
acA
Lemme 2.2.1 [3] Soient deux alphabets A = [x] et B = [by, by, ..., b,] alors :
Suik(x — B) = xS, (x — B),

Pour tout k > 0.

Proposition 2.2.3 [3] Si A est de cardinal 1(c’est-a-dire A = x), alors

Ilﬂ—bﬂ

Si(x—B)

kB  _ j-1 Ay
d=x0) 1+...+t7°S54(x—B)+t A=x) (2.5)
Preuve. D’apres (2.2) on a
[Tpep(1
bBEﬁ ZfS(—Bw (2.6)
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Fonction symétrique

Z Sx—BH =1+...4+S4(x=B)H +S1(x— B +...

j=0
=1+...+S;(x—BY ' +2/(Sj(x—B)+ Sja(x —B)t +...)
=1+...+S;(x =B '+ (Sj(x—B) + xSj(x - B)t +...)
=1+...+Sja(x—BP ' +8S(x —B)(1+xt+x* +...)
=1+...+t7'S;4(x—B)+ tfs’ff;f).
Donc:
H(1 — bt)
, Si(x—B)
beB _ j
= =1+...+VS (x-B)+H—— ",
(1 — xt) T =B+ 1—xt

Proposition 2.2.4 [2] En considérant successivement le casA = ¢, B = ¢, on obtient la

factorisation suivante :

Z Si{(A- Bt = Z (AW Z Si(-B)t.
j=0 j=0 j=0
Ainsi

j
S{A-B) = Z S «(A)Sk(~B).
k=0

Corollaire 2.2.1 [12] La fonction symétrique des polynomes de Jacobsthal-Lucas bivariés

est donnée par :

Jn =25, (p1 + [=p2]) = xySu1 (p1 + [-p2]) .

Corollaire 2.2.2 [14] La fonction symétrique des polyndmes de Lucas complexe bivariés

est donnée par :

Ln = 2Sn (pl + [—Pz]) - ixsn—l (Pl + [—P2]) ’
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Fonction symétrique

Corollaire 2.2.3 [5] La fonction symétrique des nombres de Pell modifiés est donnée par :

MPy 40 = Su(p1+ [=p2]) = pSu-1 (p1 + [-p2]) -

Suites/Polyndmes Fonctions symétriques
Jn 25, (p1 + [=p2]) = xySu-1 (p1 + [-p2])
L, 25, (p1 + [=p2]) — ixSpa (1 + [=p2])
MP, Su(p1 + [=pal) = pSu-a (p1 + [=p2])

Tableau 1 : Fonctions symétriques associées a certaines suites et polyndmes

bivariés.
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CHAPITRE 3

FONCTIONS GENERATRICES
ORDINAIRES DES PRODUITS DES
NOMBRES ET POLYNOMES AVEC

DES FONCTIONS SYMETRIQUES DE
PLUSIEURS VARIABLES

Dans ce chapitre, nous introduisons de nouvelles fonctions génératrices pour
les produits de nombres tels que les nombre Pell-modifiées et les polyndmes de

Jacobsthal-Lucas bivariés, Lucas complexe bivariés.
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Titre chapitre 3

3.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 3.1.1 [3] Soit f une fonction sur R", la différence divisée d,,,,, est définie

Ai+1

par :

_ f(all"'lailai+ll"'lan)_f(all'"Iai—llai+1lail"'laﬂ)

Dai; '
iMi+1 (f) al_ _ ai+1 (3 1)
Définition 3.1.2 [3] L'opérateur de symétrisation 6% . est définie par :
at f(a) —akf(a
& . f(a) = 1) ~ 2/ 2), Vk € N. (3.2)

ay —dap

Théoreéme 3.1.1 Soit P = {p1, po} et A = {a1, a3, a3, a4}, Soient deux alphabets, alors on

a:

1= (p1p2) e P+ (pap2) (pr+p2) |57

4 4
H(l — ﬂiplt) H(l — Elipzt)
i=1 i=1

(plpz)[(m +pz)2—P1Pz]65f) #

T4 4 :
H(l - Eliplt) H(l - ﬂipzt)
i=1 i=1

Z H,(a1,05,03,a4) H, (p1 + p2) " =
n=0

Théoreme 3.1.2 Soit P = {p1, p2} et A = {a1,a5,a3,a4}, Soient deux alphabets, alors on

a:
2
e(l4)t—(p1+p2)e(24)t2+[(p1+p2) —mpz]eg)ﬁ

4 4
[[a-apn]]a-apb
i=1 i=1

(n +pz)[(p1 +pz)2—2p1pz]6f) t

T4 4 ’
H(1 — Lliplt) H(l — Llipzt)
i=1 i=1

Z H,(a1,00,03,04) Hyq (p1 + p2) t" =
n=0

changeons p, par (—p,), on obtient :
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y L+ (pp2) &2 = [(pip2) (p1 + po)] &P
Z H, (al; ap,as, a4) H, (pl + [_pz]) = 41 2)& 1P2 1 2)l e

" [0 - @1 - p2)ait - pipoait)
i=1

(4) 14
e, t

(p1p2) [(p1 = p2)* + papa
+— ,

[10 - @1 - p2)ait - pipaat?)

i=1

(3.5)

4) 3
5 b

et = (p1 = p2) &2 + (1 = o)’ + papa)

Z Hn (alr az,as, ﬂ4) H”l—l (pl + [_pZ]) t” =
n=0

4
H(l — (p1 — p2) ait — p1poai )
i=1

(1 = p)[(p1 = p2)* + 2p1pa €1

: (3.6)
H(l — (p1 = p2) ait — 1 )

i=1
3.2 Sur les fonctions génératrices des nombres

Dans cette partie, nous considérons désormais les théoremes précédents afin
de dériver une nouvelle fonction génératrice pour les produits des fonctions sy-
métriques en plusieurs variables avec les nombres suivants : Jacobsthal-Lucas
bivarié, Lucas complexe bivarié et Pell-modifiée. Dans cette partie, nous considé-
rons désormais les théoremes précédents afin de dériver une nouvelle fonction
génératrice pour les produits des fonctions symétriques en plusieurs variables
avec les polyndmes suivants : Jacobsthal-Lucas bivarié, Lucas complexe bivarié

et le nombre de Pell-modifiée.

Théoréme 3.2.1 Etant donné que n est un nombre naturel, la nouvelle fonction généra-
trice du produit des polyndmes de Lucas complexe bivariés et d’une fonction symétrique

en plusieurs variables est :
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. 2 —ixte + (ix? + 2y)t?e? + (—ix® — ixy — 2xy) et
Z Hn(allaZI as, a4)Lntn = 1 ( , y) 2 ( y y) 3
" H (1 —a;t — aftz)

i=1
(ix* + 2ix*y + 2x%y + 2y*)te;
+ - .
(1 —a;t — az.th)
i=1

Preuve. On marque que :

L, = 2H, (p1 + [-p2]) + ixH,—1 (p1 + [-p2]),
puis,

Yoeo Hua, a2, a3, a4) L, t"
= Yoo Hula1,82,a3,a4) 2H,, (p1 + [=p2]) — ixH,1 (p1 + [=p2D) 7,
= 2Y,oHu(a, 2,03, a0)H, (p1 + [-p2])
— ix Yoo Huar, az,a3,a5)H, 1 (p1 + [=p2])

1+ yegl) 2 —xyeg}) IS +(z'x2 y+x2 y+ yz)eff) #

ﬁ (1 —a;t — aftZ)

i=1
4 N 4 4
» eg )t—xeg )t2+(x2—y)e(3 )t3—(x3+2xy)e£1 )
4

1—a;t —a*t?
[1( i)

i=1
2—ixte%+(ix2 +2y)t2e§+(—ix3—ixy—2xy)t3e§
4

1—a;t —a’t?
11 )

i=1
(ix4+2ix2y+2x2y+2y2)t4ei
n .

1 —a;it — a*t?
[1( )

i=1
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Théoreme 3.2.2 Etant donné que n est un nombre naturel, la nouvelle fonction généra-
trice du produit des polynomes de Jacobsthal-Lucas bivariés et d’une fonction symétrique

en plusieurs variables est :

= . 2 — xyte} + (X¥2y* + dy)Ped + (=13 — bxy?) el
Y Hular, 02,05, a3)jut" = : - : :
n=0 H (1 —a;t — aftz)
i=1

+(xty* + 8x%y° + 8y*)tie;
" :

1 —a;t — a*t?
[ 1( )

i=1

Preuve. On a

jn = 2H, (p1 + [=p2]) = xyHu1 (p1 + [=p2]),

Donc

Yoo Hu(a1, a2, a5, a4) j, "
= Lo Hu(a1,a2,a5,04) 2H, (p1 + [-p2]) = xyHu-1 (p1 + [-p2]) ¢
= 2Y.20 Hu(ar,a2,a3,a0)H, (p1 + [-p2])
— xy Yo toHu(ay, a2, a3,a4)H, 1 (p1 + [-p2])

1+2ye(24) 2 —2xy23(34) £ +(4y2+2y3x2)ei4) i
4

| | (1 —a;t — aftz)
i=1
e§4) t—xye;4) £2+(x2y? +2y)e§4) B—(3y3+412 x)eff) #
4

1 —a;t —a*t?
11 ")

i=1
2-xyte+(x2y? +4y) ey +(—x3 P —6xy?) e}
4

1 —a;t — a*t?
1 i)

i=1
(x4y4+8x2y3+8y2)t4ei
4

1 —ait —a*t?
11 i)

i=1

= 2
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Théoreme 3.2.3 Etant donné que n est un nombre naturel, la nouvelle fonction généra-
trice du produit des nombres de Pell- Modifié et d’une fonction symétrique en plusieurs
variables est :

- 1— pte + (2p2 + Q)ei2 + (—4p® — 3pq)e
n=0

4
H (1 —ait — aiztz)
i1
L (8p + 8% + )t
ﬁ (1 —a;t — aftz)
i=1

Preuve. On a

MPy 4, = Hy (Pl + [—P2]) —pHu (Pl + [‘Pz]),

Alors

Yoo Hu(an, a2, a3, a3)MP,, g 11"
= Yoeo Hu(a1,a2,a3,a4) (H, (p1 + [=p2]) — pHur (p1 + [=p2])) 1
= Yoo Hu(a1,a2,a3,a0)H, (p1 + [-p2])
— p Yoo Hular,a2,a3,a0)H, 1 (p1 + [=p2])

(4) 2
ok

ﬁ (1 —ait — aftz)

i=1
654) t—2pe(24) 2 +(2p2 +2q)eé4) I —(8;73 +8pq)ei4> IS
4

1 —a;t — a*t?
11 i)

i=1
1—][7156‘1*+(2]a2 +q)e§t2+(—4p3—3pq)t3e§
4

1—at —at
11 '*)

i=1
(8p*+8p%q+q%)e

1 .
(1 —a;t — aftz)
=1

4)3, 2,44
oy t

1+ge;, P +(=2p%—pq)e;, P +qe 4

4 14
it

1
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CONCLUSION

Dans ce travail, grace a I'utilisation de fonction symétrique, nous avons dérivé
denouvelles fonction génératrices pour les produits des polyndmes de Lucas com-
plexe bivariés, Jacobsthal-lucas bivariés et les nombres de Pell-Modifié a fonction

symétrique a plusieurs variable .
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RESUME

Dans ce mémoire, nous présentons un théoreme afin de calculer des nou-
velles fonctions génératrices pour les relations de récurrences du second ordre,
le théoreme présenté est basé sur les fonctions symétriques, nous permet d’ob-
tenir les fonctions génératrices des produits des polyndémes de Lucas complexe
bivariés, Jacobsthal-lucas bivariés et de nombre de Pell-Modifié avec les fonctions

symétriques plusieurs variables.
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ABSTRACT

In the dissratation, we present a theorem in order to calculate new generating
functions for second-order recurrences relations. The presented theorem is based
on symmetric functions, we gived the Generating functions of polynomials of
bivariate complex lucas, bivariate jacobsthal lucas and nembers of modified pell

with symmetric functions in several variables.

40



Py

Jipal) ol 23, &y Blell wlodl o a8 i fis o, W 5500 0l 3
NS Olelad )l oles 1 el e Alad) a1 Bl 5 5L
o o A1 Ly olacly el G S 6 Y Jlasle J 35

RCHJPFCE VAW A 3 g ([



[1]

(2]

3]

[6]
[7]

8]

BIBLIOGRAPHIE

A. Abderrezzak, Généralisation de la transfortmation d’Euler d’une série
formelle, Adv.Math., 103, 180-195, 1994.
A. Abderrezzak, Généralisation d’identités de Carlitz, Howard et Lehmer, A

equationes Math., 49, 36-46, 1995.

N

Kh. Boubellouta, Fonctions symétriques et leurs applications a certains
noumbres et polynomes, (Doctoral dissertation). Mohamed Seddik Ben Yahia
University, Jijel, Algeria. 2020.

S. Boughaba, A. Boussayoud, S. Araci and M. Kerada, Construction of Gene-
rating Functions of Gaussian Fibonacci Numbers and Polynomials, Univ. J.
Math. Appl. (Submitted), 2021.

S. Boughaba, A. Boussayoud, N. Saba, Generating Fonction of the product
of bivariate complexe Fibonacci polynomials with gaussian numbers and
polynomials,General Algebra and Applications 40, 245-265, 2020.

S. Fiorini, MATH-F-307 Mathématiques discrétes. Version 2012.

D. Foata et GN. Han, Principe de combinatoire classique, Université Louis
Pasteur, Strasbourg Département de mathématique, 2008.

S. Halici, S. Oz, On Gaussian Pell polynomials and some of their properties,

Palestine Journal of Mathematics 7, 251-256, 2018.

2



Titre chapitre 3

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[15]

S. Halici, S. Oz, On some Gaussian Pell and Pell-Lucas numbers, Ordu Uni-

versity Journal of Science and Technology 6, 8-18, 2016.

A. F Horadam, Generating functions for pwers of a certain generalized se-

quence of numbers, Duke Math. J. 32, 1965.

K. H. Rosen, Discrete Mathematics and its Applications, Monmouth Univer-

sity(and fromerly AT et T Laboratories), 2019.

N. Saba, A. Boussayoud, S. Araci, M. Kerada, A new class of ordinary genera-
ting fonction for binary product of mersenne numbers and gaussien numbers

with parameters p and g, integers, novomber 2023.

N. Saba and A. Boussayoud, Complete homogeneous symmetric functions of
Gauss Fibonacci polynomials and bivariate Pell polynomials, Open Journal
of Mathimatical Sciences, 2020.

N. Saba and A. Boussayoud, Ordinary generating functions of binary pro-
ducts of (p,q)- Modified-Pell numbers and k-numbers at positive and nega-
tive indices, 627-648, 2020.

A. M. Sharari, Introduction to Combinatorial Theory, Saudi University Pu-

blications, Kingdom of Saudi Arabia.



	Introduction
	 Relations de récurrences
	Relations de récurrences linéaires 
	Récurrences linéaires homogènes à coefficients constants
	Polynômes caractéristiques
	Relations de récurrences de certains nombres et polynômes

	Fonctions génératrices
	Séries formelles
	Fonctions génératrices ordinaires (FGO)


	Fonctions symétriques élémentaires et complètes
	Fonctions symétriques
	Fonctions symétriques élémentaires
	Fonctions symétrique complètes

	Quelques propriétés sur les fonctions symétriques

	Fonctions Génératrices Ordinaires des Produits des Nombres et polynomes avec des Fonctions Symétriques de Plusieurs Variables
	Définitions et quelques propriétés
	Sur les fonctions génératrices des nombres


