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INTRODUCTION

Il y a plusieurs années, des études approfondies ont été menées sur diverses

relations de récurrence linéaires, telles que les suites de Fibonacci, de Lucas et de

Pell-Lucas, entre autres. L’objectif de ces études était d’explorer leurs solutions,

les fonctions génératrices associées et leurs formes explicites. Ces relations de

récurrence explicites sont largement utilisées dans de nombreux domaines de

recherche, notamment en économie et en informatique.

Cependant, ces dernières années, de nombreux chercheurs ont cherché à géné-

raliser plusieurs de ces relations de récurrence. L’une des généralisations les plus

connues est celle de la suite de Fibonacci. Cette généralisation a suscité un grand

intérêt et est bien connue des chercheurs.

Grâce à cette généralisation, nous pouvons obtenir de nombreuses relations

de récurrence et fonctions génératrices en utilisant la technique des fonctions

symétriques.

Dans le premier chapitre, nous fournissons les outils nécessaires et les infor-

mations de base pour comprendre les chapitres suivants. Nous commençons par

présenter les définitions et les propriétés des relations de récurrence linéaires

pour certains nombres et polynômes. De plus, nous introduisons, vers la fin du
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Introduction

chapitre, les fonctions génératrices ordinaires de certains polynômes.

Dans le deuxième chapitre, nous passons en revue les fonctions symétriques

élémentaires et complètes ainsi que leurs propriétés.

Dans le troisième chapitre, nous utilisons les théorèmes précédents afin de

dériver de nouvelles fonctions génératrices pour les produits de nombre Pell

Modifiée, des polynômes de Jacobsthal Lucas bivariée et Lucas complexe bivariée

en utilisant les fonctions symétriques en plusieurs variables.
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CHAPITRE 1

RELATIONS DE RÉCURRENCES

Dans ce chapitre, nous allons résoudre les relations de récurrences linéaires à

coefficients constants d’ordre k en utilisant la méthode du polynôme caractéris-

tique.

1.1 Relations de récurrences linéaires

Une suite (un) vérifie une relation de récurrence s’il est possible d’exprimer

le terme un comme une fonction des termes précédents u0, u1, u2, . . ., un−1. Cette

relation de récurrence est dite d’ordre k si un dépend de k termes précédents de

la suite, c’est-à-dire :

un = R (un−1, . . . ,un−k)

pour une certaine fonction R.

Définition 1.1.1 [10] Une relation de récurrence dit linéaire d’ordre k si elle exprime
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Fonction symétrique

sous la forme suivante :

un + f1 (n) un−1 + f2 (n) un−2 + . . . + fk (n) un−k = 1 (n) , (1.1)

ou f1 (n), f2 (n), . . ., fk (n) et 1 (n) sont des fonction non nulle.

Théorème 1.1.1 [10] la relation de récurrence linéaire

un + f1 (n) un−1 + f2 (n) un−2 + . . . + fk (n) un−k = 1 (n) ,

avec u0 = a0, u1 = a1, . . ., uk−1 = ak−1, sont des constants a une unique solution.

Lemme 1.1.1 [10] Soit u(1)
n la solution de la relation :

un + f1 (n) un−1 + f2 (n) un−2 + . . . + fk (n) un−k = 11 (n) ,

et u(2)
n la solution de la relation

un + f1 (n) un−1 + f2 (n) un−2 + . . . + fk (n) un−k = 12 (n) ,

donc c1u(1)
n + c2u(2)

n est la solution de la relation

un + f1 (n) un−1 + f2 (n) un−2 + . . . + fk (n) un−k = c111 (n) + c212 (n) .

Preuve. On a[
c1u(1)

n + c2u(2)
n

]
+ f1(n)

[
c1u(1)

n−1 + c2u(2)
n−1

]
+ · · · + fk(n)

[
c1u(1)

n−k + c2u(2)
n−k

]
= c1u(1)

n + c1 f1(n)u(1)
n−1 + · · · + c1 fk(n)u(1)

n−k + c2u(2)
n + c2 f1(n)u(2)

n−1 + · · · + c2 fk(n)u(2)
n−k

= c1

[
u(1)

n + f1(n)u(1)
n−1 + · · · + fk(n)u(1)

n−k

]
+ c2

[
u(2)

n + f1(n)u(2)
n−1 + · · · + fk(n)u(2)

n−k

]
= c111(n) + c212(n).
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Fonction symétrique

1.2 Récurrences linéaires homogènes à coefficients constants

Définition 1.2.1 [11] Une relation de récurrence est dit linéaire homogène d’ordre k à

coefficients constants si elle est de la forme

un = c1un−1 + c2un−2 + . . . + ckun−k, (1.2)

Ou c1, c2, . . . , ck sont des nombres réels et ck est non nul.

Exemple 1.2.1 La relation de récurrence un = un−1+2un−2 est une relation de récurrence

linéaire homogène d’ordre deux.

Exemple 1.2.2 La relation de récurrence un = 6un−1 + u2
n−2 n’est pas linéaire.

Exemple 1.2.3 La relation de récurrence un = 3un−1 + 2 est linéaire.

Exemple 1.2.4 La relation de récurrence un = 5nun−1 + n2u2
n−2 n’a pas des coefficients

constants.

Remarque 1.2.1 [11] L’approche de base pour résoudre les relations de récurrence li-

néaires homogènes est de chercher des solutions de la forme un = tn est une constante.

Remarquons que un = tn est une solution de la relation de récurrence un = c1un−1 +

c2un−2 + . . . + ckun−k si et seulement si

tn = c1tn−1 + · · · + cktn−k,

quand les deux côtés de cette équation sont divisés par tn−k et que le côté droit est

soustrait du côté gauche, on obtient l’équation :
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Fonction symétrique

tk
− c1tk−1

− · · · − ck = 0,

par conséquent, la suite un et un = tn sont des solutions si et seulement si est une so-

lution de cette dernière équation. Nous appelons cet équation l’équation caractéristique de

la relation de récurrence. Les solutions de cette équation sont appelées les racines caracté-

ristiques de la relation de récurrence. Comme nous le verrons, ces racines caractéristiques

peuvent être utilisées pour donner une formule explicite pour toutes les solutions de la

relation de récurrence.

1.3 Polynômes caractéristiques

Définition 1.3.1 [3] Soit la relation de récurrence linéaire homogène d’ordre k à coeffi-

cients constants :

un = c1un−1 + c2un−2 + . . . + ckun−k,

Le polynôme caractéristique correspondant est

P(t) = tk
− c1tk−1

− . . . − ck.

Exemple 1.3.1 le polynôme caractéristique de la relation récurrence suivante

un = 5un−1 − 6un−2

est : t2
− 5t + 6 = 0

Exemple 1.3.2 Le polynôme caractéristique de la relation récurrence suivante

un = −2un−1 − 2un−2 − un−3,

est : t3 + 2t2 + 2t + 1 = 0.

Remarque 1.3.1
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Fonction symétrique

1. L’équation caractéristique associée à la relation de récurrence est obtenue en annulant

le polynôme caractéristique de cette dernière.

2. Les racines de polynôme caractéristique sont appelées les racines caractéristiques.

Théorème 1.3.2 [11] Soient c1, c2, . . . , ck des nombres réel tels que ck est non nul. Sup-

posons que le polynôme caractéristique

P (t) = tk
− c1tk−1

− . . . − ck,

Admette k racines distinctes t1, t2, . . . , tk. Alors (un) est une solution de la relation de

récurrence

un = c1un−1 + c2un−2 + . . . + ckun−k,

si et seulement si

un = α1tn
1 + α2tn

2 + . . . + αktn
k ,∀n ∈ αN,

avec α1, α2, . . . , αk des constantes réelles.

Exemple 1.3.3 Soit la relation de récurrence suivante :


un = −3un−1 + 2un−2, n ≥ 2

u0 = 0,u1 = −1.

L’équation caractéristique est t2+3t+2 = 0. Elle peut être factorisée comme (t+1)(t+2),

donc il y a deux racines réelles :−1 et −2.

La solution générale est :

un = c1(−1)n + c2(4)n,

Les conditions initiales u0 = 0,u1 = −1 impliquent que :


c1 + c2 = 0

−c1 − 2c2 = −1

10



Fonction symétrique 
c1 = −1

c2 = 1

Donc la solution est :

un = −(−1)n + (−2)n.

Théorème 1.3.3 [11] Soient c1, c2, . . . , ck Supposons que l’équation caractéristique

tk
− c1tk

− . . . − ck = 0,

admet r racines distinctes t1, t2, . . . , tr avec des multiplicités respectives m1,m2, . . . ,mr,

telles que mi ≥ 1 ∀i = 1, 2, . . . , r et
r∑

i=1

mi = k. Alors, (un) est solution de la relation de

récurrence :

un = c1un−1 + c2un−2 + . . . + ckun−k,

si et seulement si :

un =
(
α1.0 + α11n + . . . + α1m1−1nm1−1

)
tn
1 +
(
α2.0 + α21n + . . . + α2m2−1nm2−1

)
tn
2

+ . . . +
(
αr.0 + αr1n + . . . + αrmr−1nmr−1

)
tn
r ,

pour n = 0, 1, 2, . . . , où les αi, j sont des constantes, avec 1 ≤ i ≤ r et 0 ≤ j ≤ mi − 1.

Exemple 1.3.4 Soit la relation de récurrence suivante :


un = 4un−1 − 4un−2, n ≥ 2

u0 = 2,u1 = 8.

L’équation caractéristique est t2
−4t+4 = 0. Elle peut être factorisée comme (t−2)2, donc

il y a une racine double réelle 2.

La solution générale est :

un = c1(2)n + c2n(2)n,

un = (c1 + c2n)(2)n.
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Fonction symétrique

Les conditions initiales u0 = 2,u1 = 8 impliquent que :


c1 = 2

(c1 + c2)2 = 8


c1 = 2

c2 = 2

Donc la solution est :

un = 2(2)n + 2n(2)n,

un = (2 + 2n)2n.

1.3.1 Relations de récurrences de certains nombres et polynômes

Définition 1.3.2 [3] La relation de Fibonacci (Gn)n∈N est définie par la relation de récur-

rence suivante : 
Gn = pGn−1 + qGn−2, n ≥ 2

G0 = α,G1 = β.
(1.3)

avec p, q ∈ R+ et α, β ∈ C.

Lemme 1.3.1 Soit t2
− pt − q = 0, l’équation caractéristique de la relation récurrence

(1.1)

1. si l’équation caractéristique a deux solutions réels t1 et t2 alors la solution générale de

(1.3) est donnée par :

Gn =
λ1tn

1 − λ2tn
2

t1 − t2
,

avec λ1=β − αt2 et λ2=β − αt1.

2. si l’équation caractéristique a une seule solution réel t1 et t2 alors la solution générale

12



Fonction symétrique

de (1.3) est donnée par :

Gn = (c1 + c2n)tn,

avec c1 = α et c2 =
β−αt

t .

Définition 1.3.3 [12] Le nombre de Pell-modifié est définis par la relation de récurrence

suivante : 
MPp,qn = 2pMPp,q,n−1 + qMPp,q,n−2, n ≥ 2

MPp,q,0 = 1,MPp,q,1 = p.
(1.4)

Définition 1.3.4 [14] Le polynôme de Jacobsthal Lucas bivarié sont définis par la relation

de récurrence suivante :
jn(x, y) = xyjn−1(x, y) + 2yjn−2(x, y), n ≥ 2

j0(x, y) = 0, j1(x, y) = 1.
(1.5)

Définition 1.3.5 [5] Le polynôme de Lucas complexe bivarié sont définis par la relation

de récurrence suivante :
Ln(x, y) = ixLn−1(x, y) + yLn−2(x, y), n ≥ 2

L0(x, y) = 2,L1(x, y) = ix.
(1.6)

1.4 Fonctions génératrices

1.4.1 Séries formelles

SoitK un corps commutatif (K = R ou C ).

Définition 1.4.1 [3] Les éléments de l’ensembleK [[t]] =

 ∞∑
n=0

antn, an ∈N

 s’appellent

les séries formelles à coefficients dans K. Pour n ∈ N, tn s’appellent le monôme de degré

n et an est son coefficient.

13



Fonction symétrique

Définition 1.4.2 [3] Soient α (t) =
∞∑

n=0

antn et β (t) =
∞∑

n=0

bntn deux séries formelles,

alors

α (t) + β (t) =
∞∑

n=0

(an + bn) tn.

Définition 1.4.3 [3] Soient α (t) =
∞∑

n=0

antn et β (t) =
∞∑

n=0

bntn deux séries formelles,

alors (
α · β
)

(t) =
∞∑

n=0

cntn,

avec

cn =

∞∑
k=0

akbn−k.

Définition 1.4.4 [3] Deux séries formelles α (t) =
∞∑

n=0

antn et β (t) =
∞∑

n=0

bntn sont égales

si et seulement si pour tout n , 0, an = bn.

Définition 1.4.5 [3] On dit que la serie formelle α (t) =
∞∑

n=0

antn est l’inverse de le serie

β (t) =
∞∑

n=0

bntn si,  ∞∑
n=0

antn

  ∞∑
n=0

bntn

 = 1

Exemple 1.4.1 La serie
∞∑

n=0

antn est inversible est son inverse est (1 − t), en effet

(1 − t)

 ∞∑
n=0

tn

 = ∞∑
n=0

tn
− t

∞∑
n=0

tn =

∞∑
n=0

tn
−

∞∑
n=0

tn+1

= 1 +
∞∑

n=0

tn
−

∞∑
n=0

tn = 1.

Proposition 1.4.1 [3] Une serie formelle
∞∑

n=0

antn est inversible si et seulement si a0 , 0.
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Fonction symétrique

Preuve. Nous devons déterminer s’il existe ou non une série formelle β(t) =
∞∑

n=0

antn dans K [[t]], telle que α(t)β(t) = 1. En développant le produit, nous obte-

nons :

α(t)β(t) =

 ∞∑
n=0

antn

  ∞∑
n=0

bntn


=

∞∑
n=0

 n∑
k=0

akbn−k

 tn.

En comparant les coefficients de tn des deux côtés de l’équation α(t)β(t) = 1, on

voit que β(t) satisfait l’équation si et seulement si a0b0 = 1 et
n∑

k=0

akbn−ktn = 0 pour

tout n ≥ 1.

Si a0 n’est pas inversible dans K, alors l’équation α(t)β(t) = 1 ne peut pas être

résolue pour b0, de sorte que β(t) n’existe pas et α(t) n’est pas inversible dans

K [[t]].

Si a0 est inversible dans K, alors b0 = a−1
0 existe. Chacune des équations restantes

(pour n ≥ 1) on peut la récrite sous la forme a0bn = −

n∑
k=0

akbn−k, ou en multipliant

par b0, bn = −b0

n∑
k=0

akbn−k. Ces équations peuvent être résolues par récurrence sur

k ≥ 1, donnant une solution pour β(t) qui constitue l’inverse multiplicatif de α(t).

Par conséquent, β(t) est inversible dansK [[t]].

Proposition 1.4.2 [3] Si α(t) et β(t) sont deux séries formelles non nulles, alors α(t)β(t)

est également non nulle.

1.4.2 Fonctions génératrices ordinaires (FGO)

Définition 1.4.6 [3] La fonction génératrice ordinaire (FGO) de la suite (an)n∈N =

(a0, a1, a2, . . .), est définie par :

G (t) =
∞∑

n=0

antn.
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Fonction symétrique

Exemple 1.4.2 La fonction génératrice de la suite (an)n∈N = (a0, a1, a2, . . .) avec an =

3, an = n + 1, an = 2n est :

∞∑
n=0

3tn,
∞∑

n=0

n + 1tn et
∞∑

n=0

2ntn.

Théorème 1.4.1 Soient A(t) la FGO de (an)n∈N, et B(t) la FGO de (bn)n∈N, alors :

1. A(t)+B(t) est la FGO de (an + bn)n∈N.

2. tA(t) est la FGO de (0, a0, a1, a2, . . . , an−1).

3. A’(t) est la FGO de (a1, 2a2, 3a3, . . . , (n + 1)an+1, . . .).

4. A(t)B(t) est la FGO de (a0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0, . . .).

5. (1-t)A(t) est la FGO de (a0, a1 − a0, a2 − a1, . . . , an − an−1, . . .).

6. A(t)
1−t est la FGO de

a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . .
∞∑

k=0

ak . . .

.

Théorème 1.4.2 Soit la suite (Gn)n∈N définie par la relation de récurrence suivante :


Gn = pGn−1 + qGn−2 ,n ⩾ 2

G0 = α,G1 = β.
(1.7)

avec p, q ∈ C∗+, α, β ∈ C. Alors la fonction génératrice associée a (Gn)n≥0 est donnée par :

G (t) =
α +
(
β − pα

)
t

1 − pt − qt2 . (1.8)
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Fonction symétrique

Preuve. On a :

G(t) =
∞∑

n=0

Gntn = G0 + G1t +
∞∑

n=2

Gntn = α + βt +
∞∑

n=2

(pGn−1 + qGn−2)tn

= α + βt + pt
∞∑

n=2

Gn−1tn−1 + qt2
∞∑

n=2

Gn−2tn−2

= α + βt + pt
∞∑

n=1

Gntn + qt2
∞∑

n=0

Gntn

= α + βt + pt

 ∞∑
n=0

Gntn
− α

 + qt2
∞∑

n=0

Gntn

= α + (β − pα)t + ptG(t) + qt2G(t).

Donc :

G(t) =
α + (β − pα)t
1 − pt − qt2 .

Théorème 1.4.3 [13] La fonction generatrice des polynômes de Fibonacci bivariés est

donnée par :
∞∑

n=2

Fn(x, y)tn =
t

1 − xt − yt2 .

Preuve. On a :

G(t) =
∞∑

n=0

Fn(x, y)tn = F0(x, y) + F1(x, y)t +
∞∑

n=2

Fn(x, y)tn

= t +
∞∑

n=2

(
xFn−1(x, y) + yFn−2(x, y)

)
tn

= t + xt
∞∑

n=2

Fn−1(x, y)tn−1 + yt2
∞∑

n=2

Fn−2(x, y)tn−2

= t + xt
∞∑

n=1

Fn(x, y)tn + yt2
∞∑

n=0

Fn(x, y)tn

= t + xt

 ∞∑
n=0

Fn(x, y)tn
− 0

 + yt2
∞∑

n=0

Fn(x, y)tn

= t + xtG(t) + yt2G(t).
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Alors :

G(t)(1 − xt − yt2) = t,

Donc :

G(t) =
t

1 − xt − yt2 .

Théorème 1.4.4 [13] La fonction génératrice des polynômes de Lucas bivariés est donnée

par :
∞∑

n=2

Ln(x, y)tn =
2 − xt

1 − xt − yt2 .

Preuve. On a :

G(t) =
∞∑

n=2

Ln(x, y)tn = L0(x, y) + L1(x, y)t +
∞∑

n=2

Ln(x, y)tn

= 2 + xt +
∞∑

n=2

(xLn−1(x, y) + yLn−2(x, y))tn

= 2 + xt + xt
∞∑

n=2

Ln−1(x, y)tn−1 + yt2
∞∑

n=2

Ln−2(x, y)tn−2

= 2 + xt + xt
∞∑

n=1

Ln(x, y)tn + yt2
∞∑

n=0

Ln(x, y)tn

= 2 + xt + xt

 ∞∑
n=1

Ln(x, y)tn
− 2

 + yt2
∞∑

n=0

Ln(x, y)tn

= 2 − xt + xtG(t) + yt2G(t).

Alors :

G(t)(1 − xt − yt2) = 2 − xt,

Donc :

G(t) =
2 − xt

1 − xt − yt2 .

Théorème 1.4.5 [13] La fonction génératrice des polynômes de Pell bivariés est donnée
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par :
∞∑

n=2

Pn(x, y)tn =
t

1 − 2xyt − yt2 .

Preuve. On a :

G(t) =
∞∑

n=2

Pn(x, y)tn = P0(x, y) + P1(x, y)t +
∞∑

n=2

Pn(x, y)tn

= t +
∞∑

n=2

(2xyPn−1(x, y) + yPn−2(x, y))tn

= t + 2xyt
∞∑

n=2

Pn−1(x, y)tn−1 + yt2
∞∑

n=2

Pn−2(x, y)tn−2

= t + 2xyt
∞∑

n=1

Pn(x, y)tn + yt2
∞∑

n=0

Pn(x, y)tn

= t + 2xyt

 ∞∑
n=1

Pn(x, y)tn
− 0

 + yt2
∞∑

n=1

Pn(x, y)tn

= t + 2xytG(t) + yt2G(t).

Alors :

G(t)(1 − 2xyt − yt2) = t,

Donc :

G(t) =
t

1 − 2xyt − yt2 .

Théorème 1.4.6 [13] La fonction génératrice des polynômes bivariés de Pell-Lucas est

donnée par :
∞∑

n=0

Qn(x, y)tn =
2 − 2xyt

1 − 2xyt − yt2 .
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Preuve. On a :

G(t) =
∞∑

n=0

Qn(x, y)tn = Q0(x, y) +Q1(x, y)t +
∞∑

n=2

Qn(x, y)tn

= 2 + 2xyt +
∞∑

n=2

(2xyQn−1(x, y) + yQn−2(x, y))tn

= 2 + 2xyt + 2xy
∞∑

n=2

Qn−1(x, y)tn + y
∞∑

n=2

Qn−2(x, y)tn−2

= 2 + 2xyt + 2xyt
∞∑

n=1

Qn(x, y)tn + yt2
∞∑

n=0

Qn(x, y)tn

= 2 + 2xyt + 2xyt

 ∞∑
n=0

Qn(x, y)tn
− 2

 + yt2
∞∑

n=0

Qn(x, y)tn

= 2 − 2xyt + 2xytG(t) + yt2G(t).

Alors :

G(t)(1 − 2xyt − yt2) = 2 − 2xyt,

Donc :

G(t) =
2 − 2xyt

1 − 2xyt − yt2 .

Théorème 1.4.7 [13] La fonction génératrice des polynômes de Jacobsthal est donnée

par :
∞∑

n=0

Jn(x, y)tn =
t

1 − xyt − 2yt2 .

Preuve. On a :

G(t) =
∞∑

n=0

Jn(x, y)tn, = J0(x, y) + J1(x, y)t +
∞∑

n=2

Jn(x, y)tn,

= t +
∞∑

n=2

(
xy Jn−1(x, y) + 2y Jn−2(x, y)

)
tn,
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= t + xyt
∞∑

n=2

Jn−1(x, y)tn−1 + 2yt2
∞∑

n=2

Jn−2(x, y)tn−2,

= t + xyt
∞∑

n=1

Jn(x, y)tn + 2yt2
∞∑

n=0

Jn(x, y)tn,

= t + xyt

 ∞∑
n=0

Jn(x, y)tn
− 0

 + 2yt2
∞∑

n=0

Jn(x, y)tn,

= t + xytG(t) + 2yt2G(t).

Donc :

G(t)(1 − xyt − 2yt2) = t.

Alors :

G(t) =
t

1 − xyt − 2yt2 .

Théorème 1.4.8 [13] La fonction génératrice des polynômes de Jacobsthal-Lucas est

donnée par :
∞∑

n=0

jn(x, y)tn =
2 − xyt

1 − xyt − 2yt2 .Preuve. On a :

G(t) =
∞∑

n=0

jn(x, y)tn, = j0(x, y) + j1(x, y)t +
∞∑

n=2

jn(x, y)tn

= 2 + xyt +
∞∑

n=2

(
xy jn−1(x, y) + 2y jn−2(x, y)

)
tn

= 2 + xyt + xyt
∞∑

n=2

jn−1(x, y)tn−1 + 2yt2
∞∑

n=2

jn−2(x, y)tn−2

= 2 + xyt + xyt
(
G(t) − j0(x, y)

)
+ 2yt2G(t)

= 2 + xyt + xyt

 ∞∑
n=0

jn(x, y)tn
− 2

 + 2yt2
∞∑

n=0

jn(x, y)tn

= 2 − xyt + xytG(t) + 2yt2G(t).

Alors :

G(t)(1 − xyt − 2yt2) = 2 − 2xyt,
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Donc :

G(t) =
2 − xyt

1 − xyt − 2yt2 .

la preuve est complète .

D’après les théorèmes précédentes on a déduit le tableau suivant [3] : Pour k = 1

Valeurs de p, q, α, β Coefficient de tn Fonction génératrice

p = k, β = 1, q = 1, α = 0 Fk,n
1

1 − kt − t2

p = β = k, q = 1, α = 2 Lk,n
2 − kt

1 − kt − t2

α = 0, p = 2, q = k, β = 1 Pk,n
k

1 − 2t − kt2

α = β = p = 2, q = k Qk,n
2 − 2t

1 − 2t − 2t2

p = k, q = 2, α = 0, β = 1 Jk,n
t

1 − kt − 2t2

p = β = k, α = q = 2 jk,n
2 − kt

1 − kt − 2t2

Tableau 1 : Fonction génératrice de certaines nombres k.

dans le tableau 1.1 on obtient le tableau suivant [3] :

Valeurs de p, q, α, β Coefficient de tn Fonction génératrice

p = 1, β = 1, q = 1, α = 0 Fn
1

1 − t − t2

p = β = 1, q = 1, α = 2 Ln
2 − t

1 − t − t2

α = 0, p = 2, q = 1, β = 1 Pn
1

1 − 2t − t2

α = β = p = 2, q = 1 Qn
2 − 2t

1 − 2t − t2

p = 1, q = 2, α = 0, β = 1 In
t

1 − t − 2t2

p = β = 1, α = q = 2 jn
2 − t

1 − t − 2t2

Tableau 2 : Fonction génératrice de certaines suites numériques pour k = 1.
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CHAPITRE 2

FONCTIONS SYMÉTRIQUES

ÉLÉMENTAIRES ET COMPLÈTES

Dans ce chapitre ,nous mentionnons quelques définitions et propriétés impor-

tantes des fonctions symétriques élémentaires et complètes.

2.1 Fonctions symétriques

Définition 2.1.1 [14] Considérons f une fonction définie sur n variables on qualifie cette

fonction symétrique lorsque sa valeur demeure inchangée quelle que soit la permutation

appliquée à ses variables . Autrement dit, pour tout permutation des indices (1,. . .,n), on

a :

f (x1, x2, . . . , xn) = f (xs(1), xs(2), . . . , xs(n))

Cela signifie que l’ordre des variables n’affecte pas le résultat de la fonction.
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2.1.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 2.1.2 [3] Soit k et n deux entiers positifs et (λ1, λ2, . . . , λn) l’ensemble des

variables donnée, alors la fonction symétrique élémentaire ek(λ1, λ2, . . . , λn) est définie

par :

e(n)
k = ek(λ1, λ2, . . . , λn) =

∑
i1+i2+...+in=k

λi1
1λ

i2
2 . . . λ

in
n , 0 ≤ k ≤ n,

avec i1, i2, . . . , in = 0 ∨ 1.

Exemple 2.1.1 Pour une équation de degré 2(n = 2, racines : λ1etλ2), on a :


e(2)

0 = 1,

e(2)
1 = λ1 + λ2,

e(2)
2 = λ1λ2.

Proposition 2.1.1 [7] La fonction génératrice des fonctions symétriques élémentaires est

donnée par :

E(t) =
∑
k≥0

ektk =

n∏
i=1

(1 + λit), avec e(n)
k = 0 si k > n.

Preuve. Nous avons :

e(n)
k = ek(λ1, λ2, . . . , λn) =

∑
i1+i2+···+in=k

λi1
1λ

i2
2 · · ·λ

in
n , avec e(n)

k = 0 si k > n.

pour n = 2 , on a :

2∏
i=1

(1 + λit) = (1 + λ1t)(1 + λ2t),

= 1 + (λ1 + λ2)t + λ1λ2t2,

= e0 + e1t + e2t2 =

2∑
k=0

ektk.
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Supposons maintenant que la propriété est vraie pour n :

∑
k≥0

ektk =

n∏
i=1

(1 + λit),

et montrons qu’elle reste vraie pour n + 1 :

(n+1)∑
k≥0

ektk =

n+1∏
i=1

(1 + λit).

On a :

n+1∏
i=1

(1 + λit) =
n∏

i=1

(1 + λit)(1 + λn+1t) =

 (n)∑
k≥0

ektk

 (1 + λn+1t)

=

n∑
k≥0

ektk + λn+1

∑
k≥0

e(n)
k tk+1 =

n∑
k≥0

ektk + λn+1

∑
k≥1

e(n)
k−1tk

=

n∑
k≥0

ektk + λn+1

∑
k≥0

e(n)
k−1tk =

∑
k≥0

(
e(n)

k + λn+1e(n)
k−1

)
tk

=
∑
k≥0

e(n+1)
k tk =

n+1∑
k≥0

ektk.

Ainsi, la proposition est vraie pour tout n ≥ 0

2.1.2 Fonctions symétrique complètes

Définition 2.1.3 [3] Soient k et n deux entiers positifs et (λ1, λ2, . . . , λn) l’ensemble des

variables données. Alors la fonction symétrique complète hk(λ1, λ2, . . . , λn) est définie

par :

h(n)
k = hk(λ1, λ2, . . . , λn) =

∑
i1+i2+...+in=k

λi1
1λ

i2
2 . . . λ

in
n , (2.1)

avec : i1, i2, . . . , in ≥ 0 et h(n)
k = 0, ∀k < 0 .
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Exemple 2.1.2 Pour une équation de degré (n = 4, racines : λ1, λ2, λ3, λ4) on a :

h(4)
0 = 1,

h(4)
1 = λ1 + λ2 + λ3 + λ4,

h(4)
2 = λ

2
1 + λ

2
2 + λ

2
3 + λ

2
4 + λ1λ2 + λ1λ3 + λ1λ4 + λ2λ3 + λ2λ4 + λ3λ4,

h(4)
3 = λ

3
1 + λ

3
2 + λ

3
3 + λ

3
4 + λ1λ2λ3 + λ1λ3λ4 + λ1λ2λ4 + λ2λ3λ4 + +λ2

1λ2 + λ2
1λ3 + λ2

1λ4 + . . .

h(4)
4 = λ

4
1 + λ

4
2 + λ

4
3 + λ

4
4 + λ1λ2λ3λ4 + λ2

1λ
2
2 + λ

2
1λ

2
3 + λ

2
1λ

2
4 + λ

2
2λ

2
3 + λ

2
2λ

2
4 + λ

2
3λ

2
4 + λ

3
1λ2 + . . . .

Proposition 2.1.2 [7] Les fonctions symétriques complètes d’ordre peuvent également

être caractérisées comme les coefficient du développement en série formelle

H(t) =
∑
k≥0

hn
k tk =

n∏
i=1

(1 − λit)−1.

Preuve. nous avons

hn
k = hk(λ1, λ2, . . . , λn) =

∑
i1+i2+...+in=k

λi1
1λ

i2
2 . . . λ

in
n .

pour n = 2, on a :

∑
k≥0

h2
ktk = h2

0 + h2
1t + h2

2t + . . .

= 1 + (λ1 + λ2)t + (λ2
1 + λ1 + λ2 + λ

2
2)t2 + . . .

= (1 + λ1t + λ2
1t2 + . . .)(1 + λ1t + λ2

2t2 + . . .)

=

∑
k≥0

(λ1t)k

 +
∑

k≥0

(λ2t)k


=

1
(1 − λ1t)(1 − λ2t)

=
1

2∏
i=1

(1 − λit)

,
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Supposons que la propriété est vraie pourn

H(t) =
∑
k≥0

h(n)
k tk =

n∏
i=1

(1 − λit)−1,

Et montrons qu’elle est rest vraie pour n + 1

H(t) =
∑
k≥0

h(n+1)
k tk =

n∏
i=1

(1 − λit)−1,

On a

h(n+1)
k = λn+1h(n+1)

k−1 + hn
k .

Donc

∑
k≥0

h(n+1)
k tk =

∑
k≥0

(λn+1h(n+1)
k−1 + h(n)

k )tk

= λn+1

∑
k≥0

h(n+1)
k−1 tk +

∑
k≥0

h(n)
k tk

= λn+1

∑
k=1

h(n+1)
k−1 tk +

∑
k≥0

h(n)
k tk

= λn+1t
∑
k≥0

h(n+1)
k tk +

∑
k≥0

h(n)
k tk,

Ce qui implique

∑
k≥0

h(n+1)
k tk

− λn+1t
∑
k≥0

h(n+1)
k tk =

n∏
i=1

(1 − λit)−1

(1 − λn+1t)
∑
k≥0

h(n+1)
k tk =

n∏
i=1

(1 − λit)−1

∑
k≥1

h(n+1)
k−1 tk =

(1 − λn+1t)−1∏n
i=1(1 − λit)

=
1∏n+1

i=1 (1 + λit)
.
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Proposition 2.1.3 [3] Pour tout entier n ≥ 0, on a :

H(t).E(−t) = 1.

Preuve. On a

E(t) =
∑
k≥0

ektk =

n∏
i=1

(1 + λit)

E(−t) =
∑
k≥0

ek(−t)k =

n∏
i=1

(1 − λit)

H(t) =
∑
k≥0

hktk =

n∏
i=1

(1 − λit)−1

H(t).E(−t) =

 n∏
i=1

(1 − λit)−1

  n∏
i=1

(1 − λit)

 = 1.

2.2 Quelques propriétés sur les fonctions symétriques

Définition 2.2.1 [3] Soit n un entier positif et A = {a1, a2} un ensemble de variables

donnée, alors la fonction symétrique Sn est définie par

Sn(A) = Sn(a1 + a2) =
an+1

1 − an+1
2

a1 − a2

Avec S0(a1 + a2) = 1,S1(a1 + a2) = a1 + a2,S2(a1 + a2) = a2
1 + a1a2 + a2

2.

Définition 2.2.2 [1] Soient A et B deux alphabets quelconques. Nous définissons

S j(A − B) de la manière suivante :

∞∑
j=0

S j(A − B)t j = E(−t)H(t). (2.2)
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Avec

H(t) =
∏
b∈B

(1 − bt)−1 et E(−t) =
∏
a∈A

(1 − at).

Proposition 2.2.1 [14] En posant A = ϕ dans (2.2), nous obtenons :

∞∑
j=0

S j(−B)t j =
∏
b∈B

(1 − bt), (2.3)

Proposition 2.2.2 [14] En choisissant B = ϕ dans (2.2), nous obtenons :

∞∑
j=0

S j(A)t j =
1∏

a∈A

(1 − at)
(2.4)

Lemme 2.2.1 [3] Soient deux alphabets A = [x] et B = [b1, b2, . . . , bn] alors :

Sn+k(x − B) = xkSn(x − B),

Pour tout k ≥ 0.

Proposition 2.2.3 [3] Si A est de cardinal 1(c’est-à-dire A = x), alors∏
b∈B

(1 − bt)

(1 − xt)
= 1 + . . . + t j−1S j−1(x − B) + t j S j(x − B)

(1 − xt)
. (2.5)

Preuve. D’après (2.2) on a

∏
b∈B(1 − tb)
1 − xt

=

∞∑
j=0

S j(x − B)t j, (2.6)
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∞∑
j=0

S j(x − B)t j = 1 + . . . + S j−1(x − B)t j−1 + S j+1(x − B)t j+1 + . . .

= 1 + . . . + S j−1(x − B)t j−1 + z j(S j(x − B) + S j+1(x − B)t + . . .)

= 1 + . . . + S j−1(x − B)t j−1 + t j(S j(x − B) + xS j(x − B)t + . . .)

= 1 + . . . + S j−1(x − B)t j−1 + t jS j(x − B)(1 + xt + x2t2 + . . .)

= 1 + . . . + t j−1S j−1(x − B) + t j S j(x−B)
1−xt .

Donc : ∏
b∈B

(1 − bt)

(1 − xt)
= 1 + . . . + t j−1S j−1(x − B) + t j S j(x − B)

1 − xt
.

Proposition 2.2.4 [2] En considérant successivement le casA = ϕ,B = ϕ, on obtient la

factorisation suivante :

∞∑
j=0

S j(A − B)t j =

∞∑
j=0

S j(A)t j
∞∑
j=0

S j(−B)t j.

Ainsi

S j(A − B)t j =

j∑
k=0

S j−k(A)Sk(−B).

Corollaire 2.2.1 [12] La fonction symétrique des polynômes de Jacobsthal-Lucas bivariés

est donnée par :

jn = 2Sn
(
p1 + [−p2]

)
− xySn−1

(
p1 + [−p2]

)
.

Corollaire 2.2.2 [14] La fonction symétrique des polynômes de Lucas complexe bivariés

est donnée par :

Ln = 2Sn
(
p1 + [−p2]

)
− ixSn−1

(
p1 + [−p2]

)
,
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Corollaire 2.2.3 [5] La fonction symétrique des nombres de Pell modifiés est donnée par :

MPp,q,n = Sn
(
p1 + [−p2]

)
− pSn−1

(
p1 + [−p2]

)
.

Suites/Polynômes Fonctions symétriques

jn 2Sn
(
p1 + [−p2]

)
− xySn−1

(
p1 + [−p2]

)
Ln 2Sn

(
p1 + [−p2]

)
− ixSn−1

(
p1 + [−p2]

)
MPn Sn

(
p1 + [−p2]

)
− pSn−1

(
p1 + [−p2]

)
Tableau 1 : Fonctions symétriques associées à certaines suites et polynômes

bivariés.
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CHAPITRE 3

FONCTIONS GÉNÉRATRICES

ORDINAIRES DES PRODUITS DES

NOMBRES ET POLYNOMES AVEC

DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES DE

PLUSIEURS VARIABLES

Dans ce chapitre, nous introduisons de nouvelles fonctions génératrices pour

les produits de nombres tels que les nombre Pell-modifiées et les polynômes de

Jacobsthal-Lucas bivariés, Lucas complexe bivariés.

32



Titre chapitre 3

3.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 3.1.1 [3] Soit f une fonction sur Rn, la différence divisée ∂ai,ai+1 est définie

par :

∂ai,ai+1

(
f
)
=

f (a1, . . . , ai, ai+1, . . . , an) − f (a1, . . . , ai−1, ai+1, ai, . . . , an)
ai − ai+1

. (3.1)

Définition 3.1.2 [3] L’opérateur de symétrisation δk
a1,a2

est définie par :

δk
a1,a2

f (a1) =
ak

1 f (a1) − ak
2 f (a2)

a1 − a2
, ∀k ∈N. (3.2)

Théorème 3.1.1 Soit P =
{
p1, p2

}
et A = {a1, a2, a3, a4}, Soient deux alphabets, alors on

a :

∞∑
n=0

Hn (a1, a2, a3, a4) Hn
(
p1 + p2

)
tn =

1−(p1p2)e(4)
2 t2+[(p1p2)(p1+p2)]e(4)

3 t3

4∏
i=1

(1 − aip1t)
4∏

i=1

(1 − aip2t)

−
(p1p2)

[
(p1+p2)2

−p1p2

]
e(4)

4 t4

4∏
i=1

(1 − aip1t)
4∏

i=1

(1 − aip2t)

.

Théorème 3.1.2 Soit P =
{
p1, p2

}
et A = {a1, a2, a3, a4}, Soient deux alphabets, alors on

a :

∞∑
n=0

Hn (a1, a2, a3, a4) Hn−1
(
p1 + p2

)
tn =

e(4)
1 t−(p1+p2)e(4)

2 t2+
[
(p1+p2)2

−p1p2

]
e(4)

3 t3

4∏
i=1

(1 − aip1t)
4∏

i=1

(1 − aip2t)

−
(p1+p2)

[
(p1+p2)2

−2p1p2

]
e(4)

4 t4

4∏
i=1

(1 − aip1t)
4∏

i=1

(1 − aip2t)

,

changeons p2 par
(
−p2
)
, on obtient :
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∞∑
n=0

Hn (a1, a2, a3, a4) Hn
(
p1 +
[
−p2
])

tn =
1 +
(
p1p2
)

e(4)
2 t2
−
[(

p1p2
) (

p1 + p2
)]

e(4)
3 t3

4∏
i=1

(1 −
(
p1 − p2

)
ait − p1p2a2

i t2)

+

(
p1p2
) [(

p1 − p2
)2
+ p1p2

]
e(4)

4 t4

4∏
i=1

(1 −
(
p1 − p2

)
ait − p1p2a2

i t2)

, (3.5)

∞∑
n=0

Hn (a1, a2, a3, a4) Hn−1
(
p1 +
[
−p2
])

tn =
e(4)

1 t −
(
p1 − p2

)
e(4)

2 t2 +
[(

p1 − p2
)2
+ p1p2

]
e(4)

3 t3

4∏
i=1

(1 −
(
p1 − p2

)
ait − p1p2a2

i t2)

−

(
p1 − p2

) [(
p1 − p2

)2
+ 2p1p2

]
e(4)

4 t4

4∏
i=1

(1 −
(
p1 − p2

)
ait − p1p2a2

i t2)

. (3.6)

3.2 Sur les fonctions génératrices des nombres

Dans cette partie, nous considérons désormais les théorèmes précédents afin

de dériver une nouvelle fonction génératrice pour les produits des fonctions sy-

métriques en plusieurs variables avec les nombres suivants : Jacobsthal-Lucas

bivarié, Lucas complexe bivarié et Pell-modifiée. Dans cette partie, nous considé-

rons désormais les théorèmes précédents afin de dériver une nouvelle fonction

génératrice pour les produits des fonctions symétriques en plusieurs variables

avec les polynômes suivants : Jacobsthal-Lucas bivarié, Lucas complexe bivarié

et le nombre de Pell-modifiée.

Théorème 3.2.1 Étant donné que n est un nombre naturel, la nouvelle fonction généra-

trice du produit des polynômes de Lucas complexe bivariés et d’une fonction symétrique

en plusieurs variables est :
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∞∑
n=0

Hn(a1, a2, a3, a4)Lntn =
2 − ixte4

1 + (ix2 + 2y)t2e4
2 + (−ix3

− ixy − 2xy)t3e4
3

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

+
(ix4 + 2ix2y + 2x2y + 2y2)t4e4

4
4∏

i=1

(
1 − ait − a2

i t2
) .

Preuve. On marque que :

Ln = 2Hn
(
p1 + [−p2]

)
+ ixHn−1

(
p1 + [−p2]

)
,

puis,

∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)Lntn

=
∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)
(
2Hn
(
p1 + [−p2]

)
− ixHn−1

(
p1 + [−p2]

))
tn,

= 2
∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)Hn
(
p1 + [−p2]

)
− ix

∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)Hn−1
(
p1 + [−p2]

)
= 2

1+ye(4)
2 t2
−xye(4)

3 t3+(ix2 y+x2 y+y2)e(4)
4 t4

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

− ix
e(4)

1 t−xe(4)
2 t2+(x2

−y)e(4)
3 t3
−(x3+2xy)e(4)

4 t4

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

=
2−ixte4

1+(ix2+2y)t2e4
2+(−ix3

−ixy−2xy)t3e4
3

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

+
(ix4+2ix2 y+2x2 y+2y2)t4e4

4
4∏

i=1

(
1 − ait − a2

i t2
) .
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Théorème 3.2.2 Étant donné que n est un nombre naturel, la nouvelle fonction généra-

trice du produit des polynômes de Jacobsthal-Lucas bivariés et d’une fonction symétrique

en plusieurs variables est :

∞∑
n=0

Hn(a1, a2, a3, a4) jntn =
2 − xyte4

1 + (x2y2 + 4y)t2e4
2 + (−x3y3

− 6xy2)t3e4
3

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

+(x4y4 + 8x2y3 + 8y2)t4e4
4

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
) .

Preuve. On a

jn = 2Hn
(
p1 + [−p2]

)
− xyHn−1

(
p1 + [−p2]

)
,

Donc

∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4) jntn

=
∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)
(
2Hn
(
p1 + [−p2]

)
− xyHn−1

(
p1 + [−p2]

))
tn

= 2
∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)Hn
(
p1 + [−p2]

)
− xy

∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)Hn−1
(
p1 + [−p2]

)
= 2

1+2ye(4)
2 t2
−2xy2e(4)

3 t3+(4y2+2y3x2)e(4)
4 t4

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

− xy
e(4)

1 t−xye(4)
2 t2+(x2 y2+2y)e(4)

3 t3
−(x3 y3+4y2x)e(4)

4 t4

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

=
2−xyte4

1+(x2 y2+4y)t2e4
2+(−x3 y3

−6xy2)t3e4
3

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

+
(x4 y4+8x2 y3+8y2)t4e4

4
4∏

i=1

(
1 − ait − a2

i t2
) .
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Théorème 3.2.3 Étant donné que n est un nombre naturel, la nouvelle fonction généra-

trice du produit des nombres de Pell- Modifié et d’une fonction symétrique en plusieurs

variables est :

∞∑
n=0

Hn(a1, a2, a3, a4)MPp,q,ntn =
1 − pte4

1 + (2p2 + q)e4
2t2 + (−4p3

− 3pq)t3e4
3

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

+
(8p4 + 8p2q + q2)e4

4t4

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
) .

Preuve. On a

MPp,q,n = Hn
(
p1 + [−p2]

)
− pHn−1

(
p1 + [−p2]

)
,

Alors

∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)MPp,q,ntn

=
∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)
(
Hn
(
p1 + [−p2]

)
− pHn−1

(
p1 + [−p2]

))
tn

=
∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)Hn
(
p1 + [−p2]

)
− p

∑
∞

n=0 Hn(a1, a2, a3, a4)Hn−1
(
p1 + [−p2]

)
=

1+qe(4)
2 t2+(−2p3

−pq)e(4)
3 t3+q2e(4)

4 t4

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

− p
e(4)

1 t−2pe(4)
2 t2+(2p2+2q)e(4)

3 t3
−(8p3+8pq)e(4)

4 t4

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

=
1−pte4

1+(2p2+q)e4
2t2+(−4p3

−3pq)t3e4
3

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
)

+
(8p4+8p2q+q2)e4

4t4

4∏
i=1

(
1 − ait − a2

i t2
) .
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CONCLUSION

Dans ce travail, grâce à l’utilisation de fonction symétrique, nous avons dérivé

de nouvelles fonction génératrices pour les produits des polynômes de Lucas com-

plexe bivariés, Jacobsthal-lucas bivariés et les nombres de Pell-Modifié à fonction

symétrique à plusieurs variable .
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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire, nous présentons un théorème afin de calculer des nou-

velles fonctions génératrices pour les relations de récurrences du second ordre,

le théorème présenté est basé sur les fonctions symétriques, nous permet d’ob-

tenir les fonctions génératrices des produits des polynômes de Lucas complexe

bivariés, Jacobsthal-lucas bivariés et de nombre de Pell-Modifié avec les fonctions

symétriques plusieurs variables.
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ABSTRACT

In the dissratation, we present a theorem in order to calculate new generating

functions for second-order recurrences relations. The presented theorem is based

on symmetric functions, we gived the Generating functions of polynomials of

bivariate complex lucas, bivariate jacobsthal lucas and nembers of modified pell

with symmetric functions in several variables.
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 ملخص

 

الدوال في هذه المذكرة قمنا بعرض نظريتين تعتمد على التوابع التناظرية وذلك لحساب  

ثيرات  ك المولدة للعلاقات التراجعية الخطية حيث أ ننا قمنا بحساب الدوال المولدة لجداءات 

لة وأ عداد لوكاس المركب ثنائي المتغير،  جاكوبس تال لوكاس الحدود ل بمتغيرين مع   بيل المعُدَّ

.الدوال التناظرية بعدة تغيرات  
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