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Résumeé

Ce mémoire traite le controle stochastique, en se concentrant sur les conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité, dans le cadre de I'information partielle.
Nous analysons un systeme décrit par une équation différentielle stochastique
(EDS) et étudions spécifiquement le cas ou le domaine de contréle admissible est
convexe.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions que nous utilisons
dans les autres chapitres. Dans le deuxieme, nous étudions le contrdle
stochastique, certaines classes de controle et deux méthodes de résolution. Dans
le troisieme chapitre, nous nous intéressons au principe de maximum sous
I'information partielle. Enfin, dans le dernier chapitre, nous appliquons le
principe de maximum stochastique au probleme de sélection de portefeuille
moyenne variance.

Mots clés :

Equations différentielle stochastique, controle stochastique, contrdle optimale,
perturbation, et fonction du cout.



Abstract

This recherch addresses stochastic control, focusing on the necessary and
sufficient conditions for optimality, In the context of partial information. We
analyze a system described by a stochastic differential equation (SDE) and
specifically study the case. where the admissible control domain is convex.

In the first chapter, we recall some definitions that we use in the other chapters.
In the second chapter, we study stochastic control, certain classes of control, and
two methods of resolution. In the third chapter, we focus on the principal of
maximum under partial information. Finally, in the last chapter, we apply the
stochastic maximum principle to the problem of portfolio selection based on
meanvariance.

Key words:

Stochastic differential equation, stochastic control, perturbation, cost funtion.
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QUELQUE NOTION MATHEMATIQUE

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de mémoire sont

expliquées ci dessous :

(Q,F,P)

(Q/ T/ (T)tSO/ ]P)

W

(F <o
EDS

<X X>r
b

o

u

"

N(O,1)

P.p.s

p:
H(t,X,u,p,q)
max, min

SAt

Espace de probabilité

Espace de probabilité filtré
Mouvement brownien

La filtration

Equation différentielle stochastique
Variation quadratique de X sur [0, T]
Drift

coefficient de diffusion

Controle admissible

Controle optimal

Loi normale centre de variance ¢
prés que stirement pour la mesure de probabilité IP
Processus adjoint

Hamiltonien

Maximum, minimum

min(s, t)



INTRODUCTION GENERALE

Le controle stochastique est un domaine de la théorie des systemes dynamiques qui
étudie les décisions optimale en présence d’incertitudes.
Ce mémoire se penche sur les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité sous

I'information partielle, qui consiste a minimiser une fonction du cotit donnée par :

T
I = | [ 16, %, 00t + g0
0
Ou X, est la solution prise au temps terminal T d'un systeme gouverné par I'équation

différentielle stochastique :

dXt = b(t, Xt/ I/lt)dt + U(t, Xt, ut)th

X(O) = Xo

Ou W = (W,) € [0, T] est un mouvement brownien définit sur un espace de probabilité
filtré (QQ, 7, (F)ier, P), b et 0 sont des fonctions déterministes.

Dans le cadre de la théorie du controle optimal stochastique, notre objectif est d’obtenir
des conditions nécessaire et suffisantes d’optimalité, ces conditions sont connue sous le
nom de principe de maximum de Pontryagin pour un systéme différentielle gouverné

par les équations différentielles (EDS) avec des coefficients controlées. La preuve de ce

2



Introduction

résultat est basé sur la perturbation forte et la formule d’Itd. Ce travail est organisée de
la maniere :

* Le premier chapitre est de nature introductif dans le quel on s’intéresse aux éléments
de calcule stochastique, qui permet d’introduire les outils essentiels pour les autres
chapitres tel que : le mouvement brownien, 1'intégrale stochastique la formule d’It0 les
équations différentiels et le théoréme d’existence et d unicité.

* Dans le deuxieme chapitre, I’attention se porte sur les classes de controle le stochas-
tique et les méthodes de résolution tel que le principe de la programmation dynamique
et le principe de maximum de Pontryagin que nous utilisons dans notre travail.

*Dans le troisieme chapitre on va étudier le principe du maximum stochastique sous
I'information partielle pour cela on suppose que la fonction du cott J(1) ou u est un
contrdle admissible, différentiable et il accepte un minimum en u* qu’on appellera

controdle optimal u" tel que :
Jw) = miLrI1{](u),u e U: convex}
ue

Ou u est1’espace de contrdle admissible, puis on perturbe le contréle u” sur un intervalle
de longueur 6 ou on obtient un controle u; qu’on appellera perturbation convexe de u”,
en remarquant que u; est un contrdle admissible et G;—adapté.

L'intérét de la perturbation du contrdle optimal u* est d’introduire u; sur le quel nous
pourrons dériver la fonction de coftit J(u). La domaine de controle u est supposé
convexe.

Notons que les étapes d’études suivies dans ce chapitre sont similaires a celles de
Benssoussan [1].

Pour prouver il est nécessaire que le processus de contrdle soit adapté a une sous
filtration G; de la filtration complet 7; et avec le domaine des contrdles admissibles et
convexe.

* Dans le quatrieme chapitré,nous appliquons les résultats de principe de maximum

stochastique aux problemes de sélection de portefeuille en moyenne variance.



CHAPITRE 1

GENERALITE SUR LE CALCUL
STOCHASTIQUE

Dans ce chapitre on présente quelques définitions de base et certains résultat que

nous utilisons dans la suit de mémoire. voir les référence suivante :

1.1 Espace de probabilité

Une expérience et appelé “aléatoire” s’il est impossible de prévoir son résultat sur
a I'avence. Et si elle est répétée dans des conditions identiques. On appelle ensemble

associé a une expérience aléatoire I'ensemble fondamentale (voir [11])
Q = {tous resultat possibles de cette expérience}.

Un espace de probabilité ot espace probabilisé est la donnée d'une probabilité a tout
événement, il permet la modélisation quantitative de 1’expérience aléatoire étudiée.
c’est un letlet (QQ, F, IP), F est un ensemble des évéenements ou tribu sur Q, et IP est une

probabilité sur F.



Généralité sur le calcul stochastique

Définition 1.1.1 Une tribu (ou o-algebre) sur ) est une famille de ¥ de sous-ensemble de ()
tel que :

)peF

i)AEF - A€F

iti)(A,)n-1 CF — G A, eF

En particulier A, B ?;7 —- AUBe¥F deméme A, BeEeF - ANBeF.

1.2 Processus stochastique

1.2.1 Filtration

Définition 1.2.1 [5]Une filtration sur un triplet (O3, F,IP) est une famille croissante
F = (F1)ter de sous tribus de F :

Fs C Ft € F pour tout 0 < s < tdans T.

On dit que le quadruplet (QQ, F ,F = (F1)ser, IP) est un espace probabilisé filtré.

Définition 1.2.2 Une filtration F = (F)ser, est continue a droit si pour tout t € T

F.=NF=F VteT

s>t

Si F est la plus petite filtration contient tous les ensembles négligeable de F alors on dit que la

filtration F sur 'espace de probabilité est complete.

1.2.2 Processus stochastique

Définition 1.2.3 [5]Soit T un ensemble d’indices non vide. On appelle processus stochastique
la famille des variable aléatoires X, définie sur l'espace de probabilité (QO, ¥, IP) indexée par T
X:TxQ-R

t, W) > Xy (W)

Remarque 1.2.1 :
v S5i T C IN. On dit que le processus est a temps discrete.
v 5i T C R. On dit que le processus est a temps continu.

Engénéral T =R, ou T =[0,T]
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Définition 1.2.4 On peut noter qu’un processus stochastique peut étre vu comme une fonction
aléatoire :

A chague W, on associe la fonction t — X,(W) qui est appelée trajectoire.

Définition 1.2.5 Un processus est dit cadlag (continu a droite, pourvu de limites a gauche), si
ses trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites a gauche.
- Un processus est dit caglad (continu a gauche, pourvu de limites a droite), si ses trajectoires

sont continues a gauche, pourvues de limites a droite.

Définition 1.2.6 (Processus adapté)

Un processus (X;)ier est dit adapté (par rapport a F) si pour tout t € T, X, est F;—mesurable
lorsqu’on veut préciser par rapport a quelle filtration le processus est adapté on écrira F—adapté.
- Le processus stochastique X est vu comme une fonction du temps t a W fixé (lorsque on parle

de trajectoire)

Définition 1.2.7 (Processus progressif, optionnel, prévisible)

1) Processus progressif : Un processus (X;)er est dit progressif si pour tout t € T, I'application
(s, W) = X (W) est mesurable sur [0, t] X Q muni de la tribu produit B([0, T] ® 7).
2)Processus optionnel : Un processus (X;)er est dit optionnel si l’application (t, W) — Xs(W)
est mesurable sur T X () muni de la tribu engendrée par les processus F—adaptes et cadlag.

3) Processus prévisible : Un processus (X;)ier est dit prévisible sil’application (t, W) — X(W)

est mesurable sur T x Q muni de la tribu engendrée par les processus F—adaptes et continues.
Proposition 1.2.1 Sile processus X est optionnel, il est progressif, en particulier s'il est adapté

et cadalg alors il est progressif

1.2.3 Temps d’arrét

1) Une variable aléatoire 7 : QQ — [0, +c0], un temps aléatoire, est appelé temps

d’arrét (par rapport a la filtration F = ()e si pour tout t € T).

[T<t={WeQ:TW)<tleF

6
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2)Si T et o sont deux temps d’arrétalors 7 Ao, 7 VoetT + o sont des temps d’arrét.

Etant donné un temps d’arrét 7, on mesure 1'information accumulée jusqu’en 7

par:
T}:{BE?}vIBm{Tﬁt}GﬁIVtET}

qui est une tribu de ¥ . Il est clair que 7 est ¥r—mesurable. On a aussi immédiatement

quesi 7 =t alors : Fr = Fy(voir [5]).

1.2.4 Mouvement brownien

Définition 1.2.8 [5]Un mouvement brownien est un processus stochastique (W)= a trajec-
toires continues dont les accroissement disjoints sont indépendants et Vs > 0, (Wis — W) ~

N(0,s) si de plus, p(Wy = 0) = 1, alors (W;)is est un mouvement brownien standard.

Proposition 1.2.2 Soit (W;):so un mouvement brownien par rapport a (F)ier
oSymetrie : (—W;)ier est aussi un mouvement brownien.

eEchelle : pour tout A > 0, le processus ((%)Wm)teqr est aussi un mouvement brownien.

Théoreme 1.2.2 Le mouvement brownien est un processus Markovian. C’est a dire pour f une

application borelienne bornée on a :
pour u € t,(f(Wy \ F1) = E(f(W., \ o(W)))
Preuve. (Voir Monic [9] et Yong et zhou [6]) m

1.2.5 Variation quadratique

Définition 1.2.9 [3]On définit la variation infinitésimale d’ordre P d"un processus X sur [0, T]

associée a une subdivision 7, = (t{, ..., t;;) de [0, T] par

Vi) = ) 1Xn = X !
i=1

7
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v Sip =1, la limite s’appellera variation totale de X sur [0, T].

v Sip =2, la limite s’appellera variation quadratique de X sur [0, T] notée < X >r.

Proposition 1.2.3 Si X est un processus a variation bornée a trajectoires continues, sa variation

quadratique est nulle presque surment : < X >7= 0.

1.3 L’intégrale stochastique

e 1y e £ N .
Il s’agit d'une intégrale de la forme fo X dW, ot {X4},50 est un processus stochastique.

{Wi};s0 est le mouvement brownien.

1.3.1 Propriétés de l'intégrale stochastique

L’intégrale stochastique possede les propriétés suivent[6] :
1. [(aH, +bHy)dW; = a [ Hi(s)AW; +b [} Ha(s)dWL.

2. [[HE)AW, = [ Hs)dW, + [ H(s)dW..

3. E([ H(s)dWs) = 0.

4. E[(f; HE)AW,)?] = E([; H(s)*dW;) (isométrie d'Tto).

5. E(fy Fa(s)AW,)(fy Ha8)dW,) = E(f) Hi(&)Ha(s)AW,).

1.3.2 Processus d’Ito

Définition 1.3.1 Un processus X est un processus d’Ito0 s'il existe X tel que :

t t
X =Xp+ f b,ds + f o, dW;, t €T (1.1)
0 0

Ou X, est Fo—mesurable , b, et 0, sont des processus progressivement mesurable, vérifiant :

T T
f|bs|ds<+00€tf||65||2ds<+oo
0 0
8
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On écrira (1.1) sous la forme différentielle suivante :
dXt = btdt + thWt

Le coefficient b est le drift, le coefficient o est le coefficient de diffusion[9].

1.3.3 Formule d’It0

(Xt)o<t<r un processus d’Ito[10]

Théoréme 1.3.1 Soit f : R — R de classe C? alors :

fo) = so+ [ oo [ rrood<xxs,

fot f XX = fo P+ fo FXo.dW.

et la variation quadratique < X, X >;= fot o2d

Théoreme 1.3.2 Si (t,x) — f(t,x) est une fonction deux fois continflement différentiable en x

et une fois continilement différentiable en t ces dérivées étant continus en (t,x), f € C'?, ona :

£6,%) = FO.XO)+ [ 30+ [ s Xoax.+ 3 [ futs,xod <X
t 82f

= £(0, X(0 taf Xs)d t&f X5)dX ! X)d < X, X
_f(/ ())+£ aS(S’ S)S+f08x(s' s) S+2 0 asz(S/ S) <A, >s

= £(0, X(0)) + fo f(s, X)ds + fo f;(s,xs)dxs+% j; f1(s, Xs)o2ds.

Théoreme 1.3.3 (Cas multidimensionnel)

Soient X', X? deux processeur d’Ito issus de x; (resp de x,) de coefficient de dérive b* (resp de
b?) de coefficient de diffusion o' (resp de 0°) et portées respectivement par deux browniens W*
et W2. Supposons que b' et o' sont F,” —adaptés.

Soit f : R — R de classe C* alors :
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t t t
’ 4 1 ’’
£00, 30 = fln )+ [ ot xhaxt + [ o x5 [ e, X
0 0 0
+ 2p fi5(X3, X2)os00 + f (X0, X)(00)*ds
Tel que : f; désigne la dérivée par rapport a x; et fl']’ est la dérivée seconde par rapport a x;, x;.

Proposition 1.3.1 La formule d'intégration par partie :

Soient X et Y deux processus d’Itd, on a :

t t
Xy =Xo+ f bsds + f osdW;
0 0
t t
Y =Y+ f blds + f 0.dWs
0 0

¢ ¢ ¢
XYy = YoXo + f X dYs + f Y dXs + f d< X, Y >
0

0 0

donc :

notons que : < X, Y > s’appelle le crochet de X et Y.

1.4 Inégalité

1.4.1 Inégalité de Cauchy-schwarz

f et g deux fonctions de carré intégrable alors on a :

E(fg) < (E(f)E():

1.4.2 Inégalité de Burkholder-Davis-Gandy

Pour tout m > 0, il existe une constante C,, tel que pour tout temps d’arrét 7 on a:

10
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| fs)aw,

En particulier pourm =2et7 =Tona:

| feaw,

1.4.3 Inégalité de Gronwall

([uoref

|<c.

| S —

lsup

t<T

2} SCEUOt|f(s)|ds]

E [sup

t<t<T

Soit ¢ et f deux fonction positives et continues sur [0, T], il existe une constante
C>0,
*Sig(t) < C+ftf¢(s)ds; 0<t<T
Alors : '

t

fds
gb(t)SCexpof ; 0<t<T

1.5 Espérance conditionnelle

Soit (QQ, ¥, P) un espace de probabilité [9]

1.5.1 Conditionnement sur un événement

Soit A et B deux événement de ¥ . Alors la probabilité conditionnelle de A sachant

Best:
p(A N B)

AR =)

Pour tout B tel que p(B) # 0

1.5.2 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Soit X une variable aléatoire définit sur (QQ, ¥, IP). Soit G une sous tribu de ¥

Définition 1.5.1 On appelle I'espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant G est

"unique variable aléatoire et on la note E(X \ G) tel que :

11
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a) G—mesurable.
b) [EX\G)P = [XdP,YA€G
A A

c’est 'unique variable G—mesurable tel que :

E[E(X\ G)Y] = E(XY)

1.5.3 Espérance conditionnelle par rapport a une variable

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (€2, ¥, IP), soit G la tribu engendré

par Y(ie G =o(Y))

Définition 1.5.2 On appelle I'espérance conditionnelle de X sachant Y est une variable aléatoire

définie comme I'espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu G on la note E(X \ Y).

L’espérance conditionnelle E(X \ Y) est caractérisée par :
e C’est une variable o(Y) mesurable.

o [EX\Y)dP = [ XdP, YA € o(Y)
A A

1.5.4 Propriétés de I’espérance conditionnelle

e Linéarité : Soit a et b deux constantes tel que :
E@X+bY\G) =aE(X\G)+DE(Y\ G)
e Croissance : Soit X et Y deux variables aléatoires tel que :
X <Y, alorsE(X\ G) <E(Y\G)

* X est indépendant de G, alors : E(X \ G) = E(X).
*E[E(X\ G)] = E(X).

* X est G—mesurable, alors : E(X \ G) = X.

*Y est G—mesurable, alors : E(XY \ G) = YE(X \ G).

* Si ¢ est une application convexe mesurable, E [¢(X) \ Q] > ¢(E[X \ G]) (Inégalité de

Jensen).

12



Généralité sur le calcul stochastique

1.6 Equation différentielle stochastique(EDS)
(Q, F, (F)i=0P) est un espace probabilité filtré [12] [9].

Définition 1.6.1 Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équation de la forme

suivante :
dX; = b(t, Xy)dt + o(t, X;)dW; 0t T
(1.2)
X(0) = xo
Ou :
* X0 € R

* (W) est un mouvement brownien.

*b(t, Xy) et o(t, X;) sont des fonction continues.

Définition 1.6.2 Une solution fort de I'EDS (1.2) est un processus X = {X(t),t € [0, T]}

continue Fi—adapte tel que :

t t
Xy = xp + f b(s, Xs)ds + f o(s, Xs)dWs, 0<t<T
0 0

1.7 L’existence et 'unicité de la solution

Notations

Soient (€2, ,IP) un espace probabilisé complet, (W(t))io désigne un mouvement
Brownien a valeur dans IR? et x une variable aléatoire a valeur dans R".
Soient n et m des entiers positif et soient aussi b et 0 deux fonctions de R” X R, a

valeur dans R donnée par (voir [9][12]) :

b:R"XR, - R,

o:R"xR, - M™™,

ou M™" désigne 1'ensemble des matrices n X m

13



Généralité sur le calcul stochastique

Notre objective est de résoudre 1"équation différentielle stochastique suivante :

dXt = b(t, Xt)dt + G(t, Xt)th, 0<t< T,
X(O) = Xp.

(1.3)

La solution de 1’équation (1.3) est un processus X continue ¥-adapté telle que les

deux intégrales suivantes : fot b(s, Xs)ds, et fOt o(s, Xs)dW(s) ont une sens et 1’égalité

¢ t
X(t) =x9 + f b(s, Xs)ds + f o(s, Xs)dWs, 0<t<T.
0 0

est satisfaite V¢t P.p.s.
Maintenant on donne le théoréme qui permet davoir l'existence et 1'unicité d'une

solution de (1.2).

Théoréme d’existence et d’unicité

Sib et o sont des fonctions continues tel qu’il existe C < +00,X, Y dans R" :

(A1) condition de Lipschitz :

Ib(t, x) = b(t, y)| + |o(t, x) — o(t, y)| < Clx — y|

(A,) condition de croissance linéaire :

Ib(t, x)| + |o(t, x)| < C(1 + |x[)

(A3) :

E[IX(0)P] < +o0

Alors l'équation (1.3) admet une solution unique dans l'intervalle [0, T], tel que la
solution (X;)o<i<r Vérifié :

E(sup |th2) < +00

0<t<T

14
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Théoréme 1.7.1 Sous I'hypothése A1, A, et Az, I'équation (1.3) posséde une unique solution
a trajectoire continue pour tout t < T.

De plus cette solution vérifier

E(supyr [Xil?) < +o0.

Preuve. L'existence :

Pour obtenir 1'existence de la solution il y’a deux méthode (l'itération de Picart et le
théorem de point fixe).

Nous avons décidé d'utiliser la méthode d’approximation de Picard dans la preuve.
En définissant la suite (X"),,5, tel que X° = xq et (X””)nzo est la solution du systeme de

I’équation différentielle stochastique suivantes :

t t
X = xg + f b(s, X!)ds + f o(s, X")dWs. (1.4)
0 0

Vérifiant d’abord par récurrence sur n qu'il existe une constante C, telle que pour tout
tel0,T]:

Elx <c,.

Xy

Supposons que E [|X;f|2] < C,. et nous montrons que E |X;‘+1|2 < Cus1-

On a

2

2
n+1{< _
X" =

t t
x0+f b(s,X?)ds+fa(s,X”)dWS
0 0

Par l'inégalité (a + b + c)* < 3 (a® + b* + ¢2), on trouver l'estimation suivante :

fotb(s,XZ)ds 2).

Par passage a I'espérance mathématique, on obtient :
t
(If a (s, X!) dW;
0

(f0t|b(s,xg) ds)z )+E

15
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Par I'isométrie d'Itd et I'hypothése (A;), on a:

Ao ]
<CE t1+X" ds|, 1.6

[ x| (16)
:c2f0t(1+5[ 2])(15.

Et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient I'inégalité suivante :

Al e
< TE[fOt |b(s,X§)2ds],
< TC? Uot(1 L E z)dsl. (1.7)

Retour a I'équation (1.5) et en substituant les deux estimations (1.6) et (1.7) dans (1.5),

t
f o (s, XI) dW;
0

XS

XS

et comme x est un variable aléatoire de carré intégrable alors on trouve 'estimation

t
+C2f (1 +E
0

2)ds),

<3(Efol’ + C2(T+1)T(1+Cy)) = Cpr.

suivante :

£

£
Xf+1|2] < 3(13 lo* + TC? [f (1 +E
0

t
s3(E|xo|2+c2(T+1)f (1+E
0

X7 2)t;ls

X

2) ds) ’

X5

Ce qui prouve :

2
E X’f”' < oo,

Maintenant on va majorer par récurrence la quantité suivante :

E

2
sup |X}1+1 - X7 } :
te[0,f]

16
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En utilisant de 1’équation (1.4) on obtient :

X X = f t (b(s, X) = b(s, X27"))ds
0

e [lo6x)-o(sx)aw

En utilisant 1'inégalité de Doob, on obtient :

n+1 n
Xs - Xs

2] <oE l( fy oG Xy = b (s, x27)| ds)zl

+2E [ Folexn-als, X;H)‘Z ds] .

L'inégalité de Cauchy-Chwartz donne l'estimation suivante :

E [sup

0<s<t

E |sup X - X§’|2] < 2TE [ Ko xn-o(s Xg-l)'z ds]

0<s<t

+2E [fot ‘o (s, X") -0 (s, Xg‘l)r ds] ,

D’aprés I'hypothése (A,), on obtient pour tout s € [0, {] :

t
E[sup X - X! 2] <2(T + 1)c2EU
0<s<t 0

Par conséquence on trouve :

xt - xr[? ds] .

t
E[ sup [X!* - X! 2] <2(T+1) czf E [sup X — xr1 2] ds, (1.8)
0<s<t SN—— J( 0<u<s
=C

Nous réappliquons la méme téchnique une autre fois, en appliquant1’inégalité de Doob,

N _1]? .
a|xm—Xxm 1| pour obtenir :

S
E[sup X" —Xg-1|zl <C f E[sup Xt —Xz;ﬂ dm. (1.9)
0<u<s 0 0<r<u

17



Généralité sur le calcul stochastique

en substituant l'estimation (1.8) a 1'inégalité(1.9), on trouve :

t
E lsup | X0+t - X§|Zl <C f E(sup | X1 - X;;-1|2)ds,
0

0<s<t 0<u<s

t S
<C f (C f E [sup X1 - an‘2|2] dm) ds,
0 0 0<r<u
£ S
< CE [sup |X;‘j1 - XZ1_2|2]f (f dm) ds,
0<r<u 0 0

2T2
< C2 E|sup Xt — Xﬁjzrl,

0<r<u

Nous réappliquons la méme technique plusieurs fois, on trouve :

nTn
E[sup Xt - xr 2]5 = sup [X;—XS 2],
0<s<t n! oce<r
SAXCT.
n!

En appliquant l'ingalité de Bienaymé-Tchebychev , on a:

(CT)H
1 AX =, (4CT)"
P x— x> i gA x .
L?;g s S 271+1 ] - ( 1 ] )2 n!
2I’I+

I vient donc que :

iIP lsup
n=0

— O<s<t

n+1 n
Xs - Xs

21 = (4CT)"
> 2n+1] < 4Az(;( p ) = 4A.exp (4CT) < co.

Donc d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, on trouver 1'égalité suivante :

n+1 n
Xs - Xs

¥n €N, P [sup

0<s<T

2 1
> 2n+1l = O’

utilisant I'égalité IP (A°) = 1 — IP (A) on obtient 1'égalité suivante :

Vn e N, lPlsup Xt — X < 1] =1.
0<s<T 2m*
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Donc:

<
— on+l 4

Xg+l - X"

S

sup Vn > ny, et ny € IN.

0<s<T
En remarquant que la suite (X"),. est une suite de Cauchy dans un espace de Banach,

donc elle converge dans le méme espace de Banach. Alors il existe un processus continu

(Xt)OStST/ tel que .

sup |X11+1 .4

0<t<T

— 0, quand n—> oo.

Donc, P —p.s, (X"),so converge vers processus continu X;.

L'unicité : Supposons que (X;),»o et (Y¢),»o deux solution de (1.3) pour tout t € [0, T] :

t t
Xi=Y, = f [b(s,Xs)—b(s,Ys)]ds + f [o(s,Xs) —o0(s,Y)]dWs.
0 0

D’aprés l'inégalité (a + b)* < 2a* + 2b%, on obtient I'inégalité suivante :

2

E[IX; - Y/P| < ZE[ +2E

|

(1.10)

f (005, X)) — 0 (s, Y.) dW.)
0

f (b(s,Xs) = b(s,Ys))ds
0

2

f (b(s,Xs)—b(s,Y,))ds
0

Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'hypothese (A,) on trouve :
£
<TE |f b(s,Xs) —b(s, Y ds], (1.11)
0
t

E[
2 v
<TC fOE(|X YS|)ds.

L'utilisation de la propriété d’isométrie d'Itd et la condition (A;), on a 'estimation

|

suivante :

2 ¢
1 < El f lo (s, Xs) — o (s, Ys)lzdsl, (1.12)
0

t
2 v R
schE[p(s Ysl]ds.

f (0(5, X)) — 0 (s, Y.) dW,)
0
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En substituant les deux estimations (1.11) et (1.12) dans (1.10), on trouve

E [|xt - Yt|2] < 2TC? j; t E [|Xs - Ys|2] ds + 2C> fo t E [lXS - YS|2] ds,

t
<2(TC*+C?) f E[IX, - Y.P]ds.
0
Finalement en utilisant le lemme de Granwall, on trouve :

E (|Xt ~Y{)=0.
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CHAPITRE 2

CONTROLE OPTIMAL ET METHODE
DE RESOLUTION

La théorie du controle a été initialement développée dans le but d’obtenir des outils
d’analyse et de synthese de controle et de systeme dynamique (c’est a dire I’évolution
du systeme au cours du temps). Cette théorie intervient dans différents domaines de la
vie courante comme 1’économie, la biologie, les sciences humaines et social.

Nous représentons dans ce chapitre la structure de base d’un probleme de contrdle,
quelques classes de controle et aussi deux méthodes de résolution qui sont le principe

de Pontryagin et le principe de la programmation dynamique.

2.1 Controdle stochastique

Définition 2.1.1 Un contrdle est un processus(u;);-o adapté par rapport a une filtration, de
carré intégrable et prend ses valeur dans un borélien u C R"

Le controle stochastique se caractérise par :

i) Etat du systéme :

Etat du systeme dynamique se caractérise le controle stochastique  tout instant dans la mesure
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ou le temps peut étre discret ou continue. L'intervalle de variation du temps peut étre fini ou
infini.

Les variable quantitatives se représentent par l'état du systeme et elles sont en nombre fini
a valeur réelles. Au moment t, I'état du systeme sera noté X,(W) pour tout W € Q I'espace
mesurable muni d"une probabilité IP.

ii) Contréle :

La dynamique X, de I'état du systéme est influencée par un controle que nous modélisons comme
un processus u; dont la valeur peut trés décidée a tout instant t, en fonction des informations
disponibles a cet instant.

iii) Critere de coiit :

L’objectif précis est minimiser (oit de maximiser s'il s’agit d’un gain) une fonctionnelle | s’appelle

fonction de coilt sur I'ensemble des controles admissibles.

T

J(u) =E fl(t, Xy, up)dt + g(Xy) (2.1)

0

La fonction J(u) est la fonction coilt intégrale, g est le coilt final oir terminale. On définit la

fonction valeurs par :

V(t,x) = inf J(t,x, u) (2.2)
uel
Généralement le cofit est donné par :
J(u) = E(g(Xy)) (2.3)

Oir g est une fonction de classe C* tel que :
g: R > R?
| 7:(X) I< c(1+ | x |) et a dérivée bornée c’est a dire :

| 9:(X) I M, oii g, est le gradient de gen x
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L’orsqu’on cherche a maximiser un gain, au lieu de minimiser un cofit, alors on écrira :

V(t,x) =sup J(t,x, u) = - ianI J(—(t, x, u)) (2.4)
uel ue

un controle u* € U est dit optimale si :

V(t,x)=J(t,x,u) (2.5)

2.2 Classe de controle stochastique

2.2.1 Controle admissible

Définition 2.2.1 On appelle un controle admissible tout processus (u;)iejo,r] Mmesurable inté-
grable et adapté a une valeur dans un borélien A C R, notons par u. L'ensemble de tous les

contrbles admissibles (voir [7][8])

U={u:[0,T]xQ — u mesurable, integranle et F; — adapté}

2.2.2 Controle optimal

Définition 2.2.2 Le probléme de contrdle optimal consiste 4 minimiser une fonction de cout

J(u) sur 'ensemble des controle admissible u un controle admissible u* est dite optimal si :

Jw) < J(u), Yue l

2.2.3 Controle presque optimal

Définition 2.2.3 Soit C > 0, le controle u® est dite presque optimal (ou C—optimal) si :

Ju) < Jw)+C:Yuel
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2.2.4 Controle feed-back

Définition 2.2.4 Soit un controle F,—adapté, et soit {7-?(} la filtration naturelle engendrée
par le processus X. On dit que u; est feed-back controle si u, est aussi adapté par rapport a la

filtration {Ttx} On dit aussi qu’un controle u est feed-back si est seulement si u dépend de X.

2.2.5 Controle relaxé

Soit V I'ensemble des mesures de Radon sur [0, T] X A dont la projection sur [0, T]
coincide avec la mesure de Lebesgue df muni de la topologie de la convergence stable
des mesures.

L’espace V estmuni de sa tribu borélienne, qui est la plus petite tribu tel quel’application

qg— f f(s,a)q(ds, da) soit mesurable, bornée et continues en a.

Définition 2.2.5 Un controle relaxé q est une variable aléatoire q(W, dt,da) a valeurs dans
'espace V tel que pour chaque t : 1jo1), est F—mesurable. Tout controle relaxé peut étre intégré
en

q(W, dt, da) = dtq(W, dt, da)

Ot q(t, da) est un processus progressivement mesurable a valeurs dans I’espace des mesures de

probabilités.

2.2.6 Arrét optimal

L’horizon d"un probléme de controle est détermine, qu’il soit fini ou infini. En effet
il existe de nombreuses applications ou le controleur peut également choisir ’horizon
de son objectif.
On appelle probleme d’arrét optimal la décision de stopper le processus est modélisée
par un temps d’arrét et le probleme d’optimisation associé.

La fonctionnelle a optimiser s’écrit sous la forme suivante.

T
J(u,T) =E l fo f(& Xp, u)dt + g(Xo)
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2.2.7 Controle ergodique et controle risk-sensible

Certains systemes stochastiques peuvent exhiber sur le long terme un comporte-
ment stationnaire caractérisé par une mesure invariante. Cette mesure si elle existe,
est obtenue en calculant la moyenne de I'état du systéme le long terme. Un probleme
de controle ergodique consiste alors a optimiser sur le long terme un certain critere
prenant en compte cette mesure invariante, une formulation standard résultant des cri-
teres étudiés précédemment consiste a optimiser sur les controles u; une fonctionnelle

de la forme [5] :
lim sup — E[f (X, ut)dt]

t—+oo

Ou bien t
tl1r+n sup 1 InE [exp ( f I(X;, ut)dt)l
—+00 O

Cette derniére formulation est appelée controle risk-sensible dans la littérature et a
récemment été utiliser dans plusieurs travaux en mathématique financieres comme un
critere de gestion de portefeuille a long terme.

Un autre critere basé sur le comportement de type grandes déviations du systeme :
P[X7/T > c] = exp(=I(c)T), quand T — +oo
Consiste a maximiser sur les contrdles 1 une fonction de la forme :
Jimsvp 7P 7.2

Ce probleme de controle de grandes déviations s’'interprete en finance comme la version
asymptotique (ergodique) du critére quant le consistant a maximiser la probabilité que

la valeur terminale X; du portefeuille soit au-dessus d"un certain index.

2.3 Méthode de résolution

Il existe essentiellement deux célébrés approches pour résoudre des problemes des

controles stochastique. La premiére méthode et le principe de maximum de Pontryagin
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qui consiste a chercher les conditions nécessaires d’optimalité satisfaite par un controle
optimal u*. La deuxieme méthode est le principe de la programmation dynamique
introduite par Bellman en 1953, elle s’appuie sur la notion de la  politique optimale "

qui consiste a résoudre une équation aux dérivées partielles de second ordre.

2.3.1 Principe de maximum de Pontryagin

* Cas du contrdle déterministe
Le principe du maximum dans le cas du controle déterministe 0 = 0 a été formulé par
le mathématicien soviétique Lev semionovitch Pontryagin en 1950 (voir [5][6]).
La problématique que générale du contrdle optimal est considérée comme un systeme

différentiel donnée par 1’équation suivante :

dXt = b(t/ Xt/ ut)/ te [O/ T]

(2.6)
X(0) = xo
On définit donc le cout de la trajectoire associée par
£
]W)=E(fK&XW%My+mXﬂ) (2.7)
0

L’objectif est de minimiser la fonction J(#) sur un ensemble U de tous les controles

admissibles. Alors le controle u* est dit optimal si :

J(*) = min{J(u), u € U} (2.8)

Sous les hypothése suivantes :

M b,1:[0,T]XxRIx A — R?:

|b(t1xzu)_b(t/]/;u) | < le_y|
| b(t,x,u) + I(t,x,u) | < C(1+ | x|)
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Tel que b(t, x,.) + I(t,x,.) de A — R? sont continues en u est uniformément en (¢, x).
(2) b,1 et g sont de classes C' en x.

Le Hamiltonien de ce systéme est donner par :

H(t/ Xt/ Uy, Pt) = Ptb(t/ Xt/ ut) - l(tl Xt/ ut)

Théoreme 2.3.1 (Principe de Pontryagin)
Soit (X*, u*) la solution optimale de (2.2) et (2.3) alors il existe un processus p(t) tel que p(t) est

Fi—adapté, solution de I'équation suivante :

dPt = —H,(t, x;, uy, Pt)dt

P(T) = _gx(XT)

Tel que :
H(t, X;,u;, ps) = maUxH(t, Xi,u,pr) Pps et dt —p.p.
ue

* Cas du controle stochastique

Dans le cas stochastique, plusieurs formes de principe du maximum de Pontryagin. Le
premier résultat a été établi par Kushner en 1973 dans le cas ou 'ensemble de controle
admissibles est formé de processus adaptés a une filtration fixée al’avance et 1"utilisation
des solutions trajectorilles de 1’équation d’état, ces résultats ont été développés en 1976
par Haussmann.

Lorsque le coefficient de diffusion o dépend explicitement du contrdle, le probleme de
principe du maximum stochastique a été abordé par Bensoussan et Peng .

Le probleme d’optimalité des conditions nécessaires d’optimalité pour les controlés
adaptés a une filtration plus petite que la filtration (¥ );» a été abordé par Haussmann
et Zhoo.

Le principe de Pontryagin dans ce cas consiste a introduire un processus adjoint p;

rétrograde et d'une inégalité variationnelle.
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Considérons 1’équation différentielle stochastique suivante :

dXt = b(t, Xt/ l/lt)dt + G(t, Xt/ ut)dW

(2.9)
X(O) = Xp
L’équation adjointe est donnée par :
dpy = —H.(t, X, us, pr, qr)dt + q:dW, (2.10)
pr = gx(Xt)
Ou
H(tl Xtr Us, pt/ Qt) = l(tl th ut) + bT(tl th ut)Pt + tr(UT(t, Xt/ ut))qt (211)

est I’'hamiltonien du systeme.

Théoréme 2.3.2 (Principe du maximum de Pontryagin)
Soit H défini par (2.11), u; le controle optimal, (p;, q;) solution de I'équation optimal(2.10),

X; = XV solution de I'équation (2.9)alors on a :
H(t, X3, up, pi, ;) = max H(t, X, us, pi, ;) VE€[0,T]

Preuve. Voir le livre de Yong et Zhou 1999 [6] m

2.3.2 Principe de programmation dynamique

Le principe de programmation dynamique appelée principe de R.Belman introduite
en 1953. Ce principe consiste a résoudre une équation aux dérivées partielles de second
ordre, non linéaire appelée Hamilton-Jacobi-Belman (HJB en abrégé). Elle est basée sur
le principe d’optimisation suivant : si une trajectoire est optimal alors elle est optimal
a chaque instant. Ce qui veut dire ** si on commence a un autre point on ne peut faire
mieux que suivre de la trajectoire optimal. "

L’idée basique de ce principe est de considérer une famille de probléme de controle a

différents états initiaux et établir des relations entre les fonctions valeurs.
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L'équation d’Hamilton-Jacobi-Belman (H]B) [5][6]
L’équation d’(HJB ) est la version infinitésimal du principe de la programmation dyna-
mique. Supposant que la fonction V est de classe C>.

la dérivation formelle de I’équation d” H]B est donnée par :
aV , n
W(t' x) + mbfl [LV(t,x)+1(t,x,u)] =0,VY(tx) €[0,T] xR (2.12)
Ou L, est 'opérateur associé a1’ EDS controlées (1.10), il est défini par :
1
LV = b, )Dy(V) + 5tra |o(x, u)o" (x, ))D(V) | (2.13)

Cependant : lorsqu’on cherche & maximiser un Gain, I’ EDP (2.12) devient sous la
forme :

- %(t, x) +sup [L,V(t,x)+1(t,x,u)] =0 (2.14)

uel

On réécrit souvent cette EDP (2.12) sous la forme :
oV ) ;
- E(t/ x) - H(tl X, va(t/ X), Dx(V)) = O/ v(tl x) € [O/ T] X R (215)
ou(t,x,p,M) € [0, TIXR"XIR"XS, (ou S, est]’ensemble des matrices nxn symétriques).
1
H(t,x,p, M) = sup |b(x, u)p; + Stra [aaT(t, x, )M + I(t, x, u)]] (2.16)
uel

L’équation (2.15) est appelée équation de la programmation dynamique ou équation
d'HJB.
La fonctionnelle H s’appelle 1'hamiltonien associé au probleme de controle, A 1'EDP

(2.12) on ajoute la condition terminale :
V(T,x) = g(x),Vx € R"

et elle vient immédiatement d’apres la fonction valeur (2.2).

Généralement,]” EDP n’est pat facile a résoudre doncil faut supposer que la solution soit
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de classe C?, ce qui n’est pas nécessairement le cas méme pour des fonctions simples.

Crandall et Lions ont introduit dans les années 80 la notion de solutions de viscosité
du premier ordre. Elle était apres généralisée aux équations du second ordre. Ce qui
a donné une formulation rigoureuse a 1’'équation d"HJB pour des fonctions supposées

seulement localement bornées.
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CHAPITRE 3

PRINCIPE DE MAXIMUM SOUS
L'INFORMATION PARTIELLE

Dans ce chapitre, on va étudier le principe du maximum stochastique sous 1'in-
formation partielle. Pour prouver ses conditions il est nécessaire que le processus de
contrdle soit adapté a une sous filtration G; de la filtration complet #; telle que le

domaine des contrdles admissibles est convexe.

3.1 Formulation général

Soit l'espace filtrée (Q, F, (F1)ieo1), P), soit Wy = (W}, W7, ..., W") un mouvement
brownien d-dimensionnel.

Considérons 1'équation différentielle stochastique controlée suivante :

dXt = b(t, Xt, ut)dt + U(t, Xt, dt)th
(3.1)

X(O) = Xp

Ot xp € R, b et 0 sont des fonction de classe C' données telle que :

b:[0, T]xR"x U — R"
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Principe de maximum sous l'information partielle

o:[0,T] xR"x U — R™

Le controdle u(t) est un controle admissible (3.1),

(fe:uelU={u:[0,TIxQ — u telleque u est (Gi)=o-adapté}).

et G; une sous filtration de la filtration complet F,(G; C %), ¥t > 0.T un nombre réel
strictement positif.

On définit la fonction du coit comme suit :

T
J(u) =E [fo I(t, Xy, u(t)dt + g(XT))l (3.2)

Ouil et g deux fonction de classe C' telle que! : [0, T]XR"xu — R cotit de fonctionnement

g : R — R cofit terminal qui vérifient :

T
E [ f 1, X, u(t)ldt + |g(XT))|l <oo, uel (3.3)
0

I"objectif du controle optimal stochastique sous 1'information partielle est de trouver

le couple (Pg, u*) étant donnée :

Dg = Sug )} = Jw)

Ce principe consiste d’introduire I’équation adjointe tel que cette derniére est une
équation différentielle stochastique rétrograde linéaire satisfaite par les inconnus p; et
q: est donner par :

dpt = _Hx(t/ th Uy, Pt; Qt)dt + Qtdwt

Pr = gx(XT)

Tell que ’hamiltonienne H : [0, T] X R" X R" X R™" — R comme suit :

H(t, Xt/ ut/ pt/ qt) = l(tl Xl‘/ ut) + pbe(t/ Xt/ ut) + t?’(OT(t, Xt/ Mt)qt)
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Si on utilise la définition du ’hamiltonien on obtient ’équation adjointe suivante :

dp; = —H(t, Xy, uy, pr, 41)dt + g:dW, (3.4)

pr = gx(XT)

Proposition 3.1.1 Soit u* € U avec le processus d’état correspondant X; = X on suppose
qu’il existe une solution (pj, q;) pour l'équation différentielle stochastique partielle rétrograde

suivante :

dpt = —H,(t, X;, u, v, q)dt + g:dW,
P: tr U Per s q;avvy (3.5)

pr = 9+(X7)

3.2 Conditions nécessaires

Dans cette section, on étude les conditions nécessaires pour le probleme du maxi-
mum sous 'information partielle [4] [1].
Hypothese
ePourt,ztelque0<t<t+z<T Vizl,_K.
Pour tout processus A = A(W), G,—mesurable et bornée, on définit le controle v comme
suit :

v(s) = (0, ..., vi(s),0,0,...,0) € u c R

avec

0i(s) = Ai 1ppraz(s), s €[0,T]

Un contro6lé admissible.
e Pour tout u,v € U avecvetborné, 36 > 0: u + v € U, V¢ € E: = (=6,0).

On définit le processus X} par :

d
th = Xgu,v) = %Xt +§v|5:0
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tel que : X; = (X},Xf, e XJ)

Notions que: Xj =0,u; =u+&vet
dX} = (bx(t/ Xt/ ut)th + bu(tl Xt/ ut)ét)dt + Gx(t/ Xt/ ut)th + Gu(t/ Xt/ ut)gtdwt

Alors la dérivée par rapport a £ de la formule précédente est :

n
dxi = [b;(t, Xy, up) Xy + Ui (t, X, ut)vt] dt + Z [a;f (t, Xi, us) + 0, (t, X,, ut)vt] dW!
j=1

= (Pzdt + Z Ipde{
=1

Conditions (A;)

Supposons que u* € G est un maximum local pour J(u) alors :
h(&) =] + &v), & € Es

est un maximum au point £ = 0

et supposons que :
T
E [ [ aiariar] < o
0
et

T
E f Pt X, up)py| < oo
0
Tel que V; = ay(t, X, u)x! + ob(t, X, ur)As

Théoreme 3.2.1 Sous les conditions (A1), on a u* est un point stationnaire pour E[H \ Gi]

donc :

E[H(tl X:/ u:/ p:r q:) \ gt] = 0
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Preuve. La dérivée du cofit | par rapport a & égale a zéro

W(0)=0

d
gj(u* + Eu)LE:O =0

T
d * * *
£E lfl(t, X, up)dt + g(X7) [ le=o = 0
0
T d d
E l f {lx(t, X;, u;)T£X§“*+&’) +L(t, X, u’;)Tvt} dt} le—o + E [gx(X:)TEX(“““f”)(T) lizo =0
0
Alors :
T T
E [ f L(t, X, )" X}t | + E f L(t, X;, upodt| + E[(gX)X)| =0 (3.6)
0 0
Appliquons les conditions (A;) et la formule d’it6, on trouve la formule suivante
= \T y=1| _ [ . %]
E [%(XT) XT] =E _PTXT]
T T T
=E fp;degl +E fx;ldp; +E fd <p, X' >
[0 0 0
r T T
=E f pi(be(t, X5, u)) X' + by(t, X;, u})v)dt | — E f XTH (¢, X, us, p}, q:)dt‘
[ 0 0
T
+ lE fq:(ax(t, X5, u) Xt + o,(t, X, ul)oy)dt (3.7)
0
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On remplace (3.6) dans 1'égalité (3.5), on trouve :

[ T T

E f L(t, X, u)Xdt | + E f Lu(t, X;, upyoidt | + E [ (X3 X5)] = 0
0

[ T T T

E f L(t, X;,u))X;'dt| + E f L(t, X;, u})odt| + E f pi(be(t, X5, u)) X' + by(t, X;, u})vy)dt
0

| 0 0

T

T
~-E f X' Ho(t, X, u, p;, q7)dt | + E f gi(ox(t, X5, u) X + 0, X, u))o)dt| =0 (3.8)
0 0

Si on dérive I'hamiltonien par rapport a x on obtient :
H.(t, Xi, us, pr, qe) = Le(t, X, u) + pibo(t, Xy, we) + qroy(t, Xy, )
de mémé maniéré par rapport a u
H,(t, Xs, ur, pr, qe) = Lu(t, X, up) + pibu(t, Xe, ur) + qiou(t, Xy, ur)

substituant les deux équations précédents en (3.8), on obtient :

E[H(t, X}, u;,pi,q.)0] =0

Remplacer maintenant v; par sa forme, on obtient :
E|Hu(t X}, u;,p;,47) 0] = 0
A 0
E| [ 526 X 00, g | =0
Qui
0
on différence par rapport a z au pointz =0:
a t+z 8
E % f&_uiH(S’ X5, ug, Pl g)Aids =0 = 0
t
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a * * * *
E a—uiH(t,Xt,ut,pt,qt)/\i =0

car:
t+z

P
_H XX- * * * l
tf Fury H s, X305, 1, 40)A

lim . ds = &_uiH(t’ Xi Uy, P g A

'égalité précédent est vraie pour tout A; est G;—mesurable borné donc :

J e e
E [a_wH(t/ Xt/ Uiy Pis qt)Ai \ gt] =0

& * * * *
AE lEH(t’ Xi e P ) \ gt] =0

alors :

a * * * *
E [a_mH(t/ Xt/ Uy, Pis qt) \ Gt] =0

qui nous donne le résultat souhaité. m

3.3 Conditions suffisantes

Dans cette section on étudie les conditions suffisantes d’optimalité pour notre pro-
bleme de contrdle sous I'information partielle. Voir 'article de Baghery et Oksendal [4].
Hypothéses

Condition (H,) on suppose que :

T

E| [0 - X706 - Xyt | < o

0

T
E fp*TUOT(t,Xt,Mt)Ptdt < o

0
T
E f | H,(t, X, u,p;,q;) P dt| < o0, Yuel
0
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et supposons que : H(t, X, u, p;, q:) et g sont des fonctions concaves en u et x.

La condition d’optimalité sous l'information partielle est :

E[H(t, X, u;,p;,q0) \ Gi] = maxE [H(t, X}, us, p;,q;) \ Gi]

Théoreme 3.3.1 Sous les conditions (H,), pour tout t > 0,u; est un controle optimal sous

U'information partielle G, tel que :
E[H(t, X, u;,p1,07) \ Gi] = max E[H(t, X;, us, p1,47) \ G1)

Preuve. On démontre que J(u) < J(u*) pour tout u € U

Soitu € Uon a

T

Ju) - J() = E f {I(t, X, w) = I(t, X, )} dt | + E[g(Xn) - g(Xp)| . (39)

0

On utilise la définition de I’hamiltonien on obtient :

T T

E f {l(tr Xt/ ut) - l(t/ X:/ u:)} dt=E f {H(t, Xt/ U, P:/ q:) - H(t, X:/ Ll;, P:/ q:)} dt

0

0
T
T
~E f {b(t, X, ) = 7 (t, X, ) prdt
| 0
[ T

_E f tr[{o(t, X, u) = o(t, X, 1)) g7 ] dt (3.10)
0
Par concavité on trouve :

H(t/ Xt/ U, P:z q:) - H(tl X:/ u:/ p:’ q:)
<H.(t, X;, uy, pp, 90)(Xe — X) + Hu(t, X3, w3, pi, q:) (e — 1) (3.11)
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par la G;-mesurabilité de u; et u; on a :

d
02> = E[H(t Xt up, pr, q) \ Ge] (ur — up)

= E[Hu(t, X}, uy, pi, 41) (e — u;) \ Gt

d’our:

02 E[Hu(t, X3, u;, pi, )] (ur — ) (3.12)

d’apres (3.10) et (3.11) on obtient :

E

T
f {H(t, Xy, wy, pj, q7) — H(t, X3, u3, pi, 97)} dt}

0

<E (3.13)

T
mexmamﬁﬂ&—xﬁﬁ
0

T
f(Xt - X:)thth]
0

- .
=-E f (X; = X)'dp; | + E
| 0 |

[ T

=—F f (X; — X;) dp;

| 0

tel que :
T

f(Xt - X;)TQtth} =0 et H(t, Xs, us, pr, q:) = —dp: + g:dW,
0

E

g concave alors :

E[9(Xn) - g(X7)] < E[g:(X)" (Xr = X3)]
= [Xr - Xp)p3]

T
f d < (Xr = X)p, >]

0

=E
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On appliquant la formule d’It6 on obtient :

T
Elfd<(XT—X*T)p*T>
0

T

f p(Xi — X3)
0

T
=E l:fp:(b(tl Xt/ ut) - b(tl X:, l/l:))dt
0

T

f (X, - X)dp;
0

T
f(Xt - X:)(_Hx(t/ X:, u:l P:; q:))]
0

<E +E

T
+Elfd<p;(Xt—X§)>

0

+E

+E dt (3.14)

T
ftm [(G(t, Xi,up) —o(t, X;, M:)]T q:
0

Substituant tout les membres de (3.13) et (3.14) dans (3.9) on obtient :

Jw) = Jw) <0 — Jw) < JWw), Yuel

Ce qu'il fallait a démontrer. m
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CHAPITRE 4

APPLICATION EN FINANCE

Les résultats du troisieme chapitre trouvent divers applications en économie, fi-
nance, assurance et bien d’autres domaines. Nous utilisons les résultats pour les appli-
quer a la modélisation, notamment dans la résolution de problemes d’investissement
et de consommation dans un marché financier.

Le controle stochastique est une technique qui étudie les décisions optimales dans des
systémes soumis a des incertitudes, Il s’agit de modéliser des processus dynamiques
ou I'évolution dépend d’évenement aléatoires.

Dans ce cadre, les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité sont cruciales pour
déterminer les stratégies qui maximisent (ou minimisent) une fonction de cout donnée,
ces conditions permettent d’identifier les contréles optimaux sous l'information par-
tielle, ce qui est souvent le cas en finance .

Dans cette partie, nous allons énoncer un exemple intéressants bien connu dans le
monde de la finance, est le probléme du portefeuille qui a été formalisé la premiere fois
par Harry Markowitz en 1952 dans son article intitulé “ portoflio sélection “. Markowitz
a introduit le concept de la théorie de la moyenne-variance, qui permet d’optimiser 1’al-
location d’actifs en tenant compte a la premiére fois du rendement attendu et du risque

associé.
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4.1 Critere moyenne-variance d’allocation de portefeuille

Exemple 4.1.1 Considérons un portefeuille investi dans un marché financier, composé de deux
types d’actifs [4][8] :

Des capitaux risques générant un taux d’intérét r, et des capitaux risqués avec un taux de
rendement o et une volatilité o, tel que :

or;, i, O sont des fonctions déterministe est bornée.

o, >0, ViE=0.

oG, une sous filtration de F(G: C F)

1- Le prix py au temps ¢ est décrit par :

dpo(t) = ripo(B)dt, ¢ € [0, T]

(4.1)
Po(o) =po = 1
2- Le prix p; au temps t est donné par:
dpi(t) = p1(t)(aa(t)dt + 6,(t)dW;) 42)
p1(0) =p1 >0
Définition 4.1.1 un portefeuille R est un processus prévisible R(t) = (uy(t), u1(t)) € R
XR est la richesse donnée par :
X5 = ug(t)po(t) + ur(Hpa(t), t>0 (4.3)
On dit que le portefeuille est auto finangant si :
dXF = up(t)dpo(t) + ur (Hdpi (). (4.4)

la quantité d’argent investi dans la sécurité risquée est donnée par : u(t) = uq(t)p1(t)

Nottons XX = X! d’apres (4.3) on trouve que :
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up(B)po(t) = Xy’ — u(t)

I'équation du richesse est donnée par :

dX! = [1 X + (@ = r)u(t)| dt + du(t)dW,
(4.5)
Xp=x>0

L’objectif principal est de minimiser le risque du portefeuille tout en atteignant un rendement

attendu de E [X1] = A, tel que A est une constante.
var(Xy) = E (X4 - AP (4.6)
En utilisant la méthode du multiplicateur de Lagrange, le probleme peut étre réduit comme suit :

1 1
sup {E [——(X; —~ a)z]} =E [——(X;* —~ a)z] (4.7)
uel 2 2

Afin de résoudre ce probleme, on utilise I'hamiltonien associé a cette situation qui est défini par :

H(t,x,u,p,q) = (rx + (a; — ru)p + duq (4.8)

donc I'équation adjointe correspondante est :

dp; = —rpedt + g, dW, (4.9)
Avec la condition terminale :
pr = —Xr+a
La solution est donnée par :
pr = QX + 1y (4.10)

Tel que @, et Y, sont des fonction déterministe et différentiables.
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Appliquant la formule d’Ito (4.10) on obtient :

dPt = (P;Xtdt + (det + yb;dt

= (@upr + )X + il = ryu(t) + ;| dt + idu(H)AW, (4.11)

par comparaison on trouve :

(@ipr + POXi + @il — r)ult) + 1, = —ri(@eXs + )
Pio1u(t) = g
(e, Y1) = (-1,a) (4.12)

Soit u; € U et soient X;, p;, q;, les solutions des équation (4.5) et (4.9) appliquant la linéarisation

d’espérance conditionnelle. On trouve :

E[H(t, X;, u,pi,q) \ Gi] = nE[Xip; \ Gi] + uE [(a; — ro)p; + 0,7 \ Gi] (4.13)

I'équation (4.13) est linéaire en u alors par hypothese :

J e
E Ii%H(t/ Xt/ U, p:, qt) \ gtl =0

(ay —ry)E [Pt \ G| + &:.E [qt \Gi| =0
(v = 1) [QE [X; \ Gi] + 9] + 87 uu’(t) = 0 (4.14)
dou :
~( =) (PE[X;\ G| + 1)

u'(t) =
(t) Y

(4.15)

d’un autre coté, I'équation (4.12) devient :

Qo+ P)X; + P, + 1y

w() —§0t(at —714)
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ce que implique que :

Qe+ @IE[ X\ Gi| + g1+ iy
- —pi(or — 1)

u'(t) (4.16)

combinant les deux équations (4.15) et (4.16) et en comparant les termes en E [X: \ gt] on

obtient :

(a5 = T’t)2§0t - Qo + @2)5% =0, pr=-1
(a5 =) = (i + )67 = 0; Yr=a (4.17)

les fonction @, et Y, nécessitent la résolution des équations différentielles précédentes, par un

simple calcule on obtient :

T
)2
Q1 = —exp f{(asé—ZrS)—er}ds; 0<t<T
; S
- 2
Y = Aexp f{%—n}ds; 0<t<T (4.18)

t

pour ce choix des fonctions @y et Y, les processus :

Pi = QX + Y

Et

q; = PiOe;

Sont la solution de I'équation adjointe (4.9). Ce qui prouve que u*(t) satisfait tout les conditions

de théoreme (3.2.1)

u*(t) constitue un portefeuille optimal dans le cadre du probléeme de Sélection de

portefeuille moyenne variance fondé sur I'information partielle G;
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, nous avons traité un probleme de contrdle optimale stochastique
pour un systéme gouverné par une équation différentielle stochastique (EDS). Nous
sommes concentrés sur le cas ot le domaine de contréle admissible est convexe. En
utilisant la méthode de perturbation, nous avons dérivé les conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalité sous l'information partielle.

Cette approche a non seulement permis d’établir des résultats théorique solides, mais
elle a également éclairé I'impact de I'incertitude sur les décisions optimales.
Cela souligne I'importance cruciale de 1'information partielle dans les problemes de

controle stochastique.
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ANNEXE

Quelque outils mathématique

Développement de Taylor avec reste intégrale

Définition 4.1.2 Soit f : [ — R une fonction de classe C**',(n € N) et a,x € I, alors :

I ic) 0 o (U
f(x + El) = f(X) + f (x)(a) + T(ﬂ)z + ...+ T(ﬂ) + 0(|El| ) + fﬁ(ﬂ) 1dt
0

L'inégalité de Holder :

Sip,q > 1 sont conjugués au sens de Yong, alors :

(f(X)g(x)dH(X)S( If(X)Ide][ Ig(X)I”’d#(X)]
Juemosors| [uera ||

L'inégalité de Doob (Inégalité maximale) :

1
q

Si X est une sous martingale a temps continu, positive et cadlag, alors pour p > 1 et

p

q=__gona:

Isup Xill, < glIXill, et ||sup Xi|, < gsupl|Xil,
t

s<t t
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En particulier si X est une martingale cadlag pour p = 2,4 = 2 alors :

E[sup X2] < 4E(X?) et E[sup X?] < 4sup E(X?)
t

s<t t

Fonction concave :

Une fonction f d’un intervalle réel I vers R est dit concave lorsque, pour tous x; et x,

delettoutfdans[0,1]ona:

fltxy + (1 = H)xz) 2 tf(x1) + (1 = 1) f(x2)
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