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  العمليات بحوث حول عام مدخلالأول:  المحور

 :لمحة تاريخية-1

تعود البدايات الأولى لبحوث العمليات إلى الحرب العالمية الثانية، عندما استدعت الإدارة العسكرية في بريطانيا  
الاسصصصتراتي ية المتعلقة دالدفالأ الأروصصصي وال وف، ب د  فريقاً من العلماء من مختلف التخصصصصصصصصات الدراسصصصة المسصصصا    

بدراسصصصة الأسصصصلوب الأمث  لاسصصصتخدالأ الرادارات  االاسصصصتخدالأ الأمث  واللعال للموارد الحر ية المحدودة، وا تل اللريي  ي صصصً 
 القناب . ال ديدة وكلاءه الأنوالأ المتاحة من قاذفات 

إن النتا ج المشصصص عة التي توإصصص  إلي ا فريي دحوث العمليات البريطاني، حشصصصت الإدارة الحر ية الأمريكية على  
القيالأ دأنشصصصصصصطة مماللة رصصصصصصملت دراسصصصصصصة  نماد وديدة لنق  ال نود وممدادات ل وتخطيم عمليات ارلأ الأل الأ في البحار، 

 ودراسة الاستخدالأ الأمث  للت  يزات الإلكترونية.

دعد انت اء الحرب العالمية الثانية، ونتي ة للن اح الكبير الذف حققته الإدارات العسصصصصصصصصصكرية البريطانية والأمريكية، 
دحوث ا الحق  ال ديد من المعرفة حق  "ات  ت  نظار الإدارات الاقتصصصصصصصصصصصصصادية والإدارية وال ندسصصصصصصصصصصصصية المختللة نحو  ذ 

ارات في الدول المتقدمة دإنشصصاء مرا ز دحوث متخصصصصصصة ل صصل افتصصصاإصصين في مختلف  د تلك الإ  العمليات "، و د ت 
 الم الات العلمية من  و  إي اد الحلول المثلى للمشكلات التي كانت تواو  ل.

 مث : ذلك فإن علل دحوث العمليات ظ  وللترة طويلة يعاني من مشا   كثيرة ومع

 )الواقعية( المدروسة.  بر ح ل النماذج الرياوية المشكلة من المواقف والمسا   الحقيقية -1
 المدروسة. عدد المت يرات اللاالأ إي اد قيم ا مع تزايد ح ل المسا   والمواقف  اادياد  -2
 .الموقف المدروس ت خل ح ل البيانات الأولية اللاامة لبناء النموذج الرياوي حسب  -3
 التطبيي.  ثير من الأساليب وطرا ي الح  يحتاج إلى وقت وو د كبيرين في -4

 ؟:بحوث العمليات فن أم علم-2
 على حد سواء: اوعلمً  ادحوث العمليات فنً تعد 



  العمليات بحوث حول عام مدخلالمحور الأول: 

2      
 

)إصبحي   اويدً  اديدً تح: يتمث  في القدرة على تحوي  الموقف  و النظالأ المدروس إلى نموذج رياوصي محدد الفن
إي اد الح    في الحسصصصصبان ك  ما يحقي ال د  الذف نسصصصصعى إليه و و فذ ، يأ(16-15، الصصصصصلحات 2007و ابراهيل،  
 الأمث .

 : يتمث  في إي اد الطرا ي العلمية اللعالة لح  مث   ذه النماذج.العلم

 :والنظام أو الموقف المدروس
  دا ه.سلوك  مث  للنظالأ لتحسين   د  من بناء وح  النموذج إلى تحديد  ذ يقد يكون موووداً فعلًا، وعند  -
في مث   ذه الحالة  ي تحديد  وقد يكون م رد فكرة تحتاج إلى تخطيم وتنليذ، وعند ذ تكون غاية النموذج  -

 البنية الأف   للنظالأ في المستقب .

وفي الحالتين كلتي ما تسصصصصصصا ل دراسصصصصصصة وتحلي  المواقف داسصصصصصصتخدالأ دحوث العمليات دشصصصصصصك  فعال في عملية اتخاذ 
القرار المناسصصصصب في الوقت المناسصصصصب. لذلك يمكن تعريل دحوث العمليات دأنه اسصصصصتخدالأ الأسصصصصاليب العلمية في عملية  

 اتخاذ القرار المناسب.

 :دور الحاسوب في تطوير بحوث العمليات -3

إن   مية علل دحوث العمليات تأتي من مقدرته على نمذوة المشا   والمواقف الحقيقية في الم الات المختللة، 
واسصصتخدامه لأسصصاليب وفواراميات علمية رياوصصية في تحلي  تلك النماذج ودراسصصت ما، واسصصتخلال الحلول المثلى التي  

 تسا ل دشك  فعال في عملية اتخاذ القرار المناسب.

المواقف والمشصصصصصصصصصصصصصصصا ص  كبيرة الح ل ذات التركيصب   نمصذوصةلقصد ظص   صذا العلل للترة طويلصة يعصاني من عصدلأ إمكصانيصة  
المعقد، وذلك إما دسصصصصبب هيكلية الأسصصصصاليب والخواراميات المسصصصصتخدمة التي يحتاج تطبيق ا إلى وقت وو د كبيرين،  و 

ودقة كبيرة،    اوو دً   االأولية اللاامة لتطبيي الأسصصصصصصاليب والخواراميات الكبير والذف يسصصصصصصت لك وقتً   لبيانات دسصصصصصصبب ح ل ا
على القا دة المرووة من الحلول   ا، فإنه ينعكس سصصصصلبيً ادحيث  ن الوقولأ دالخطأ في  لناء التطبيي م ما كان  ذا دسصصصصيطً 

 المستخلصة.

ا ا وديدً ، ومعطاء علل دحوث العمليات دفعً لي   غلب الصصصصصصصصصعو ات ذ الحاسصصصصصصصصوب دإمكاناته ال ا لة في ت  وقد سصصصصصصصصا ل
 : او  مية على وميع المستويات فقد  إبحا معً  اا مميزً وتقدمً 
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 .م ما يكن ح م ا و دقة فا قة الحاسوب دما يتملك من القدرة على حلظ وسرعة تداول ومعال ة البيانات  -
 داة فعصالصة و صامصة لصدذ متخصذف القرار في   و حوث العمليصات دمصا تمتلصك من  سصصصصصصصصصصصصصصاليصب وفواراميصات حص  كثيرة، -

وررصصصصيدة ودقيقة و الوقت المناسصصصصب، إذ لل تعد تقتصصصصر  قرارات سصصصصليمة   مختلف الميادين لمسصصصصاعدت ل في اتخاذ 
تطبيقات دحوث العمليات على المواقف العسصصكرية والصصصنابية ب  اتسصصعت لتشصصم  المسصصتشصصايات والم سصصسصصات 
المالية والمكتبات وتخطيم المدن وتنظيل النق ، وووصصصصصصصصصصصع الخطم المثلى العمليات الإنتاج والتصصصصصصصصصصصصنيع دأق  

 وكشف ال را ل. الات دراسة ، وحتى في متكللة ممكنة و  بر ر ح ممكن

 :أنواع نماذج بحوث العمليات -4

واوه في حياتنا العملية الكثير من المواقف والمشصصصصصصصصا   التي يمكن معال ت ا وصصصصصصصصمن علل دحوث العمليات و ذه ن
  ،( 19-18، الصلحات 2007)إبحي و ابراهيل،    ا ونماذج متنوعة حسب نولأ الموقف المدروسالمواقف تأفذ إي ً 

 وفيما يلي   ل النماذج التي يعال  ا علل دحوث العمليات:

 (:Mathematical Modelsأولًا: النماذج الرياضية )

في ا وإصصصصصياغت ا دشصصصصصك  محدد   الم لرةعد  ن يتل تووصصصصصيح المشصصصصصكلة والكشصصصصصف غ العوام  والمت يرات المختللة د
، إذ نلترغ فلال بناء  ا  ثر ا رصصصصيوعً و ي   ل النماذج و ،  ودقيي، ي ب انتقال إلى ووصصصصع النموذج الرياوصصصصي للمشصصصصكلة
ا رياوصصصصية لتمثيل ا، وترتبم المت يرات دع صصصص ا  وتسصصصصتخدلأ رمواً  ذه النماذج  ن وميع المت يرات المسصصصصتقلة قابلة للقياس  

ببعض دعلاقات رياوصية تصصف سصلوك النظالأ، ويتل معال ة  ذه النماذج داسصتخدالأ طرا حسصابية ب د  الوإصول إلى 
 :النماذج الح  الأمث ، تذكر من  ذه

  Linear Modelsالنماذج الخطية  .1
  Nonlinear Modelsالنماذج اللافطية  .2
 Integer Modelsنماذج الأعداد الصحيحة  .3
  Quadratic Modelsالنماذج التر يعية  .4
  Dynamic Modelsالنماذج الديناميكية  .5

 (Probability Modelsثانياً: النماذج الاحتمالية )
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 النماذج تذكر: و ي نماذج رياوية تخ ع دعض  و ك  مت يرات ا إلى قوانين احتمالية، من  ذه

 Queuing Modelsنماذج إلو  الانتظار  .1
 Game Modelsنماذج الألعاب  .2
 Inventory Modelsنماذج التخزين   .3
 Network Models (PERTالنماذج الشبكية ) .4

 

 ( Simulation and Heuristic Modelsثالثاً: نماذج البحث والاستقصاء والمحاكاة )

ب  تعتمد على   ات ا،تسصصصصصصصتخدلأ دوال رياوصصصصصصصية للر م بين مت ير نماذج البحث والاسصصصصصصصتقصصصصصصصصاء  ي النماذج التي لا 
ة مما ي دف إلى  ر لي  ذه النماذج تخ صصصصصصصصصصصصصع إلى فطأ الت سصصصصصصصصصصصصصلوب التحلي  الذف يكاف  عملية إوراء الت ارب و التا

 وإعو ات في ومع المشا دات. اإعو ات في تصميل الت ر ة إحصا يً 

ة  بصصالنظصصالأ الحقيقي ومراق  المحصصا صصاة ف ي ت صصد  إلى تقليصصد النظصصالأ المصصدروس بنظصصالأ فروصصصصصصصصصصصصصصي يحصصا يمصصا نمصصاذج   
 محددة. لتي تطر  على النموذج المحا ي فلال فترة امنيةا الت يرات 

 :Phases of Operation Research Study مراحل دراسة بحوث العمليات-5

دحث متكام ، عادة تحتاج دراسصصصصصة وح   ف مشصصصصصكلة من المشصصصصصا   التي تندرج وصصصصصمن دحوث عمليات إلى فريي 
حيث يقولأ  حد  و دعض  ع صصصا ه دمعال ة المشصصصكلات التي تنشصصصأ دصصصصدد إصصصياغة العلاقات الرياوصصصية، و ع صصص ل يقولأ  
ببناء وإصصصصصياغة النموذج المناسصصصصصب للمسصصصصصألة المدروسصصصصصة و ع صصصصص ل ا فر يتخصصصصصص  في إي اد الأسصصصصصلوب الأمث  لح  

 ..النموذج المصاغ و كذا

ملاهيل دحوث العمليات   إن المراح  الأسصصصصصصصاسصصصصصصصية التي يقولأ في ا  ف فريي دحث مكلف بدراسصصصصصصصة مشصصصصصصصكلة وصصصصصصصمن
 تتلخ  دما يلي:

 تعريل المسألة. .1
 ياغة النموذج.إ .2
 ح  النموذج. .3
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 فح  فعالية النموذج. .4
 تطبيي النتا ج الن ا ية للنموذج. .5

 المرحلة الأولى: تعريف المسألة

 يت من تعريل المسألة للالة عناإر  ساسية:

  د  الدراسة.لوإف دقيي ( 1

 القرار للنظالأ والتي يستطيع الباحث السيطرة علي ا. (تحديد بدا   )مت يرات  ( 2

 تحديد القيود ومتطلبات النظالأ. (3

 دصورة وإاية. دعبارة  فرذ في  ذه المرحلة يتل تحديد المشكلة وما يتعلي ب ا وما ينتج عن ا

 المرحلة الثانية: صياغة النموذج

ويتل في  ذا النموذج تحديد التعابير   ، ذه المرحلة يقولأ الباحث بتحوي  الشصك  الوإصلي للمشصكلة إلى نموذجفي 
الكمية ل د  وقيود المسصصألة بدلالة مت يرات القرار. فإذا كان النموذج الناتج  و من النماذج الرياوصصية الشصصا عة فيمكن  

 اودً معقدة  كانت العلاقات الرياوصصصية للنموذج  داسصصصتخدالأ التقنيات الرياوصصصية المعروفة. ومذا  الوإصصصول إلى الح  الأمث 
ي صصصصطر الباحث إلى اسصصصصتخدالأ   اذ نسصصصصتخدلأ نماذج المحا اة، و حيانً دحيث لا يمكن الحصصصصصول على حلول تحليلية، عند 
ة  و ذا يعتمد دشصصصك   سصصصاسصصصي على طبيع   ،لتمثي  النظالأ المدروس توليلة نماذج رياوصصصية، محا اة  و دحث واسصصصتقصصصصاء

 رة الباحث الذف يقولأ دصياغة النموذج.تعقيد المشكلة المدروسة وعلى فب ودروة

 المرحلة الثالثة: حل النموذج

في  ذه المرحلة تقولأ دالتلتيش عن الأسصصصصصصصصاليب والتقنيات الحسصصصصصصصصابية الملا مة والتي تقودنا للحصصصصصصصصصول على الح  
حالات استخدالأ نماذج المحا اة  و نماذج البحث والاستقصاء،  ،  ما في  االأمث  للنموذج،  ذا إذا كان النموذج رياويً 

 فإنه لا يمكن الحصول على ح   مث  دشك  دقيي ب  قريب قدر الإمكان إلى الح  الأمث .
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 المرحلة الرابعة: فحص فعالية النموذج

ا  و مقارنة  داء النظالأ الحالي مع معينً   انموذج يمث  نظامً للافتبار إصحة وفعالية ا  اإن الأسصلوب الأ ثر رصيوعً  
داسصصصصصتخدالأ بيانات متاحة في الماوصصصصصي(  ذا مع افتراغ  ن وميع رصصصصصرود المدفلات تبقى لابتة،  ) دا ه في الماوصصصصصي  

 ان النموذج يكون إحيحً إفإذا كان  داء النظالأ المدروس في الحاور  و نلس  دا ه في الماوي، ف

 للنموذجالمرحلة الخامسة: تطبيق النتائج النهائية 

ويسصصتل ذلك دالتعاون بين فريي دحوث العمليات واللريي الذف يكون مسصص ولًا عن إدارة وعم  النظالأ، إذ  ن فريي  
دحوث العمليات يقولأ بووصصصصصصصع فطة التطبيي العملي التي  ي ببارة عن ترومة لنتا ج النموذج دشصصصصصصصك  سصصصصصصصلسصصصصصصصلة من  

تنليذ  ذه الخطة، وت در الإرصصصارة  نا إلى  ن التعاون  التعليمات العملية الملصصصصلة، ويتولى فريي إدارة وتشصصص ي  النظالأ  
 الخلطة وتنليذ ا. الحاد بين  ذين اللريقين كلي  دإاالة وميع التعقيدات التي قد تظ ر  لناء ووع
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 الصيغة القياسية  - البرمجة الخطيةالمحور الثاني: 

 :تمهيـــــــــــــد

البرم ة الخطية  ي  سصصلوب رياوصصي يسصصاعد على اتخاذ  ف صص  القرارات المتعلقة دالتوايع  و التخصصصي  الأمث   
وعلى  ذا الأسصصصصصصصصصاس فإن البرم ة الخطية   ،المتعددةعلى م موعة من الاسصصصصصصصصصتخدامات    المحدودةلم موعة من الموارد  

تبحث عن  ف صصصصص  الاسصصصصصتعمالات لتحقيي  حسصصصصصن النتا ج، و ذلك فإن ا تحقي الكلاءة في اسصصصصصتخدالأ الموارد واللعالية في 
وتشصصصير كلمة فطية إلى  ن العلاقة بين المت يرات المكونة للمسصصصألة المدروسصصصة  ي علاقة فطية، بينما    ،تحقيي النتا ج

تعني كلمة البرم ة الأسلوب  و التقنية الرياوية التي تسمح دالوإول إلى تحديد ح   مث  من بين وملة من الحلول 
و تحوي  قيود البرنامج  ،  تركة تكون عنده قيمة دالة ال د  في حد ا الأدنى  و الأقصصصصصصصى حسصصصصصصب طبيعة ال د المشصصصصصص

 الخطي من متراوحات إلى معادلات ي ع  منه الشك  القياسي.

 :متطلبات البرمجة الخطية

وفر وملة من الشصصصرود  و  تالأ  ذا الأسصصصلوب الرياوصصصي لابد من سصصصة من اسصصصتخد لكي يتمكن متخذ القرار في الم سصصص  
 المتطلبات و ي:

،  كتخايض التكاليل تعظيل الأر اح  ،سصصصة لتحقيقه يمكن التعبير عنه في رصصصك  دالةووود  د  تسصصصعى الم سصصص   .1
 المواد... الخ. تقلي  است لاك

 ووود م موعة من القيود والشرود التي في ظل ا يتل تحقيي ال د . .2

 ي ب  ن تكون  ناك استخدامات متعددة للموارد المتاحة. .3

 إمكانية إياغة المسألة في رك  نموذج رياوي. .4

 الخطية: البرمجة تطبيقات

  ميادين  من  العديد  في  اسصصصصصصصتعمال ا  يمكن  حيث   ودا،  وكثيرة  متعددة  اسصصصصصصصتخدامات   الخطية للبرم ة فإن  الحقيقة في
 فقم نذكر  سصصصصو    ننا  غير  سصصصصادقا،  المذكورة  الشصصصصرود  تسصصصصتوفي  ن  على  تواو نا التي  المسصصصصا    من  الكثير  ولح   الحياة
 :يلي ما بين ا من الم سسات  في استعمال ا  ن يمكن التي الم الات  من ادعً  
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  بتحقيي  يسصصصصصصصصصمح مما  وكميات ا  المنت ات   من مختلف  الممكنة التشصصصصصصصصصكيلة  كتحديد   ،دالإنتاج المتعلقة المشصصصصصصصصصا   .1
 .الإنتاج تشكيلة في وميع ا تدف  الإنتاج عوام  من متاحة كميات  ظ  وفي ،معين  د 

 للحصصصصول  مختللة  و نسصصصب   معينة  دكياية دع صصص ا  مع  مزجت    التي العناإصصصر في  المتمث   الإنتاوي  المزيج تحديد  .2
 .الخ...الد ن الأغذية، الأدوية كصناعة ،وديد  منتج على

  التعيين مسصصصصصصصصا  )  مختللة وم الأ  دعمليات   القيالأ د رغ   الم سصصصصصصصصسصصصصصصصصة في الأفراد   وتعيين  افتيار في  تسصصصصصصصصتعم  .3
 (.والتخصي  

 . (النق مسا  ) استخدام ا  ما ن نحو تواود ا مصادر من المت انسة والمنت ات  المواد  توايع .4

   ما ن  تحديد  المخزون،  تخطيم  ،الإرصصص ار  تخطيم :في  الخطية البرم ة  اسصصصتخدالأ  يمكن  ذلك إلى  دالإوصصصافة  .5
 .الخ...  الوحدات  إقامة

 الخطية: البرمجة مسألة عرض

 المعيارف  الشصصصصصصصصصك  المسصصصصصصصصصألة وتأفذ   معيارف  رصصصصصصصصصك  في  و  قانوني، رصصصصصصصصصك  في  يكون  قد  الخطية  البرم ة نموذج
Standard)  )التالي النحو على معادلات  عن ببارة القيود  كانت   إذا:  

[

[𝑀𝑖𝑛]𝑍 = 𝐶𝑖𝑋𝑖

𝐴𝑖𝑋𝑖 = 𝑏𝑖

𝑋𝑖 ≥ 0
] ]     و   

[𝑀𝑎𝑥]𝑍 = 𝐶𝑖𝑋𝑖

𝐴𝑖𝑋𝑖 = 𝑏𝑖

𝑋𝑖 ≥ 0
] 

( Canonique ما إذا كانت قيود المسصألة ببارة عن متراوحات  و متباينات فنقول  ن المسصألة على رصك  قانوني )
 وتأفذ إحدذ الصي تين التاليتين:

[

[𝑀𝑖𝑛]𝑍 = 𝐶𝑖𝑋𝑖

𝐴𝑖𝑋𝑖 ≤ 𝑏𝑖

𝑜𝑟 𝐴𝑖𝑋𝑖 ≥ 𝑏𝑖

𝑋𝑖 ≥ 0

] ]     و   

[𝑀𝑎𝑥]𝑍 = 𝐶𝑖𝑋𝑖

𝐴𝑖𝑋𝑖 ≥ 𝑏𝑖

𝑜𝑟 𝐴𝑖𝑋𝑖 ≤ 𝑏𝑖

𝑋𝑖 ≥ 0

] 
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 :طرق حل مسألة البرمجة الخطية

 و   Problème Primal)الأولى تسصصصمى المسصصصألة المطروحة )  ،نسصصصتطيع النظر لمسصصصألة البرم ة الخطية من ااويتين
 .(  و المسالة الثنا ية(Problème Dualالمسألة الأولية،  ما الزاوية الثانية تسمى دالمسألة المعكوسة 

 تكون المسألة المطروحة دشك  عالأ على النحو التالي:
[𝑀𝑎𝑥 𝑀𝑖𝑛⁄ ]𝑍 = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑋𝑛 

𝑎11𝑋1 + 𝑎12𝑋2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑋𝑛 ≤ 𝑏1 
𝑎21𝑋1 + 𝑎22𝑋2 + ⋯ 𝑎2𝑛𝑋𝑛 ≤ 𝑏2 
 .................................... 

𝑎𝑚1𝑋1 + 𝑎𝑚2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑋𝑛 ≤ 𝑏𝑚 
  ما المسألة المعكوسة فتكون دصلة عامة على الشك  التالي:

[𝑀𝑎𝑥]𝐺 = 𝑏1𝑢1 + 𝑏2𝑢2 + ⋯ 𝑏𝑚𝑢𝑚 
𝑎11𝑢1 + 𝑎21𝑢2 + ⋯ + 𝑎𝑚1𝑢𝑛 ≥ 𝐶1 
𝑎12𝑢1 + 𝑎22𝑢2 + ⋯ + 𝑎𝑚2𝑢𝑛 ≥ 𝐶2 

… … … … … … .. 
𝑎1𝑛𝑢1 + 𝑎2𝑛𝑢2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑢𝑛 ≥ 𝐶𝑛 

 :ولح   ف من المسألتين لدينا الطرا التالية

  .الطريقة ال برية .1

 طريقة الرسل البياني .2

 (Simplexeلا س بلطريقة المبسطة )السما .3

 ولتقريب الل ل   ثر لنموذج البرم ة الخطية يبدو مليدا  فذ مثال على ذلك:
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ولإمكانية مقارنة الحلول   فلال  ذا الكتاب لتسصصصصصصصصصصص ي  الل لسصصصصصصصصصصصو  نسصصصصصصصصصصصتخدلأ  ذا المثال كنموذج   :(01) مثالال
 والنتا ج المتوإ  إلي ا.

لإنتاج الوحدة الواحدة من النولأ الأول ( B,A)سصصات الإنتاوية بتصصصنيع نوعين من لعب الأطلال  تقولأ إحدذ الم سصص  
(A(يتطلب اسصصصصصصتعمال وحدتي قياس )من مادة البلاسصصصصصصتيك كمادة  ولية، كما  ن ا تسصصصصصصت را في وررصصصصصصة التصصصصصصصنيع  2 )3  

( وحدة قياس واحدة من المادة الأولية البلاسصصصصتيك، وتسصصصصت را Bسصصصصاعات عم ، بينما تتطلب الوحدة الواحدة من النولأ )
وحدة قياس فلال السنة من المادة الأولية    1000ساعات عم  بوررة التصنيع، تتوقع الم سسة  ن تتحص  على   6

سصاعة    2400  اللترة  ي البلاسصتيك المخصصصصة لإنتاج  ذه المنت ات كما  ن طاقة وررصة التصصنيع المتاحة فلال  ذه
 عم .

وحدة نقدية(    30( و )Aللوحدة من النولأ الأول )  (وحدة نقدية  20)تقدر الم سصصصصصصسصصصصصصة  ن تحقي ر حا إصصصصصصافيا قدره 
 (.Bمن النولأ الثاني )

 :المطلوب

 إياغة  ذه المشكلة في نموذج مسألة البرم ة الخطية.  .1

 ممكن. تحديد التشكيلة الإنتاوية المثلى من النوعين لتحقيي  قصى ر ح .2

 :(01) مثالالحل 

قب  إصصصياغة النموذج الرياوصصصي الذف يمث   ذه المسصصصألة لابد من مراعاة إمكانية ووود المتطلبات المذكورة سصصصادقا  
 :و ي (متطلبات البرم ة الخطية)

 (A,Bعن  ف صص  توليلة من لعب الأطلال )من فلال المسصصألة المطروحة  مامنا يت صصح  ن الم سصصسصصة تبحث   -
 الأر اح. من بين العديد من التوليلات الممكنة،  ذه التوليلة تسمح ل ا بتحقيي ال د  المروو و و تعظيل

إن  ذا ال د  تحكمه م موعة من القيود والشصصصصصصرود التي في ظل ا يتل تحقيقه وتتمث   ذه القيود في الموارد  -
 و ي سصصصصصصاعات عم  وررصصصصصصة التصصصصصصصنيع والمادة الأولية المتاحة  ،المتاحة والمخصصصصصصصصصصصصصصة لإنتاج  ذين النوعين

 البلاستيك.
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( فإن ا  ي صصصصصا يمكن اسصصصصصتخدام ا في Aيت صصصصصح  ي صصصصصا دأن  ذه الموارد كما يمكن اسصصصصصتعمال ا في إنتاج النولأ ) -
( ف ي بذلك متعددة الاسصتخدامات ف ي عوام  إنتاج غير قابلة لححلال. Bالوقت نلسصه لإنتاج النولأ الثاني )

لا يمكن ح   ذه المسصصصصصصصا   دطرا البرم ة    الأسصصصصصصصاسصصصصصصصي والم ل في البرم ة الخطية و دونهو ذا  و الشصصصصصصصرد  
 الخطية.

ملاحظة: إن  ) ولإمكانية إصصياغة المسصصألة في رصصك  نموذج رياوصصي لا بد من إعطاء دعض الرموا كما يلي: -
ووصصصصصصصصع الرموا  ي عملية م مة ودا تسصصصصصصصصاعد على تشصصصصصصصصكي  نموذج المسصصصصصصصصألة، لذلك ف ي تتطلب ف ل حقيقي  

 (:لطبيعة المسألة

 (.Aالنولأ ) ( لعدد الوحدات التي يمكن  ن تنت  ا الم سسة منXنرمز دالرمز ) ✓

 (.B( لعدد الوحدات التي يمكن  ن تنت  ا  ي ا من النولأ )Yو الرمز ) ✓

 تحقيق ا. المحتم ( لقيمة الأر اح 𝑍و الرمز ) ✓

 ( دالة الهدف:أ)

وفي مثصالنصا  صذا يتمثص  ال صد  في تعظيل الأر صاح، فصإذا كصان   ،راد تحقيقصهالمعصادلصة التي تعبر عن ال صد  الم    و ي
وحصدة نقصديصة، فصإن الر ح المحتمص  تحقيقصه من الوحصدات الممكن إنتصاو صا  صذا    20( Aالر ح في الوحصدة الواحصدة من النولأ )

وحصدة نقصديصة، فصإن الر ح المتوقع   30𝑌 و    (B)لنولأ  ا  وحصدة نقصديصة، ومذا كصان الر ح في الوحصدة الواحصدة  20Xالنولأ  و 
إنتصصصصاو صصصصا من  صصصصذا النولأ  و   الممكر  ال صصصصد   ي:  30𝑌تحقيقصصصصه من الوحصصصصدات  دالصصصصة  نقصصصصديصصصصة، وعليصصصصه تكون   وحصصصصدة 

[𝑀𝑎𝑥]𝑍 = 20 𝑋 + 30𝑌 
 )ب( القيود:

)المتباينات( التي تعبر عن ظرو   و رصصصصرود المسصصصصألة، وفي ظل ا سصصصصو    القيود  ي المعادلات  و المتراوحات 
يتل اتخاذ القرار وافتيار  ف صصصصصصصصصص  الحلول،  ما في مثالنا فإن  ذه الشصصصصصصصصصصرود التي تحدد تشصصصصصصصصصصكيلة المنت ات  ي القيود 

 التالية:
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3𝑋   قيد ساعات العم : ▪ + 6𝑌 ≤ 2400 

سصصصصاعات عم  في الوررصصصصة فإن    3تتطلب  (𝐴) نه إذا كانت ك  وحدة واحدة من النولأ الأول   ةتعني  ذه المتباين
سصصاعة عم  وكذلك    3𝑋عدد الوحدات الإومالية التي يمكن إنتاو ا من  ذا النولأ سصصو  يسصصت را في وررصصة التصصصنيع

ساعة عم ، و التالي فإنه لإنتاج النوعين معا   6𝑌الأمر دالنسبة للنولأ الثاني الذف يست را في  ذه الوررة امن قدره 
و ي طاقة وررة التصنيع  و  قصى ساعات العم    ،ساعة عم   2400ي ب  ن لا تت اوا ساعات العم  الإومالية  

 .المخصصة في  ذه الوررة لتصنيع كلا النوعين من لعب الأطلال

2𝑋   قيد المادة الأولية:  + 𝑌 ≤ 1000 

يشصصصصير  ذا القيد  ن الكميات المسصصصصت لكة من المادة الأولية البلاسصصصصتيك لإنتاج  ف تشصصصصكيلة من النوعين ي ب  ن لا  
وحدة قياس(، فإذا كانت الوحدة الواحدة من    1000تت اوا الكميات المتاحة لدذ الم سصصصصصصصصصصصسصصصصصصصصصصصة من  ذه المادة و ي )

وحصدة قيصاس من مصادة البلاسصصصصصصصصصصصصصصتيصك، فصإن عصدد الوحصدات الإومصاليصة الممكن إنتصاو صا من  صذا  2( تتطلصب  𝐴النولأ الأول )
( الذف يسصصتعم  عن ك  𝐵( وحدة قياس من  ذه المادة وكذلك الأمر دالنسصصبة للنولأ الثاني )2𝑋النولأ سصصو  تسصصت لك )

( 𝑌وحدة قياس من المادة الأولية عند إنتاج ) (1𝑌)وحدة يمكن إنتاو ا وحدة قياس واحدة، فإنه سصصصصصصصصصصصصو  يسصصصصصصصصصصصصت لك 
  1000النوعين ي صصب  ن لا يت صصاوا الكميصصات المتصصاحصصة من  صصذه المصصادة و ي  نصصه لإنتصصاج  ف كميصصة من  إوعليصصه فصص  ،وحصصدة
 قياس. وحدة

𝒀قيد عدم السلبية ) الايجابية(  -ج  ≥ 𝑿  و   𝟎 ≥ 𝟎: 

تكون سصصصصصصصصصصصصالبة لأن ذلك ليس له  ف   ي ب  ن لا (𝐴 و  𝐵) ذا القيد يعني  ن عدد الوحدات المنت ة من النوعين  
 معنى اقتصادف.

وعلى  ذا الأسصصاس يمكن ومع النقاد السصصادقة ) ، ب، ج( للوإصصول إلى إصصياغة النموذج الرياوصصي للمسصصألة على  
 النحو التالي:
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[𝑀𝑎𝑥]𝑍 = 20𝑋 + 30𝑌 
3𝑋 + 3𝑌 ≤ 2400 
 2𝑋 + 𝑌 ≤ 1000   
𝑋 ≥ 0 

ن العلاقات التي تر م بين المت يرات في المسصصصصصصصصصصصصألة  ي علاقات فطية دحيث لا يمكن  ن تظ ر في : إملاحظة
lnمسا   البرم ة الخطية( العلاقات التالية على سبي  المثال: )مث   ذه المسا     𝑌 , log 𝑋 , 𝑋2, 𝑋𝑌...  الخ لأن ا
 ليست فطية.
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 ةبيانيال الطريقة:  المحور الثالث
ال صصد  في  مثصص  قيمصصة ل صصا دون ت صصاوا حصصدود    إي صصاد قيل المت يرات التي ت عصص  دالصصة  نعني دحصص  البرنصصامج الخطي،

 .(25، إلحة 2008)راتول،   و في حالة تدنئة لالقيود، سواء كانت دالة ال د  في حالة تعظيص
 ويمكن إي اد ح  للبرنامج الخطي دإحدذ الطريقتين: 

 ستخدالأ فقم في البرامج التي تحتوف على مت يرتين على الأ ثر.الا: و ي را عة الطريقة البيانية-
 و صصصصصصصصي طريقصصصصصصة عامة تستخدلأ م ما كان عدد مت يرات البرنامج.  :داولجطريقة السمبليكس أو طريقة ال-

 .الطريقة البيانية، ونخصصصصص  اللص  الموالي لطريقة السمبليكس إلىوسو  نتطرا في  ذا اللص  
صصعو ة لذلك  و   على الأ ثر،  الطريقة البيانية كما سصبقت الإرصارة تسصتخدلأ فقم عندما يحتوف البرنامج على مت يرتين

 المسألة على معلل يحتوف على   صصصصثر مصصن دعدين. ورتصص
 في حالة التعظيل  و في حالة التدنئة. ستخدالأ الطريقة البيانية سواء  ايمكن و 
 تبالأ الخطوات التالية:ارنامج التعظيل ب ذه الطريقة يتل : لح  ب : حالة التعظيمأولاً -
 معادلات. إلىنحول ك  متراوحات القيود  -   
تسصصمى المسصصتقيمات المحصصص  علي ا    ،معلل متعامد ى  علصصصصصصصصصصصصصصصص(   )ود المسصصتقيمة لمعادلات الخطوة الخط  نرسصصل -ب   

 ، وقد تشك  لنا على المعلل م لع متعدد الرؤوس.المولدة بالمستقيمات
يسصاره    ملىو   أقل منيمين المسصتقيل في حالة كون القيد   إلى ي توود ب المناطي التي لا تحقي القيود و نشصط  -ج  

 . أكبر منفي حالة القيد 
 د و ي في ال الب تشك  م لع متعدد الرؤوس.القيو نحدد المنطقة التي تحقي وميع  -د 
الصصصصصلر، ونرسصصصصل مسصصصصتقيم ا على نلس المعلل، يمر  ذا المسصصصصتقيل   إلى ف نسصصصصاوي ا   ،ن ع  دالة ال د  معدومة-ه

 . ∆المستقيم من نقطة المبد ، نسمي  ذا المستقيل 
دمووب   ،المسصصصصصصتقيمات المولدة  من  ت اه رؤوس الم صصصصصصلع المحصصصصصصص  عليهادصصصصصصصلة متوااية   ∆نحرك المسصصصصصصتقيل    -و

دالصة ال صد (  ي رفر نقطصة يصصصصصصصصصصصصصصص  إلي صا  )قتصصصصصصصصصصصصصصصاديصة  الخطوة د، وتكون النقطصة التي تحقي   بر قيمصة من للصدالصة الا
 مستقيمات مولدة. نقطة حاإلة من تقاطع عدةو ي لأإله،  الأعلى دشك  مواا   إلىعند سحبه  ∆المستقيل 
 ي ا دإنزال راقول من  ذه النقطة على المحور الأفق ندسيً   نوود قيل الأاواج المرتبة ل ذه النقطة وذلك إمصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصا  -ل

صصصصصصصا للمحور الأفقي فيتقاطع مع المحور ا مواايصصصصصصصً ا مستقيمً ونمد من  ذه النقطة  يً    ،فنحص  على قيمة المت يرة الأولى
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لمعصادلات المسصصصصصصصصصصصصصصتقيمصات المتقصاطعصة  ا دصإي صاد الحص  المشصصصصصصصصصصصصصصترك  العمودف عنصد نقطصة  ي قيمصة المت يرة الثصانيصة،  و وبريصً 
 فنحص  على قيمة المت يرتين.

النقصاد المت صاورة  و المتواايصة التي يقترب من في حصالصة مصا إذا لل نتمكن من تعيين  صذه النقطصة بصدقصة لووود عصدد    -لأ
نأفذ النقطة التي تعطي   بر نعووص ا في دالة ال د ، و من ا المسصتقيل ، فإننا نوود الأاواج المرتبة لك  تلك النقاد و 

 .(28، إلحة 2008)راتول،  قيمة ل ا
 ال د  فنحص  على القيمة العظمى ل ذه الدالة.ة نعوغ قيمتي المت يرتين المحص  علي ما في دالص -ن 

المستقيل، دسبب عدلأ التمكن من تميز ا، نوود ا التمكن من تحديد رفر نقطة يص  إلي صصصصصصصصصص  عدلأ : في حالةملاحظة
النقطصة التي تعطي  عظل قيمصة للصدالصة    ذ ونصأفصقيل المت يرات عنصد النقصاد المشصصصصصصصصصصصصصصتبصه في صا لل نعووصصصصصصصصصصصصصص صا في دالصة ال صد   

 .الاقتصادية
 الطريقة البيانية: داستخدالأ وود ح  للبرنامج التالي  :(02) مثالال

𝑀𝑎𝑥 ∶ 𝑍 = 100𝑥1 + 60𝑥2 

 𝑆 𝐶⁄  {

8𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 40
6𝑥1 + 9𝑥2 ≤ 108
8𝑥1 + 6𝑥2 ≤ 96
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

 الخطوات التالية: نتبع لإي اد ح  ل ذا البرنامج
 معادلات كما يلي: إلىالمتراوحات  المستقيمات المولدة وذلك بتحويصصصصصصصص  ستخرجن

8𝑥1 + 2𝑥2 = 40 6𝑥1 + 9𝑥2 = 108 8𝑥1 + 6𝑥2 = 96 
 ذه المسصتقيمات، ويكلي لذلك  ن ن د نقطتين يمر ب ما ك  مسصتقيل لل نصص  بين ما  سصل  ر ن على معلل متعامد  -ب 

  دناه. 1-2لنحص  على الشك  
 .1المستقيل    .2المستقيل    .3المستقيل  

8𝑥1 + 2𝑥2 = 40  6𝑥1 + 9𝑥2 = 108  8𝑥1 + 6𝑥2 = 96 
𝑥2 𝑥1  𝑥2 𝑥1  𝑥2 𝑥1 
16 0  12 0  20 0 
0 12  0 18  0 5 
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 1الشكل 

في  دنى قيمة    الاقتصصاديةالدالة   عند ووصع  و و المسصتقيل المحصص  عليه ∆.على نلس المعلل نرسصل المسصتقيل    -ج
𝑍ل ا و ي : = 𝑍  ف : 0 = 100𝑥1 + 60𝑥2 = 0 
 يمر من النقطتين: ∆المستقيل 

100𝑥1 + 60𝑥2 = 0 
𝑥2 𝑥1 
−5 3 
5 −3 
 صا بنقطة المبد . ويكلي تحديد نقطة واحدة فقم لكونه يمر إلزامصً 

 .2-2القيود كما يظ ر في الشك   المستقيمات المولدة نشطب المناطي التي لا تحقي وميصصع رسل دعد 
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 2الشكل 

على سصبي     𝐽( لا تحقي القيد، فلو  فذنا النقطة  1يمين المسصتقيل ) إلىمن فلال الشصك  نلاحظ  ن  ية نقطة توود  
𝑥1حيث: ال المث = 𝑥2و  4 =  :لوودنا  ن 16

8𝑥1 + 2𝑥2 = 8 × 4 + 2 × 16 = 64 > 40 
( ف ي تحقي القيد، فلو  فذنا النقطة 1المسصصصصصصصصصصصتقيل ) رغير محقي على اليمين، لكن  ية نقطة على يسصصصصصصصصصصصا افالقيد إذً 

𝑥1: ث على سبي  المثال حي = 𝑥2و   2 =  :لوودنا  ن 8
8𝑥1 + 2𝑥2 = 8 × 2 + 2 × 8 = 32 < 40 

المسصصصصصصتقيل  وحدات. ومن و ة  فرذ فإن  ية نقطة على طول   8محقي وظ ر  ناك فرا في الطاقة دقيل   افالقيد إذً 
 ك  الطاقة المتاحة.  د ف تحقي المساواة، و ي بذلك تستنل( تحقي القيد دالتمالأ  1)

( لا تحقي القيود،  3( و )2( ، )1علصصصصصصصصصى يصصصمصصصصصصصصصصصصصصصين المستقيمات )  ةبتطبيي نلس المبد  ن د  ن ك  المناطي المووصصصود 
( 1بينما ك  المناطي التي  ي على يسار ك  مستقيل ف ي تحقي القيد، و معنى رفصصصصصصصصصر فإن  ية نقطة على المستقيل )

(  و 2المستقيل )  و على يساره تحقي متراوحصصصصصصصصصة القيد و ف نقطة على يمينه لا تحقي تلك المتراوحة، و ية نقطة على
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ة نقطة على يمينه لا تحقي تلك المتراوحة، و المث  فإن  ية نقطة على المسصصصصتقيل  يسصصصصاره تحقي متراوحة القيد و ي  على
 (  و على يساره تحقي متراوحة القيد و يصصصصة نقطة على يمينه لا تحقي تلك المتراوحة. 3)

يسار  إلىالسالبية ي ع  ك  المناطي التي  ي  دنصصصى مصصصن المحور الأفقي وك  المناطي التي  ي     ما  ن قيد عدلأ
قيود رنيا وتشم  وميع النقاد  التوود سوذ منطقة واحدة  صصصصي الصصصصتي تحقي   المحصصصصور العمودف مرفووة و التالي فإنه لا

بمنطقـة الحلول الممكنـة أو وتسصصصصصصصصصصصصصصمى  ذه المنطقصة    (المنطقصة غير المشصصصصصصصصصصصصصصطبصة ف ) OAEGالمنطقصة    المووودة داف 
 منطقة الحلول المقبولة.
و التالي   Eالأعلى ن د  ن رفر نقطة يصل ا في منطقة الحلول المقبولة  صصصصصصي النقطة   إلى ∆عند تحريك المستقيل  

( إذ ن د قيمة المت يرين وذلك إما 2( و )1نقطة تقاطع المسصتقيمين ) النقطة الح  الأمث  للمسصألة و ي تشصك  لنا  ذه
مستقيل مصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصوااف للمحور الأفقي  وممداد   x1 ندسيا دإنزال راقول من  ذه النقطة على المحور الأفقي فن د قيمة 

 عنصصد نقطصصة تقصصاطعصصه مع المحور العمودف، و إمصصا  ن ن صصد قيمصصة المت يرين دحصص   𝑥2فن صصد قيمصصة    Eنطلاقصصا من النقطصصة  ا
 ا كما يلي:مشتركً  معادلتي المستقيمين حلاً 

8𝑥1    (1) ليمستق + 2𝑥2 = 40 
6𝑥1   (2مستقيل ) + 9𝑥2 = 108 

 ن د: 4-( في 2معادلة المستقيل )و  3( في 1د رب معادلة المستقيل )

                                                
24𝑥1 + 6𝑥2 = 120

−24𝑥1 − 36𝑥2 = −432
   

−30𝑥2 = −312                                         ∶  د مع  المعادلتين  ن د 
𝑥2                            :يكون ومنه  =

−312

−30
= 10.4 

𝑥1دالتعويض في إحدذ المعادلات ن د:  = 2.4                     
𝑥2 قتصادية  ما:ن يحققان  على قيمة للدالة الااإن قيمتي المت يرين اللذ و التالي ف = 10.4  , 𝑥1 = 2.4  

 يمكن التحقي من  ن  ذه النتي ة تحقي وميع القيود:
8 القيد الأول: × 2.4 + 2 × 10.4 =  تماما.قيد محقي      40
6 القيد الثاني: × 2.4 + 9 × 10.4 =  قيد محقي تماما.    108
8 القيد الثالث : × 2.4 + 26 × 10.4 = 81.6 <  تبقىقيد محقي و   96

 ساعة عم . 14.4طاقة غير مستعملة قيمت ا 
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علي ما في  ذه الدالة فنحص    يكلي  ن نعوغ القيمتين المحصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصص   الاقتصاديةولمعرفة القيمة العظمى للدالة  
𝑍          على ما يلي: = 100𝑥1 + 60𝑥2 = 100 × 2.4 + 60 × 10.4 = 864 
ولا يمكن  ن توود  ية قيصصصصل  فرذ للمت يرتين تعطيان  على من  ذه القيمة للدالة    الاقتصادية على قيمة للدالة   و ي

 وتحقي في نلس الوقت وميع القيود. الاقتصادية
: إذا وود ح   مث  لبرنامج فطي ذف مت يرتين، فإن  ذا الح  يوود عند  حد رؤوس م صصصصصصصلع منطقة الح   نظرية
 .(31، إلحة 2008)راتول،  الممكن

 نتبع الخطوات التالية: التدنئة : لإي اد الح  الأمث  دالطريقة البيانية في حالةثانيا: حالة التدفئة 
 معادلات. إلىنحول ك  متراوحات القيود  - 
على معلل متعامد، تسصصصصصصصمى المسصصصصصصصتقيمات المحصصصصصصصص  علي ا  (   )نرسصصصصصصصل الخطود المسصصصصصصصتقيمة لمعادلات الخطوة  -ب 

 . بالمستقيمات المولدة
  ملىو   أكبر منيسار المستقيمات في حالة كون القيد  إلىنشطب المناطي التي لا تحقي القيود و صصصي تووصصصصصصصصصصصصصصصد    -ج

 .القيد أقل من حالة يمينه في
يمين المسصصصصصصصصتقيمات المولدة والحلول الممكنة  إلىال الب توود ود و ي في نحدد المنطقة التي تحقي وميع القي -د 

  و حيز الإمكان.
الصصلر، ونرسصل مسصتقيم ا على نلس المعلل، يمر  ذا المسصتقيل من  إلىمعدومة  ف نسصاوي ا  ن ع  دالة ال د   -ه

  .∆المستقيم نقطة المبد ، نسميه 
ت اه رؤوس المنطقة التي تحقي القيود المحصصصصصصص  علي ا من المسصصصصصصتقيمات  ادصصصصصصصلة متوااية  ∆نحرك المسصصصصصصتقيل    -و

 ي  ول نقطة يصصصصصصصصصص    -دالة ال د   -  الاقتصصصصصصصصصصاديةالمولدة في الخطوة د، وتكون النقطة التي تحقي  ق  قيمة للدالة  
 من نقاطع عدة مستقيمات.نقطة حاإلة  الأعلى دصلة موااية لأإله، و ي إلىعند تحريكه  ∆إلي ا المستقيل 

نوود إحداليات  ذه النقطة إما دالح  المشصصصصصترك  و دالإسصصصصصقاد ال ندسصصصصصي، فنحصصصصصص  بذلك على قيمة المت يرتين    -ل
 .الاقتصاديةاللتين تدنيان الدالة 

 فنحص  على القيمة الدنيا ل ا. نعوغ قيل المت يرات المحص  علي ا في دالة ال د  -لأ
: في حالة عدلأ التمكن من تحديد  ول نقطة يصصصص  إلي ا المسصصصتقيل، دسصصصبب عدلأ التمكن من تمييز ا، نوود ملاحظة

قيل المت يرات عند النقصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصاد المشصصصصصصصصتبه في ا لل نعووصصصصصصصص ا في دالة ال د ، ونأفذ النقطة التي تعطي  ق  قيمة للدالة 
 .الاقتصادية
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 الطريقة البيانية: داستعمال وود ح   مث  للبرنامج التالي  :(03) مثالال
𝑀𝑖𝑛 ∶ 𝑍 = 10𝑥1 + 30𝑥2 

 𝑆 𝐶⁄  {

3𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 6
6𝑥1 + 𝑥2 ≥ 6

𝑥2 ≥ 2
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

 الح : المستقيمات المولدة المحص  علي ا  ي:
3𝑥1 + 2𝑥2 = 6 6𝑥1 + 𝑥2 = 6 𝑥2 = 2 

 
 .∆المستقيل    .2المستقيل    .3المستقيل  

3𝑥1 + 2𝑥2 = 6  6𝑥1 + 𝑥2 = 6  𝑍 = 10𝑥1 + 30𝑥2 = 0 
𝑥2 𝑥1  𝑥2 𝑥1  𝑥2 𝑥1 
3 0  6 0  −1 3 
0 2  0 1  1 −3 

 

الشك   في  المنطقة غير المشطبة    ذه المستقيمات على معلل متعامد ونحدد منطقة الح  المقبول، و ي  نقولأ برسل
 إلى و   3يمينه غير المشصصصصصصصطب تحقي وميع القيود و ية نقطة على الخم  إلى و   2فتكون  ية نقطة على الخم   2-3

التي   واحدة فقم و ي  توود سصصصصصصصوذ نقطة  فإنه لا 2 علاه غير المشصصصصصصصطب تحقي وميع القيود، غير  نه دالنسصصصصصصصبة للخم 
  ∆، غير  نه عند تحريك المسصصتقيل   Bو   A حد الر سصصين إما  (، وعليه يكون الح  في3-2 تحقي وميع القيود )رصصك 

لتين تحققان  دنى  و التالي فقيل المت يرتين ال A على ن د  ن  ول ر س يصصصصصصصصصصصصصص  إليه في منطقة الح  المقبول  و   إلى
اقولًا قتصصصادية  ي نقطة التقاطع بين المسصصتقيمات الثلالة ولإي اد ا يكلي  ن ننزل من  ذه النقطة رصصصصصصصصصصصصصصصصصصقيمة للدالة الا
 .صلةالمقاب 𝑥1فن د قيمة ي الأفقور على المح
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 3-2شكل 

،  و  ن نح  معادلات  ذه  x2فيتقاطع مع المحصصصور العصصصصصصصصصودف عنصصصصصصصصصصصصد نقطة تحدد قيمة   x1ونمد فم موااف للمحور
𝑥2 ا، وعليه ن د القيمتين التاليتين:مشتركً  ًً المستقيمات حلا = 2    ,    𝑥1 = 2 3⁄ = 0.66   

في  دنى قيمة ل ا وفي نلس الوقت ت علان ك  القيود محققة، حيث ن د   الاقتصصصصصصصصصاديةو ما قيمتان ت علان الدالة 
 و ي: الاقتصاديةالقيمة العظمى للدالة 

𝑍 = 10𝑥1 + 30𝑥2 = 10(0.66) + 30(2) = 66.66 
 ثالثا: حالات خاصة في الحل البياني: 

 يمكن  ن نصاد  عدة حالات فاإة  لناء إي اد الح  دالطريقة البيانية من ا ما يلي:
ا  ن نصصصصصصصصصصصصاد    ثر من ح  واحد، و ي المسصصصصصصصصصصصماة بتعدد الحلول، وفي ا ن د على يمكن  حيانً تعدد الحلول:   -1

دحيث يكونا رفر ر سصصصصصصين   ∆الأق   ن ر سصصصصصصين من رؤوس م صصصصصصلع حيز الإمكان يتماسصصصصصصان في رن واحد مع المسصصصصصصتقيل  
،  2022)بداوف،   يصل ما في حالة التعظيل  و  ول ر سين يصل ما في حالة التدنئصصصصصصصصصصصصصصة، كما يووح ذلك المثال التالي

 :(74إلحة 
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 الطريقة البيانية: داستخدالأ وود الح  الأمث  للبرنامج الخطي التالي  :(04) مثالال
𝑀𝑎𝑥 ∶ 𝑍 = 2𝑥1 + 4𝑥2 

 𝑆 𝐶⁄  {

4𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 40
𝑥1 ≤ 6
𝑥2 ≤ 4

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

 معادلات المستقيمات المولدة  ي:
 معادلات كما يلي: إلىالمتراوحات  المستقيمات المولدة وذلك بتحويصصصصصصصص  ستخرجن

4𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 40 𝑥1 ≤ 6 𝑥2 ≤ 4 
 المستقيل الأول يرسل من فلال النقطتين التاليتين:

𝑥1الأولى:  = 0  ,   𝑥2 = 5     
𝑥1الثانية:  = 10  ,   𝑥2 = 0      

مع ر سصصصصي منطقة الح  الممكن إلى اليمين فإنه يلتقي   ∆ نه عند تحريك المسصصصصتقيل    4-2فلال الشصصصصك  يلاحظ من 
B  وC  قتصادية. مثلا للدالة الا النقطتين تعطيان حلاً لا  التالي فإن كصفي نلس الوقت، و 

 ذلك دالتعويض في  ذه الدالة. من ويمكن التأ د 
𝑥1تعطي :  Bالنقطة  = 2  ,   𝑥2 = 4      
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 . 4- 2شكل 

𝑍 وقيمة دالة ال د  عند ا  ي: = 2𝑥1 + 4𝑥2 = 2 × 2 + 4 = 20   
𝑥2تعطي :  Cالنقطة  = 2,    𝑥1 = 6   

𝑍وقيمة دالة ال د  عند ا  ي :  = 2𝑥1 + 4𝑥2 = 2 × 6 + 4 × 2 = 20   
قتصصصصصصصصصصادية. والواقع  نه ليسصصصصصصصصصت  تين النقطتين فقم تعطيان   بر تا نلس القيمة للدالة الاويلاحظ  ن النقطتين  عط

على سصصصصصصصصصبي   E. فلو  فذنا النقطة  𝐵𝐶، لكن  ية نقطة  فرذ مووودة على طول المسصصصصصصصصصتقيل  الاقتصصصصصصصصصصاديةقيمة للدالة  
𝑥2 المثال حيث: = 3,    𝑥1 = 𝑍  ي: فإن قيمة دالة ال د    4 = 2𝑥1 + 4𝑥2 = 20 

 علي ا عند ر سي منطقة الح  الممكن.و ي نلس القيمة المحص  
 لكون ا تتيح له بدا صصصصصص  عديدة. تخاذ القصصصرارار في  ن ا توفر له المرونة في سي   تليد  ذه الحالة الم  

ا لأحد المسصصصصصصتقيمات المولدة في سصصصصصصقف منطقة الح  مواايً  ∆تصصصصصصصاد   ذه الحالة فاإصصصصصصة عندما يكون المسصصصصصصتقيل  
ت اه اليسصصصصصصصصصصصصار في حالة التدنئة،  افي  اليمين في حالة التعظيل  و في  روصصصصصصصصصصصصية منطقة الح  الممكن  ات اهالممكن في 

 .(33، إلحة 2008)راتول،  متساويان ∆حينئذ يكون مي   ذا المستقيل ومي  المستقيل 
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عند تعدد القيود فإنه يمكن  ن ن د  حد مسصصصصصصصصصتقيمات  ذه القيود لا يلمس منطقة الح    :حالة حياد أحد القيود  -2
ا، حيصث يمكن حصذفصه كليصة من البرنصامج دون  ن يحصدث ذلصك ا تمصامصً الممكن في  يصة نقطصة وحين صا يكون  صذا القيصد حيصاديصً 

 .5-2 ف تألير على النظالأ وتظ ر  ذه الحالة كما في الشك  

 
الحالة التي تكون في ا القيود متناق صصصة، حيث لا تتحقي لنا  ية منطقة للح  الأمث ، كما   الحل: اســتحالةحالة  -3

 :(77، إلحة 2022)بداوف،  في المثال التالي
 : 4-2مثال 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 20𝑥1 + 4𝑥2 

𝑆 𝐶⁄ {
3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 10
4𝑥1 + 6𝑥2 ≥ 20
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

في حالة التعظيل تكون غالبية القيصصصصصصصصصصصصود  ق   و تساوف مقدار لابت، غير  نه في :  الاقتصاديةلا نهائية الحالة    -4
بين دالة ال د  والقيود، فتكون  ذه الأفيرة كل صصصصا   صصصصصصصصبر  و تساوف في حالة  دعض الأحيان يكصصصصصصصصصصصصصصصصون  نصصصصصصصصصصصصاك تناقض  

 و ذا ما ي ع  دالة ال د  تأفذ قيمصصصة لان ا ية، ولا يمكن حينئذ تحديد ح  ن ا ي ومحدد للدالة. ،التعظيل
 .؟منطقة الح  الممكن للبرنامج التالي. ماذا تستنتج حدد   :(05) مثالال

𝑀𝑎𝑥 ∶ 𝑍 = 2𝑥1 + 4𝑥2 
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 𝑆 𝐶⁄  {

4𝑥1 + 8𝑥2 ≥ 40
𝑥1 ≥ 6
𝑥2 ≥ 4

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

 نه توود منطقة لان ا ية تحقي دالة ال د ، فأية قيمة   6-2سصصصصتعمال الطريقة البيانية نلاحظ من فلال الشصصصصك  ا و 
 الس ل تحقي دالة ال د ، و التالي نقول  ن دالة ال د  لان ا ية. ات اهفي 

 
 .6-2شكل 

 :نـــــــتماري
الكميات الواوب   ةم سصصصصصصصصسصصصصصصصصة إصصصصصصصصنابية تنتج  و زة الطبخ الك ر ا ية و و زة الطبخ ال ااية، د ية معرف :1رين  مت

 لتحقيي  عظل ر ح ممكن قامت د مع البيانات التالية: .إنتاو ا من كلا النوعين
ووررصصصصة الإعداد الن ا ي   ،عمال  5يعم  ب ا   وررصصصصة التركيب  ما    المنتووان يمران عبر وررصصصصتين  سصصصصاسصصصصيتين، -  1

 ساعات. 8عمال، طاقة العم  اليومي القصوذ لك  عام   4ويعم  ب ا 
سصاعة عم  في الوررصة الثانية، بينما المنتوج    2سصاعات عم  في الوررصة الأولى و 4 ن المنتوج الأول يتطلب    -2

 ساعات عم  في الوررة الثانية. 4عم  في الوررة الأولى و ساعة 2الثاني يتطلب 
  وسصصعر المنتوج الواحد من النولأ الثاني  و دج  200دج ويكلف   500المنتوج الواحد من النولأ الأول  و  سصصعر  -3
 دج. 100دج ويكلف 300



 بياني ال الطريقة: المحور الثالث

26      
 

 : المطلوب
 رأنه تعظيل ر ح الم سسة.  تب البرنامج الخطي الذف منا -1
 سة.ر ح الم سكلا النوعين لتعظيل  إنتاو ا من تعمال الطريقة البيانية،  وود الكميات الواوب اسد -2

- 1: مصصصصصصصنع الحاسصصصصصصبة  ما: الحاسصصصصصصبة  مالحلكترونيات الصصصصصصص يرة ينتج نموذوين من ا لات    مصصصصصصصنع :2تمرين  
 ي.الحاسب العلم 2-لحاسب الت ارف. ا

  قسالأ  صصصصي: 3   نولأ من الحاسبين يمر عبر 
 ساعة عم  يوميا.  55عدد ساعات العم  المتاحة ده  و  :قسل التسليك -
 ا.ساعة عم  يوميً  72قسل الت ميع عدد ساعات العم  المتاحة ده  و  -
 ا. ساعات عم  يوميً  20: عدد ساعات العم  المتاحة ده  و الافتبارقسل  -

سصاعة    2عم  في قسصل الت ميع و  ةسصاع  12التسصليك و لسصاعة عم  في قسصصصصصصصصصصصصصصصص  2الحاسصب الت ارف الواحد يتطلب  
 فتبار.الاقسل  عم  في

  ات سصاع   4سصاعات عم  في قسصل الت ميع، و 6سصاعات عم  في قسصل التسصليك،    4الحاسصب العلمي الواحد يتطلب  
 فتبار.الاقسل  عم  في

 دينار. 30العلمي الواحد  و  دينار ور ح الحاسب  25الحاسب الت ارف الواحد  صصصصصصو  إذا كان ر ح
 :المطلوب

  تب البرنامج الخطي الذف من رأنه تعظيل ر ح المصنع. ا -1
  وود الكميات الواوب إنتاو ا من كلا النوعين والتي ت ع  الر ح في  عظل قيمة داستخدالأ الطريقة البيانية. -2
 حدد الطاقات غير المست لة في ك  قسل إن وودت. -3

 ص تمارين اللص  السابي داستعمال الطريقة البيانية. لةمن سلس 5 وود ح  للتمرين رقل  :3تمرين 
 الطريقة البيانية  و ود ح  لبرامج التعظيل التالية: داستخدالأ :4تمرين 

𝑀𝑎𝑥: 𝑍 = 𝑥1 + 𝑥2 

𝑆 𝐶⁄ {

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 2
2𝑥1 − 2𝑥2 ≤ 2

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

𝑀𝑎𝑥: 𝑍 = 10𝑥1 + 10𝑥2 

𝑆 𝐶⁄ {

5𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 15
2𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 8

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

 
𝑀𝑎𝑥: 𝑍 = 150𝑥1 + 200𝑥2 

 
𝑀𝑎𝑥: 𝑍 = 4𝑥1 + 3𝑥2 
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𝑆 𝐶⁄ {

20𝑥1 + 30𝑥2 ≤ 240
10𝑥1 + 25𝑥2 ≤ 500
15𝑥1 + 40𝑥2 ≤ 550

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 𝑆 𝐶⁄ {

𝑥1 + 35𝑥2 ≤ 9
2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 8
𝑥1 + 𝑥2 ≤ 6

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

 ستخدالأ الطريقة البيانية  وود ح  لبرامج التدنئة التالية إن  مكن:اد :5تمرين
𝑀𝑖𝑛: 𝑍 = 80𝑥1 + 100𝑥2 

𝑆 𝐶⁄ {

8𝑥1 + 6𝑥2 ≥ 24
10𝑥1 + 4𝑥2 ≥ 20
6𝑥1 + 12𝑥2 ≥ 24

𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

𝑀𝑖𝑛: 𝑍 = 25𝑥1 + 30𝑥2 

𝑆 𝐶⁄ {

4𝑥1 + 7𝑥2 ≥ 1
8𝑥1 + 5𝑥2 ≥ 3

6𝑥1 + 9𝑥2 ≥ −2
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0

 

𝑀𝑖𝑛: 𝑍 = 20𝑥1 + 30𝑥2 

𝑆 𝐶⁄ {

2𝑥1 + 14𝑥2 ≥ 4
16𝑥1 + 10𝑥2 ≥ 8

3𝑥1 + 9𝑥2 ≥ 6
𝑥1 ≥ 0 , 𝑥2 ≥ 0
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 طريقة السمبلكس  -البرمجة الخطية  المحور الرابع:
الحلول  لأف مشصصصصصصصصصصصصكلة في البرم ة الخطية  ناك م موعة من الحلول الأسصصصصصصصصصصصصاسصصصصصصصصصصصصية الممكنة.  ذه الم موعة من

)والتي لدي ا م موعة لا  المنطقة الممكنة  الأسصصصصصصصصصصصصاسصصصصصصصصصصصصية الممكنة  ي النقاد المتطرفة في المنطقة الممكنة وليس كل ا
 و الانتقال من ح   سصصاسصصي ممكن    . اللكرة العامة للطريقة البسصصيطة(Ling-Chieh, p. 4)  حصصصر ل ا من الحلول(

النقطة القصصصصصوذ في الح    هالح  الأسصصصصاسصصصصي ال ديد الممكن له قيمة  ف صصصص .  ذ   إلى ح   سصصصصاسصصصصي رفر ممكن دحيث 
في طريقة التمثي  البياني يصعب ح  المسا   التي يزيد عدد مت يرات ا عن    الأساسي الممكن تتوافي مع الح  الأمث 

النين، ولكن غالباً ما تكون المت يرات في المسصصصا     ثر من مت يرين، لذا نل أ إلى الطريقة المبسصصصطة السصصصمبلكس لح  
، و ي طريقة للعالل الأمريكي وورج وانثرج، الذف （44إصصصصصصصصصصلحة2009，ال زالأ الصصصصصصصصصصصمادف） مث   ذه المسصصصصصصصصصصا  
 . 1945استخدم ا عالأ 

 : دالخطوات التالية Simplex Methodحيث تتلخ  طريقة الح  داستخدالأ 
 بناء النموذج الرياوي للمسألة. .1
 .Standard forumإعادة كتادة النموذج الرياوي حسب الشك  القياسي  .2

 و و على الصورة العامة التالية:
𝑀𝑖𝑛 (𝑀𝑎𝑥)𝑍 = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑋𝑛 

                          𝑆. 𝑇: 
𝑎11𝑋1 + 𝑎12𝑋2 + ⋯ . +𝑎1𝑛𝑋𝑛 = 𝑏1 

[

𝑎21𝑋1 + 𝑎22𝑋2 + ⋯ . 𝑎2𝑛𝑋𝑛 = 𝑏2

⋮              ⋮                    ⋮                 ⋮
⋮              ⋮                    ⋮                 ⋮

𝑎𝑚1𝑋1 + 𝑎𝑚2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑋𝑛 = 𝑏𝑚

] 

𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, … … … 𝑋𝑛 ≥ 0 
𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, … … … 𝑏𝑚 ≥ 0 

 . .Initial Feasible Solutionإي اد الح  الأولي الممكن  .3
 الح  الأولي في ال دول.ترتيب  .4
 التالي: تبالأ فطوات معينة لإي اد الح  الأمث  والتي سنووح ا في المثالا .5

 يمكن إعادة كتادة الصورة العامة دطريقة المصلوفة كالتالي: :معلومة
𝑀𝑎𝑥(𝑀𝑖𝑛)𝑍 = 𝐶𝑇𝑋 

                                                       𝐴𝑋 = 𝑏    
  𝑋𝑖 ≥ 0       𝑖 = 1,2, … . . , 𝑛 
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  𝑏𝑗 ≥ 0       𝑗 = 1,2, … . . , 𝑚 

 ا تب النموذج الرياوي التالي حسب الشك  القياسي:  :(06) مثالال

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑋1 + 3𝑋2 
𝑆. 𝑇:   2𝑋1 + 𝑋2 ≤ 10 

4𝑋1 + 3𝑋2 ≤ 24 
𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 

𝑀𝐴𝑋   𝑍                   :الحل − 5𝑋1 − 3𝑋2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 = 0 

  𝑆. 𝑇: 2𝑋1 + 𝑋2 + 𝑆1 = 10  
4𝑋1 + 3𝑋2 + 𝑆2 = 24 

 𝑋1, 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2 ≥ 0 
إلى معادلات دإوصصصصصصصصافة مت ير   (≥)   نا نلاحظ  نه قد تل تحوي  القيود )المتباينات( ذات العلاقة  ق   و يسصصصصصصصصاوف 

، و ذا المت ير يعني اللرا بين الوقت اللاالأ  ≥إلى ك  قيد من القيود التي تحم  إرصصصصصصصصصصصارة   Slack Variable (S) حر
نور  ）  المتوفرة للمصصصصصصصصصصصصصصنع  لحنتاج والوقت المتوفر للمصصصصصصصصصصصصصصنع  و اللرا بين الكمية المسصصصصصصصصصصصصصتخدمة في الإنتاج والكمية

 .（45إلحة2007，الشمرتيورفرون 

 الشك  القياسي:ا تب النموذج الرياوي التالي حسب    :(07) مثالال

𝑀𝐼𝑁  𝑍 = 2𝑋1 + 𝑋2 
 𝑆. 𝑇: 3𝑋1 + 𝑋2 ≥ 3  

4𝑋1 + 3𝑋2 ≥ 6 
𝑋1 + 𝑋2 ≥ 2 
𝑋1, 𝑋2, ≥ 0 

𝑀𝑖𝑛 𝑍          الحل: − 2𝑋1 − 𝑋2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 + 0𝑆3 = 0 

𝑆. 𝑇: 3𝑋1 + 𝑋2 − 𝑆1 ≥ 3  
4𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑆2 ≥ 6 

𝑋1 + 𝑋2 − 𝑆3 ≥ 2 
𝑋1, 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 ≥ 0 
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 :Maximizationفي حل مسائل تعظيم الأرباح  Simplex Methodاستخدام طريقة السمبلكس 

 ا طريقة السمبلكس  وود الح  الأمث  للنموذج الرياوي التالي:مستخدمً  :(08) مثالال

𝑀𝐴𝑋  𝑍 = 2𝑋1 + 3𝑋2 
                                                           𝑆. 𝑇:       

𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 20 
𝑋1 + 3𝑋2 ≤ 12 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
  ذا المثال سنووح ك  فطوة دالتلصي :في   :الحل

 إلى دالة إلرية  ف مساوية للصلر كالتالي: Z. تحوي  دالة ال د  1

𝑍 − 2𝑋1 − 3𝑋2 = 0 
. تحوي  وميع القيود من متباينات إلى معادلات وذلك دإوصصصصصصصصافة مت ير حر وديد يسصصصصصصصصمى دالمت ير الإوصصصصصصصصافي 2

Slack Variable   وسو  نرمز له دالرمز𝑆𝑖   وذلك دعدد المعادلات. حيث تمث𝑖 .عدد المت يرات 

𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑆1 = 20 
𝑋1 + 𝑋2 + 𝑆2 = 12 

 المت يرات في المسألة.. إوافة ررد عدلأ السلبية إلى وميع 3

𝑋1, 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2 ≥ 0 
 يمكننا ترتيب الخطوات السادقة مع دع  ا البعض على النحو التالي:

𝑀𝐴𝑋  𝑍 − 2𝑋 − 3𝑋 = 0 
                                                           𝑆. 𝑇:       

𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑆1 = 20 
𝑋1 + 𝑋2 + 𝑆2 = 12 

𝑋1, 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2 ≥ 0 
. نكون ودولًا يت صصمن معاملات المت يرات في دالة ال د  والقيود دالصصصيج ال ديدة ويسصصمى  ذا ال دول د دول 4

 الح  الابتدا ي كما يلي: 
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Basic Variable 𝑍 𝑋1 𝑋2 𝑆1 𝑆2 Solution 

𝑍 1 -2 -3 0 0 0 

𝑆1 0 1 2 1 0 20 

𝑆2 0 1 1 0 1 12 

 الابتدا ي وذلك كما يلي:من ال دول يمكن إي اد الح  

𝑋1 = 𝑋2 = 0 
𝑆1 = 20 , 𝑆2 = 12 

𝑍 = 0 
  Basic Variableلإي اد قيل المت يرات في  ذا ال دول وفي  ف ودول رفر نأفذ المت يرات المووودة في عمود  -

 Solutionعمود  ونقارن ا دما يقابل ا من قيل في

,𝑋1المت يرات الأسصصصاسصصصية    تسصصصمى - 𝑋2 ةمت يرات دافل Entering variable  المت يرات التي ت لر على قيمة  و ي
 دالة ال د .

,S1 ما المت يرات  - S2 ف ي المت يرات الخاروة ,Leaving Variable . و ي لا ت لر على قيمة دالة ال د 

 : ةمعلوم

وعدد قيود   𝑛المت يرات ويرمز له دالرمز طريقة السصصصصصصصصصصصمبلكس تلترغ عند بدء الح   ن يكون اللرا بين عدد  .1
 .（47إلحة2009，ال زالأ الصمادف） للصلر مساوياً  mالمسألة ويرمز له دالرمز 

,𝑋1المثال  علاه عدد المت يرات يسصصاوف  ر عة  فلي 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2   ف  ن  𝑛 = وعدد القيود يسصصاوف النين  ف  ن 4
𝑚 = 𝑛وعليه فإن  2 − 𝑚 = على اللرا بين    ا ي ب  ن ن صصصيل مت يرين بناءً الناتج لا يسصصصاوف إصصصلرً ، و ما  ن 2

𝑚  و𝑛   وتكون قيمة  ذين المت يرين إلر كي يتل البدء في ح   ساسي ممكنBasic.Feasible Solution. 

بداية الح  فلي المثال  علاه كانت  تكون قيل المت يرات الأإصصصلية مسصصصاوية للصصصصلر في وفي طريقة السصصصمبلكس .2
𝑋1قيمة  = 0, 𝑋2 = 0. 
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يتل تحوي  المت يرات من مت يرات غير  سصصصاسصصصية )مسصصصاوية للصصصصلر( إلى مت يرات  سصصصاسصصصية )ل ا قيمة معينة(،    .3
 .5حسب قواعد وررود كما في النقطة رقل 

 Leaving Variable. والمتغيرات الخارجة Entering Variable. اختيار المتغيرات الداخلة 5

 مـــة:معلو 

,𝑋1:  و مت ير غير  ساسي والمراد تحويله إلى مت ير  ساسي مث  المتغير الداخل - 𝑋2. 

,𝑆1 :  و مت ير  ساسي يراد تحويله إلى مت ير غير  ساسيالمتغير الخارج - 𝑆2 

 :كيفية تحديد المتغير الداخل

المت ير الداف   و: المت ير الذف يشصتم  على   بر معام  سصالب في دالة ال د  د دول الح  وفي مثالنا يكون  
وعليه يكون   Zفي معادلة دالة ال د   3−م  على   بر معام  دإرصصصصصصصصارة سصصصصصصصصالبة  ت و المت ير الذف يشصصصصصصصص 𝑋2المت ير  
 .𝑋2الداف   و  المت ير

 :. كيفية تحديد المتغير الخارج

في ال صدول على المعصاملات   Solutionنحصدد المت ير الخصارج وذلك عن طريي تقسصصصصصصصصصصصصصصيل الثوابت تحصت عمود الحص  
إااء ك  من ا والمووودة تحت عمود المت ير الداف  مع إ مال المعاملات السصصصصصصصصصصصصصالبة والصصصصصصصصصصصصصصلرية. ويكون المت ير في 

عن تقسصصيل الثوابت على المعاملات المووبة تحت المت ير الداف  ويمكن تلخي      ق  نسصصبة نات ةالصصصف الذف يمث   
  ذه الخطوة دال دول التالي:

 𝑋2عمود المت ير الداف   Solution ناتج القسمة 
𝐵𝑎𝑠𝑖𝑐 𝑉𝑎𝑟 
 مت يرات  ساسية 

20 2⁄ = 10 20 2 𝑆1 
12 1⁄ = 12 12 1 𝑆2 

 تقسيل الثوابت على المعاملات(. ) ق  نسبة نات ة عن S1، والمت ير الخارج  و 𝑋2المت يصر الصداف   و 

 :2. لبناء ال دول رقل 6
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 Pivot Elementالعنصصصصصصصصصصصصصصصر المم صد  على   S1 و معصادلصة    S1نقولأ بتقسصصصصصصصصصصصصصصيل وميع القيل إااء المت ير الخصارج   -
 2ويتل ووع ا في ال دول رقل Pivot Equationويسمى ناتج القسمة دالمعادلة المم دة 

Solution 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 𝑍 Basic 

30 0 3 2⁄  0 − 1 2⁄  1 𝑍 

20 2⁄ = 10 0 1 2⁄  2 2⁄ = 1 1 2⁄  0 𝑋2 

2 1 −1 2⁄  0 1 2⁄  0 𝑆1 

 2جدول رقم 
 على النحو التالي:  𝑋2ال ديد  نقولأ بتعبئة دقية القيل في ال دول دعد تحديد معادلة العنصر الداف -

 )المعادلة(:القانون 
 المعادلة المم دة.  سطر القيل المقابلة تحت عمود المت ير الداف  × -سطر القيل القديل =سطر القيل ال ديد 

 كالتالي:   2و التالي نملأ ال دول رقل 
 ال ديدة. Zلإي اد معادلة   -

 3 × المعادلة المم دة - Zسطر القيل القديل لص   = ال ديدة Zمعادلة 

 = 0 0 3 - 2 -  - 10 0 1 2⁄  1 1 2⁄  1 −3 × 

 

3 0 30 ال ديدة = 𝑍لتصبح معادلة   2⁄  0 − 1 2⁄  

 1 × المعادلة المم دة -القديمة  𝑆2معادلة  =ال ديدة  𝑆2لإي اد معادلة  

12 1 0 1 1  - 10 0 1 2⁄  1 1 2⁄  ×1 

=  𝑆2 1− 1 2 ∴ المعادلة ال ديدة لصص 2⁄  0 1 2⁄  

 مسا  :نعر  دأننا وإلنا إلى الح  الأمث  في حالة  :هامةمة معلو 
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عنصصصدمصصصا تكون وميع معصصصاملات دالصصصة ال صصصد  في وصصصدول الحصصص  الأمثصصص    بر من  و   Maximizationالتعظيل   .1
≤)تسصصصصاوف إصصصصلر    حالة في ووود معاملات سصصصصالبة في دالةفي ، نكون قد وإصصصصلنا إلى الح  الأمث ،  ما  (0

 ال د  فإن الح  لل ينته وي ب إعادة الخطوات السادقة.

: عنصصدمصصا تكون وميع معصصاملات دالصصة ال صصد  في وصصدول الحصص  الأمثصص   قصص  من  و Minimizationsالتقليصص     .2
≥تسصصصصصصصصصاوف إصصصصصصصصصلر )   دالة في مووبة معاملات  ووود  حالة في  ما  الأمث   الح   إلى وإصصصصصصصصصلنا قد   نكون   ،( 0

 .السادقة الخطوات  إعادة وي ب  ينته   لل الح  فإن  ال د 

 𝑋1في المثال السصصصابي لل نصصصص  إلى الح  الأمث  دعد وذلك لووود معام  سصصصالب في دالة ال د  و و معام  -7
1و يساوف   كالتالي: 6و  5 لذلك نكرر الخطوات  -⁄2

−وذلك لأنه يمتلك  على معام  سصصصصصصصالب ويسصصصصصصصاوف   𝑋1العنصصصصصصصصر الداف   و   1 ولتحديد المت ير الخارج نقولأ   ⁄2
 كالتالي: 𝑋1دقسمة الثوابت تحت عمود الح  على المعاملات تحت عمود المت ير الداف  

 𝑋1عمود المت ير الداف   Solution ناتج القسمة 
𝐵𝑎𝑠𝑖𝑐 𝑉𝑎𝑟𝑖𝑏𝑙𝑒 
 مت يرات  ساسية 

10(1 2)⁄ = 20 10 1 2⁄  𝑋2 
2(1 2)⁄ = 4 2 1 2⁄  𝑆2 

1العنصصصصصصصر المم د  و   𝑋1لأن ناتج القسصصصصصصمة  ق  ويح  محله   𝑆2لذا يكون العنصصصصصصصر الخارج   ومن لل نقسصصصصصصل   ⁄2
1على العنصر المم د  𝑆2معادلة  2⁄. 

Solution 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 𝑍 Basic 

32 1 1 0 0 1 𝑍 

8 1 - 1 1 0 0 𝑋2 

4 2 1 - 0 1 0 𝑋1 

 كالتالي:تل م ء القيل في ال دول السابي 

1. (− 1 2⁄ ) × −المعادلة المم دة  𝑍سطر القيم  القديم  لـ =  معادلة 𝑍 الجديدة



 طريقة السمبلكس  -البرمجة الخطية  المحور الرابع:

35      
 

 = 30 0 3 2⁄  0 − 1 2⁄  - 4 2 1 - 0 1 − 1 2⁄ × 

 0 0 1 1 30 الجديدة =Zمعادلة 

2. (1 2⁄ ) × −المعادلة المم دة  𝑋2سطر  القيم  القديم  لـ:  معادلة 𝑋2الجديدة

= 10 0 1 2⁄  1 1 2⁄  - 4 2 1 - 0 1 (1 2⁄ ) × 

           ∴   𝑋20 1 1 - 1 8 =  السطر الجديد  لـ 

مووبصة. لصذا فصإننصا قصد توإصصصصصصصصصصصصصصلنصا إلى الحص  الأمثص   Z ن وميع معصاملات دالصة ال صد    3يت صصصصصصصصصصصصصصح من ال صدول رقل 
𝑋1 للمسألة وعليه تكون قيل المت يرات كالتالي: = 4     ,    𝑆1 = 0 

𝑋2 = 8     ,    𝑆2 = 0 
𝑍وقيمة الأر اح:  = 32 

 Simplex Method  وود الح  الأمث  للنموذج الرياوي التالي مستخدماً طريقة السمبلكس :(09) مثالال

𝑀𝐴𝑋  𝑍 = 3𝑋1 + 2𝑋2 + 5𝑋3 
                                                           𝑆. 𝑇:       

𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑋3 ≤ 430 
3𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 460 
𝑋1 + 4𝑋2 ≤ 420 

𝑋1, 𝑋2 ≤ 2 
𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 ≥ 0 

𝑍نكتب النموذج على الصورة القياسية مع وع  معادلة :  الحل = 0. 

3𝑋1 − 2𝑋2 − 5𝑋3 + 0𝑆1 + 0𝑆2 + 0𝑆3 = 0 
𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑋3 + 𝑆1 = 430 

3𝑋1 + 2𝑋3 + 𝑆3 = 460 
𝑋1 + 4𝑋2 + 𝑆3 = 420 

𝑋1, 𝑋2, 𝑋20 
𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 =≥ 0 
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 لل تقولأ بتعبئة ودول الح  الابتدا ي كما يلي:

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟑 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 Basic 

0 0 0 0 5 - 2 - 3 - 1 𝑍 

430 0 0 1 1 2 1 0 𝑆1 

460 0 1 0 2 0 3 0 𝑆2 

420 1 0 0 0 4 1 0 𝑆3 

  2و ي صصصصصا العنصصصصصصر المم د . S2 و   لأنه يمتلك   بر معام  سصصصصصالب والعنصصصصصصر الخارج X3العنصصصصصصر الداف   و  
 يمكن تلخي  ذلك في ال دول التالي:

 

 𝑋3عمود المت ير الداف   Solution ناتج القسمة 
𝐵𝑎𝑠𝑖𝑐 𝑉𝑎𝑟 
 مت يرات  ساسية 

430 1⁄ = 430 430 1 𝑆1 
460 2⁄ = 230 460 2 𝑆2 

 𝑆3 0 420 لا ي وا القسمة على إلر 

 :التالي 2لتصبح البيانات ال ديدة كما  ي في ال دول رقل 

Solution 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋3 𝑋2 𝑋1 𝑍 Basic 

1150 0 5 2⁄  0 0 -2 9 2⁄  1 𝑍 

200 0 −1 2⁄  1 0 2 −1 2⁄  0 𝑆1 

230 0 1 2⁄  0 1 0 3 2⁄  0 𝑋3 

420 1 0 0 0 4 1 0 𝑆3 

 2جدول رقم 
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دالة ال د  وعليه يكون    ي ننا لل نصصصصصصصصص  إلى الح  الأمث  لووود معاملات سصصصصصصصصالبة ف  2واوصصصصصصصصح من ال دول رقل 
قل دإوراء الحسصصصادات اللاامة لينتج لديك . 2والعنصصصصر المم د  و   𝑆1والعنصصصصر الخارج  و   X2العنصصصصر الداف   و  

 التالي: 3ال دول رقل 

Solution 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋3 𝑋2 𝑋1 𝑍 Basic 

1350 0 2 1 0 0 4 1 𝑍 

100 0 −1 4⁄  1 2⁄  0 1 −1 4⁄  0 𝑋1 

230 0 1 2⁄  0 1 0 3 2⁄  0 𝑋2 

20 1 0 -2 0 0 2 0 𝑆3 

معاملات دالة ال د    بر  و تسصصصصصصصاوف    توإصصصصصصصلنا إلى الح  الأمث  وذلك لأن وميع ننا قد   3يت صصصصصصصح من ال دول رقل 
 إلر.

 :وعليه يكون الح  الأمث  على النحو التالي

𝑋1 = 0,              𝑆1 = 0 
𝑋2 = 100, 𝑆2 = 0 

𝑋3 = 230, 𝑆3 = 20 
𝑍وقيمة دالة ال د :   = 1350  

 الطريقة المبسطة  وود الح  الأمث  للنموذج الرياوي التالي: امستخدمً  :(10) مثالال

𝑀𝐴𝑋  𝑍 = 3𝑋1 + 2𝑋2 
𝑆. 𝑇: 𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 6 
2𝑋1 + 𝑋2 ≤ 8 
−𝑋1 + 𝑋2 ≤ 1 

𝑋2 ≤ 2 
𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 

 : نقولأ بتعبئة ال دول الابتدا ي مباررة.الحل
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 Solution 𝑆4 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 𝑍 𝐵𝑎𝑠𝑖𝑐 𝑉𝑎𝑟 ناتج القسمة 

 𝑍 1 - 3 - 2 0 0 0 0 0 لا ي وا القسمة على سالب 

6 1⁄ = 6 6 0 0 0 1 2 1 0 𝑆1 

8 2⁄ = 4 8 0 0 1 0 1 2 0 𝑆2 

 𝑆3 0 1- 1 0 0 1 0 1 لا ي وا القسمة على سالب 

 𝑆4 0 0 1 0 0 0 1 2 لا ي وا القسمة على إلر 

، 4وفارج القسصصصصصصصصصصمة  S2والعنصصصصصصصصصصصر الخارج  و    -3ومعامله   X1من ناتج القسصصصصصصصصصصمة يكون العنصصصصصصصصصصصر الداف   و  
 .2والعنصر المم د = 

 Solution 𝑺𝟑 𝑺𝟐 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 𝑽𝒂𝒓 ناتج القسمة 

لا ي وا القسمة على  
 سالب 

12 0 0 3 2⁄  0 −1 2⁄  0 1 𝑍 

2(3 2)⁄ = 4 3⁄  2 0 0 − 1 2⁄  1 3 2⁄  0 0 𝑆1 

4(1 2)⁄ = 8 4 0 0 1 2⁄  0 1 2⁄  1 0 𝑋1 

5(3 2)⁄ = 10 3⁄  5 0 1 1 2⁄  0 3 2⁄  0 0 𝑆3 

2 1⁄ = 2 2 1 0 0 0 1 0 0 𝑆4 

−سصصالب ويسصصاوف  X2لل نصصص  إلى الح  الأمث  لأنه ما يزال معام    1 ذلك العنصصصر الداف  ا ن  و  . ل⁄2
X2   والخارج  و𝑆1  3/2والعنصر المم د  و. 
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Solution 𝑆3 𝑆2 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 𝑍 Basic 

38 3⁄  0 0 4 3⁄  1 3⁄  0 0 1 𝑍 

4 3⁄  0 0 − 1 3⁄  2 3⁄  1 1 0 𝑋2 

10 3⁄  0 0 2 3⁄  − 1 3⁄  0 0 0 𝑋1 

3 0 1 1 -1 0 0 0 𝑆3 

2 3⁄  1 0 1 3⁄  − 2 3⁄  0 0 0 𝑆4 

  بر  و يسصاوف إصلر ولا   Zيت صح من ال دول  ن الح  الذف توإصلنا إليه  و الح  الأمث  لأن وميع معاملات 
 وذلك عندما تكون قيل المت يرات كالتالي: 38/3يوود معاملات سالبة وتكون قيمته تساوف 

𝑋1 = 10 3⁄ ,     𝑋2 = 4 3⁄  ,   𝑆1 = 0,    𝑆2 = 0, 𝑆3 = 3, 𝑆4 = 2 3⁄ , 𝑍 = 38 3⁄  
 المبسطة. الطريقة ا وود الح  الأمث  للنموذج الخطي الرياوي التالي مستخدمً  :(11) مثالال

𝑀𝐴𝑋  𝑍 = 3𝑋1 + 2𝑋2 
                                                           𝑆. 𝑇:       

3𝑋1 + 𝑋2 ≤ 1500 
𝑋1 + 𝑋2 ≤ 1000 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
 سو  نبني ال دول مباررة:  :الحل

  Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة 

 𝑍 1 3− 2− 0 0 0 لا ي وا القسمة على سالب 

1500 3⁄ = 500 1500 0 1 1 3 0 𝑆1 

1000 1⁄ = 1000 1000 1 0 1 1 0 𝑆2 

 . 3المحورف  و  عنصر، وال 𝑆1بينما العنصر الخارج  و X1لاحظ  ن المت ير الداف   و 
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  Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة 

 𝑍 1 0 1− 1 0 1500 لا ي وا القسمة على سالب 

500 (1 3⁄ )⁄ = 1500 500 0 1 3⁄  1 3⁄  1 0 𝑋1 

500 (2 3⁄ )⁄ = 750 500 1 −1 3⁄  2 3⁄  0 0 𝑆2 

2والعنصر المم د  و  𝑆2والمت ير الخارج  و  X2المت ير الداف   و  3⁄. 

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

2250 2 3⁄  1 2⁄  0 0 1 𝑍 

250 −1 2⁄  1 2⁄  0 1 0 𝑋1 

750 2 3⁄  −1 2⁄  1 0 0 𝑋2 

 قيمة المت يرات  ي:ون السابي يت ح  ننا قد وإلنا إلى الح  الأمث  وعليه تك ال دول من

𝑋1 = 250,   𝑋2 = 750, 𝑆1 = 𝑆2 = 0 
𝑍وقيمة الأر اح  = 2250  

 :Minimizations Problems في حل مسائل تخفيض التكاليف استخدام طريقة السمبلكس

 Surplusعملية تحوي  المتباينات من إرصصصصارة   بر  و يسصصصصاوف إلى إرصصصصارة المسصصصصاواة تتطلب طرح مت يرات فا  صصصصة  
Variable  （52إلحة2018，عبد الله） من الطر  الأيسر. 

2𝑋1   :(11) مثالال + 3𝑋2 ≥ 1500      

 :من الطر  الأيسر S1لتحوي  القيد التالي إلى قيد مساواة نحتاج إلى طرح المت ير اللا ض 

2𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑆1 = 1500      
 :معلومة

 يسمى دشرد عدلأ السلبية ل ميع المت يرات م ما كان نوع ا. ما  من الشرود الأساسية للبرم ة الخطية .1
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بناءً على النقطة السصصصصصصصادقة فإنه في حال التعام  مع المت يرات اللا  صصصصصصصة فإننا نواوه مشصصصصصصصكلة في إي اد الح   .2
، حيث يلترغ  ن تكون قيل وميع المت يرات سصصصصصصصواء كانت  سصصصصصصصاسصصصصصصصية  و Starting Solutionالأولي الممكن  

𝑋1 غير سصصصصصصصصصصصصصالبة، فإذا افتروصصصصصصصصصصصصصنا  ن   (م صصصصصصصصصصصصصافة )الحرة  و اللا  صصصصصصصصصصصصصة = 0, 𝑋2 = ف ذا يعطي قيمة  0
𝑆1 = معادلة القيد بوظيلت ا   و ذا يعني تحقي رصصصصصصصصرد عدلأ السصصصصصصصصلبية،  ف  ننا لا نسصصصصصصصصتطيع اسصصصصصصصصتخدالأ 1500

 الحالية، وفي  ذه الحالة يوود مشك  في الح .

وتكون  ذه المت يرات سصصالبة في دالة  Rرمز ل ا دالرمز نة و نع صصيل مت يرات مصصصطنلح  المشصصكلة السصصادقة   .3
 إلى المعادلة كالتالي: R ال د ، وعليه يصبح القيد السابي دعد إوافة المت ير المصطنع

𝑋1 + 3𝑋2           𝑆1 + 𝑅1 = 1500 
قاعدف في الح  الأولي دطريقة السمبلكس   كمت ير R1دعد إوافة المت ير المصطنع فإننا نأفذ  ذا المت ير   .4

ي ب  ن  Rلا تكون وصصصصمن مت يرات قاعدة الح  الأمث   ف  ن قيمة  ي ب   R1، و التالي فإن قيمة 𝑆1 بدل
 تساوف إلر في الح  الأمث .

 :الاإطنابيةا تب النموذج الرياوي دالشك  القياسي داستخدالأ المت يرات  :(12) مثالال

𝑀𝑖𝑛  𝑍 = 4𝑋1 + 5𝑋2 
                                                           𝑆. 𝑇:       

3𝑋1 + 𝑋2 = 3 
4𝑋1 + 3𝑋2 ≤ 6 
𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 4 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
𝑀𝑖𝑛    𝑍                    :الحل = 4𝑋1 + 5𝑋2 − 𝑀𝑅1 − 𝑀𝑅2 

                                       𝑆. 𝑇: 3𝑋1 + 𝑋2 + 𝑅1 = 3 
4𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑆1 + 𝑅2 = 6 

𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑆2 = 4 
𝑋1, 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2, 𝑅1, 𝑅2  ≥ 0 
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,𝑋1وعندما تكون ) 𝑋2, 𝑆1 = ( فإن قيل المت يرات القاعدية المسصصصصصصتعلة لقيود المسصصصصصصألة في الح  الأولي الممكن 0
𝑅1  ي: = 3, 𝑅2 = 6, 𝑆2 = 4 

 مت يرللقيد الأول والذف يحتوف على إرصصصصصصارة المسصصصصصصاواة، وللقيد الثاني تل طرح   𝑅2لاحظ  ننا  وصصصصصصلنا مت ير قاعدة 
(Slack Variable (S قاعدف  وموافة مت ير𝑅2. 

د ض   =   و ≤ و المسا   التي تحتوف على إرارة   Minimization يمكن ح  مسا   تخايض التكاليل:  معلومة
 دإحدذ الطرا التالية: 𝑀𝐴𝑋و  𝑀𝐼𝑁النظر عن نوبية المسألة 

 .BIG-Mطريقة  .1

 .Tow Phase Methodطريقة المرحلتين  .2

 وسو  نتناول  ذه الطرا دالصلحات التالية:

 BIG-Mأولًا: طريقة 

 إلى دالة ال د  وذلك على النحو التالي: الاإطنابيةن يل المت يرات 

ــائـل التخفيض   -1 دحيصث يكون    ادً في دالصة ال صد  قيمصة كبيرة وص  𝑅يعطى معصامص    :Minimizationفي مســـــــ
ويعر  دإرارة مووبة  𝑀 في قاعدة الح  تسبب عدلأ  مثلية الح  ويرمز إلى  ذه القيمة دالرمز Rووود  ية قيمة لصصصصصصصصصص  

  التالي:

𝑀𝐼𝑁 𝑍 = 20𝑋1 + 30𝑋2 + 𝑀𝑅1 + 𝑀𝑅2 
 وتكون إرصصصصارته سصصصصالبة، وذلك Mفي دالة ال د  دالرمز  Rيعر  معام   :Maximizationفي مســـائل التعظيم   -2

 عا داً   بر دالدفول إلى قاعدة الح : مباررة ودفول المت يرات الأساسية التي تحقيلتس ي  فرووه من قاعدة الح  

𝑀𝐴𝑋 𝑍 = 4𝑋1 + 5𝑋2 − 𝑀𝑅1 − 𝑀𝑅2 
 : BIG - M وود الح  للنموذج الرياوي التالي داستخدالأ طريقة  :(13) مثالال

𝑀𝐴𝑋  𝑍 = 5𝑋1 + 12𝑋2 + 4𝑋3 
𝑆. 𝑇: 𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑋3 ≤ 5 

2𝑋1 − 𝑋2 + 3𝑋3 = 2 
𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 ≥ 0 
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 الشك  القياسي للمسألة:  :الحل
𝑀𝐴𝑋  𝑍 = −5𝑋1 + 12𝑋2 − 4𝑋3 + 𝑂𝑆1 + 𝑀𝑅1 = 0 

𝑆. 𝑇: 𝑋1 + 2𝑋3 + 𝑋3 + 𝑆1 ≤ 5 
2𝑋1 − 𝑋2 + 3𝑋3 + 𝑅1 = 2 

𝑋1, 𝑋3, 𝑆1, 𝑅1 ≥ 0 
 ونلخ   ذه المعلومات في ال دول ا تي:

Solution 𝑅1 𝑆1 𝑋3 𝑋2 𝑋1 𝑍 Basic 
0 1 0 −4 -12 −5 1 𝑍 
5 0 1 1 2 1 0 𝑆1 
2 1 0 3 -1 2 0 𝑅1 

فرقاً لمنطقة المشصكلة مووصولأ الدراسصة،  رصأنه  ن يسصبب  من  Artificial Variableإن اسصتعمال مت ير اإصطناعي  
في دالة ال د  لا يسصصصصصصصصصصصصاوف  R1لذا يتووب التخل  من  ذه المت يرات دالسصصصصصصصصصصصصرعة الممكنة، حيث نلاحظ  ن معام  

 Zلل ومع ا إلى معادلة  𝑀بصص 𝑅1)=( إلر وذلك د رب معادلة  إلر مع   ن ا تمث  حلًا ابتدا ياً، لذا ي ب وعل ا
 فينتج ال دول التالي:
  Solution 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑿𝟑 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة 

 0 0 0 −4 − 3𝑀 𝑀 − 12 −5 − 2𝑀 1 𝑍 
5 1⁄ = 5 5 0 1 1 2 1 0 𝑆1 

2 3⁄ = 2 3⁄  2 1 0 3 −1 2 0 𝑅1 
 3والمحورف  والعنصر  𝑅1نصر الخاروي  و والع 𝑋2 ويت ح من ال دول السابي  ن العنصر الداف   و

  Solution 𝑅1 𝑆2 𝑋3 𝑋2 𝑋1 𝑍 𝐵𝑎𝑠𝑖𝑐 ناتج القسمة 

 3 8⁄  (4 3⁄ )

+ 𝑚 0 0 −40 3⁄  7 3⁄  1 𝑍 

(13 3⁄ ) (7 3⁄ )⁄

− 17 3⁄  13 3⁄  −1 3⁄  1 0 7 3⁄  1 3⁄  0 𝑆1 

لا ي وا القسمة  
 على سالب 

2 3⁄  1 3⁄  0 1 −1 3⁄  2 3⁄  0 𝑅1 
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7 و  والعنصر المحورف  𝑆1والعنصر الخارج  و  X2العنصر الداف   و  3⁄ 

Solution 𝑅1 𝑆1 𝑋3 𝑋2 𝑋1 𝑍 Basic 

192 7⁄  (−4 7⁄ ) + 𝑚 40 7⁄  0 0 −3 7⁄  1 𝑍 

13 7⁄  −1 7⁄  3 7⁄  0 1 1 7⁄  0 𝑋2 

9 7⁄  2 7⁄  1 7⁄  1 0 5 7⁄  0 𝑋3 

5 و  والعنصر المحورف  𝑋3والعنصر الخارج  و  X1العنصر الداف   و  7⁄ 

Solution 𝑅1 𝑆1 𝑋3 𝑋2 𝑋1 𝑍 Basic 

141 5⁄  (−2 5⁄ ) + 𝑚 29 5⁄  3 5⁄  0 0 1 𝑍 

8 5⁄  −1 5⁄  2 5⁄  −1 5⁄  1 0 0 𝑋2 

9 5⁄  2 5⁄  1 5⁄  7 5⁄  0 1 0 𝑋1 

𝑋1  الح  الأمث   و عندما  = 9 𝑋2و ⁄5 = 8 𝑍و  ⁄5 = 141 5⁄ 
 :BIG – M وود الح  للنموذج الرياوي التالي داستخدالأ طريقة  :2مثال 

𝑀𝐼𝑁  𝑍 = 4𝑋1 + 𝑋2 
𝑆. 𝑇: 3𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 = 3 

4𝑋1 + 3𝑋2 ≥ 6 
𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 3 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
 :: نكتب النموذج على الصورة القياسيةالحل

𝑀𝐼𝑁  𝑍 − 4𝑋1 − 𝑋2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 − 𝑀𝑅1 − 𝑀𝑅2 = 0 
                                                           𝑆. 𝑇:       

3𝑋1 + 𝑋2 + 𝑅1 = 3 
4𝑋1 + 3𝑋2−𝑆1 + 𝑅2 = 6 

𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑆2 = 3 
𝑋1, 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2, 𝑅1, 𝑅2 ≥ 0 

 التالي: 1لل نقولأ بتلخي   ذه المعلومات في ال دول رقل 



 طريقة السمبلكس  -البرمجة الخطية  المحور الرابع:

45      
 

Solution 𝑅2 𝑅1 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 𝑍 Basic 

0 −𝑀 −𝑀 0 0 −1 −4 1 𝑍 

3 0 1 0 0 1 3 0 𝑅1 

6 1 0 0 −1 3 4 0 𝑅2 

3 0 0 1 0 2 1 0 𝑆2 

 1جدول 

  Solution 𝑅2 𝑅1 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 𝑍 𝐵𝑎𝑠𝑖𝑐 ناتج القسمة 

 9𝑀 0 0 0 −𝑀 −1 + 4𝑀 −4 + 7𝑀 1 𝑍 

3 3⁄ = 1 3 0 1 0 0 1 3 0 𝑅1 

6 4⁄ =1.5 6 1 0 0 -1 3 4 0 𝑅2 

3 1⁄ =3 3 0 0 1 0 2 1 0 𝑆1 

 2جدول 

)  بر معام  مووب( والعنصصصصصر المم د   X1والعنصصصصصر الداف   و   R1( العنصصصصصر الخارج  و  2في ال دول رقل )
 .3 و

  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 4 − 2𝑀 0 (4 − 7𝑀) 3⁄  0 −𝑀 (1 + 5𝑀) 3⁄  0 1 𝑍 

 1 0 1 3⁄  0 0 1 3⁄  1 0 𝑋1 

2(5 3⁄ )

= (6 3⁄ ) 2 1 − 4 3⁄  0 -1 5 3⁄  0 0 𝑅2 

2(5 3⁄ )

= (6 3⁄ ) 2 0 − 1 3⁄  1 0 5 3⁄  0 0 𝑆2 
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وعليه العنصصصصر ،  R1فنختار  ولًا المت ير الاإصصصطناعي   S1و   R2نلاحظ  ن ناتج القسصصصمة متسصصصاويات للمت يرين  
 .5/3العنصر المم د  و ،  R2و العنصر الخارج  و  X2الداف   و 

Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 Basic 
18 5⁄  −1 5⁄ − 𝑀 (8 5⁄ ) − 𝑀 0 1 5⁄  0 0 1 𝑍 

3 5⁄  −1 5⁄  3 5⁄  0 1 5⁄  0 1 0 𝑋1 

6 5⁄  3 5⁄  −4 5⁄  0 −3 5⁄  1 0 0 𝑋2 

0 -1 1 1 1 0 0 0 𝑆2 

 4جدول 

 .1والعنصر المحورف  و  𝑆2و الخارج  و  S1العنصر الداف   و 
Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 Basic 
18 5⁄  −𝑀 7 5⁄ − 𝑀 −1 5⁄  0 0 0 1 𝑍 

3 5⁄  0 2 5⁄  −1 5⁄  0 0 1 0 𝑋1 

6 5⁄  0 −1 5⁄  3 5⁄  0 1 0 0 𝑋2 

0 -1 1 1 1 0 0 0 𝑆2 

 5جدول 

𝑍 و 5الح  الأمث  كما  و واوح من ودول  = 18   ي: وقيل المت يرات  ⁄5
 𝑋1 = 3 5⁄ , 𝑋2 = 6 5⁄  , 𝑆1 = 0,   𝑆2 = 0,    𝑅1 = 𝑅2 = 0 

𝑀𝐼𝑁  𝑍                             :3مثال  = 4𝑋1 + 𝑋2 
𝑆. 𝑇: 3𝑋1 + 𝑋2 = 3 

4𝑋1 + 3𝑋2 ≥ 6 
𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 4 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
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𝑀𝐼𝑁  𝑍         :الحل − 4𝑋1 + 𝑋2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 − 𝑀𝑅1 − 𝑀𝑅2 = 0 
                                       𝑆. 𝑇: 3𝑋1 + 𝑋2 + 𝑅1 = 3 

4𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑆1 + 𝑅2 = 6 
𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑆2 = 4 

𝑋1, 𝑋2, 𝑅1, 𝑅2, 𝑆1, 𝑆2 ≥ 0 
,𝑅1نلاحظ  ننا  ولنا مت يرات اإطنابية 𝑅2    للمتباينات الأولى والثانية لاحتوا  ا على إرارة = ومرارة   بر من

 ، ونلخ  المعلومات في ال دول التالي:≥ و يساوف 
  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 0 −𝑀 −𝑀 0 0 −1 −4 1 𝑍 

 3 0 1 0 0 1 3 0 𝑅1 

 6 1 0 0 -1 3 4 0 𝑅2 

 4 0 0 1 0 2 1 0 𝑆2 

 9𝑀 0 0 0 −𝑀 −1 + 4𝑀 −4 + 7𝑀 1 𝑍 
3 3⁄ = 1 3 0 1 0 0 1 3 0 𝑅1 

6 4⁄ = 1.5 6 1 0 0 −1 3 4 0 𝑅2 

4 1⁄ =4 4 0 0 1 0 2 1 0 𝑆2 

 .R1المت ير الخارج  و    بر معام  مووب و ناءً على ناتج القسمة يكون  X1المت ير الداف   و 
  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 4 + 2𝑀 0 (4 − 7𝑀) 3⁄  0 −𝑀 (1 + 5𝑀) 3⁄  0 1 𝑍 
1 (1 3⁄ )⁄
= 3 1 0 1 3⁄  0 0 1 3⁄  1 0 𝑋1 

2 (5 3⁄ )⁄
= 6 5⁄  2 1 − 4 3⁄  0 -1 5 3⁄  0 0 𝑅2 

3 (5 3⁄ )⁄
= 9 5⁄  3 0 − 1 3⁄  1 0 5 3⁄  0 0 𝑆2 

 R2والخارج  و  X2العنصر الداف   و 



 طريقة السمبلكس  -البرمجة الخطية  المحور الرابع:

48      
 

  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 18 5⁄  (−1 5⁄ )

− 𝑀 
(8 5⁄ )

− 𝑀 0 1 5⁄  0 0 1 𝑍 

(3 5⁄ )/(1 5⁄ )

= 3 3 5⁄  −1 5⁄  3 5⁄  0 1 5⁄  0 1 0 𝑋1 

لا ي وا القسمة 
 على سالب 

6 5⁄  3 5⁄  − 4 5⁄  0 −3 5⁄  1 0 0 𝑋2 

1 1⁄ = 1 1 -1 1 1 1 0 0 0 𝑆2 

 𝑺𝟐العنصر الخارج  و   𝑺𝟏العنصر الداف   و 

Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

17 5⁄  −𝑀 (7 5⁄ ) − 𝑀 − 1 5⁄  0 0 0 1 𝑍 

2 5⁄  0 2 5⁄  − 1 5⁄  0 0 1 0 𝑋1 

9 5⁄  0 − 1 5⁄  3 5⁄  0 1 0 0 𝑋2 

1 -1 1 1 1 0 0 0 𝑆1 

Zالح  الأمث   و =  و ي  ق  تكللة حيث قيل المت يرات  ي:   17/5

𝑅1 = 0  , 𝑅2 = 0, 𝑆2 = 0,   
𝑋1 = 2 5,   ⁄   𝑋2 = 9 5,      𝑆⁄

1 = 1 

 :BIG- Mالـ وود الح  الأمث  للنموذج الرياوي التالي داستخدالأ طريقة  :4مثال 

𝑀𝐼𝑁  𝑍 = 10𝑋1 + 5𝑋2 
                                                           𝑆. 𝑇:       

5𝑋1 + 4𝑋2 ≥ 20 
2𝑋1 + 5𝑋2 ≥ 15 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
 ن ع النموذج دالشك  القياسي ::  الحل
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𝑀𝐼𝑁  𝑍 − 10𝑋1 − 5𝑋2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 − 𝑀𝑅1 − 𝑀𝑅2 = 0 
                                                               𝑆. 𝑇:       

5𝑋1 + 4𝑋2 − 𝑆1 + 𝑅1 = 20 
2𝑋1 + 5𝑋2 − 𝑆2 + 𝑅2 = 15 
𝑋1, 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2, 𝑅1, 𝑅2 ≥ 0    

 لل نقولأ دعم  ال دول التالي:

Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

0 −𝑀 −𝑀 0 0 −5 −10 1 𝑍 

20 0 1 0 -1 4 5 0 𝑅1 

15 1 0 −1 0 5 2 0 𝑅2 
 

  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

لا ي وا القسمة 
 على سالب 

35𝑀 0 0 −𝑀 −𝑀 −5 + 9𝑀 −10 + 7𝑀 1 𝑍 

20 4⁄ = 5 20 0 1 0 −1 4 5 0 𝑅1 

15 5⁄ =3 15 1 0 −1 0 5 2 0 𝑅2 

 .5والعنصر المم د  و  R2و الخارج  و  X2العنصر الداف   و 

Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

8𝑀

+ 15 
(−9 𝑀 5⁄ )

+ 1 0 (4 𝑀 5⁄ )

− 1 −𝑀 0 (17 𝑀 5⁄ )

− 8 1 𝑍 

8 −4 5⁄  1 4 5⁄  -1 0 17 5⁄  0 𝑅1 

3 1 5⁄  0 −1 5⁄  0 1 2 5⁄  0 𝑋2 

 17/5العنصر المم د  و  𝑅1و الخارج  و  X1العنصر الداف   و 
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  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 320 17⁄

+ 15 
−𝑀

− (15 17⁄ ) 
−𝑀

+ (40 17⁄ ) 15 17⁄  −40 17⁄  0 0 1 𝑍 

(40 17⁄ ) (4 17⁄ ) = 10⁄  40 17⁄  −4 17⁄  5 17⁄  4 17⁄  −5 17⁄  0 1 0 𝑋1 

35 لا ي وا القسمة على سالب  17⁄  5 17⁄  −2 17⁄  −3 17⁄  3 17⁄  1 0 0 𝑋2 

 17/4العنصر المحورف  و  𝑋1والخارج  و  𝑆2العنصر الداف   و 

Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

25 −𝑀 −𝑀

+ (5 4⁄ ) 0 − 5 4⁄  0 − 15 4⁄  1 𝑍 

10 −1 5 4⁄  1 −5 4⁄  0 17 4⁄  0 𝑆1 

5 0 1 4⁄  0 1 4⁄  1 5 4⁄  0 𝑋2 

𝑍الح  الأمث  يكون عندما  =  المت يرات كالتالي: و ي  ق  تكللة و ذا عندما تكون قيل 25

𝑆1 = 0,    𝑋1 = 0 ,     𝑅1 = 0,    𝑅2 = 0,   𝑆2 = 0,    𝑋2 = 9 5⁄  
  Two-Phase Methodثانياً: طريقة المرحلتين 

  في إي اد ا الح  الأمث  على مرحلتين وتعتمد  Mفي  ن ا لا تسصصصصتخدلأ المت ير    BIG-Mتختلف  ذه الطريقة عن  
 :（144إلحة2012，علي حسن الدش）

 المرحلة الأولى:

 نقولأ بتحديد المت يرات الاإطنابية. .1

 إذا كانت المسألة: .2

 فإننا نكتب دالة ال د  على الصي ة: Maximization ( مسألة تعظيل 

𝑀𝐴𝑋 𝑟 = −𝑅1 − 𝑅2 − 𝑅3 − ⋯ . . −𝑅𝑛 
 الصي ة: فإننا نكتب دالة ال د  على Minimizationتكاليل المسألة تخايض  (ب 

𝑀𝐼𝑁 = 𝑅1 + 𝑅2 + 𝑅3 + ⋯ . . +𝑅𝑛 
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 .الاإطنابيةإعطاء دالة ال د  قيمة تعتمد على م مولأ المت يرات  .3

 مساوية للصلر. ( ال ديدةrإي اد الح  الابتدا ي  ف  ن تصبح قيمة دالة ال د  ) .4

 .rفي المسألة الر يسة بدلًا من معادلة  Zننتق  إلى المرحلة الثانية وذلك بووع قيمة دالة ال د   .5

 نقولأ دح  النموذج دطريقة السمبلكس البسيطة. .6

 BIG-Mطريقة الص  لا تختلف معال ت ا عن 𝑀𝐴𝑋 or 𝑀𝐼𝑁دقية القيود سواء كانت المسألة : معلومــــة

 السابي دطريقة المرحلتين. 4 عد ح  المثال رقل  :1مثال 

𝑀𝐼𝑁  𝑍 = 10𝑋1 + 5𝑋2 
                                                           𝑆. 𝑇:       

5𝑋1 + 4𝑋2 ≥ 20 
2𝑋1 + 5𝑋2 ≥ 15 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
 :التاليةتحول إلى الصي ة   الحل:

𝑀𝐼𝑁  𝑟 − 𝑅1 − 𝑅2 = 0 
                        𝑆. 𝑇: 

5𝑋1 + 4𝑋2 − 𝑆1 + 𝑅1 = 20 
2𝑋1 + 5𝑋2 − 𝑆2 + 𝑅2 = 15 

 𝑋1, 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2, 𝑅1, 𝑅2 ≥ 0 
Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

0 −1 −1 0 0 0 0 1 𝑟 

20 0 1 0 −1 4 5 0 𝑅1 

15 1 0 −1 0 5 2 0 𝑅2 

,𝑅2نلاحظ  ن معاملات  𝑅1     في دالة ال د𝑟 تمث  حلًا ابتدا ياً، لذا ي ب وعل ا  لا تسصصصصصصصاوف إصصصصصصصلراً، مع  ن ا
,𝑅2 معادلة  د مع تساوف إلراً، وذلك 𝑅1  إلى دالة ال دr :فينتج ال دول التالي 
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  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

ي وا القسمة على  لا 
 سالب

35 0 0 −1 −1 9 7 1 𝑟 

20 4⁄ = 5 20 0 1 0 −1 4 5 0 𝑅1 

15 5⁄ =3 15 1 0 −1 0 5 2 0 𝑅2 

 ا ن نبد  دح  ال دول دطريقة السمبلكس السادقة.

 .5والعنصر المم د  و R2و الخارج  و  X2العنصر الداف   و 

  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 8 − 9 5⁄  0 4 5⁄  −1 0 17 5⁄  1 𝑟 

8 (17 5⁄ )⁄

= 40 17⁄  8 −4 5⁄  1 4 5⁄  −1 0 17 5⁄  0 𝑅1 

3 (2 5⁄ )⁄ = 15 2⁄  3 1 5⁄  0 −1 5⁄  0 1 2 5⁄  0 𝑋2 

17والعنصر المم د  و R1و الخارج  و  X1العنصر الداف   و  5⁄. 

Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒓 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

0 −1 −1 0 0 0 0 1 𝑟 

40 17⁄  −4 17⁄  5 17⁄  4 17⁄  −5 17⁄  0 1 0 𝑋1 

35 17⁄  5 17⁄  2 17⁄  −5 17⁄  2 17⁄  1 0 0 𝑋2 

القديمة  Zمع ووصصصصصع   الاإصصصصصطنابيةبن اية  ذا ال دول انت ت المرحلة الأولى، ا ن نأفذ ال دول دون المت يرات  
 الحالية: rمح  

𝑍 = 10𝑋1 + 5𝑋2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 
𝑍 − 10𝑋1 + 5𝑋2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 = 0 

𝑟كما كانت في بداية الح ،  ف قيمة عادت  𝑟نلاحظ في ال دول  علاه  ن المعادلة  = 0 
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Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 
 نا ووعنا 

بدلًا  𝑍معادلة  
 𝑟من معادلة  

0 0 0 −5 −10 1 𝑍 

40 17⁄  4 17⁄  −5 17⁄  0 1 0 𝑋1 

35 17⁄  −5 17⁄  2 17⁄  1 0 0 𝑋2 

,𝑋1نلاحظ  ن معصصاملات   𝑋2  نور  ）  في دالصصة ال صصد  لا تسصصصصصصصصصصصصصصصاوف إصصصصصصصصصصصصصصلر ورغل  ن صصا مت يرات  سصصصصصصصصصصصصصصصاسصصصصصصصصصصصصصصيصصة
بص  𝑋2ومعادلة   10بصصصصص  𝑋1إلر ، وذلك د رب معادلة  = ، لذا ي ب وعل ا（147إلحة 2007，الشمرتيورفرون 

 فينتج ال دول التالي: Zلل ومع ا إلى معادلة  5

  Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 575 17⁄  15 17⁄  −40 17⁄  0 0 1 𝑍 

(40 17⁄ ) (4 17⁄ )⁄ = 10 40 17⁄  4 17⁄  −5 17⁄  0 1 0 𝑋1 

35 لا ي وا القسمة على سالب  17⁄  −5 17⁄  2 17⁄  1 0 0 𝑋2 

 .4/17العنصر المحورف  و  1و الخارج  و  S2العنصر الداف   و 

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 

25 0 −5 4⁄  0 −15 4⁄  1 𝑍 

10 1 −5 4⁄  0 17 4⁄  0 𝑆2 

5 0 −1 4⁄  1 5 4⁄  0 𝑋2 

𝑍الح  الأمث  يكون عندما تكون  =  قيل المت يرات كالتالي: و ي  ق  تكللة وذلك عندما تكون  25
𝑆1 = 0     𝑋1 = 0       𝑆2 = 10       𝑋2 = 5 

 داستخدالأ طريقة المرحلتين  وود الح  الأمث  للنموذج:: 2مثال 
𝑀𝐼𝑁  𝑍 = 4𝑋1 + 𝑋2 

                                        𝑆. 𝑇: 3𝑋1 + 𝑋2 = 3 
4𝑋1 + 3𝑋2 ≥ 6 
𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 4 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
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𝑀𝐼𝑁  𝑟                             :الحل = −𝑅1 − 𝑅2 = 0 
𝑆. 𝑇: 3𝑋1 + 𝑋2 + 𝑅1 = 3 

4𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑆1 + 𝑅2 = 6 
𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑆2 = 4 

𝑋1, 𝑋2, 𝑅1, 𝑅2, 𝑆1, 𝑆2 ≥ 0 
Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

0 −1 −1 0 0 0 0 𝑟 

3 0 1 0 0 1 3 𝑅1 

6 1 0 0 −1 3 4 𝑅2 

4 0 0 1 0 2 1 𝑆2 

,𝑅2نلاحظ  ن المت يرات   𝑅1 فإن معاملات ا سصصالبة "لا تسصصاوف إصصلراً" في   ذلك تمث  حلًا للنموذج الرياوصصي ومع
,𝑅2إصصصصصصصصلر وذلك دإوصصصصصصصصافة معادلة   دالة ال د ، لذلك ي ب وعل ا تسصصصصصصصصاوف  𝑅1   إلى معادلة دالة ال د𝑟  ليصصصصصصصصصبح ،
 ال دول الابتدا ي مطادقاً لل دول التالي:

  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 9 0 0 0 −1 4 7 𝑟 

3 3⁄ = 1 3 0 1 0 0 1 3 𝑅1 

6 4⁄ = 1.5 6 1 0 0 −1 3 4 𝑅2 

4 1⁄ = 4 4 0 0 1 0 2 1 𝑆2 

 .3 والعنصر المحورف  و R1والعنصر الخارج  و  X1العنصر الداف   و 
  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 2 0 −7 3⁄  0 −1 5 3⁄  0 𝑟 

1 (1 3⁄ )⁄ = 3 1 0 1 3⁄  0 0 1 3⁄  1 𝑋1 

2 (15 3⁄ )⁄ = 6 5⁄  2 1 −4 3⁄  0 −1 5 3⁄  0 𝑅2 

3 (5 3⁄ )⁄ = 9 5⁄  3 0 −1 3⁄  1 −1 5 3⁄  0 𝑆2 

5 والعنصر المحورف  و R21والعنصر الخارج  و  X2العنصر الداف   و  3⁄. 
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Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

0 −1 −1 0 0 0 0 𝑟 

3 5⁄  −1 5⁄  3 5⁄  0 1 5⁄  0 1 𝑋1 

5 6⁄  3 5⁄  −4 5⁄  0 −3 5⁄  1 0 𝑋2 

1 −1 1 1 1 0 0 𝑆2 

 انت ت المرحلة الأولى.

 يكون ل ذا النموذج ح . النات ة تساوف إلر، بناءً على ذلك rنلاحظ من فلال ال دول  ن قيمة  

معادلة  Rإصصصصصصطنابية من ال دول السصصصصصصابي ونعوغ مكان قيمة معادلة نقولأ دإل اء المت يرات الا المرحلة الثانية:
Z :السادقة على النحو التالي 

𝑀𝐼𝑁  𝑍 = 4𝑋1 + 𝑋2 
𝑍 − 4𝑋1 + 𝑋2 = 0 

 ليصبح ال دول ال ديد كالتالي:

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 

0 0 0 −1 −4 𝑍 

3 5⁄  0 1 5⁄  0 1 𝑋1 

6 5⁄  0 −3 5⁄  1 0 𝑋2 

1 1 1 0 0 𝑆2 

,X1نلاحظ من ال دول  ن  𝑋2   ذلك فإن معاملات ك  من ما في   ما حلا المسصألة "مت يرات  سصاسصية"، ومعZ  لا
ومعادلة  4بصصصصصصصصصصصص  X1تساوف إلراً، لذا ي ب قب  ك  ريء وع  معاملات ما تساوف إلرا وذلك دطريقة ورب معادلة 

X2  لل ومع ما إلى معادلة  1بصZ  لتنتج معادلةZ التالي: ال ديدة كما في ال دول 
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  Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 18 5⁄  0 1 5⁄  0 0 𝑍 

(3 5⁄ ) (1 5⁄ )⁄ = 3 3 5⁄  0 1 5⁄  0 1 𝑋1 

5 لا ي وا القسمة على سالب  6⁄  0 −3 5⁄  1 0 𝑋2 

1 1⁄ = 1 1 1 1 0 0 𝑆2 

مت ير  سصاسصي  S1والح  ليس  مثلًا لأن    .1والعنصصر المم د  و S2والمت ير الخارج  و   S1المت ير الداف   و  
   بر من إلر لذلك يكون ودول الح  الأمث  على النحو التالي: Zومعامله في معادلة دالة ال د   

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

17 5⁄  −1 5⁄  0 0 0 𝑍 

2 5⁄  −1 5⁄  0 0 1 𝑋1 

9 6⁄  9 5⁄  0 1 0 𝑋2 

1 1 1 0 0 𝑆2 

الصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصصص السصصصصصصصصصصصصصصصصصابي فصصصصإن القيل المووودة في عمود  تمثصصصص  الحصصصص  الأمثصصصص . و ي:   Solutionبنصصصصاءً على ال صصصصدول 
𝑋1 = 2 5⁄ , 𝑋2 = 9 5⁄ , 𝑍 = 17 5⁄ 

 داستخدالأ طريقة المرحلتين  وود الح  الأمث  للنظالأ الرياوي التالي: :3مثال 

𝑀𝐼𝑁  𝑍 = 4𝑋1 + 𝑋2 
                                                           𝑆. 𝑇:       

3𝑋1 + 𝑋2 = 3 
4𝑋1 + 3𝑋2 ≥ 6 
𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 3 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
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𝑀𝐼𝑁  𝑟                               :الحل = −𝑅1 + 𝑅2 = 0 

                                 𝑆. 𝑇: 3𝑋1 + 𝑋2 + 𝑅1 = 3 
4𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑆1 + 𝑅2 = 6 

𝑋1 + 2𝑋2 + 𝑆2 = 3 
𝑋1, 𝑋2, 𝑆1, 𝑆2, 𝑅1, 𝑅2 ≥ 0 

Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒓 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

0 −1 −1 0 0 0 0 1 𝑟 

3 0 1 0 0 1 3 0 𝑅1 

6 1 0 0 −1 3 4 0 𝑅2 

3 0 0 1 0 2 1 0 𝑆2 
 

  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒓 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 9 0 0 0 −1 4 7 1 𝑟 

3 3⁄ = 1 3 0 1 0 0 1 3 0 𝑅1 

6 4⁄ = 1.5 6 1 0 0 −1 3 4 0 𝑅2 

3 1⁄ = 3 3 0 1 1 0 2 1 0 𝑆2 

 .3والعنصر المحورف  و  𝑅1والخارج  و  X1المت ير الداف   و 

  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒓 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 2 0 − 7 3⁄  0 −1 5 3⁄  0 1 𝑟 

1 (1 3⁄ ) =⁄ 3 1 0 1 3⁄  0 0 1 3⁄  1 0 𝑋1 

2 (5 3⁄ ) =⁄ 6 5⁄  2 1 −4 3⁄  0 −1 5 3⁄  0 0 𝑅2 

2 (5 3⁄ ) =⁄ 6 5⁄  2 0 −1 3⁄  1 0 5 3⁄  0 0 𝑆2 

5والعنصر المحورف  و  𝑅2والخارج  و  X2المت ير الداف   و  3⁄. 
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  Solution 𝑹𝟐 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒓 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄 ناتج القسمة

 0 −1 −1 0 0 0 0 1 𝑟 

(3 5⁄ ) (1 5⁄ ) =⁄ 3 3 5⁄  −1 5⁄  3 5⁄  0 1 5⁄  0 1 0 𝑋1 

لا ي وا القسمة على  
 سالب

6 5⁄  3 5⁄  −4 5⁄  0 − 3 5⁄  1 0 0 𝑋2 

0 1⁄ = 0 0 −1 1 1 1 0 0 0 𝑆2 

إلى  نصصا انت صصت المرحلصصة الأولى وتبصصد  المرحلصصة الثصصانيصصة، حيصصث نسصصصصصصصصصصصصصصقم من ال صصدول السصصصصصصصصصصصصصصصابي  عمصصدة المت يرات  
,𝑅2 الاإطنابية 𝑅1  وذلك داستخدالأ دالة𝑍  بدل دالة𝑟  ف بدل  ، 𝑟 = 𝑅1 + 𝑅2 :فذ  𝑍 = 4𝑋1 + 𝑋2 

 ليصبح ال دول كالتالي:

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

0 0 0 −1 −4 1 𝑍 

3 5⁄  0 1 5⁄  0 1 0 𝑋1 

6 5⁄  0 − 3 5⁄  1 0 0 𝑋2 

0 1 1 0 0 0 𝑆2 

,𝑋2نلاحظ من ال دول  ن المت يرات   𝑋1 معادلة   ما حلان، ولكن معاملات ا في𝑍  لا تسصصصاوف إصصصلر، لذا ي ب
,𝑋2دالنسبة لصصصص   𝑍وع  معاملات  𝑋1   =إلر، وذلك د رب معادلة 𝑋1  ومعادلة   4بصصصص𝑋2  وومع ا إلى معادلة  1بصصصص

Z: 

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

18 5⁄  0 1 5⁄  0 0 1 𝑍 

3 5⁄  0 1 5⁄  0 1 0 𝑋1 

6 5⁄  0 − 3 5⁄  1 0 0 𝑋2 

0 1 1 0 0 0 𝑆2 
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 .1و العنصر المحورف  و  S2و الخارج  و  S1المت ير الداف   و 

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒁 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄  

18 5⁄  −1 5⁄  0 0 0 1 𝑍 

3 5⁄  − 1 5⁄  0 0 1 0 𝑋1 

6 5⁄  3 5⁄  0 1 0 0 𝑋2 

0 1 1 0 0 0 𝑆2 

𝑍ًً انت ت المرحلة الثانية والح   و  =  المت يرات كالتالي:قيل وذلك عندما تكون   18/5

𝑋1 = 3 5⁄ ,         𝑋2 = 6 5⁄ , 𝑆2 = 0 
 :لحل النموذج الرياضي حالات خاصة في طريقة السمبلكس

 Degeneracy.:   دورانية الح  "التكرار" -1

 Infeasible Solution.:  عدلأ ووود ح  ممكن -2

 Multiple Optimal Solution.ى:  تعدد الحلول المثلص -3

 Unbounded Solution.: منطقة الح  غير محدودة  -4

 دورانية الحل -أولاً 

 فا ض لا حاوة له.تحدث  ذه الحالة عندما يكون  ناك قيد 

 :مثال

𝑀𝐴𝑋  𝑍 = 3𝑋1 + 9𝑋2 
                                                           𝑆. 𝑇:       

𝑋1 + 4𝑋2 ≤ 8 
𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 4 

𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
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𝑋1من الشصصصصصصصصصك  ن د  ن القيد الأول  + 4𝑋2 ≤ لأنه قد تحددت منطقة الح  داسصصصصصصصصصتخدالأ القيد  غير وصصصصصصصصصرورف 8

 الثاني دون الحاوة إلى القيد الأول، و طريقة السمبلكس نستطيع  ن نبين حالة الدوران  ذه كما يلي:

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄   رقم الجدول 

0 0 0 −9 −3 𝑍 0 

8 0 1 4 1 𝑆1  

4 1 0 2 1 𝑆2  

18 0 9 4⁄  0 −3 4⁄  𝑍 1 

2 0 1 4⁄  1 1 4⁄  𝑋2 0 

0 1 −1 2⁄  0 1 2⁄  𝑆2  

18 3 2⁄  3 2⁄  0 0 𝑍 2 

2 −1 2⁄  1 2⁄  1 0 𝑋2  

0 2 −1 0 1 𝑋1  

، ولكن صا دقيصت نلس القيمصة، و صذا مصا يصدعى  𝑋1لل تت ير مع فروج ودفول المت ير  Zنلاحظ من ال صدول  ن قيمصة 
 بدورانية الح .

 :  Infeasible Solutionعدم وجود حل ممكن  -ثانيا 

والقيد ا فر من نولأ   بر  ≤وتحدث  ذه الحالة عندما يكون  حد قيود المسصصصصصألة من نولأ  إصصصصص ر من  و يسصصصصصاوف 
 .≥من  و يساوف 
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𝑀𝐴𝑋  𝑍                      :(14) مثالال = 3𝑋1 + 2𝑋2 
                                         𝑆. 𝑇: 2𝑋1 + 𝑋2 ≤ 2 

3𝑋1 + 4𝑋2 ≥ 12 
𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 

 
 و طريقة السمبلكس يمكن توويح ا كما يلي: 

Solution 𝑹𝟏 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄   رقم الجدول 

0 𝑀 0 0 0 0 𝑍 -1 

2 0 0 1 1 2 𝑆1  

12 1 −1 0 4 3 𝑅1  

−12𝑚 0 𝑀 0 −2 − 4m −3 − 3𝑚 𝑍 0 
2 0 0 1 1 2 𝑆1  

12 𝟏 −1 0 4 3 𝑅1  
4 − 4𝑚 𝟎 M 2 + 4M 0 1 + 5𝑚 𝑍 1 

2 0 0 1 1 2 𝑋2  

𝟒  1 −1 −4 0 −5 𝑅1 
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معاملات  وميع  المووبة، مع ملاحظة  ن R1  من ال دول يت صح  نه لا يوود ح  للمشصكلة وذلك من فلال قيمة
 الح  الأمث . تمث  حالةي تدالة ال د  مووبة وال

، وتكون وميع R1  عند ا لن يكون  ناك ح  إذا كانت قيمة سصصصصصصصصصصصصصصالبة Minimizeإذا كانت المسصصصصصصصصصصصصصصألة  :ملاحظة
 معاملات دالة ال د  سالبة.

  Multiple Optimal Solutionثالثاً: تعدد الحلول المثلى 

 و و ووود   ثر من قيمة للمت يرات لح  دالة ال د .

𝑀𝐴𝑋  𝑍 = 2𝑋1 + 4𝑋2 
                                                           𝑆. 𝑇:       

𝑋1 + 2𝑋2 ≤ 5 
𝑋1 + 𝑋2 ≤ 4 
𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
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 و طريقة السمبلكس يمكن توويح ا دالح  التالي:

 Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄   رقم الخطوة 

 0 0 0 −4 −2 𝑍 0 

 5 0 1 2 1 𝑆1  

 4 1 0 1 1 𝑆2  

الح   
الأمث  
 الأول

10 0 2 0 0 𝑍 1 

5 2⁄  0 1 2⁄  1 1 2⁄  𝑋2  

3 2⁄  1 −1 2⁄  0 1 2⁄  𝑆2  

الح   
الأمث  
 الثاني

10 0 2 0 0 𝑍 2 

1 −1 1 1 0 𝑋2  

3 2 −1 0 1 𝑋1  

 و و: 1من ال دول يت ح  ن  ناك حلين ل ذه المسألة الأول ينتج من الخطوة رقل

𝑋2 = 5 2⁄ , 𝑋1 = 𝑆1 = 0,   𝑆2 = 3 2⁄   𝑎𝑛𝑑 𝑍 = 10 
𝑆1  ما الح  الثاني ف و: = 𝑆2 = 0,   𝑋1 = 3,   𝑋2 = 1    𝑎𝑛𝑑 𝑍 = 10 

 البدا   المتاحة.  ذه النوبية من المسا   تليد الإدارة في اتخاذ القرار المناسب ومن

 منطقة الحل غير المحدودة: -ا رابعً 

𝑀𝐴𝑋  𝑍                         :(14) مثالال = 6𝑋1 − 2𝑋2 

                                 𝑆. 𝑇:      2𝑋1 − 𝑋2 ≥ 2 … .1 
𝑋1 ≤ 4 … . .2 
𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 
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Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄   رقم الخطوة 

0 0 0 2 −6 𝑍 0 

2 0 1 −𝟏 2 𝑆1 → فارج 

4 1 0 𝟎 1 𝑆2  

6 0 3 −𝟏 0 𝑍 1 

1 0 1 2⁄  1 2⁄  1 𝑋2  

3 1 −1 2⁄  1 2⁄  0 𝑆2 → فارج 

12 2 2 0 0 𝑍 2 

4 1 0 0 1 𝑋1  

6 2 −1 1 0 𝑋2  
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من فلال ال دول نسصصصصتطيع  ن نعر   ن منطقة الح  غير محدودة، وذلك إذا ظ رت معاملات سصصصصالبة في  عمدة 
 ، كما يشصير المسصتطي  في  ذا المثال إلى  ذهيفي ودول الح  الابتدا  Non Basicالمت يرات الدافلة "غير السصالبة"  

 الحالة.

ا والعمود الذف تحته يحتوف على مت يرات سصصصصصصالبة فإن  للمت ير الداف  مووبً  Zنسصصصصصصتطيع القول  نه إذا كان معام  
ا وعمود المت يرات  ي اً يحتوف  سالبً  Zرغل  ن منطقة الح  غير محدودة،  ما إذا وود معام    اا وحيدً  ناك حلًا مثاليً 

 على سالب في ودول الح  الابتدا ي، فإن منطقة الح  تكون غير محدودة، كما في المثال التالي:

𝑀𝐴𝑋  𝑍 = 2𝑋1 + 𝑋2 
                                                           𝑆. 𝑇:       

𝑋1 − 𝑋2 ≤ 10 
2𝑋1 ≤ 40 
𝑋1, 𝑋2 ≥ 0 

Solution 𝑺𝟐 𝑺𝟏 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝑩𝒂𝒔𝒊𝒄   رقم الخطوة 

0 0 0 −1 −2 𝑍 0 

10 0 1 −𝟏 1 𝑆1  

40 1 0 𝟎 2 𝑆2  

20 0 2 −𝟑 0 𝑍 1 

10 0 1 −1 1 𝑋1  

20 1 −2 2 0 𝑆2  

50 3 2⁄  −1 0 0 𝑍 2 

20 3 2⁄  0 0 0 𝑋1  

10 1 2⁄  −1 1 0 𝑋2  

 والرسل التالي يووح  ذه الحالة:
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 الإزدواجية الثنائية او  –البرمجة الخطية المحور الخامس: 
 :تمهيد

(، لذا رمزنا Primal Problemsالمسصا   التي تل التطرا إلي ا في اللصصول الماوصية، تعر  دالمسصا   الأإصلية )
  problem Dual).(، ولك  مسألة  إلية توود مسألة لنا ية )Primalافتصار لكلمة  P) Pدالرمز 

المسصصصصصصصا   الثنا ية ل ا نلس المعطيات والخصصصصصصصصا   المطبقة على الأإصصصصصصصلية كما يمكن وإصصصصصصصف الثنا ية دالتبيان  
، كما  نه لك  مسصصصصصألة Minتوود مسصصصصصألة معادلة ل ا على إصصصصصورة   Maxالتالي، لك  مسصصصصصألة برم ة فطية على إصصصصصورة  

 . .Maxتوود مسألة معادلة ل ا على إورة  Minبرم ة فطية على إورة 
 ا التصصصور التالي:  ن المسصصألة الأإصصلية تعالج ال وانب الاقتصصصادية الكمية )مث  ح ل  ؤ عطاإ وحسصصب ر ينا يمكن  
الخدمات، ح ل المخزون، ح ل النق ... إلخ.( بينما المسصصصصألة الثنا ية تعالج    الدف ، ح ل  الانتاج، ح ل الطلب، ح ل

ليرات والت يرات المصاليصة التي تحصدث على دالصة ال صد  نتي صة الزيصادات الممكنصة  أال وانصب المصاليصة، حيصث تتطرا إلى التص
 .（100إلحة2009，بوقرة）  و النق  الممكن في الموارد المتاحة

 : صياغة المسألة الثنائية (1 
 الشك  الأساسي لعلاقة الثنا ية يمكن التعبير عنه كا تي:

 :𝑀𝑎𝑥لمسا   الأإلية على الصورة 
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 + 𝐶3𝑋3 

 :حيث 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 ≤ 𝑏1 
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 ≤ 𝑏2 
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 ≤ 𝑏3 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0 
 الشك  المعيارف للمسألة الأإلية  و:

𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 + 𝐶3𝑋3 
 :حيث 

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 + 𝑆1 = 𝑏1 
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 + 𝑆2 = 𝑏2 
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 + 𝑆3 = 𝑏3 

𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3  ≥ 0 
 :الثنا ية تكون كالتالي
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𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 = 𝑏1𝑢1 + 𝑏2𝑢2 + 𝑏3𝑢3 
 حيث:

𝑎11𝑢1 + 𝑎21𝑢2 + 𝑎31𝑢3 ≥ 𝑐1 
𝑎12𝑢1 + 𝑎22𝑢2 + 𝑎32𝑢3 ≥ 𝑐2 
𝑎13𝑢1 + 𝑎23𝑢2 + 𝑎33𝑢3 ≥ 𝑐3 

𝑢1 , 𝑢2 , 𝑢3 ≥ 0 
, 𝑢1حيث ) 𝑢2 , 𝑢3تمث  مت يرات الثنا ية ) 

 التالية: من  ذا التحول يلاحظ  ن استنتاج الثنا ية من الأإلية كان دالطرا 
 . 𝑢𝑗دمت يرات لنا ية  x𝑖مت يرات الأإلية الت يير  . 
 ووع معاملات ال د  للأإلية كطر   يمن لقيود الثنا ية. .ب 
 الطر  الأيمن لقيود الأإلية كمعاملات  د  للثنا ية.ووع  .ج
 لنا ية. ووع مقلوب  و منقول مصلوفة الطر  الأيسر للقيود للأإلية كقيود  . د 
 . ما  ن ال دول التالي يووح لنا دعض الت ييرات الأفرذ التي تحدث بين الأإلية والثنا ية .ه

 الأصليــة الثنائيـــة 

 الهــدف القيــود المتغيــرات
هدف الأصلية في الشكل  

 المعياري 
 غير مقيد 
 غير مقيد 

≥ 
≤ 

𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑   
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑑   

𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 
𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑝 

 لتوويح ذلك نأفذ المثال التطبيقي التالي:
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 5𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 

 :حيث 
𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 ≤ 10 
2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 = 8 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3  ≥ 0 
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 الثنا ية، نحول الأإلية إلى الصورة المعيارية.لإي اد 
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 5𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 + 0𝑠1 − 𝑀𝑡2 

𝑥1                             :حيث  + 2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑠1 = 10 
2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑡2 = 8 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑠1, 𝑡3 ≥ 0 
 :لإي اد الثنا ية من الأإلية  ناك دعض النقاد ي ب  ن تحلظ

 المت يرات للثنا ية يساوف عدد القيود للأإلية.دد ع . 
 عدد قيود الثنا ية يساوف عدد مت يرات الأإلية.  .ب 
 الطر  الأيمن للقيود للأإلية يكون معاملات ال د  للثنا ية. .ج
 ن الطر  الأيمن للثنا ية.معاملات ال د  للأإلية يكو   . د 
 المصلوفة للطر  الأيسر لقيود الأإلية.الطر  الأيسر لقيود الثنا ية يتكون من مقلوب  و منقول  .ه
 لنا ية الثنا ية  إلية. . و 

𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑              الثنا ية: =  10𝑢1 + 8𝑢2 
𝑢1                                    حيث: + 2𝑢2  ≥ 5 

2𝑢1 − 𝑢2 ≥ 12 
𝑢1 + 3𝑢2 ≥ 4 

𝑢1 ≥ 0 
𝑢2 ≥ −𝑀 

 غير مقيد.  𝑢2 ذا يستلزلأ  ن 
 :الثنائيةالعلاقة بين الأصلية ( 2

 :（105إلحة2009，بوقرة）  ناك م موعة من العلاقات التي تر م بين الأإلية والثنا ية تتمث  في
 إذا كان يوود ح   مث  للأإلية فإنه دال رورة يوود ح   مث  للثنا ية.  .
 :الثنا ية  ف  ن ، فإن  د  الأإلية يساوف  د (الأإلية، الثنا ية)من فلال ح  ..ب 

𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑝 = 𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑑 𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝    و     = 𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 
إلى الح  الأمث ، بينما    للأإصصصصلية تبد  قيمة ال د  ل ا في تزايد من ودول إلى رفر وإصصصصولاً  𝑀𝑎𝑥مسصصصصا    ج. 

 𝑀𝑖𝑛حالة  إلى الح  الأمث  والعكس في الثنا ية ل ا، قيمة ال د  تبد  في تناق  من ودول إلى رفر وإولاً 
 لأف اوج للأإلية وللثنا ية ح  عملي.  .د 
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الأإصصصصصلية من الح  الأمث  للثنا ية مبارصصصصصرة والعكس إصصصصصحيح، و ذا عن طريي العلاقة ي اد مت يرات  إيمكن   .ه
 التالية:

  اللرا بين الطر  الأيسصصصصر والأيمن لقيد الثنا ية
 المشارك مع المت ير الأساسي للأإلية

 = 
لمصصصصصصصصصصصصصصلوفة  Zpعناإصصصصصصصصصصصصصر السصصصصصصصصصصصصصطر

 الأساسية للأإلية المت يرات 
 مصطلحات الثنا ية والأإلية لك  حالة.وتكون  ذه العلاقة إالحة بت يير 

 التالي: كما يمكن افتصار دعض الافتلافات بين الأإلية والثنا ية في ال دول .و
 الثنا ية الأإلية 
قيمصة الوحصدة للمورد(  و  ) صامش القيمصة للمورد   وحدات منت ة ن ا ية المت يرات 

حصالصة إوصصصصصصصصصصصصصصصافصة    مقصدار ايصادة دالصة ال صد  في
 المورد وحدة واحدة من 

الصتصكصلصلصصصصصصصة دالة ال د  تصخصاصيصض  الصر صح  و    تصعصظصيصل 
المنت صصصصصة) الوحصصصصصدات  ) صصصصصامش    (عصصصصصدد 

 (الر ح للوحدة  و  امش التكللة

العكس   القيمصصصصصصة  و  قيمصصصصصصة )تخايض  صصصصصصامش 
 )المادة المستعملة( (الوحدة للمورد 

 لزولأ لزيادة الر ح لك  منتج قيود على استعمال الموارد النادرة القيود 
 و ذا حسب ال دول التالي: إعطاء ملخ  عالأ حول العلاقة بين )الأإلية، الثنا ية( ما يمكن 

 مت يرات البرنامج  عمود الطر  الأيمن للقيود 
𝑥1           𝑥2      … . 𝑥𝑖       … . 𝑥𝑛 

 عمود الأساس 

𝑏1 
𝑏2 
𝑏𝑖 
𝑏𝑛 

𝑎11           𝑎12      … . 𝑎1𝑖       … . 𝑎1𝑛 
𝑎21           𝑎22      … . 𝑎2𝑖       … . 𝑎2𝑛 
𝑎𝑗1           𝑎𝑗2      … . 𝑎𝑗𝑖       … . 𝑎𝑗𝑛 

𝑎𝑚1           𝑎𝑚2      … . 𝑎𝑚𝑖       … . 𝑎𝑚𝑛 

𝑆1 
𝑆2 
𝑆𝑖 
𝑆𝑚 

 𝑐1           𝑐2         ….    𝑐𝑙       ….    𝑐𝑛 𝑍𝑝 
 

 الطر  الأيمن لقيود الثنا ية                                       معاملات ال د  للثنا ية
 مقلوب المصلوفة للطر  الأيسر لقيود الثنا ية 

 من الح  الأمث  للأإلية لدراسة الحالة في اللص  الأول والثاني يمكن استخلال النتا ج التالية:
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𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 (الح  الأمث )في ال دول الن ا ي  (  = 𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 =  46 4⁄   
46تبد  في تزايد إلى  ن تصصصصصصصصصصصصص  إلى  𝑍𝑝قيمة   (ب   تناق  إلى  ن تصصصصصصصصصصصصص  إلىالتبد  في  𝑍𝑑، بينما قيمة  ⁄4

46 ،  ذه النتي ة تتطلب الوإصصصصصصصصصصصصصصول إلى نقطة التعادل، والوإصصصصصصصصصصصصصصول إلى نقطة التعادل يكمن في حالة ⁄4
الأمث .  اتين النتي تين يمكن  ن تعادل قيمة دالتي ال د  للأإصصصصصصصصصصصصصصلية والثنا ية، وحالة التعادل تمث  الح   

 :(الثنا ية –تعمل على  ف اوج )الأإلية 
 لأف اوج ح  عملي للأإلية والثنا ية  ف  ن: •

(𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 (قيمة  دالة ال د   في   ≥  (𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 قيمة  دالة ال د   في) 
 عند الح  الأمث  للأإلية والثنا ية: •

(𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 (قيمة  دالة ال د   في  =  (𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 قيمة  دالة ال د   في) 
 Min Za( > قيمة دالة ال د  في  Maxقيمة دالة ال د  في 

 :إي اد قيل الثنا ية من الح  الأمث  للأإلية عن طريي العلاقة •
 الفرق بين الطرف الأيسر والطرف الأيمن  =معاملات دالة الهدف في الحل الأمثل للأصلية 

 الثنائية المشارك مع المتغير الأساسي للأصلية لقيد 
 :وتكون  ذه العلاقة إالحة لإي اد قيل الأإلية من الح  الأمث  للثنا ية •

لقيد الأصلية   الفرق بين الطرف الأيسر والطرف الأيمن =  معاملات دالة الهدف في الحل الأمثل للثنائية
 المشارك مع المتغير الأساسي للثنائية 

,𝑠1في وصدول الأإصصصصصصصصصصصصصصليصة المت يرات الأسصصصصصصصصصصصصصصاسصصصصصصصصصصصصصصيصة  ي   𝑠2, 𝑠3    ومعصاملات صا في الصدالصة𝑍𝑝  :ي على التوالي  
1 و  0 2⁄ 1  و    2⁄ 

,𝑠1 ما قيود الثنا ية المشاركة مع  𝑠2, 𝑠3:ي على التوالي  𝑢1 ≥ 0 , 𝑢2 ≥ 0 , 𝑢3 ≥ 0   
 𝑠3 𝑠2 𝑠1 المت يرات الأساسية للأإلية
1 الح  الأمث  للأإليةمعادلات دالة ال د  في  2⁄  1 2⁄  0 

اللرا بين الطر  الأيسصصصصصصصصصصصصصصر والطر  الأيمن لقيصصد 
 الثنا ية المشارك مع المت ير الأساسي للأإلية

𝑢3 − 0 𝑢2 − 0 𝑢1 − 0 

   إذا ووعنا:
𝑢1 − 0 = 0  ⇒ 𝑢1 = 0 
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𝑢2 − 0 = 1 2⁄  ⇒ 𝑢2 = 1 2⁄   
𝑢3 − 0 = 1 2⁄  ⇒ 𝑢3 = 1 2⁄   

الثنا ية و ذا دعكس المصصصصصصطلحات السصصصصصادقة كما تمت نلس الشصصصصصي يمكن  ن يطبي على إي اد قيل الأإصصصصصلية من  
 الإرارة إليه سادقا.

 المعنى الاقتصادي للمتغيرات الثنائية:( 2
من وو ة نظر ال انب التطبيقي للبرم ة الخطية يلاحظ  ن   مية المسألة الثنا ية تكمن في المعنى الاقتصادف  

 للمورد  و  سصصصصصصصصصصصصصصعصار الظص  في حين يطلي اسصصصصصصصصصصصصصصل تكللصة الخسصصصصصصصصصصصصصصصارة البصديلصةلمت يرات صا والتي يطلي علي صا قيمصة الوحصدة  
(Opportunity Costعلى مت يرات الطاقة العاطلة في الثنا ية ). 

Z𝑑  وحيث  ن: Z𝑑إذا كانت القيمة المثلى لدالة ال د  للثنا ية  ي  = ∑ 𝑏𝑗  𝑢𝑗 
ي صب  ن تمثص  قيمصة نقصديصة للوحصدة    𝑢𝑗ا  ، إذً 𝑗تمثص  وحصدات )القيمصة( للمورد    𝑏𝑗تمثص  قيمصة نقصديصة و   Z𝑝مصا دامصت  

وحدة المورد 𝑗) لأن: 𝑗للمورد   ⁄القيمة  النقدية  ) (𝑗 م مولأ  الوحدات المورد) =  (الر ح)
 الظ  كما  ررنا سادقا والتي تسمى دسعر 𝑗و ذا المت ير الثنا ي لما يمث  قيمة الوحدة للمورد 

𝑢1 ) في دراسة الحالة السادقة = 0  , 𝑢2 = 1 2⁄  , 𝑢3 = 1 المثلى،  Z𝑝  تدل على  نه، لزيادة قيمة (  ⁄2
 Z𝑝المورد الثاني والثالث  ما المعنيين دالزيادة لكي تزيد 

 𝑍𝑑ف ذا يحدث ت يرا في قيمة  𝑏𝑗∆  قد ت يرت دمقدار 𝑢𝑖 إذا افتروصصصصصصصصصصصصنا ا ن  ن قيمة الموارد دالنسصصصصصصصصصصصصبة للقيد 
𝑍𝑑∆            مقداره: = 𝑢𝑗(∆𝑏𝑗)  ⇒  𝑢𝑗 = ∆𝑍𝑑 ∆𝑏𝑗⁄ 

𝑍𝑝  و ما  نه عند الح  الأمث  لك  من الأإلية والثنا ية متساوف لك : =  𝑍𝑑 فإن  :𝑢𝑗 = ∆𝑍𝑑 ∆𝑏𝑗⁄ 
 ف  ن القيمصة المثلى للمت ير في الثنصا يصة  ي ببصارة عن نسصصصصصصصصصصصصصصبصة الت يير الصذف يحصدث في قيمصة دالصة ال صد  إذا 

 دمقدار وحدة واحدة مع الاحتلاظ دالمعطيات الأفرذ كما  ي.  𝑢𝑗غيرنا كمية الموارد دالنسبة لص
𝑍𝑝 المثالية يوود: ا و ي  نه للحلول العملية غير ذا التحلي  يقودنا إلى ملاحظة  امة ودً  < 𝑍𝑑 

(عا د  المورد)  و تعبير اقتصادف فإن:  >  (الر ح)
، الأمثليصة نصصصصصصصصصصصصصصص  إلي صا عنصدما  التسصصصصصصصصصصصصصصاوف يبين  نصه مصا دالأ الر ح  قص  من عصا صد المورد، الحص  لا يكون  مثلاً عصدلأ  

الموارد تمثص     ،يتسصصصصصصصصصصصصصصصاوذ الر ح مع عصا صد المورد، و نصا يمكن التلكير في البرم صة الخطيصة كنظصالأ مصدفلات ومخروصات 
التواان يتحقي    ،النظصصالأ يبقى غير متواان إذا كصصانصصت المصصدفلات تلوا المخروصصات   ،المصصدفلات والر ح يمثصص  المخروصصات 

 عندما يكون الر ح يساوف عا د المورد.
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𝑢2 في دراسصصصصة الحالة السصصصصادقة   = 1 معناه اقتصصصصصاديا،  نه إذا اسصصصصتطاعت الم سصصصصسصصصصة ايادة وحدة واحدة من   ⁄2
  𝑢3وحدة نقدية. نلس الشيء يمكن  ن يقال عن  1/2 صقيمة ال د  ب المورد الثاني فإنه دإمكان ا ايادة الر ح  و

في دراسصصصصصة الحالة السصصصصصادقة   𝑢3 ، 𝑢2 ، 𝑢1 إن التعبير الاقتصصصصصصادف لمت يرات الثنا ية له فا دة كبيرة دالنظر إلى 
دافتراغ  ن العملية تمث  سصاعات عم  على رلات(  ن سصاعة إوصافية على )،  ذا معناه  1/2يسصاوف  𝑢2لاحظنا  ن
، والتكللة اللعلية 1وحدة نقدية، فإذا كانت الم سصصصصصصصصصسصصصصصصصصصة لا تملك سصصصصصصصصصاعات إوصصصصصصصصصافية على ا لة   1/2قيمت ا    1ا لة 

1 حيث   𝛽 لاسصصصصصتئ ار سصصصصصاعة واحدة  ي 2⁄ ≥ 𝛽 ( فإن الم سصصصصصسصصصصصة سصصصصصتزيد من ر ح ا دمقدار𝛽 − ( ولكن إذا 1/2
1حيث  𝛽 انت الأسصصصصصصصعار في سصصصصصصصوا  2⁄ ≤ 𝛽 حيث من   ،الم سصصصصصصصسصصصصصصصة  ن تلكر في إي اد مسصصصصصصصتأورين  لات ا فعلى

سصصصصصصصتعملت تلك السصصصصصصصاعة في ا  الممكن  ن  ذه العملية سصصصصصصصت صصصصصصصمن ل ا  ر اح إوصصصصصصصافية   بر من الأر اح التي تحقق ا إذا
 .（109إلحة2009，بوقرة） الإنتاج

 :المعنى الاقتصادي لقيود الثنائية-4
 و اللرا بين الطر  الأيسصصر   X𝑖 ما  رصصرنا سصصادقا فإنه في  ف ودول سصصمبلكس،  د  معام  مت ير الأإصصلية  

 .  ذا يعني  ن:𝑗والأيمن لقيد الثنا ية 

𝑥𝑖 ( د  معام ) =  ∑ 𝑎𝑗𝑖  . 𝑢𝑗 − 𝑐𝑖 
 𝑐𝑖  له قدر القيمة النقدية للوحدة وما دالأ 𝑐𝑖،  ذا يعني  ن 𝑥𝑖 و ر ح الوحدة لمخروات النشصصصصصصصصاد   𝑐𝑖  وحيث  ن

∑يمثص  ر ح الوحصدة للمخروصات فصإن   𝑎𝑗𝑖  . 𝑢𝑗    تمثص  تكللصة، ومصا دامصت𝑎𝑗𝑖    تمثص  مقصدار المورد𝑗   المسصصصصصصصصصصصصصصتعمص  بوحصدة
∑، و  ذا تكون   𝑗ي ب  ن تمث  تكللة منسصصصصصبة لوحدة المورد   𝑢𝑗ا  ًً . إذ 𝑖واحدة للنشصصصصصاد   𝑎𝑗𝑖  . 𝑢𝑗 سصصصصصبة لك  اتكللة من

 iالموارد المستعملة من  و  إنتاج وحدة واحدة من النشاد 
  ذا التحلي  ي دف إلى المساواة التالية:
 )الر ح( للوحدة  –)التكللة( للوحدة  =للوحدة  ()الر ح  و التكللة

المساواة يمكن ملاحظة  ن الطر  الأيمن يمكن  ن يمث  ر ح  و تكللة و ذا متوقف على إرارة الطر  من  ذه  
 .الأيسر مووبة  و سالبة

في حالة التعظيل لمسصصصصصصا   البرم ة الخطية فإن رصصصصصصرد الأمثلية في طريقة السصصصصصصمبلكس تلاحظ  نه عند مسصصصصصصتوذ   
   ن:  سصصصالب اقتصصصصاديا  ذا يعني 𝑍𝑝الذف يظ ر غير  سصصصاسصصصي يكون يسصصصاوف إصصصلر لأن معامله في السصصصطر  𝑖  النشصصصاد

∑ 𝑎𝑗𝑖  . 𝑢𝑗 − 𝑐𝑖 < 0 
   ف  ن:
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(𝑖  التكللة  المنسبة  للموارد  المستعملة للوحدة) − (𝑖  الر ح للوحدة) < 0 
  ذا يعني  ن:

(𝑖  التكللة  المنسبة  للموارد  المستعملة للوحدة) < (𝑖  الر ح للوحدة) 
و التالي وحيث  ن الر ح يلوا التكللة المنسصبة، مسصتوذ النشصاد ي ب  ن يلوا الصصلر. و ذا يمكن اسصتنتاوه من  

الصلر،  ف وعله في ال دول   ذ حيث يتل ايادة معام  النشاد غير الأساسي من مستوذ سالب إلى مستو  Z𝑝السطر 
 .اللاحي نشاد  ساسي

 العناإر الأساسية التالية:  مع نموذج البرم ة الخطية كما  ررنا سادقا يمث  نظالأ مدفلات ومخروات 
 الموارد المتاحة. =المدفلات  
 مسا مة النشاد ل د  الدالة. =المخروات 
 تحوي  الموارد المحدودة لنشاطات. =النموذج 

 يمكن  ن ي دف إلى: 𝑀𝑎𝑥نظالأ المدفلات والمخروات لمسا   
 ايادة في مسا مة النشاد لدالة ال د . -
 ايادة في إتاحة الموارد المحدودة. -
 تخايض في است لاك النشاد للموارد المحدودة. -

عندما لا يظ ر  حد النشصصصصاطات في عمود الأسصصصصاس  ذا يعني  ن قيمته تسصصصصاوف إصصصصلر كما يعني اقتصصصصصاديا  نه  
 يدل على  ن التكللة المنسبة ل ذا النشاد   بر من وحدة الر ح. غير مر ح لذا لل يتل إنتاوه، و ذا

 لتوويح ذلك نأفذ المثال التالي:
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝:  الر ح اليومي =  3𝑥1 + 2𝑥2 + 5𝑥3 

  :حيث 
𝑥1:   1العملية  + 2𝑥2 + 𝑥3 ≤ 340    
3𝑥1   :   2 العملية + 0𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 460 
𝑥1:    3العملية  + 4𝑥2 + 0𝑥3 ≤ 420 

                      𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0  
 الح  الأمث  للبرنامج معطى دال دول التالي:
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الح  
 الأمث  

𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋3 𝑋2 𝑋1 
عمود 
 الأساس 

100 0 − 1 4⁄  1 2⁄  0 1 − 1 4⁄  𝑋2 
230 0 1 2⁄  0 1 0 3 2⁄  𝑋3 
20 1 1 −2 0 0 2 𝑋3 

1350 0 2 1 0 0 4 𝑍𝑝 
𝑥1 من فلال الحص  للبرنصامج نلاحظ  ن   =  صذا يعني  نصه غير مر ح ويعني كصذلصك  ن التكللصة المنسصصصصصصصصصصصصصصبصة لصه   0

𝑢1   بر من وحدة الر ح  ف  ن: + 3𝑢2 + 𝑢3 >  𝑐1 
𝑢1مر ح و ذا بتخايض قيمة معاملات ) 𝑥1يمكن ووصصصصصصصصع   + 3𝑢2 + 𝑢3  ف بتخايض اسصصصصصصصصتعمالات المنتج  )
 (𝑢1 ، 𝑢2 ، 𝑢3معطاة دمعاملات )  ذه الاستعمالات  ،الأول للعمليات الثلالة

𝑢3ودول الح  الأمث   عطى لنا،  = 𝑢2  و  0 = 𝑢1 و  2 = 1  
 و فعال ما دامت التكللة المنسصصبة للوحدة تسصصاوف إصصلر  التخايض في الاسصصتعمال للعملية الثالثة يكون غير م د  

(𝑢3 =  ا التخايض يكون للعملية الثانية والثالثة.إذً .  (0
 من التحالي  السادقة ن د  ن الأولوية تعطى للعملية الثانية لأن قيمة الوحدة للمورد ل ا   بر من العملية الأولى.
 دافتراغ  ننا م تمين بتحديد مقدار التخايض في الاستعمال للعملية الثانية التي ت ع  المنتج الأول مر ح.

تمث  التخايض للمنتج الأول على العملية الثانية وحيث  ن المنتج الأول يكون مر ح فقم عندما   δ1إذا ووصعنا  
𝑢1تكون  + 3𝑢2 + 𝑢3 <  𝑐1  ًا:إذ   𝑢1 + (3 − δ2)𝑢2 + 𝑢3 <  𝑐1 

 X1دالتعويض دقيل المت يرات الثنا ية وقيمة معام  ال د  الأإلية  و الطر  الأيمن لقيد الثنا ية المشارك مع 
 ن د  ن:

(1). 1 + (3 − δ2). 2 + (1). 0 < 3  
7 − 2δ2 < 3  

δ2 > 2 
 X1  لكي يكون المنتج الأول  ف  وحدة  2و ذا يعني  ن الاسصصصصصصصصصصصصصتعمال للعملية الثانية ي ب  ن يخلض دأ بر من  

 مر ح.
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  :للثنائية Simplexطريقة الـ ( 5
𝑍𝑖)في الأوزاء السادقة ووحنا  نه عند  ف ودول للأإلية   − 𝑐𝑖)   :معام  ال د  لصصصصصصصصصصصصصصصX𝑖   يساوف اللرا بين

، ودول الأإصصصصلية لا  𝑀𝑎𝑥ال  ة اليسصصصصرذ واليمنى لقيد الثنا ية المشصصصصارك مع المت ير الأسصصصصاسصصصصي للأإصصصصلية، في حالة  
𝑍𝑖يكون مثصصالي في حصصالصصة   − 𝑐𝑖 < 𝑍𝑖لا في الحصصالصصة المثلى يكون  إلمت ير واحصصد على الأقصص ،    0 − 𝑐𝑖 ≥ لكصص    0

 .المت يرات 
 :إذا نظرنا للحالة  ذه من وو ة نظر الثنا ية يكون لدينا

𝑍𝑖 − 𝑐𝑖 = ∑ 𝑎𝑗𝑖𝑢𝑗 − 𝑐𝑖

𝑚

𝑗=1

 

𝑍𝑗  في حالة ما تكون: − 𝑐𝑗 < ∑  فإن:    0 𝑎𝑗𝑖𝑢𝑗 < 𝑐𝑖
𝑚
𝑗=1 
 مثالية. و ذا معناه  ن ودول الثنا ية ليس عملي في حالة ما الأإلية غير

 ذا  𝑐𝑖  يكون   بر من  و يسصصاوف وفي حالة ما الطر  الأيسصصر   بر من  و يسصصاوف الصصصلر فإن الطر  الأيمن  
 .يعني  ن الثنا ية تكون عملية عندما تكون الأإلية مثالية

 ذه الحالة تسصصصصصصصصتووب طريقة وديدة للح  للبرم ة الخطية التي تبد  دال دول غير عملي )لكن  حسصصصصصصصصن( من  ن 
 يكون مثالي.

للثنا ية،    Simplex ذه الطريقة ال ديدة في الح  سصصواء للبرامج الأإصصلية  و البرامج الثنا ية تسصصمى دطريقة الصصصصصصصصصصصصصصصص  
 الانحرافات.  ف تصحيح Sensitivity Analysisوتمث  طريقة ح ، و ن ا م مة ودا في تحلي  الحساسية 

 :مثال تطبيقي على طريقة السمبلكس للثنائية
𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑝 = 2𝑥1 + 𝑥2 

 حيث:
3𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3 

4𝑥1 + 3𝑥2 ≥ 6 
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 3 

𝑥1 , 𝑥2 ≥ 0 
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ومدفال المت يرات الأسصصصصصصاسصصصصصصية  ف ووصصصصصصع البرنامج على الشصصصصصصك   ≥الخطوة الابتدا ية تتطلب تحوي  القيود إلى 
𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑝:  المعيارف  =  2𝑥1 + 𝑥2 

 حيث: 
−3𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑠1 = −3 
−4𝑥1 − 3𝑥2 + 𝑠2 = −6  

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑠3 = 3 
 𝑥1, 𝑥2 , 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ≥ 0 

,𝑠1المت يرات ) 𝑠2, 𝑠3   تمث  المت يرات الأسصصصصصصصصصاسصصصصصصصصصية في ودول )Simplex  𝑇0 ذا ال دول ليس ودول  ول  ،
عملي لأن عمود الموارد توود ده قيل سصصصالبة،  ف  ن رصصصرد العملية غير محقي بينما رصصصرد الأمثلية محقي مما يتطلب  

 الح  دطريقة السمبلكس للثنا ية:
𝑇0 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1  
3 - 0 0 1 −1 −3 𝑆1 
6 - 0 1 0 −3 −4 𝑆2 

3 1 0 0 2 1 𝑆3 
0 0 0 0 −1 −2 𝑍𝑝 

، طريقة الح  تكون مبينة على تحقيي رصصصصصرد العملية وتتحقي الأمثلية عند الوإصصصصصول Simplexمن   ل  سصصصصصس  
 للح  الأمث .

تحدد المت ير الأسصصصصصاسصصصصصي الخارج،  ف تحدد سصصصصصطر الدوران، حيث المت ير الأسصصصصصاسصصصصصي الخارج  و   :حالة العملية
 المت ير الذف له   بر قيمة متبوعة دإرارة سالبة، إذا كانت ك  عناإر العمود مووبة، الح  عملي.

د عمود الدوران، المت ير غير الأسصصاسصصي الداف  يختار من وصصمن  د  ف تح  ،تحدد المت ير الداف   :حالة الأمثلية
 :（112إلحة2009，بوقرة） التالية المت يرات غير الأساسية دالطريقة

، لا يتل التعام  مع عناإر سطر الدوران الأ بر من  و  Zpقسمة عناإر سطر الدوران على عناإر السطر 
ا  و الذف له  ق  ناتج قسصصصصصصمة مووبة في حالة ما إذا كان البرنامج على الشصصصصصصك  تسصصصصصصاوف الصصصصصصصلر، المت ير الداف  إذً 

𝑀𝑖𝑛 و  ق  قيمة مطلقة للنسب  ف   بر نسبة متبوعة دإرارة سالبة، إذا كان البرنامج على الصورة  ،𝑀𝑎𝑥. 
 ،إذا كانت ك  عناإصصصصصصصر السصصصصصصصطر إصصصصصصصلر  و مووبة، يتل افتيار سصصصصصصصطر رفر وفي حالة عدلأ ووود سصصصصصصصطر رفر

 البرنامج لا يوود له ح  عملي و التالي لا يوود له ح   مث .
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 ( 6−مادالأ المورد يساوف )  𝑠2المت ير الخارج  نا 
 لإي اد المت ير الداف  ن ع ال دول التالي:

𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1  المت يرات 
 𝑍𝑝السطر 2− 1− 0 0 0
 𝑆2السطر  4− 3− 0 1 0
− − − 1 3⁄  1 2⁄  ناتج القسمة  

1 دامت  ق  نسبة  يما   .𝑋2فإن المت ير الداف   و ⁄3
 ا ن دعد تعيين المت ير الخارج والمت ير الداف ، يتل إتبالأ طريقة السملكس العادية لحساب ال دول ال ديد.

𝑇1 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1  
-1 0 −1 3⁄  1 0 −5 3⁄  𝑆1 
2 0 −1 3⁄  0 1 4 3⁄  𝑋2 

−1 1 2 3⁄  0 0 5 3⁄  𝑆3 
2 0 −1 3⁄  0 0 −2 3⁄  𝑍𝑝 

 .𝑠3 و  𝑠1الأساسية إما   نا ظ رت حالة انحرا  و التالي يمكن افتيار  ف واحد من المت يرات 
لا توود ب ا قيل سصصصالبة ف ذا يعني افتيار السصصصطر  𝑠3يوود ب ا قيل سصصصالبة بينما عناإصصصر   𝑠1  وحيث  ن عناإصصصر
 :الأول كسطر دوران

𝑇2 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1  
3 5⁄  0 1 5⁄  −3 5⁄  0 1 𝑋1 
6 5⁄  0 −3 5⁄  4 5⁄  1 0 𝑋2 

0 1 1 −1 0 0 𝑆3 
12 5⁄  0 −1 5⁄  −2 5⁄  0 0 𝑍𝑝 

مثلية محقي، مما يعني  نه ودول ح  ال دول الأفير تحقي فيه رصصصصصصصصصصصرد العملية وفي نلس الوقت له رصصصصصصصصصصصرد الأ
  مث ، حيث:

𝑥1 = 3 5⁄  
𝑥2 = 6 5⁄  

𝑍𝑝 = 12 5⁄  
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لة. أ: يمكن الانتقال من الح  دطريقة السصصصصصمبلكس للثنا ية إلى طريقة السصصصصصمبلكس العادية في نلس المسصصصصصحظةملا
 للثنا ية عادة ما تستعم  في تحلي  الحساسية عند استعمال الثنا ية في التحلي .   ما  ن طريقة السمبلكس

 الثنائية -حسابات مهمة للأصلية  (6
الثنا ية، دحث  ن المت يرات التي   -يمكن اسصصصصتعمال المصصصصصلوفات لاسصصصصتخراج دعض الحسصصصصادات الم مة للأإصصصصلية

 ال دول التالي: تدف  ومن المصلوفة تكون حسب 
𝑇 𝑆1    𝑆2    𝑆3   …. 𝑋1    𝑋2     𝑋3   ….  

 عمود الموارد
مصلوفة المت يرات 

 الأساسية 
معاملات المت يرات  
 للقيود للطر  الأيسر

𝑆1 
𝑆3 
𝑆3 

 𝑍𝑝 عناإر سطر دالة ال د  
 سنقسل الحسادات إلى قسمين:

في  ف مرحلة من المراح  ل دول السميلكس ) إلي  و لنا ي( عناإر  حسابات تخص عناصر المصفوفة:  -أ
 القيود وعمود دالة ال د  لل دول تحسب كما يلي:

(𝑇𝑖 (مصلوفة  المت يرات  الأساسية  عند   (عمود  النموذج الأإلي ) =  𝑇𝑖  عمود  عند  
𝑖لك   = 1,2, … . , 𝑛 

في سصصصصطر دالة ال د    iلأف ودول من وداول السصصصصمبلكس العنصصصصصر  حســـابات تخص ســـطر دالة الهدف: (ب
 للمت ير يحسب كما يلي:

(الطر   الأيمن  لقيد  الثنا ية  الممال ) − (الطر   الأيسر  لقيد  الثنا ية  الممال ) = 𝑥𝑖 في دالة ال د    العنصر 
 ونقصد دالممال  في نلس رتبة ال دول.

 .لمت يرات الثنا يةلحساب المعاملات عدديا، نحتاج لقيل عددية 
مصصا دامصصت معصصاملات دالصصة ال صصد  تختلف من وصصدول إلى رفر، يمكن اسصصصصصصصصصصصصصصتعمصصال المعصصادلصصة التصصاليصصة التي تعطي  

 مت يرات الثنا ية عند  ف ودول:
(𝑇𝑖معاملات  المت يرات  الأساسية للأإلية  عند) (𝑇𝑖 مصلوفة المت يرات  الأساسية للأإلية  عند) = 𝑇𝑖مت يرات  قيل الثنا ية  عند 

 :تحليل الحساسية( 7
 يمكن ووع الخطوات التالية: ل ذا اللص  Sensitivity Analysisو  مواإلة تحلي  الحساسية  من 
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 إي اد الح  الأمث  للبرنامج الأإلي. .1
من  و   ف اقتراح للت يير في البرنامج الأإصصصصصصلي، و عد إعادة الحسصصصصصصاب للعناإصصصصصصر ال ديدة لل دول الأمث    .2

الثنا ية،  و الحسصصصادات العادية تووه إلى الخطوة  -داسصصصتعمال حسصصصادات الأإصصصلية  ( 1المسصصص   في الخطوة )
(3) 

( 5(.  مصا إذا كصان غير عملي تووصه إلى الخطوة )4إذا كصان ال صدول ال صديصد غير  مثص ، تووصه إلى الخطوة ) .3
  مث ، قف. وملا يتل تس ي  ال دول ك دول ح 

 .إلى ودول الح  الأمث  ال ديد، قف العادية لل دول ال ديد من  و  الوإول استعم  طريقة السمبلكس .4
إلى ودول الح  الأمث  ال ديد،  و  اسصصصصصصصتعم  طريقة السصصصصصصصمبلكس للثنا ية لل دول ال ديد من  و  الوإصصصصصصصول .5

 قف.
 اللص  الأول فإن الح  الأمث  المس    و: يرووعا إلى دراسة الحالة ف

𝑇2 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1  
29 4⁄  19 4⁄  −7 4⁄  1 0 0 𝑆1 
5 4⁄  −5 4⁄  −1 4⁄  0 0 1 𝑋1 

3 1 0 0 1 0 𝑋2 
64 4⁄  1 2⁄  1 2⁄  0 0 0 𝑍𝑝 

 :الحالي لح  الأمث ا ناك نوعين من الت يرات التي يمكن ا  ن ت لر على  :تغيرات لها تأثير على العملية .7-1
إلى   20فترغ  نصه حصدث ت ير في النموذج الأإصصصصصصصصصصصصصصلي في المورد الثصاني من  ا  :أ( تغيرات في الموارد المتـاحـة

 ن الت يرات في الموارد المتاحة ت لر فقم على ال  ة اليمنى لل دول الأمث     (الثنا ية  -الأإصصصصصلية). من حسصصصصصادات  22
 )عمود الموارد(  ف  ن الت ير ي لر فقم على العملية.

 حساب ال  ة اليمنى على  ساس الت يير ال ديد تتل كالتالي:

7 4⁄  
15 4⁄

= 
3 

22 28 × 3 
− 7 4⁄    19 4⁄   

0   1 4⁄      −5 4⁄   
 0        1 

1 
  𝑋1  = 

0 
𝑠1 
𝑋2 

 : ياية حساب عناإر العمود 
1 ∗ 28 − 7 4⁄ ∗ 22 + 19 4⁄ ∗ 3 = 15 4⁄  

0 ∗ 28 + 1 4⁄ ∗ 22 − 5 4⁄ ∗ 3 = 7 4⁄  
0 ∗ 28 + 0 ∗ 22 + 1 ∗ 3 = 3 
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المت يرات الأسصصصصصصصصصاسصصصصصصصصصية الحالية تبقى لابتة ما عدذ الت يير الذف  ،مادامت عناإصصصصصصصصصر ال  ة اليمنى دقيت مووبة
 فقم. يحدث يكون على  ساس النتا ج ال ديدة

𝑠1 = 15 4⁄  
𝑥2 = 7 4⁄  

𝑥3 = 3 
𝑍𝑝 = 77 4⁄  

  5 إلى 3ومن  22 إلى 20 ا ن افترغ  نه حدث ت ير في المورد الثاني والثالث على التوالي من

53 4⁄   
−3 4⁄  

= 
5 

28 
22 × 5 

1   − 7 4⁄    19 4⁄   
0   1 4⁄      −5 4⁄   

0      0        1 
= 

𝑠1 
𝑋1 
𝑋2 

للثنا ية لإي اد    Simplexا ن يمكن اسصصصصصصصصصصصصتعمال طريقة    ،الت يرات التي حدلت وعلت ال دول ال ديد غير عملي
 الح  ال ديد.

𝑇3 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1  
53 4⁄  19 4⁄  −7 4⁄  1 0 0 𝑆1 
−3 4⁄  −5 4⁄  +1 4⁄  0 0 1 𝑋1 

5 1 0 0 1 0 𝑋2 
54 4⁄  1 2⁄  1 2⁄  0 0 0 𝑍𝑝 
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𝑇4 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1  
52 5⁄  0 −4 5⁄  1 0 19 5⁄  𝑆1 
3 5⁄  0 +1 5⁄  0 0 −4 5⁄  𝑆3 

22 5⁄  1 1 5⁄  0 1 4 5⁄  𝑋2 
66 5⁄  0 3 5⁄  0 0 0 𝑍𝑝 

 و ذا  و ودول الح  الأمث  حيث:
𝑠1 = 52 5⁄  
𝑠3 = 3 5⁄  

𝑥2 = 22 5⁄  
𝑧𝑝 = 66 5⁄  

 إوافة قيد وديد يمكن  ن تنتج عن ا حالتين: .ب 
 .القيد يكون مشبع دالح  الحالي  ف يحقي الشرد  ف  ن القيد يكون متوفر حيث لا ي لر على الح  الأمث *( 
دالح  الحالي  ف لا يحقي الشصرد  ف  نه يكون غير متوفر )نادر( و نا يتل اسصتعمال  االقيد لا يكون مشصبعً **(  

 طريقة السمبلكس للثنا ية.
حيث   (لإي اد الح  في الحالة )*( إذا افتروصصصنا  نه  وصصصيل قيد وديد للبرنامج الأإصصصلي )دراسصصصة الحالة السصصصادقة

 𝑥2 ≤ الأمثصصصصص   4 الحصصصصص   في  مصصصصصادالأ   .𝑥2 = يت ير  3 الحصصصصصالي لا  والحصصصصص   الشصصصصصصصصصصصصصصرد  يحقي  القيصصصصصد  يعنى  ن    ف صصصصصذا 
 .（120إلحة2009，بوقرة）

𝑥2*( فإذا افترونا  ن القيد ال ديد كان  * ما عند الحالة )  ≤ في  ذه الحالة القيد لا يحقي الشرد و التالي   2
كمت ير   𝑠4داسصصتعمال    سصصاسصصي  و إوصصافي إذا اسصصتدعىالمعيارية له و ذا دإوصصافة مت ير   يتل تحوي  القيد إلى الصصصورة

𝑥2  ساسي ن د الشك  المعيارف للقيد: + 𝑠4 = 𝑠4حيث:  2 ≤ 0  
𝑥2 ا يكون لدينا:في الح  الحالي مت ير  ساسي إذً  𝑥2مادالأ  + 0𝑠1 + 0𝑠2 + 𝑠3 = 3 

𝑥2 = 3 − 𝑠3 
 الأساسية كالتالي:

 المعيارف ن د  ن:دالتعويض في القيد السابي المحول إلى الشك  
3 − 𝑠3 + 𝑠4 = 2  
−𝑠3 + 𝑠4 = −1 
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 وعلى  ساس  ذا الت يير يصبح ال دول كالتالي:
𝑇2 𝑆4 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1  

53 4⁄  0 19 4⁄  −7 4⁄  1 0 0 𝑆1 
−3 4⁄  0 −5 4⁄  +1 4⁄  0 0 1 𝑋1 

5 0 1 0 0 1 0 𝑋2 
−1 1 −1 0 0 0 0 𝑆4 

54 4⁄  0 +1 2⁄  +1 2⁄  0 0 0 𝑍𝑝 
 

 𝑆4 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1  
10 4⁄  19 4⁄  0 −7 4⁄  1 0 0 𝑆1 
10 4⁄  −5 4⁄  0 +1 4⁄  0 0 1 𝑋1 

2 1 0 0 0 1 0 𝑋2 
1 −1 1 0 0 0 0 𝑆3 

11 1 2⁄  0 +1 2⁄  0 0 0 𝑍𝑝 
 ال دول يمث  ودول ح   مث  ويكون فيه:

𝑥1 = 10 4⁄  
𝑥2 = 2 

𝑍𝑝 = 11 
 :تغييرات لها تأثير على الأمثلية .7-2

 : ناك حالتين  ساسيتين كذلك يمكن  ن ت لر على الأمثلية، للح  الحالي
ت ييرات في دالة ال د : إذا كانت الت يرات تشصصصصم  معاملات المت يرات الأسصصصصاسصصصصية للح  الأمث  الحالي يتل   .1

 𝑍𝑝تحديد القيل ال ديدة للثنا ية لل تستعم   ذه القيل لحساب عناإر السطر 
 ما إذا كان الت ير يشصصم  المت يرات غير الأسصصاسصصية فقم، يتل اسصصتعمال قيل الثنا ية للح  الأمث  الحالي لحسصصاب 

 للمت يرات غير الأساسية فقم، لا تظ ر  ف ت يرات في ال دول الحالي. 𝑍𝑝عناإر السطر 
𝑍𝑝:دافتراغ  نه حدث ت يير في دالة ال د  للبرنامج الأإلي كالتالي = 3𝑥1 + 5𝑥2 

و التالي ي ب تحديد قيل   ،الحالي  التي ظ رت كمت يرات  سصصصاسصصصية في الح  الأمث  𝑥2و   𝑥1ت يير  نا رصصصم  ال
 :الثنا ية ال ديدة
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0  , 3 4⁄  , 5 4⁄   = 
1 − 7 4⁄    19 4⁄  
0   1 4⁄    −5 4⁄  

0        0      1  
0  , 3   , 5  = 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 

  ياية عناإر السطر:
(1 ∗ 0 + 0 ∗ 3 + 0 ∗ 5), (−7 4⁄ ∗ 0 + 1 4⁄ ∗ 3 + 0 ∗ 5), (19 4⁄ ∗ 0 − 5 4⁄ ∗ 3 + 1

∗ 5) = (0, 3 4⁄  , 5 4⁄ ) 
𝑢1 إذا قيل ك  من: = 0  , 𝑢2 = 3 4⁄  , 𝑢3 =  5 4⁄    

دأفذ اللرا بين ال  ة اليسصصصصصصصصرذ واليمنى لقيود الثنا ية، المشصصصصصصصصاركة مع المت يرات   𝑍ا ن يتل حسصصصصصصصصاب معاملات 
 للأإلية.

𝑥1:  7𝑢1  معام  + 4𝑢2 − 3 = 7.0 + 4. 3 4⁄ − 3 = 12 4⁄ − 3 = 0 
𝑥2:  4𝑢1  معام  + 5𝑢2 + 𝑢3 − 5 = 20 4⁄ − 5 = 0 

𝑠1 معام   ∶  𝑢1 − 0 = 0 − 0 = 0 
𝑠2 معام   ∶  𝑢2 − 0 = 3 4⁄  
𝑠3 معام   ∶  𝑢3 − 0 = 5 4⁄  

  بر من  و تسصصصصصصصصصاوذ إصصصصصصصصصلر فإن الت يرات فى  𝑍𝑝و ن عناإصصصصصصصصصر السصصصصصصصصصطر  𝑀𝑎𝑥مادالأ البرنامج على رصصصصصصصصصك  
,𝑥1المعاملات  𝑥2  ف ت ير في  مثلية المت يرات وقيم ا. تدل على  نه لل يحدث  
 :حيث تصبح Z𝑝ا الت ير الوحيد الذف يحدث  و في قيمة إذً 

𝑍𝑝  =  3. 5/4 +  5.3 =  15/4 +  15 =  75/4 
إوصافة نشصاد وديد مكاف  لإحداث ت يرات في دالة ال د  وفي  :إضـافة نشـاج جديد أي متغير قراري جديد (ب
 الموارد.

  نه حدث ت يير للبرنامج كالتالي: افترغ 
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 

 حيث:
7𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 ≤ 28  

4𝑥1 + 5𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 20   
𝑥2 − 𝑥3 ≤ 3 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3  ≥ 0 
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فإن قيد الثنا ية يصبح:     𝑥3، حيث حسب المت ير ال ديد  𝑥3في البداية يتل التحقي مع قيد الثنا ية المشارك مع  
𝑢1 + 2𝑢2 − 𝑢3  ≥ 2    

مت ير غير  سصصصصاس في الح  الأمث  الحالي، فيتل اسصصصصتعمال قيل الثنا ية للح  الأمث  الحالي، و التالي   𝑥3مادالأ 
 في ال دول الأمث  الحالي: 𝑥3يكون معام  

1.0 + 2. 1 2⁄ − 1 2⁄ − 2 = 1 − 1 2⁄ − 2 = 3 2⁄  
 كالتالي: 𝑥3 ما يمكن حساب عمود 

− 29 4⁄  
7 4⁄  
−1 

 = 
1 
2 
1 - 

 
1    − 7 4⁄     19 4⁄  
0     1 4⁄     − 5 4⁄  

0          0        1 
 = 

𝑥1 
𝑥2 
𝑥3 

 ب ذا الت يير والحسادات يصبح ال دول ال ديد كالتالي:
𝑇3 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑥3 𝑋2 𝑋1  

19 4⁄  29 4⁄  −7 4⁄  1 − 29 4⁄  0 0 𝑆1 
5 4⁄  −5 4⁄  1 4⁄  0 −7 4⁄  0 1 𝑋1 

3 1 0 0 −1 1 0 𝑋2 
64 4⁄  1 2⁄  1 2⁄  0 −3 2⁄  0 0 𝑍𝑝 

 غير محقي مما يتطلب البحث عن الح  الأمث  ال ديد داستعمال طريقة السملكس العادية: ررد الأمثلية
𝑇4 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑥3 𝑋2 𝑋1  

97 7⁄  −1 7⁄  −5 7⁄  1 0 0 29 7⁄  𝑆1 
5 7⁄  −5 7⁄  1 7⁄  0 1 0 4 7⁄  𝑋3 

26 7⁄  2 7⁄  1 7⁄  0 0 1 4 7⁄  𝑋2 
88 7⁄  −4 7⁄  5 7⁄  0 0 0 6 7⁄  𝑍𝑝 
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𝑇5 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑥3 𝑋2 𝑋1  
136 7⁄  1 −1 1 0 3 2⁄  5 𝑆1 
70 7⁄  0 1 0 1 5 2⁄  2 𝑋3 

13 1 1 2⁄  0 0 7 2⁄  2 𝑋2 
140 7⁄  0 1 0 0 2 6 2⁄  𝑍𝑝 

 ح   مث  حيث:
𝑠1 = 136 7⁄  
𝑥3 = 70 7⁄  

𝑠3 = 13 
𝑍𝑝 = 130 7⁄  
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 طريقة القطع – الصحيحةبرمجة الأعداد :  المحور السادس
والاوت ادات  ا برا الطر  سصلوب مبسصم ومتعمي معا أي الأمثلة التطبيقية المت صمنة في  ذا اللصص  لتووصح دأتت

 للمسا   ذات الطبيعة الخاإة. ة  مسا   البرم ة الخطية ذات الأعداد الصحيحلحالمختللة التي قدم ا الباحثون 
 ة:ـــــمقدم-1

إصصحيحة  و  ادحيث تصصصبح ك  قيل المت يرات عند الح  الأمث   عدادً  ،الخطية دالأعداد الصصصحيحةت تل البرم ة 
البرم ة الخطية للأعداد   او التالي يطلي عليه  حيانً   ،وزء من ا  عداد إصصصصصصصصصصصحيحة مع فروصصصصصصصصصصصية  ن النتا ج كل ا مووبة

 الصحيحة الصافية  و مخلوطة و ذا يعتمد على الشرود الأولية لح  المسألة.
مشصكلة البرم ة العددية  ي في الحقيقة مشصكلة برم ة فطية فقدت إصلة الخطية لوووب التخلي عن رصرود  إن  

مشصصصصصصصكلة البرم ة العددية مشصصصصصصصكلة    ن القابلية للت ز ة د صصصصصصصرورة اتخاذ المت يرات  و دع صصصصصصص ا لقيل غير كسصصصصصصصرية وقد تكو 
مختلطة دمعنى  نه يلزلأ  ن تتخذ دعض المت يرات قيل غير عشصصصصصصصصرية بينما البعض ا فر يمكن  ن يتخذ قيماً كسصصصصصصصصرية 
و ن تكون مشصصصصصصصصصصكلة برم ة عددية إصصصصصصصصصصرفة دمعنى  نه يلزلأ  ن تتخذ ك  المت يرات قيماً كسصصصصصصصصصصرية. و ناك طرا مختللة  

  ذات الأعداد الصحيحة للمسا   ذات الطبيعة الخاإة  ون لح  مسا   البرم ة الخطيةواوت ادات عديدة قدم ا الباحث
 .(235، إلحة 2009)مسعود الشيخ، 

ا  و  و زة الإذاعة المر ية ... الخ التي يمكن  ن تنتج من ا كسصصصصصصر عشصصصصصصرف فمثلًا عدد السصصصصصصيارات التي تنتج يوميً 
يلي دالوظيلة الأسصصصصاسصصصصية لإنتاو ا، وتوود حالات فاإصصصصة من اسصصصصتخدالأ البرم ة الخطية الصصصصصحيحة التي يتخذ  لأنه لا  

)نعل( و معنى رفر  نك تختار   1(، لا)  0( حيث تعني  1،0في ا القرار )نعل(  و )لا( وتسمى  ذه الحالات الخاإة )
ا لات  و لا تختاره ولتووصصصصصصصيح     ذا المشصصصصصصصرولأ  و لا تختاره، تختار  ذا الطريي  و لا تختاره، نسصصصصصصصتخدلأ  ذا النولأ من

 الخطية الصحيحة يمكن التدلي  ببعض الأمثلة فيما دعد. دعض المشا   العملية التي يستخدلأ في ا نظالأ البرم ة
والتي يمكن    𝐽منتووصصات تكصصاليل الإنتصصاج للمنتج     Nمن المعرو   ن  ف تخطيم إنتصصاوي يحتوف على  :1مثـال  

  𝑥𝑗فإذا كان    .للوحدة المنت صة 𝐶𝑗  والتي لا تعتمصد على كميصة الإنتصاج وتكصاليل مت يرة 𝐾1   ن تحتوف على تكصاليل لابتصة
 :فإن تكاليل المنتج من المعطيات السادقة 𝐽مستوذ الوحدات المنت ة للمنتج 

𝐶𝑗(𝑥𝑗) = {
𝑘, +𝑐, 𝑥           𝑥𝑗 > 0

0                     𝑥𝑗 = 0   
  

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒     𝑧 إن دالة ال د  يمكن  ن تصاغ إلى النحو ا تي: = ∑ 𝑐𝑗(𝑥𝑗)𝑁
𝑗=1 

 التحلي  الرياوي. خطية تأتي من عدلأ استمرارية دالة ال د  من وو ة نظرالغير  𝑥𝑗و ن الخاإية 
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 داقتراح الحلول للمت يرات على النحو التالي:والمسألة يمكن  ن تكون   ثر س ولة تحليلية وذلك 

𝑦𝑖 = {
0         𝑥 = 0
1         𝑥𝑗 > 0 

𝑥𝑗 و ذه الشرود يمكن ررح ا من نقطة قيود الخطية على النحو ا تي:  ≤ 𝑀𝑦𝑖   
𝑀حيصث   > 𝑥𝑗دحيصث تكون    اوتكون كبيرة وصدً   0  ≤ M    دالصة ال صد  على نمم   ثر   عليصه يمكن إعصادة كتصادصةو
  وووح.

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒    𝑧 = ∑(𝑐𝑗𝑥𝑗 + 𝑘𝑖𝑦𝑖)

𝑁

𝑗=1

   

𝑆. 𝑇.  
0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑀𝑦𝑖      (𝐽) لك  

 𝑦1 =  لك (𝐽)     1  و  0
𝑥𝑗ولتوويح  ن   ≤ 𝑀𝑦𝑖 :نلاحظ  ن  𝑥𝑗 > 0   ,    𝑦𝑖 = 1 

𝑥𝑗 تكللة لابتة ت صا  إلى دالة ال د . فإذا كان   𝑘𝑗و   = 𝑘𝑗 ولكن دما  ن   1تسصاوف إصلر  و  𝑦𝑖و 0 > 0 
𝑦1  تص ير 𝑧و   ي ب  ن تساوف إلر. ∴ 

من العمليصصات الإنتصصاويصصة يمكن  ن تعمصص  على رلصة واحصدة في   𝑛في فطود الإنتصصاج المحصصدد نلاحظ  ن    :2مثـال  
 قص  امن ممكن. وفي ن صايصة كص  عمليصة إنتصاويصة ينتقص  المنتج من عمليصة إنتصاويصة إلى  فرذ حتى رفر عمليصة إنتصاويصة  

 ليحقي الزمن اللاالأ لحنتاج.
 وعليه فإن القيود التي تحدد مسار  ذه العملية الإنتاوية ل ا الارتراطات ا تية:

 التسلس .-1
 عدد افتلاد العمليات.-2
 تحقيي الزمن اللاالأ لحنتاج.-3

 )دالتناوب(. والشرود الأفرذ  نه من الممكن  ن تقالأ عمليتين إنتاويتين على ا لة الواحدة
 و الزمن اللاالأ    𝑎𝑗و ن    𝐽الزمن المحصدد لبصدايصة العمليصة الإنتصاويصة الأولى   𝑥𝑗فمثلًا لو فروصصصصصصصصصصصصصصنصا  ن النولأ الأول 

 .𝐽للعملية الإنتاوية 
𝑥𝑖  التسلس  تعني ا تي:  فإن نتي ة 𝐽تسبي العملية  𝐼فإذا كانت العملية  + 𝑎𝑖 ≤ 𝑥𝑗 

𝑥𝑖   ما إذا اعتبرنا الشرد الثاني فإن: + 𝑥𝑗 ≥ 𝑎𝑖 𝑥𝑗   و   − 𝑥𝑖 ≥ 𝑎𝑖    
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 لابتاً في الح  الأمث  للمسألة. 𝐽 و  𝑥 و  iو ذا يعتمد على  ن 
 :  ما القيد الثالث 

𝑦𝑖𝑗 = {
0           𝑖  تسبي 𝑗 إذا   ان  العملة

1         𝑗  تسبي 𝑖 إذا   ان  العملة     
 

 ا:قيمة عالية ودً  Mللتعر  دأن 
𝑀𝑦𝑖𝑗 + (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) ≥ 𝑎𝑗   

𝑀(1 − 𝑦𝑖𝑗) + (𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) ≥ 𝑎𝑖 
𝑥𝑗  الإنتاوية فيمكن تعريله دالمعادلة التالية: ما عن امن إتمالأ العملية  + 𝑎𝑖 ≤ 𝑑𝑗 

 الزمن اللاالأ لتكمي  المنتج. 𝑑𝑗حيث 
 على النحو ا تي: لإن اء وميع العمليات الإنتاوية فإن المسألة تصاغ يدأن ا الزمن الإومال 𝑡 فإذا عرفنا

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒    𝑧 = 𝑡  
𝑆. 𝑇.  

𝑥𝑗 + 𝑎𝑗 ≤ 1         , 𝑗 = 1,2, … … , 𝑛 
 :طرق حل البرمجة الخطية للأعداد الصحيحة -2
 :طريقة قطاع مستوى -أ  

 ت تل  ذه الطريقة دح  مسا   البرم ة الخطية بواسطة ح  المسا   بواسطة الرسل.
𝑀𝑎𝑥   𝑍                                   :مثال = 7𝑥1 + 9𝑥2   

𝑆. 𝑇. 
 𝑥1 − 3𝑥2 ≤ 6  
7𝑥1 + 𝑥2 ≤ 35 

, 𝑥1:                           و عداد إحيحة 𝑥2 ≥ 0    
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الأعداد الصصصصصصصحيحة فإنه   ومذا دحثنا عن الح  في الزوايا للمسصصصصصصاحة المحصصصصصصصورة مع إ مال رصصصصصصرد الحصصصصصصصول على

𝑥1:   سو  يعطي =
9

2
    ,   𝑥2 =

7

2
  ,      𝑧 = 63     

 غير إحيحة. اومن الواوح  ن  ذا الح  يعطي  عدادً 
إصحيحة والذف سصو  ي لر  اإن فكرة قطع المسصتويات تعتمد على ت ير الدالة المقعرة للح  إلى ح  يعطي  عدادً 

ويعني  ذا الاسصت ناء عن الكسصور العشصرية ويصصبح الح  كما   ،على المسصاحة المحدودة لإعطاء الح  دأعداد إصحيحة
𝑥1:          و مووح دالرسل ويصبح الح  = 4    ,   𝑥2 = 3  ,      𝑧 = 55     

 المثال التالي:  ما عن التعبير عن  ذه الطريقة بواسطة السمبلكس فسو  نووح ا في
 الأمث ()الح    حل ه بواسطة الرسل نلاحظ  ن ال دول الن ا يدالإرارة إلى المثال السابي الذف تل    :(15) مثالال

 سو  يكون على الصورة التالية:
 𝑥4 𝑥3 𝑥2 𝑥1  

63 15

11
 28

11
 0 0 𝑧 

7

2
 

9

2
 

1

22
 

3

22
 

7

22
 

−1

22
 

0 

1 

0 

1 

𝑥2 

𝑥1 

 :دما  ن الح  ذو  عداد غير إحيحة
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𝑂𝑥1 + 𝑥2 +
7

22
𝑥3 +

7

22
𝑥4 = 3

1

2
  

(0 +
7

22
) 𝑥3 + (0 +

1

22
) 𝑥4 = (3 +

1

2
)  

𝑆1 =
7

22
𝑥3 −

1

22
𝑥4 = −

1

2
 

 .(243، إلحة 2009)مسعود الشيخ،  دإوافة  ذه المعادلة إلى ال دول السابي وفي قواعد قطع المستويات 
  𝑆1 𝑥4 𝑥3 𝑥2 𝑥1 الطر  الأيمن

63 0 15

11
 28

11
 0 0 𝑧 

7

2
 

9

2
 

0 

1 
1 

1

22
 

3

22
 

−1

22
 

7

22
 

−1

22
 

−7

22
 

0 

1 
0 

0 

1 

1 

𝑥2 

𝑥1 

𝑆1 

 السمبلكس الثاني يعكي:
  𝑆1 𝑥4 𝑥3 𝑥2 𝑥1 الحصصص  
63 0 1 0 0 0 𝑧 
0 0 0 0 0 0 𝑥2 

4
4

7
 −1

7
 1

7
 0 1 1 𝑥1 

1
4

7
 −22

7
 1

7
 0 0 1 𝑥3 

 ما دالأ الح  ما اال غير ذف  عداد إحيحة:
 على النحو التالي:  𝑥1يمكن كتادة المعادلة  ∴ 

𝑥1 + (1 +
1

7
) 𝑥4 + (−1 +

6

7
) 𝑆1 = (4 +

4

7
) 

𝑆2 −
1

7
𝑥4 −

6

7
𝑆1 = −

4

7
 

 دإوافة  ذا القيد إلى رفر ودول نحص  على ا تي:
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 𝑆2 𝑆1 𝑥4 𝑥3 𝑥2 𝑥1  
59 0 8 1 0 0 0 𝑧 
3 0 1 0 0 1 0 𝑥2 

4
4

7
 0 −1

7
 1

7
 0 0 1 𝑥1 

1
4

7
 0 −22

7
 1

7
 0 0 1 𝑥3 

−4

7
 1 −6

7
 −1

7
 0 0 1 𝑆2 

 الثنا ي ي دف إلى ا تي: إن استخدالأ طريقة السمبلكس
 𝑆2 𝑆1 𝑥4 𝑥3 𝑥2 𝑥1  
35 7 2 1 0 0 0 𝑧 
3 0 1 0 0 1 0 𝑥2 

4 1 −1 0 0 0 1 𝑥1 

1 1 −4 0 1 0 0 𝑥3 

4 −7 6 1 0 0 0 𝑥4 

 
 : و ذا ال دول يعطي الح  الأمث  للأعداد الصحيحة حيث 

𝑥1 = 4           ,       𝑥2 = 3         ,        z = 55 
  



 المحور السابع: برمجة الأعداد الصحيحة مشاكل النقل

93      
 

 برمجة الاعداد الصحيحة مشاكل النقلالمحور السابع: 

 مقدمة:

من مسصصصصصصصصصصا   البرم ة الخطية    -بد ت المعال ة العلمية لنماذج النق  منذ فترة طويلة وذلك لطبيعت ا الخاإصصصصصصصصصصة 
،  1947كويمانز عالأ    -لل تلت ا  فرذ بواسصصطة ت    1941 ينشصصكوك عالأ  -ول دراسصصة ل ا بواسصصطة   العامة. بد ت 

وقد  .لة النق ، ولدينا العديد من الطرا التي نسصصصتخدم ا لح  مسصصصالة النق أمن الدراسصصصات ال امة في م ال مسصصص  وتعتبرا
يطبي على مسصالة النق  وميع الافتراوصات الخاإصة دالبرم ة الخطية من حيث توافر الخطية في ك  من دالة ال د  

 :(151، إلحة 2010)نور الشمرتي،  والقيود، ويمكن تلخي  مسألة النق  الكلاسيكية على النحو ا تي

، يووصد في صا كميصات  و موان  مثلاً  عصامص   ن تكون م   ( ومن الممكن  Sourcesلصدينصا م موعصة من المصصصصصصصصصصصصصصصادر )
، كمصا يووصد لصدينصا في ال  صة الأفرذ  سصصصصصصصصصصصصصصوااو الأ معينصة من الب صصصصصصصصصصصصصصا ع والمواد المراد توايع صا على منصاطي الحصاوصة  

و مناطي طلب على الحاوة المتوفرة في  ومثلا قد تكون  سصصصصصصصصصصصصصصواا    Destinationsو ال ايات   م موعة من المرا ز 
توالأ علي ا  ذه الكميات  و المواد، ويستوعب ك  مركز من  ذه المرا ز كمية معينة   ن  روح  لأالمصادر، والتي من ا

( لاسصصصصصصصتيلاء ك  ما تسصصصصصصصتوببه  Sourcesي ب اسصصصصصصصتيلا  ا والمطلوب نق  الكميات المووودة والمتاحة في المصصصصصصصصادر )
مشصصصكلة النق  ، و صصصصلة عامة يمكن  قول ان  ، وذلك بتحقي  ق  كللة ممكنةDestinationsال ايات ) لا على انلراد( 

، إصصصصصصصصصلحة  Singh)  و ات نق  العناإصصصصصصصصصر من م موعة معينة من نقاد التوريد إلى م موعة معينة من نقاد الو   ببارة
4). 
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 :ا تي ( من ال ايات )الأسواا( وكما في المخطمn( من المصادر )المعام ( و )mن لدينا ) لنلرغ 

 

 :(E & Li, p. 4) ومن المخطم  علاه يت ح لنا

m.) من المصادر والتي  ي مناطي الإنتاج )المعام : 

𝑛.)من ال ايات والتي  ي مناطي التوايع )الأسواا : 

,𝑎𝑚  وفي ك  مصصصصصصصصدر  و معم  مووود  … . , 𝑎3, 𝑎2, 𝑎1 الإنتاج وفي   من الكميات المعرووصصصصصصصة في مناطي
,𝑏𝑛     من ال ايات يوود  … . , 𝑏3, 𝑏2, 𝑏1 ،.ميات مطلو ة في الأسواا  

𝐶𝑖𝑗( كللصة نقص  الوحصدة الواحصدة من المنتج من منطقصة الإنتصاج :𝑖  )إ( لى السصصصصصصصصصصصصصصوا𝑗   ون صد ،)وصدول   إي صاد لى  إ
 ممكنة. كللةلى ك  الأسواا مع تحقيي  ق  إ نتاجمث  لنق  المنتج من مناطي الإالنق  الأ

1 

2 2 

i j 

m n 

1 ↤   𝒃𝟏 

↤   𝒃𝟐 

↤   𝒃𝒊 

↤   𝒃𝒏 

𝒂𝟏    ↦ 

𝒂𝟐    ↦ 

𝒂𝒊    ↦ 

𝒂𝒎    ↦ 

𝐶11 

𝑪𝟏𝟐 

𝐶𝑚𝑛 

)المعامل( المصادر  الغايات )الأسواق، المخازن( 

𝑋𝑚𝑛 

ق
سو

و 
 ا
كز

مر
و 

 أ
ية

غا
ل 

 ك
ي

 ف
بة

لو
ط
لم

 ا
ت

يا
كم

 ال
ير

اد
مق

 

مل
عا

لم
 ا
أو

ر 
اد

ص
لم

 ا
ي

 ف
دة

جو
مو

 ال
ت

يا
كم

 ال
ير

اد
مق

 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
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X𝑖𝑗  الكميصصة التي سصصصصصصصصصصصصصصتنقصص  من منطقصصة الإنتصصاج المصصصصصصصصصصصصصصصصادر : (𝑖).(Sources)  لى الأسصصصصصصصصصصصصصصواا )إj ال صصايصصات( )  
Destination  ويكون )𝑗 =  1,2, . . , 𝑛، 𝑖 =  1,2, . . . , 𝑚.    مت يرات  ملاحظتصصصه  و  ن عصصصدد    ن الصصصذف ي صصصب  كمصصصا

  ( من المت يرات.nmمشكلة النق   و )

 :نق  كما في ال دول ا تيويمكن تمثي   ف مشكلة 

 الغايات )المراكز( الأسواق : (2جدول رقم )

الكميات 
المعروضة  
Supply 

𝑫𝒏 ... 𝑫𝒋 ... 𝑫𝟐 𝑫𝟏  

𝑎1 𝐶1𝑛 
𝑋1𝑛  

 ..... 𝐶1𝑗 
𝑋1𝑗  

.... 𝐶12 
𝑋12  

𝐶11 
𝑋11  

𝑆1 

𝑎2 𝐶2𝑛 
𝑋2𝑛  

 ..... 𝐶2𝑗 
𝑋2𝑗  

.... 𝐶22 
𝑋22  

𝐶21 
𝑋21  

𝑆2 

  . 

. 

. 

. 
 .   .   . 

 .   .   . 

  . 

. 

  . 
  . 

  . 

. 

. 

. 
  . 

. 

𝑎𝑖 𝐶𝑖𝑛 
𝑋𝑖𝑛  

 𝐶𝑖𝑗 
𝑋𝑖𝑗  

. 
. 

𝐶𝑖2 
𝑋𝑖2  

𝐶𝑖1 
𝑋𝑖1  

𝑆𝑖 

  . 

. 

. 

. 
  . 

. 

  . 

. 

  . 
  . 

  . 

. 

. 

. 
  . 

. 

𝑎𝑚 𝐶𝑛𝑚 
𝑋𝑚𝑛   .    .    . 

𝐶𝑚𝑗 
𝑋𝑚𝑗  

 .    .    . 
𝐶𝑚2 

𝑋𝑚2  
𝐶𝑚1 

𝑋𝑚1  
𝑆𝑚 

𝑄 
𝑄 𝑏𝑛  .   .   . 𝑏𝑗  .   .   . 𝑏2 𝑏1 

 الكميات المطلو ة 
Demand 

 .ويمكن إياغة مشكلة النق  داستخدالأ إي ة البرم ة الخطية
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𝑀𝑖𝑛  𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

𝑆. 𝑇.   
∑: iالمعرووة في المصدر  الكميةن الكمية المطلو ة لن تزيد عن  . قيد ل مان 1 𝑋𝑖𝑗

𝑛
𝑗=1 ≤ 𝑎𝑖 

∑  :jممكن من المورد  طلب   ق ن الكمية المنقولة تحقي  قيد ل مان .2 𝑋𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 ≥ 𝑏𝑗 

𝑋𝑖𝑗 ≥ 0  𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖, 𝑗 … … . . (13) 
 ن: احتياوات ممكنة للأسواا فمعنى ذلك  أق ذا كانت الكمية المعرووة تلي دمو 

∑ 𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

=  ∑ 𝑏𝑖

𝑛

𝑗=1

 … … … . (14) 

ويدعى  ذا النموذج  standard form  ووفقا ل ذه اللروصصية يصصصبح النموذج في  ذه الحالة على الشصصك  القياسصصي
 ن ك  القيود تصبح معادلات. ( و ي balanced transportationدمشكلة النق  المتواانة )

𝑀𝑖𝑛    𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

𝑆. 𝑇.   

∑ 𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑖=1

= 𝑎𝑖 … … … . (15)   

∑ 𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 𝑏𝑗 

𝑋𝑖𝑗 ≥ 0 

 متساويات. ن تكون القيود ال يكلية على رك  ستخدالأ البرم ة الخطية اولابد من ح  مشكلة النق  د

 :Solution of Transportation problemحل مشاكل النقل  25

( في ح  مشصصصصصصصصصصصصصا   النق  وذلك للتكوين الخال Simplex methodلا يمكن اسصصصصصصصصصصصصصتخدالأ طريقة السصصصصصصصصصصصصصمبلكس )
ي   سصصصصصصاسصصصصصصو إصصصصصصلر. ولتسصصصصصص ي  عملية افتبار مت ير غير   ما واحد  إلمصصصصصصصلوفة النق  حيث تكون معاملات المت يرات 
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ف صص   فرذ لح  مشصصكلات النق  يكون   ي(، ول ذا ممكن اسصصتخدالأ طرا  سصصاسصصو )اسصصتبعاد مت ير   ) مت ير( )داف (  
مر وع  القيود على رصصصصصصك  متسصصصصصصاويات ) ما مر ذكره في النموذج العالأ(، ولذلك سصصصصصصو  يكون الح  ولذلك يتطلب الأ

 :(160، إلحة 2010)نور الشمرتي،  على مرحلتين وكما يأتي

 ولًا: إيجاد حل أساسي مبدئي ممكنأ .5-2-1

nتحتوف مشصصصصكلة النق  على ) + m( من القيود ال يكلية و )𝑛𝑚  من المت يرات، وفي طريقة السصصصصمبلكس كان )
ية يكون  سصصصصصصاسصصصصصصن عدد المت يرات الأإما في مشصصصصصصكلة النق  ف ية مسصصصصصصاويا لعدد القيود ال يكلية.  سصصصصصصاسصصصصصصعدد المت يرات الأ

((𝑛 + 𝑚 − ولي  ي الأسصصصصصصاسصصصصصصإي اد الح  الأ  و الإمكانن المشصصصصصصكلة تحتوف على  ذا العدد من المعادلات  ( حيث 1
 ا تية: حدذ الطرا إالممكن دالاستعانة د

 North - west corner . طريقة الركن الشمالي ال ر ي 

 . Least costب. طريقة الأق  كللة 

 Vogl's method (Penality methodج. طريقة ال زاء )فوو ( )
(Vogl's Approximation method) (VAM) 

 وفيما يلي توويح لك  طريقة من  ذه الطرا ومميزات ا:

 :North - west corner methodأ. طريقة الركن الشمالي الغربي 

ف منطي علمي لتوايع الكميصات  إذ لا يسصصصصصصصصصصصصصصتخصدلأ في صا    ،طلااسصصصصصصصصصصصصصص ص  الطرا على الإ تعصد  صذه الطريقصة من   
الحصص    إي صصاد ، إذ تبصصد  عمليصصة  Destinationلتلبيصصة احتيصصاوصصات ال صصايصصات    Sourcesالمتوفرة في المصصصصصصصصصصصصصصصصادر )المعصصامصص (  

ولي من الزاوية الشصصصصصمالية ال ر ية ولذلك سصصصصصميت  ذه الطريقة ب ذا الاسصصصصصل، ويتلخ  عم  الطريقة فيما  ي الأسصصصصصاسصصصصصالأ
 :ييأت

دالكمية المتاحة عند المصصصادر )مرا ز   (الأسصصوااو   و ال ايات  عند المرا ز )نبد  نقارن الكمية المطلو ة   ابتداءً 
ف نقارن الكمية     -( في نماذج النق   2و مر ع من الركن الشصصصصصمالي ال ر ي من ال دول رقل ) ول فانة   الإنتاج(، في 
لى الخليصة الثصانيصة  إالكميتين، لل ننتقص      قص ون صصصصصصصصصصصصصصع في  صذه الحصالصة    - 𝑆1دصالكميصة المتصاحصة عنصد   -  D1المطلو صة عنصد 

والكمية المتاحة لدينا  ي الكمية المتبقية دعد ووع الكمية في الخلية الأولى    - S1D2على نلس الصف و ي الخلية  
- S1D1  -  ي صصصصصصصصصصصصصصا نقصارن  صذه الكميصة المتبقيصة دصالكميصة المطلو صة عنصد   و- D2  – كميصة، و صذلصك نكون قصد    قص   ونختصار
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 D2 -لى الصصصف الثاني على نلس العمود إلذلك ننتق     -S 1 -اسصصت لكنا  و نقلنا ك  الكميات المتاحة عند المصصصدر 
  ق ونختار  S2دالكمية المتاحة عند   D2  ي صصصصصصا الكمية المتبقية لاسصصصصصصتيلاء متطلبات  ونقارن   S2D2ف عند الخلية    -

𝑗) ميصصة ونكرر  صصذا العمصص  حتى نلي دكصص  الاحتيصصاوصصات عنصصد ال صصايصصات   = 1,2, … 𝑛) 𝐷𝑗    و صصذلصصك ننقصص  كصص  الكميصصات
𝑖)المتاحة عند المصصصادر  = 1,2, … 𝑚) 𝑆𝑖.   ا يمكن  يً  سصصاسصص  ي الابتدا ي ويكون حلاً سصصاسصصيسصصمى الح  الأ  ذا الح

 شرد ا تي:ال ذا توفرإتحسينه مباررة 

𝑚 + 𝑛 − 1 =  م مولأ  الخلايا  المش ولة دالكميات 

𝑚عدد المصادر : 

𝑛 عدد ال ايات : 

 (:52مثال )

 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

15 
11 

𝑋14  

20 

             𝑋13   

0 

           𝑋12 

10 

           𝑋11    
𝑆1 

25 
20 

𝑋24  

9 

           𝑋23   

7 

           𝑋22 

12 

           𝑋21    
𝑆2 

5 
18 

𝑋34  

16 

           𝑋33   

14 

           𝑋32 

0 

           𝑋31    
𝑆3 

45 
     45 

10 15 15 5  

  ن: ف،  قب  البدء دح  المثال  علاه ي ب التأ د من  ن مشكلة النق  متواانة

 45 =م مولأ احتياوات ال ايات  =المصادر  تحتويهم مولأ ما  
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15 11 
𝑋14 = 0  

20 
           𝑋13 = 0  

0 
           𝑋12 = 10 

10 
           𝑋11 = 5    

25 20 
𝑋24 = 5  

9 
         𝑋23 = 15   

7 
           𝑋22 = 5 

12 
           𝑋21 = 0    

5 18 
𝑋34 = 5  

16 
           𝑋33 = 0   

14 
           𝑋32 = 0 

0 
           𝑋31 = 0    

45 
  45    

10 15 15 5 

𝑋11المت يرات الأساسية:  = 5,    𝑋12 = 10,   𝑋22 = 5,   𝑋23 = 15,   𝑋24 = 5, 𝑋34 = 5 

𝑋13المت يرات غير الأساسية:  = 𝑋14 = 𝑋21 = 𝑋31 = 𝑋32 = 𝑋33 = 0 

𝑀𝑖𝑛    𝑍 وتكون الكللة الكلية للنق  كما يلي: = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗
𝑚
𝑖=1

𝑛
𝑗=1 

𝑍 = 5 ∗ 10 + 10 ∗ 0 + 5 ∗ 7 + 15 ∗ 9 + 5 ∗ 20 + 5 ∗ 18 = 410 
𝑚وتكون عدد الخلايا المش ولة  + 𝑛 − 1 = 6 

 الح  الأساسي لمشكلة النق  ا تية: ي اد استخدلأ طريقة الركن الشمالي ال ر ي لإ: 53مثال 

 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

10 11 
𝑋14 = 0  

20 
     𝑋13 = 0   

0 
     𝑋12 = 5 

10 
    𝑋11 = 5    

𝑆1 

5 20 
𝑋24 = 0  

9 
     𝑋23 = 0   

7 
     𝑋22 = 5 

12 
    𝑋21 = 0    

𝑆2 

15 18 
𝑋34 = 7  

16 
    𝑋33 = 8   

14 
     𝑋32 = 0 

0 
     𝑋31 = 0    

𝑆3 

30 
     30 

7 8 10 5  

𝑋11المت يرات الأساسية:  = 5,    𝑋12 = 5,   𝑋22 = 5,   𝑋23 = 0,   𝑋33 = 8, 𝑋34 = 7 
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𝑋13المت يرات غير الأساسية:  = 𝑋14 = 𝑋21 = 𝑋24 = 𝑋31 = 𝑋32 = 0 

𝑋32لا يوود مانع  ن يكون  = 𝑋23بدلا من  0 =  )ومن الح  ووفقا لتحقيي المسار في  ذه الطريقة( 0

𝑀𝑖𝑛    𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

 

𝑍 = 5 ∗ 10 + 5 ∗ 0 + 5 ∗ 7 + 0 ∗ 9 + 8 ∗ 16 + 7 ∗ 18 = 339 
𝑚وتكون عدد الخلايا المش ولة  + 𝑛 − 1 = 6 

المت يرات   الح  الأسصاسصي لمشصكلة النق  المبينة في  ي اد اسصتخدلأ طريقة الركن الشصمالي ال ر ي لإ  :(16) مثالال
 الأساسية:

 𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

100 
30 

𝑋15 = 0  

34 

𝑋14 = 0  

28 

    𝑋13 = 0   

27 

  𝑋12 = 25 

37 

  𝑋11 = 75    
𝑆1 

125 
28 

𝑋25 = 0  

27 

𝑋24 = 20  

32 

  𝑋13 = 70   

32 

   𝑋22 = 35 

29 

    𝑋21 = 0    
𝑆2 

150 
30 

𝑋35 = 90  

30 

𝑋34 = 60  

37 

    𝑋33 = 0   

27 

     𝑋32 = 0 

34 

     𝑋31 = 0    
𝑆3 

375 
     375 

90 80 70 60 75  

 المت يرات الأساسية:

 𝑋11 = 75,    𝑋12 = 25,   𝑋22 = 35,   𝑋23 = 70,   𝑋24 = 20, 𝑋34 = 60, 𝑋35 = 90 
𝑋13المت يرات غير الأساسية:  = 𝑋14 = 𝑋15 = 𝑋25 = 𝑋31 = 𝑋33 = 0 

𝑀𝑖𝑛    𝑍 :ولكن الكللة الكلية لمشكلة النق   ي = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗
𝑚
𝑖=1

𝑛
𝑗=1 

𝑍 = 30 ∗ 90 + 30 ∗ 60 + 20 ∗ 27 + 32 ∗ 70 + 32 ∗ 35 + 25 ∗ 27 + 75 ∗ 37 = 11850 
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𝑚وي ب  ن يتحقي الشرد ا تي، و و  ن م مولأ الخلايا المش ولة يساوف:    + 𝑛 − 1 = 7 

وصصافية ويطلي  إوراءات  إية   مث  بدون  قابلة للح  الأالنولأ  المشصصا   من   ين  ذه المشصصكلة وما سصصبق ا  إلذلك ف
على  صصذا النولأ من مشصصصصصصصصصصصصصصصا صص  النقصص  التي يتحقي في صصا الشصصصصصصصصصصصصصصرد المصصذكور و و  عصصدد الخلايصصا المملوءة )المشصصصصصصصصصصصصصص ولصصة( 

𝑚 + 𝑛 − ما المشصصا   التي لا يتحقي في ا الشصصرد  علاه سصصتكون   (،  non degenerate)  ن ا مشصصا   غير منحلةأ[ د1
 لا دعد إفير من المشصصصصصصصصا    مث  ل ذا النولأ الأالح  الأ إي اد يمكن    ، و نا لا(degenerate)  من نولأ المشصصصصصصصصا   المنحلة

 وافية  فرذ.إوراءات إ

 مميزات طريقة الركن الشمالي الغربي:

ف صصصص  عدد من الخلايا المشصصصص ولة و ي   توود فاإصصصصية في طريقة الركن الشصصصصمالي ال ر ي دأن ا تنتج دا ماً عن ا  
 تي:(. ولبر نة ما ورد  علاه نأفذ المثال ا Basic variablesفي نلس الوقت تمث  عدد المت يرات الأساسية )

 الح  الأساسي لمشكلة النق  ا تية: ي اد استخدلأ طريقة الركن الشمالي ال ر ي لإ (:55مثال )

 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

150 
25 

     𝑋13 = 0   

35 

     𝑋12 = 0 

10 

  𝑋11 = 150     
𝑆1 

100 
20 

     𝑋23 = 50   

5 

    𝑋22 = 50 

80 

     𝑋21 = 0    
𝑆2 

250 
     250 

50 50 150  

𝑋11المت يرات الأساسية:  = 150,    𝑋12 = 0,   𝑋22 = 50,   𝑋23 = 50    

𝑋13المت يرات غير الأساسية:  =   𝑋21 =  فتكون:كللة الكلية تال  ما   ,0

𝑀𝑖𝑛    𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

= 150 ∗ 10 + 0 ∗ 35 + 50 ∗ 5 + 50 ∗ 20 = 2750 
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و ي التي  كللة ممكنة    ق المثال المار الذكر الأفير من فلال الح  دطريقة الركن الشصصصصصصصصصصصمالي حصصصصصصصصصصصصلنا على  
مث  فيما لو طبقت طريقة من طرا التحقي من الح  الأمث  )بيان ذلك فيما دعد( نحصصصصصصصصصصص  علي ا من فلال الح  الأ

𝑚لى تحقيي معادلة )عدد الخلايا المملوءة  إ  دالإوافة + 𝑛 − 1 (، بينما لو تل الح  دطريقة فووي  سو  يعطي  =
 (، وسو  يتل معال ة ذلك فيما دعد.degenerateف ح  منح  ) الكللة نلس ا ولكن بثلاث فلايا مش ولة 

 :The least cost methodب. طريقة الأقل كلفة 

لا رصصصصصصصك في  ن طريقة الأق  كللة  ي الطريقة المل صصصصصصصلة على طريقة الركن الشصصصصصصصمالي ال ر ي حيث يتل افتيار  
 ق  الكلف و عد ذلك يتل   مي اد وتوايع الخلايا المشصصصصصص ولة على  سصصصصصصاس  ق  كللة، حيث يتل مشصصصصصصا دة ودول التكاليل و 

ن ننت ي من تخصصصصصصصصي    و الخلية الذف يحتوف  ق  كللة، و عد  تخصصصصصصصصي  الكمية المطلو ة في ال اية مقاب  المر ع 
الاحتياوات المطلو ة  و انت اء ما تحويه المصصادر، نقولأ دملاحظة ودول الكلف مرة  فرذ ورإصد  ق  كللة  فرذ لل 
يتل افتيار ا ويتل توايع ما يبقى من المصصصصصصصادر من كميات وحسصصصصصصب احتياوات ال ايات دالطريقة نلسصصصصصص ا. وسصصصصصصنووصصصصصصح  

 .(159، إلحة 2010)نور الشمرتي،  الح  الأساسي لمشكلة ي اد لإطريقة الأق  كللة 

اسصصصصصصصصتخدلأ طريقة الأق  كللة لإي اد الح  الأسصصصصصصصصاسصصصصصصصصي لمشصصصصصصصصكلة النق  المبينة في ال دول ا تي:    :(17) مثالال
ومقارنت ا دالكللة الكلية لنلس   ولا ح  ال دول التالي دطريقة الركن الشصصصمالي ال ر ي واسصصصتخراج الكللة الكلية سصصصنحاول  )

 .(ال دول و طريقة الأق  كللة

 : الح  دطريقة الركن الشمالي ال ر ي:أولا

 𝐷2 𝐷1  

60 2 
     𝑋12 = 0 

4 
  𝑋11 = 60     

𝑆1 

40 5 
    𝑋22 = 0 

7 
     𝑋21 = 40    

𝑆2 

70 10 
    𝑋32 = 65 

3 
     𝑋31 = 5    

𝑆3 

170 
      170 65 105  

𝑋11مت يرات  ساسية:  = 60,    𝑋21 = 40,   𝑋31 = 5,   𝑋32 = 65    
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𝑋12مت يرات غير  ساسية:  =   𝑋22 = 0 

 كما يلي:كللة الكلية تال وتكون 

𝑀𝑖𝑛    𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

 

𝑍 = 10 ∗ 65 + 5 ∗ 3 + 40 ∗ 7 + 60 ∗ 4 = 1185 
𝑚ويكون عدد الخلايا المش ولة  + 𝑛 − 1 = 4 

 : الح  دطريقة الأق  كللةثانيا

 𝐷2 𝐷1  

60 
2 

     𝑋12 = 60 

4 

  𝑋11 = 0     
𝑆1 

40 
5 

    𝑋22 =5 

7 

     𝑋21 = 35    
𝑆2 

70 
10 

    𝑋32 = 0 

3 

     𝑋31 = 70    
𝑆3 

170 
     170 

65 105  

𝑋12مت يرات  ساسية:  = 60,    𝑋21 = 35,   𝑋22 = 5,   𝑋31 = 70    

𝑋11مت يرات غير  ساسية:  =   𝑋32 = 0 

 كما يلي:كللة الكلية تال وتكون 

𝑀𝑖𝑛    𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

= 60 ∗ 2 + 5 ∗ 5 + 35 ∗ 7 + 70 ∗ 3 = 600 

𝑚ويكون عدد الخلايا المش ولة  + 𝑛 − 1 = 4 
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 ق  كللة: ولي ل دول النق  داستخدالأ طريقة ساسي الأوود الح  الأ  :(18) مثالال

 𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

100 
30 

𝑋15 = 0  

34 

𝑋14 = 0  

28 

  𝑋13 = 40   

27 

  𝑋12 = 60 

37 

  𝑋11 = 0       
𝑆1 

125 
28 

𝑋25 = 45  

27 

𝑋24 = 80  

32 

    𝑋23 = 0   

32 

   𝑋22 = 0 

29 

    𝑋21 = 0    
𝑆2 

150 
30 

𝑋35 = 45  

30 

𝑋34 = 0  

37 

  𝑋33 = 30   

27 

     𝑋32 = 0 

34 

    𝑋31 = 75    
𝑆3 

375 
     375 

90 80 70 60 75  

 مت يرات  ساسية:

     𝑋12 = 60,   𝑋13 = 40,   𝑋24 = 80, 𝑋25 = 45, 𝑋31 = 75, 𝑋33 = 30, 𝑋35 = 30 
𝑋11مت يرات غير  ساسية:  = 𝑋14 = 𝑋15 = 𝑋22 = 𝑋32 = 𝑋21 = 𝑋23 = 𝑋34 = 0 

 توويح لطريقة الح :

,𝑆1𝐷2 ( في الخلايا التالية:27يتل تحديد  ق  كللة مووودة ومن ودول النق  و ي ) 𝑆2𝐷4, 𝑆3𝐷2 

لنق  كمية مقدار ا   𝑆1𝐷2( و عد ا سصو  نختار  80لنق  كمية مقدار ا ) 𝑆2𝐷4و الخلية  و نا سصنختار المر ع 
 ل ميع فلايا ال دول. ن ننق  وميع الكميات المووودة في المصادر لتلبية احتياوات ال ايات  لى إ(، 60)

على    ن  صذه الطريقصة، تبصد  دصافتيصار  قص  كللصة لنقص    قص  كللصة  ي  ا على طريقصة الأالصذف ي فصذ سصصصصصصصصصصصصصصلبصً   :ملاحظـة
لى اسصصتخدالأ المر عات التي  إفير  و المر عات التي تتمتع دأق  التكاليل، مما ي صصطرنا دالأ الكميات من فلال الخلايا 

فير( في توايع ما يحتويه المصصدر الثالث تحتوف على  على التكاليل، و ذا ما حصص  لنا في ح  المثال السصابي )الأ
 ا.ذات الكلف المرتلعة نسبيً  على احتياوات الن ايات الأولى والثالثة والخامسة

 :وتكون الكللة الكلية
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𝑀𝑖𝑛    𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

 

𝑍 = 60 ∗ 27 + 40 ∗ 28 + 80 ∗ 27 + 45 ∗ 28 + 75 ∗ 24 + 30 ∗ 37 + 45 ∗ 30 = 11170 
𝑚ويكون الخلايا المش ولة يساوف:    + 𝑛 − 1 = 7 

 النق  ا تي:ساسي الأولي ل دول ي اد الح  الأق  كللة لإاستخدلأ طريقة الأ :(19) مثالال

 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

6 
7 

𝑋14 = 0  

11 

  𝑋13 = 0   

3 

  𝑋12 = 0 

2 

  𝑋11 = 6       
𝑆1 

1 
1 

𝑋24 = 0  

6 

    𝑋23 = 0   

0 

   𝑋22 = 0 

1 

    𝑋21 = 1    
𝑆2 

10 
9 

𝑋34 = 2  

15 

  𝑋33 = 3   

8 

     𝑋32 = 5 

5 

    𝑋31 = 0    
𝑆3 

17 
     17 

2 3 5 7  

𝑋11     مت يرات  ساسية: = 6,   𝑋21 = 1,   𝑋32 = 5, 𝑋33 = 3, 𝑋34 = 2 

𝑋12مت يرات غير  ساسية:  = 𝑋13 = 𝑋14 = 𝑋22 = 𝑋23 = 𝑋24 = 𝑋31 = 0 

𝑚و نا عدد الخلايا المش ولة  + 𝑛 − 1 ≠ 5 = 

ويكون نولأ الح  ل دول النق   علاه من النولأ المنح ، وسصصصو  يتل تحسصصصين  ذا النولأ من الحلول فيما دعد وفقا 
 لطريقة معينة. 

 :Vogel's Approximation method (AM: Penality method)  )الجزاء( ل ج. طريقة فوجي

ك  عمود، و عد ذلك ي ب افتيار  ق  كللتين في ك  إصصصصصصصصصصف وفي  سصصصصصصصصصصلوب تحديد اللرا بين  يلزمنا في  ذا الأ
 بر اللروا دعد  و عمود والذف يقاب    عمدة، وتبعا ل ذا سصو  يتل تحديد إصف  اللرا الأ بر من فروا الصصلو  والأ
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و العمود المختار في الخطوة السصصصصصصصصصادقة، دعد  ذا يتل    ذا يتل افتيار المر ع الذف يحتوف على  ق  كللة في الصصصصصصصصصصف 
 و نلاذ مووودات المصدر.  بر كمية متيسرة لتسديد احتياوات ال اية  تخصي  

و العمود الذف يتل اسصتيلاء ك   الصصف   ال اء مرحليإرصكال  و فطأ، يسصتلزلأ بنا  إدنى  ل رغ اتمالأ الح  بدون  
ء كصافصة الخلايصا التي  مص كص  مصا مووود في غصايصة العمود، ونكرر العمص  دصال صدول ال صديصد حتى يتل    د و نلصا احتيصاوصاتصه 

 احتياوات ال ايات. لى تسديد إتستخدلأ في نق  ما مووود في المصدر 

طلاا لما تتميز ده  ذه الطريقة من  سصصصصصصاسصصصصصصي المبد ي على الإ ل طرا تحديد الح  الأ  وتعد طريقة فووي  من  
ق  كللة والشصمالي ال ر ي  ا ما تكون طريقتي  مث ، ونادرً و الح  القريب من الح  الأ مث  لى الح  الأإالقدرة للوإصول 

سصصرلأ وقت ممكن و نا الطريقة  ألى الح  دإف صصلية في  ذا الم ال  و الوإصصول ف صص  من طريقة فووي ، ويقصصصد دالأ 
  طول. لى عمليات حسابيةإتحتاج 

 ولتوويح فطوات  ذه الطريقة نأفذ المثال ا تي: 

 فووي : وود الح  الأساسي المبد ي لمشكلة النق  ا تية مستعينا دطريقة  :(20) مثالال

1. 

Penality  اللروا للصلو  𝐷2 𝐷1  

2 60 
2 

      

4 

    
𝑆1 

2 40 
5 

     

7 

        
𝑆2 

7 70 
10 

     

3 

      
𝑆3 

 170 
        170 

65 105  

اللروا للأعمدة  1 3  
Penality 
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2. 

 𝐷2 𝐷1  

60 
2 

      

4 

    
𝑆1 

40 
5 

     

7 

      
𝑆2 

70 
10 

     

3 

     70    
𝑆3 

 65 105  

𝑋31 = 70 
3. 

Penality  اللروا للصلو  𝐷2 𝐷1  

2 60 
2 

      60 
4 

    
𝑆1 

2 40 
5 

     
7 

        
𝑆2 

 70 
10 

     
3 

      
𝑆3 

 170 
        170 

65 105  

  3 3 Penality 
𝑋2 = 60 
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4. 

 𝐷2 𝐷1  

40 
2 

5     

7 

35        
𝑆2 

𝑋21 = 35 
𝑋22 = 5 

 ومن لل تتل العودة إلى مشكلة النق  الأساسية لتوايع كافة الكميات على الخلايا المشكلة الأإلية.

 𝐷2 𝐷1  

60 
2 

      𝑋12 = 60 

4 

𝑋11 = 0    
𝑆1 

40 
5 

𝑋22 = 5     

7 

𝑋11 = 35        
𝑆2 

70 
10 

𝑋32 = 0     

3 

𝑋31 = 70      
𝑆3 

170 
        170 

65 105  

 للنق : لمشكلة الكللة الكليةوتكون 

𝑀𝑖𝑛  𝑍 = 3 ∗ 70 + 35 ∗ 7 + 5 ∗ 5 + 60 ∗ 2 = 60 
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 : Vogel'sساسي المبد ي لمشكلة النق  ا تية داستخدالأ طريقة فووي  وود الح  الأ  :(21) مثالال

1. 

Penality 
اللروا 
 للصلو 

 
𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

13 
120 4 

 
17 

   

22 

   40 

20 

   
𝑆1 

2 
70 7 

 
9 

       

37 

    

24 

        
𝑆2 

5 50 
15 

 
20 

   

37 

      

32 

        
𝑆3 

 240 
     240 

110 30 40 60  

  3 8 15 4 
Penality  اللروا 

 للأعمدة

           𝑋12 = 40                                         ↑ 

 .مرحليا (2ال اية رقل )و نا سو  يحذ  العمود الثاني 
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2. 

Penality   𝐷4 𝐷3 𝐷1  

13 
80 4 

80 

17 

   

20 

   
𝑆1 

2 
70 7 

 
9 

       

24 

        
𝑆2 

5 50 
15 

 
20 

   

32 

        
𝑆3 

 
200 
     200 

110 30 60  

  3 8 4 Penality  

𝑋14 = 80 
 :( ومرحليا1)المصدر رقل تل حذ  الصف الأول و نا سو  ي .3

Penality   𝐷4 𝐷3 𝐷1  

2 
70 7  9 

       30 
24 
        

𝑆2 

5 50 
15  20 

   
32 
        

𝑆3 

 
120 
     120 

30 30 60  

  8 11 11 Penality  
                              𝑋23 = 30                                                          ↑ 
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 :(3ال اية رقل )و نا سو  يتل حذ  العمود الثالث  .4

Penality   𝐷4 𝐷1  

17 
40 7 

30 

24 

        10 
𝑆2 

17 50 
15 

 
32 

        50 
𝑆3 

 90 
     90 

30 60  

  8 8 Penality  

𝑋21 = 10,   𝑋24 = 30, 𝑋31 = 50 
 :إلي لمشكلة النق لى ال دول الأإو نا سو  يتل العودة 

 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

120 4 

𝑋14 = 80 

17 

𝑋13 = 0 

22 

𝑋12 = 40 

20 

𝑋11 = 0 
𝑆1 

70 7 

𝑋24 = 30 

9 

𝑋23 = 30 

37 

𝑋22 = 0    

24 

𝑋21 = 10 
𝑆2 

50 
15 

𝑋34 = 0 

20 

𝑋33 = 0 

37 

𝑋32 = 0 

32 

𝑋31 = 50 
𝑆3 

240 
     240 

110 30 40 60  

 :وتكون الكللة الكلية للمشكلة كما يلي

𝑀𝑖𝑛  𝑍 = 40 ∗ 22 + 80 ∗ 4 + 10 ∗ 24 + 30 ∗ 9 + 30 ∗ 7 + 50 ∗ 32 = 3520 
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𝑚وعدد الخلايا المش ولة  + 𝑛 − 1 = 6 = 

 :ساسي المبد ي لمشكلة النق  ا تية داستخدالأ طريقة فووي وود الح  الأ  :(22) مثالال

Penality   𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

3 
100 4 

 
1 

 
4 

   

7 

    

10 

   
𝑆1 

4 
250 11 

 
6 

 
10 

       

7 

    

2 

     200    
𝑆2 

1 200 
2 

 
2 

 
3 

   

5 

      

8 

        
𝑆3 

3 300 
13 

 
16 

 
12 

   

8 

      

11 

        
𝑆4 

 
850                
   850 

250 100 100 200 200  

  2 1 1 6 6 Penality  

                               𝑋21 = 200                   ↑ 
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 :مرحليا 𝐷1و نا سو  تحذ  ال اية الأولى 
Penality   𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2  

3 
100 4  1  4 

   
7 

    
𝑆1 

1 
50 11  6  10 

       
7 

    
𝑆2 

1 200 2  2  3 
   

5 
      

𝑆3 

←4 300 
13  16  12 

   
8 

      200 𝑆4 

 
650                
   650 250 100 100 200  

𝑋42 = 200 2 1 1 2 Penality  
 :D2وفي  ذه الخطوة سو  يتل حذ  ال اية الثانية 

Penality   𝐷5 𝐷4 𝐷3  

3 
100 4  1  4 

   
𝑆1 

4 
50 11  6 

50 
10 
       

𝑆2 

1 200 
2  2  3 

   
𝑆3 

1 100 
13  16  12 

   
𝑆4 

 
450                
   450 

250 100 100  

𝑋24 = 50 2 1 1 2 Penality  
 :S2و نا سو  يتل حذ  المصدر الثاني 
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Penality   𝐷5 𝐷4 𝐷3  

3 
100 4  1 

50 
4 
   

𝑆1 

1 200 
2  2  3 

   
𝑆3 

1 100 
13  16  12 

   
𝑆4 

 
400                
   400 

250 50 100  

𝑋14 = 50 2 1 1 Penality           
 :D4، 4و نا سو  يتل حذ  ال اية رقل 

Penality   𝐷5 𝐷3  

0 
50 4  4 

   
𝑆1 

1 200 
2 

200 
3 
   

𝑆3 

1 100 
13  12 

   
𝑆4 

 
350 
   350 

250 100  

 2 1 
Penality             

𝑋35 = 200 
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 :S3و نا سو  يتل حذ  المصدر الثالث 

Penality   𝐷5 𝐷3  

0 
50 4 

50 

4 

   
𝑆1 

1 100 
13 

 
12 

   100 
𝑆4 

 150 
   150 

50 100  

 9 8 
Penality             

𝑋14 = 50, 𝑋43 = 100 
 إلي لمشكلة النق  وتوايع الكميات عليه نحص :لى ال دول الأإو الروولأ 

 𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

100 4 

𝑋15 = 50 

1 

𝑋14 = 50 

4 

𝑋13 = 0 

7 

𝑋12 = 0    

10 

𝑋11 = 0 
𝑆1 

250 11 

𝑋25 = 50 

6 

𝑋24 = 50 

10 

𝑋23 = 0 

7 

𝑋22 = 0    

2 

𝑋21 = 200 
𝑆2 

200 
2 

𝑋35 = 200 

2 

𝑋34 = 0 

3 

𝑋33 = 0 

5 

𝑋32 = 0    

8 

𝑋31 = 0    
𝑆3 

300 
13 

𝑋45 = 0 

16 

𝑋44 = 0 

12 

𝑋43 = 100 

8 

𝑋42 = 200  

11 

𝑋41 = 0 
𝑆4 

850                
   850 

250 100 100 200 200  
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 :كما يلي النق   علاه وتكون الكللة الكلية لمشكلة

𝑀𝑖𝑛  𝑍 = 50 ∗ 1 + 50 ∗ 4 + 200 ∗ 2 + 50 ∗ 60 + 200 ∗ 72 + 200 ∗ 8 + 100 ∗ 12

= 4150 
ال ر ي وللمثال  الركن الشصصصصصصصصصصصمالين الكللة الكلية داسصصصصصصصصصصصتخدالأ طريقة   لى إوكما ي منا للت عناية الطالب العزيز 

𝑍:   نلسه بل ت  = 9650 

𝑚ويكون عدد الخلايا المملوءة  + 𝑛 − 1 ≠ 7 = 

𝑍: وكذلك بل ت الكللة الكلية و استخدالأ طريقة الأق  كللة كانت  = 4300 

 علاه  وليتحقي طالبنا العزيز من النتا ج الواردة 

 مثل لمشاكل النقللى الحل الأإولي والوصول به ساسي الأ : اختبار الحل الأاثانيً 

طريقة الركن الشصصمالي ال ر ي، وطريقة الأق  كللة، وطريقة   ي:لا نحصصص  من فلال اسصصتخدالأ الطرا الثلالة و 
ف صلية في ن ترتيب الأ فرذ على الطالب ولو  ولي، ويعتمد اسصتخدالأ طريقة دون سصاسصي الألا على الح  الأإفووي ، 

 .الذف مر بنا ا على ترتيب لاستخدام ا يتناسب طرديً 

نما وممث (،  ف الحصصول على الح  الأ) يعني ن اية الح  للمشصكلة   سصاسصي الأولي لان الحصصول على الح  الأإ
حدذ الطرا إسصصصصصاسصصصصصي الذف تل الحصصصصصصول عليه من تطبيي  ن الح  الأ فتبار    فرذ لا سصصصصصاليب   ن نسصصصصصتخدلأ   ي ب 

مث   فرذ     ن  ناك حلولا لأ    صصصصصص  منه،  في اد ح   إيمكن    الأمث ،  ف الح  الوحيد الذف لاالسصصصصصصادقة،     و الح   
 :(172، إلحة 2010)نور الشمرتي،  لى  كذا حلول،  ناك طريقتان لافتبار  مثلية الح  و ماإمنه، وللوإول 

 Stepping - Stone method. طريقة المسار المتعرج 1

 .Modified distribution methodطريقة التوايع المعدل  2

  :Stepping - Stone method. طريقة المسار المتعرج 1

المشصصص ولة دالمت يرات    سصصصاسصصصية والمر عات غيرنطلي على المر عات المشصصص ولة في مشصصصكلات النق  دالمت يرات الأ
 .مش ول ساسية اذ يتل حساب التكاليل غير المباررة في ك  مر عغير الأ
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النق  بدلا  في مشص ولة يمكن الاسصتلادة من ا  الن المر عات غير   وفقا  لية العم  في  ذه الطريقة، ولمعرفة    
تدف  الح  نه يتل نق  المواد عبر المر عات غير المش ولة، ولكي إف   ف ذا كانت  إمن دعض المر عات المش ولة، ف

 ساسية.وومن المت يرات الأ

سصصصصصصصصصصصاسصصصصصصصصصصصي  ي اد الح  الأ)إوللتعر  عن كثب على رلية العم  في  ذه الطريقة نسصصصصصصصصصصصتخدلأ المثال الذف تل حله  
 بواسطة طريقة الركن الشمالي ال ر ي وكما يلي: (المبد ي

 النق  ا تي:ساسي الأولي ل دول ي اد الح  الأق  كللة لإاستخدلأ طريقة الأ :(23) مثالال

 𝐷2 𝐷1  

60 
2 

   𝑋12 = 0 

4 

   𝑋11 = 60       
𝑆1 

40 
5 

   𝑋22 = 0 

1 

    𝑋21 = 40    
𝑆2 

70 
10 

     𝑋32 = 65 

3 

     𝑋31 = 5    
𝑆3 

 65 105  

من فلال ملاحظة ح  التمرين و طريقة الركن الشصصمالي ال ر ي يظ ر  ن عدد المر عات المشصص ولة في ال دول 
𝑚ن الشصصصرد )عدد الخلايا المشصصص ولة  ف  ر عة مر عات   ي   + 𝑛 − 1 = 4 ( متحقي، وعند تحقيي  ذا الشصصصرد  =

  مث  و ذه المر عات المشصصصصص ولة  ي:لى الح  الأإنه ممكن تحسصصصصصين الح  الحالي والوإصصصصصول ده   و التأ يد التالأ على 
𝑋11 = 60 , 𝑋21 = 40, 𝑋31 = 5, 𝑋32 = 65   

ببارة عن   ف ما X12 و  X22ما المت يرات  سصصصصصصصصصاسصصصصصصصصصية،  المرحلة تسصصصصصصصصصمى دالمت يرات الأ هن  ذه المت يرات ول ذ إ
 ساسيين.  مت يرين غير

افتبار الاسصصصتلادة من المر عين غير المشصصص ولين، لكي نلاحظ ذلك نلترغ نق  وحدة واحدة  ي  المرحلة القادمة 
ن كميصة ما إ( وحدات، فإذا تل نقص  وحدة واحدة عبر المر ع المصذكور ول رغ المواانة فص5، تكلف ) 𝑆2𝐷2عبر المر ع 
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ولاسصتحالة ذلك، لذلك سصو  يتل    (وحدة واحدة 𝑆2ف ايادة الكمية المووودة في المصصدر الثاني  ) مووود في المصصادر 
ن تكللصة نقص  وحصدة واحصدة عبر   ( وحصدة، و 39من الكميصة المنقولصة فلالصه(، ليبقى ))  𝑆2𝐷1طرح وحصدة واحصدة من المر ع 

ل رغ )وحصدة واحصدة    ن تقص  دمقصدار ( ي صب  1ن احتيصاوصات ال صايصة رقل ) ( وحصدات والممكن  7 صذا المر ع تسصصصصصصصصصصصصصصصاوف )
، ولكي لا يخت   𝑆1𝐷1، لذلك ي ب نق  وحدة من فلال المر ع (و المشصصصصصصصصصصكلة المواانة وحسصصصصصصصصصصب الكميات في التمرين  

لى طرح وحصدة واحصدة من الوحصدات إالتواان بين الاحتيصاوصات ومصا متوفر في المصصصصصصصصصصصصصصصادر من كميصات و صذا العمص  ي دف 
( وحدة، ومن فلال ذلك ن د الكللة الكلية للنق   64ليصصصصصصبح ) 𝑆3𝐷2والذف يكون المر ع    عبر المر ع المقاب  المنقولة

الكميات   الكللة يحسصصصصصصصصب عن طريي المر عات التي تل ت يير ين مقدار الت يير ف ف   سصصصصصصصصتت ير وفقا للمسصصصصصصصصار ال ديد، 
 المنقولة من فلال ا.

ذلصك    ذا طرحصت وحصدات وصديصدة فيمن الكللصة في ذلصك المر ع يكون دصالمووصب و إوصصصصصصصصصصصصصصيلصت وحصدات وصديصدة فص ذا  إفص
 ن الكللة تكون دالسالب كما مبين وكما يأتي:إالمر ع ف

𝑆2𝐷2 → 𝑆2𝐷1 → 𝑆3𝐷1 → 𝑆3𝐷2 
5  ووفقا لذلك يكون ناتج الت ير في الكللة كما يلي: − 7 + 3 − 10 = −9 

ن نتي صصة  صصذا النقصص  عبر  صصذا المر ع إفصص  𝑆1𝐷2ذا تل نقصص  وحصصدة واحصصدة عبر المر ع  إنصصه   و نلس الطريقصصة نلاحظ  
، وتبعاً لذلك سصصصصصصصصصصصصيكون الت يير  𝑆3𝐷3و   𝑆3𝐷1و  𝑆1𝐷1 لى ت يير في عدد الوحدات المنقولة عبر المر عات إت دف 

𝑆1𝐷2   في الكللة الكلية كما يلي: → 𝑆1𝐷1 → 𝑆3𝐷1 → 𝑆3𝐷3 

 ووفقا لذلك يكون مسار ت يير الكلف والخاإة دالمر عات المذكورة ونتي ة الت يير كما يأتي:

2 − 4 + 3 − 10 = −9 
ن الح  المووود  و الح  أو تسصصصصصصصصاوف إصصصصصصصصلر، فالاسصصصصصصصصتنتاج د   ذا كانت نتي ة الت يير في الكللة الكلية مووبةإف
 .ايبقى فارغً  ن مث  له ي ب ف فارغ( فالح  الأ ن المر ع كان غير مش ول ) مث ، و ما الأ

ن الح  ل ذا المر ع غير المشصصص ول  ا سصصصالبة فالاسصصصتنتاج يعني  ًً ذا كانت نتي ة الت يير في الكللة الكلية قيلإما  
ن النق  عبر  ذه المر عات غير المشصصصصصصصصصص ولة  ف نق  كميات عبر  ذا المر ع(. و ذا يعني  مل ه ) ف ي ب  مث   غير  
نخلاغ( في اق  كللة، ولذلك سصصصصصو  نختار المر ع غير المشصصصصص ول، الذف سصصصصصيحدث ت يير ) ف يحقي  ) ف صصصصص   يكون  

ق  كمية لكللة نتي ة  أدالذف يتمتع من فلال الافتبار د الكللة نتي ة للنق  عبره. سصصصصصنبد  دالمر ع غير المشصصصصص ول ابتداءً 
 الت يير.
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ومتسصصصصاويين، و ذا يعني    (-9ن مقدار الت يير في المر عين )مفي المثال السصصصصابي يوود مر عان غير مشصصصص ولين و 
ن نق  وحدة واحدة عبر  ذا المر ع سصصصصصصصصي ع  الكللة الكلية تق  دمقدار حاإصصصصصصصص  وصصصصصصصصرب، مقدار الت يير المسصصصصصصصصتخرج   

 نتي ة نق  وحدة واحدة في الكمية التي ستنق  عبر  ذا المر ع غير المش ول. ()النتي ة الن ا ية

سصصصصاسصصصصي. نبد  من المر ع المررصصصصح للافتبار  , ليكون المر ع ذو المت ير الأ𝑆1𝐷2و نا سصصصصو  يتل افتيار المر ع  
ن يكون المر ع الم اور مر عا  فقي الم اور  و العمودف الم اور و شرد  ت اه المر ع الأاو خم مستقيل د 𝑆1𝐷2و نا  

ول مر ع  لى إدحيث ي ير عند  ذا المر ع المسصصصصصصصصار عموديا   𝑆1𝐷1مشصصصصصصصص ولا، ولنأفذ المسصصصصصصصصار دات اه المر ع الم اور  
نه لا يمكن المرور  فقيا  لأ 𝑆2𝐷1 ذا تل النق  من فلاله. و نا لا يمكن المرور دالمر ع  إا م لقا ًً مشص ول يكون مسصار
 𝑆3𝐷2ومن لل الى  𝑆3𝐷1الى المر ع   𝑆1𝐷1لى مر ع مشصصصصص ول رفر سصصصصصيكون المسصصصصصار من المر ع إفلال  ذا المر ع 

فالمسصصصصصصار عند تكوينه   𝑆1𝐷2ف تكوين مسصصصصصصار م لي يبد  وينت ي دالمر ع   نلسصصصصصصه   𝑆1𝐷2لى المر ع المررصصصصصصح إوالروولأ 
 :ن يكون  ي ب 

  مر ع إلى  لل ←(   و  فقيا  )عموديا  الات اه  ت يير مع مشصصص ول مر ع إلى  ←من المر ع الذف يخ صصصع للافتبار  
ت يير  ى مر ع مشصصصصصصصص ول مع ال  لل  ←  الات اه(  ت يير  )مع  مشصصصصصصصص ول  مر ع إلى  لل ←  الات اه  ت يير مع مشصصصصصصصص ول رفر
 المر ع الخاوع للافتبار(.)دالمر ع الذف بد  ده  والانت اء من المسار ← ....الات اه

 كيفية تحديد الكمية التي ستنقل من خلال المربع الخاضع للاختبار:

 (المررصصصصح للنق  من فلاله)لى تحديد الكمية التي سصصصصيتل نقل ا من فلال المر ع الخاوصصصصع للافتبار  إحتاج ا ن  ن
ن يملأ(، وي ب تحديد الكمية   مث  )ي ب  ف الح  غير   ن ظ رت نتي ة ت يير الكللة الكلية سصصصصصصصصصالبة   ولاسصصصصصصصصصيما دعد 

ت لر على تواان ما متوفر في المصصصصصصصصصصصصصصصادر من كميات   مث  دحيث لاح  غير الأالالمنقولة فلال المر ع الذف يتمتع د
 يأتي: واحتياوات ال ايات ويكون كما

تبقى المشصصصصصصصكلة متواانة  وحدة، لكي  (𝑘للم ء  ي )نلرغ الكمية التي سصصصصصصصيتل نقل ا فلال ذلك المر ع المررصصصصصصصح 
السصصصصصير على نلس ات اه المسصصصصصار الم لي ) S1D1من الوحدات من عدد الوحدات المنقولة عبر المر ع  𝑘دحيث نطرح  

،  S3D2وحدة من المر ع   𝑘  ، وكذلك طرحS3D2لى المر ع إمن الوحدات   kالذف اسصتخدلأ للافتبار(، وكذلك اوصافة 
من فلال قيل المر عات  kلى إدحيث تبقى المشصصصصصصصصصصصصصصكلة متواانة. و نا يتل تحديد   بر قيمة  kلى إ بر قيمة   لل نختار  
 من ا. kالمسار الم لي والتي تل طرح  في اوايا
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 ي   kن قيمة الصصص  إف (65,60)  من ا في ا القيمتان 𝐾ن قيل المر عات في اوايا المسار الم لي التي طرح الصصصصصصصصصصصصصصص  إ

𝑘]ما بين  اتين القيمتين  ف   = {
60
65

𝑘ف  ناك الصصصصصصصصصص   kليمث  قيمة   نيق   اتين القيمت ونختار   [  = . وا ن  60
𝑘نبد  دالتعويض عن قيمة   = علاه في ودول مشكلة النق  وتكون الكميات المنقولة    في المسار الم لي المرسولأ   60

 كما يلي: عبر المر عات في مشكلة النق 

 𝐷2 𝐷1  

60    𝑋12 = 60    𝑋11 = 0       𝑆1 

40    𝑋22 = 0      𝑋21 = 40    𝑆2 

70       𝑋32 = 5     𝑋31 = 65    𝑆3 

 65 105  

م مولأ احتياوات  ل  ف م مولأ ما مووود في المصصصصادر مسصصصاو    نلاحظ بووصصصوح  ن مشصصصكلة النق  سصصصتبقى متواانة
 :غايات ا وفقا للكميات ال ديدة  ي لىإال ايات وتكون الكللة الكلية نتي ة لنق  الكميات من المصادر 

𝑀𝑖𝑛    𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

 

𝑍 = 5 ∗ 10 + 65 ∗ 3 + 40 ∗ 7 + 60 ∗ 2 = 645 

 𝐷2 𝐷1  

60 𝑘 60 − 𝑘 𝑆1 

40   𝑆2 

70 65 − 𝑘 5 + 𝑘 𝑆3 

 65 105  
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  𝑆2𝐷2و و المر ع  و في النية اسصصتخدامه للنق  ذا كان المر ع الذف في النية  رصص اله  إو تطبيي الطريقة نلسصص ا  
𝑆2𝐷2:  فيكون المسار  و → 𝑆2𝐷1 → 𝑆3𝐷1 → 𝑆3𝐷2 → 𝑆2𝐷2 

 40و  5لى المر ع المررح من بين القيمتين: إالتي ست ا   kويمكن تحديد قيمة الص 

𝑘ق  القيمتين فسيتل افتيار القيمة  ن الافتبار يتل بين  و ما  = 5. 

 𝐷2 𝐷1  

60 60  𝑆1 

40 𝑘 40 − 𝑘 𝑆2 

70 5 − 𝑘 65 + 𝑘 𝑆3 

 65 105  

 و ذلك تكون الكميات الن ا ية في ودول النق  كما يلي:

 𝐷2 𝐷1  

60 
2 

   𝑋12 = 60 

4 

   𝑋11 = 0       
𝑆1 

40 
5 

   𝑋22 = 5 

7 

    𝑋21 = 30    
𝑆2 

70 
10 

      𝑋32 = 0 

3 

     𝑋31 = 70    
𝑆3 

 65 105  

 :و ذلك تكون الكللة الكلية نتي ة الت يير

    𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

= 60 ∗ 2 + 35 ∗ 7 + 5 ∗ 5 + 70 ∗ 3 = 600  
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9ن م مولأ التكاليل الكلية ستق  عن المرحلة السادقة و مقدار إولذلك ف ∗ 5 =  .45ف دمقدار   45

 stepping  سصاسصي الابتدا ي لمشصكلة النق  ا تية مسصتخدما طريقة المسصار المتعرجفتبر الح  الأا  :(24) مثالال
stone مث  لمشكلة النق :وود دعد ذلك الح  الأ ، و 

 𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

100 
30 

𝑋15 = 0  

34 

𝑋14 = 0  

28 

   𝑋13 = 70   

27 

   𝑋12 = 30 

37 

   𝑋11 = 0       
𝑆1 

125 
28 

𝑋35 = 0  

27 

𝑋24 = 20  

32 

    𝑋13 = 0   

32 

   𝑋22 = 0 

29 

     𝑋21 =    
𝑆2 

150 
30 

𝑋35 = 90  

30 

𝑋34 = 0  

37 

    𝑋33 = 0   

27 

   𝑋32 = 30 

34 

 𝑋31 = 30 − 𝑘    
𝑆3 

375 
     375 

90 80 70 60 75  

 للح  الأساسي:و ذلك تكون الكللة الكلية 

 𝑀𝑖𝑛   𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

 

  𝑀𝑖𝑛  𝑍 = 30 ∗ 27 + 70 ∗ 28 + 45 ∗ 29 + 80 ∗ 27 + 30 ∗ 34 + 30 ∗ 27 + 90 ∗ 30

= 10765  
 المتعروة وكما يلي:و نا يبد  الح  دافتبار الخلايا اللارغة من فلال ووع المسارات 

 اللارغة، ويكون المسار المتعرج ل ا كما يلي: S1D2دافتبار الخلية   . نبد 1

𝑆1𝐷1 → 𝑆1𝐷2 → 𝑆3𝐷2 → 𝑆3𝐷1 
37  لذلك يكون الت يير في الكللة كما يلي: − 27 + 27 − 34 = 3  

 ن تبقى فارغة. ن ا ي ب  الح  ل ذه الخلية  مث ، ويعني  اذً إالكللة مووبة في ن نتي ة الت يير  و ما 

 )فارغة(، ويكون المسار المتعرج لافتبار ا كما يلي: S1D4نختبر الخلية  .2

−𝑘 
45 + 𝑘 

+𝑘 
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𝑆1𝐷4 → 𝑆2𝐷4 → 𝑆2𝐷1 → 𝑆3𝐷1 → 𝑆3𝐷2 → 𝑆1𝐷2 → 
34  ويكون الت يير في الكللة ل ذه الخلية كما يلي: − 27 + 29 − 34 + 27 − 27 = 2 

 .ل ذه الخلية الأمث الح    اذً إ

 (رارة الكلف تكون دالتناوب ابتداءً دالمووب و عد ا دالسالب لل دالمووب و كذا.......)إ

 ويكون المسار ل ا: 𝑆1𝐷5نلس ا يتل افتيار الخلية  . و الطريقة3

𝑆1𝐷5 → 𝑆3𝐷5 → 𝑆3𝐷2 → 𝑆1𝐷2 
30الت يير للكللة كما يلي:   يكون نتي ة − 30 + 27 − 27 = 0 

 ل ذه الخلية. مث  الح    إذًا

𝑆2𝐷5ويكون المسار ل ا:   𝑆1𝐷5افتبار  .4 → 𝑆3𝐷5 → 𝑆3𝐷1 → 𝑆2𝐷1 

28 − 30 + 34 − 29 = 3 
 و يً ا الح   مث  ل ذه الخلية. ل ا. مث  الح    إذًا

𝑆3𝐷3ويكون المسار المتعرج ل ا:  𝑆3𝐷3.و المث  دالنسبة للخلية 5 → 𝑆3𝐷2 → 𝑆1𝐷2 → 𝑆1𝐷3 

37وتكون نتي ة الت يير في الكللة ل ا كما يلي:   − 27 + 27 − 28 = 9 

 ل ا. مث  الح    إذًا

𝑆3𝐷4 ويكون المسار ل ا كما يلي: 𝑆3𝐷4. و نلس الطريقة للخلية 6 → 𝑆3𝐷1 → 𝑆2𝐷1 → 𝑆2𝐷4 

30 وتكون نتي ة الت يير دالكللة كما يلي: − 34 + 29 − 27 = −2 

معينصة    ن تشصصصصصصصصصصصصصص ص  دكميصة مثص  ل صذه الخليصة ومعنى  صذا  نصه ي صب   ن الحص  غير  أو نصا تظ ر النتي صة السصصصصصصصصصصصصصصالبصة دص
 (.kوحسب قاعدة الص  )

𝑆2𝐷2: ويكون المسار ل ا S2D2. ويتل الافتبار للخلية 7 → 𝑆2𝐷1 → 𝑆3𝐷1 → 𝑆3𝐷2 

32:  وتكون نتي ة الت يير في الكللة − 29 + 34 − 27 = 10   

 مث  ل ذه الخلية. الح    إذًا
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 :ويكون المسار ل ا 𝑆2𝐷3فيرا نختبر الخلية  و  .8

𝑆2𝐷3 → 𝑆2𝐷1 → 𝑆3𝐷1 → 𝑆3𝐷2 → 𝑆1𝐷2 → 𝑆1𝐷3 
32:  الكللة غير المباررة وتكون نتي ة الت يير في − 29 + 34 − 27 + 27 = 9  

 ن تبقى فارغة.  مث  دالنسبة ل ذه الخلية ومعنى  ذا ي ب  ويكون الح  

 صصذه الخليصصة وفقصصا   مصص ء(، في صصب  S3D4مثصص  للخليصصة ) ن الحصص  غير   ( من الافتبصصارات و مصصا  6و صصالعودة لللقرة )
ااوية من اوايا المسصار، وسصو   و التعاقب في ك  kوصافة ملى الخلية اللارغة ومن لل طرح و إ kوصافة إلمسصار ا دعد  
𝑘مقدار ا ) kيكون  نا  = 30.) 

𝑘و نا يتل اوصصصصصصصصصافة   = 𝑘وصصصصصصصصصافة مالخلية لل طرح و  ىلإ 30 = لى اوايا المسصصصصصصصصصار و التعاقب )الذف حدد إ 30
 (، ولذلك تكون الكميات وتوايع ا في ودول النق  ال ديد كما يلي:6 داللقرة

، والطريقة 30و   80و نا كانت  Kنرإصصصصصصصصصد كميات الزوايا التي طرحت من ا   ،دما يلي k  و نا تل تحديد قيمة  

𝑘]  ثر نأفذ  ق  الكميات وللتبسيم دعد  ن نأفذ   ي  = {
80
30

𝑘و ي الكمية ا قل  ومن لل نختار  [  = 30] 

 𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

100 
30 

𝑋15 = 0  

34 

𝑋14 = 0  

28 

  𝑋13 = 70   

27 

  𝑋12 = 30 

37 

  𝑋11 = 0       
𝑆1 

125 
28 

𝑋25 = 0  

27 

𝑋24 = 20  

32 

    𝑋23 = 0   

32 

   𝑋22 = 0 

37 

     𝑋21 =    
𝑆2 

150 
30 

𝑋35 = 90  

30 

𝑋34 = 30  

37 

    𝑋33 = 0   

27 

   𝑋32 = 50 

34 

  𝑋31 = 0     
𝑆3 

375 
     375 

90 80 70 60 75  

2: وا ن وفقا لتوايع الكميات ال ديد سو  تنخلض الكللة الكلية للنق  و مقدار ∗ 30 = 60  

 (6نتي ة الت ير في اللقرة )مقدار = 2

−𝑘 
45 + 𝑘 

+𝑘 
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 .ر لت حديثا كللة الخلية التي :  ي  30

10765:  وتكون الكللة الن ا ية تساوف  − 60 = 10705 

 دالسالب. ذ لا توود مر عات غير مش ولة في ا نتي ة الكللة غير المباررةإمث ، والح  السابي  و الح  الأ

 :Modified distributionطريقة التوزيع المعدل  .2

ذ تسصصصصصصصصصصصصصصتخصدلأ  صذه المت يرات لتقييل  إفتراغ المت يرات الثنصا يصة لكللصة النقص ،  اسصصصصصصصصصصصصصصاس   تعتمصد  صذه الطريقصة على  
من ا ول ا تطبيقات   أ ل سصصصصصص   من الطريقة السصصصصصصادقة و  ن  ذه الطريقة  إالمر عات غير المشصصصصصص ولة كما سصصصصصصنلاحظ ذلك، ف
 واسعة داستخدالأ الحاسبات الالكترونية فاإة. 

ي لر على تواان الكميات في مشصصصكلة   انت الخطوات في الطريقة السصصصادقة منصصصصبة على تحديد مسصصصار م لي لا
ن ا تسصصصصصصصصصاعدنا على تحديد المر ع غير المشصصصصصصصصص ول  إنه الطريقة الحالية ف النق  ولك  مر ع )فلية( غير مشصصصصصصصصص ول، على  

سصرلأ وسصنورد مثالًا لشصرح  و اسصتخدامه لنق  الكميات( و وقت  رص اله إمث  عند لى الح  الأإلى الوإصول  إالذف ي دف )
 كافة التلصيلات الخاإة ب ذه الطريقة. لية العم  ل ذه الطريقة وتوويحر

عليه   الحصصصصول  سصصصاسصصصي المبد ي الممكن تلن الح  الأ ود التوايع الأمث  ل دول النق  التالي مع العلل    :(25) مثالال
 دطريقة الركن الشمالي ال ر ي:

 𝐷2 𝐷1  

60 
2 

   𝑋12 = 0 

4 

  𝑋11 = 60       
𝑆1 

40 
5 

   𝑋22 = 0 

7 

    𝑋21 = 40    
𝑆2 

70 
10 

     𝑋32 = 65 

3 

    𝑋31 = 5    
𝑆3 

 65 105  
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 ذه المر عات   عبر  ن الكميات المنقولة ف    (سصاسصية )مر عات غير مشص ولةا ن نبد  بتحديد المت يرات غير الأ
𝑋22:   تساوف إلرا = 0 , 𝑋12 = 0  

 :ساسي المبد ي الممكندحسب الح  الأ (مر عات مش ولة)ساسية ما المت يرات الأ 

𝑋11 = 60 , 𝑋21 = 40, 𝑋31 = 5, 𝑋32 = 65 
 وتكتب كما يلي: C𝑖𝑗ن مصلوفة التكاليل المباررة تكون  ف   C𝑖𝑗ن يكون ودول التكاليل بتسمية  نلترغ 

 𝑉2 𝑉1  

= 𝐶𝑖𝑗 
2 4 𝑈1 
5 7 𝑈2 

 10 3 𝑈3 

 و سالبة. و إلرا  ن تكون مووبة  ممكن  𝐶𝑖𝑗ن قيل ودول  حيث 

ن  ( حيصصصصث  iو )الصصصصصصصصصصصصصصصف   لتمثصصصص  الصصصصصصصصصصصصصصصلو     𝑈𝑖  ذ نعر إن دم موعصصصصة من المت يرات الثنصصصصا يصصصصة  ا    نبصصصصد 
(𝑖 = 1,2, … , 𝑚(  وكذلك نعر ، )𝑉𝑗العمود  )و   عمدة  ( تمث  الأ𝑗( حيث )𝑗 = 1,2, … , 𝑛 وكذلك ن ع  كللة .)

ن م مولأ   حقيقصة واقعيصة،  ف    و صذه   ص  فليصة  ي في الحقيقصة م مولأ مركبتين التي  ي كللصة الصصصصصصصصصصصصصصصف وكللصة العمود 
 ي المكونات  (سصصصصصوااال ايات الأ)عمدة  التلريج الخاإصصصصصة دالأ  لف التحمي  والخاإصصصصصة دالصصصصصصلو  )المصصصصصصادر( وكللة

 ن: ف  ( C𝑖𝑗للكللة الكلية للنق  )

 سواا( كللة التحمي  )المصادر، معام ( + كللة التلريج )غايات  =الكللة الكلية للنق  

𝐶𝑖𝑗: و الرموا تكون  = 𝑈𝑖 + 𝑉𝑗 

( معادلات ، وكما مبين  4ر عة مر عات لذلك سصصصصنحصصصصص  على ) فمثلا المر عات المشصصصص ولة للمثال السصصصصابي  ي  
 :دناه ذلك في 

𝑈1 + 𝑉1 = 4 
𝑈2 + 𝑉1 = 7 
𝑈3 + 𝑉1 = 3 

𝑈3 + 𝑉2 = 10 
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سصصصصصصصصصصصصاسصصصصصصصصصصصصية( فقم. ولح   ذه المت يرات الأ)سصصصصصصصصصصصصاس المر عات المشصصصصصصصصصصصص ولة  ر ع كونت على  و ذه المعادلات الأ
𝑈1 المعادلات نلترغ ابتداءً  =  ولذلك سو  ستكون قيل دقية المت يرات كما يأتي: ، 0

𝑈1 = 0    ,    𝑉1 = 4 

𝑈2 = 3    ,    𝑉2 = 11 

𝑈𝑠 = −1 

𝑈1 =  0   →     𝑉1 = 4 

𝑈2 + 4 = 7    →     𝑈2 = 3 

𝑈3 + 4 = 3   →     𝑈3 = −1 

−1 + 𝑉2 = 10    →     𝑉2 = 11 

 ويكون توايع ا على ودول النق  كما يلي:

𝑉2 = 11 𝑉1 = 4  

2 4 𝑈1 = 0 
5 7 𝑈2 = 3 

10 3 𝑈3 = −1 

 𝑉𝑗و   U𝑖المت يرات    ولك  المر عات ل دول النق  و الاسصصصصتعانة دقيل 𝐶𝑖̅𝑗  و نا تسصصصصتخرج التكاليل غير المبارصصصصرة
 وكما يلي:

𝐶𝑖̅𝑗 = 𝑈𝑖 + 𝑉𝑗 
𝐶1̅1 = 𝑈1 + 𝑉1 = 0 + 4 = 4 

𝐶1̅2 = 𝑈1 + 𝑉2 = 0 + 11 = 11 
𝐶2̅2 = 𝑈2 + 𝑉2 = 3 + 11 = 14 

𝐶2̅1 = 𝑈2 + 𝑉1 = 3 + 4 = 7 
𝐶3̅1 = 𝑈3 + 𝑉1 = −1 + 4 = 3 

𝐶3̅2 = 𝑈3 + 𝑉2 = −1 + 11 = 10 
C𝑖𝑗و نا ي ب ملاحظة قيل    = 𝐶𝑖̅𝑗 ونحسصصصصب دعد ذلك  سصصصصاسصصصصية )المر عات المشصصصص ولة(.في حالة المت يرات الأ
𝐶𝑖̅𝑗: اللرا بين ودول الكلف  ف − C𝑖𝑗   

𝐶𝑖̅𝑗فاذا كانت قيل   − C𝑖𝑗 ≤ ذا كانت دعض القيل  ممثص ، و ن الحص  الحصالي  و الحص  الأإفص   𝑗و 𝑖ول ميع قيل   0
کبر قيمصة مووبصة، وكمصا في طريقة  نختصار    مثص  ولصذلصك ن الحص  ل صذه الخلايصا )المر عصات(  و غير   المووبصة فمعنى  صذا 
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𝑀𝑎𝑥[(𝐶̅𝑖𝑗 اف نختار    Minimize  السصصصمبلكس في حالة كون دالة ال د  من نولأ − C𝑖𝑗) ≥ ولتسصصص ي  ما ورد  [0
𝐶𝑖̅𝑗: علاه نحسب    − C𝑖𝑗: 

9 0  2 4  11 4 

9 0  = 5 7  - 14 7 

0 0  10 3  10 3 

 بر  أحصصد مصصا. ويكون  ول مصصا الصصذف يتمتع دصص ولملاحظصصة نصصاتج الطرح فيووصصد  نصصاك مر عصصان مووبصصان، لصصذلصصك نحتصصار  
 𝑆1𝐷2حد ما دصصصصصصصصصصصصصصورة اعتباطية ولنختبر المر ع  ن للمر عين كميات مووبة متسصصصصصصصصصصصصصاوية، فنختار   قيمة مووبة، و ما  
ي لر على التواان  ، وافتبار مسصار م لي لا  stepping stoneما سصبي في طريقة المسصار المتعرج كونكرر العم  معه 
 .𝑘قيمة  و ي 𝑆1𝐷2فتبار الكمية التي تش   المر ع في ودول النق . لا

 

 

 

 

 

 

𝑘ن قيمة   ما في طريقة المسار المتعرج ن د  =  ي:تأي ن ودول التوايع ال ديد للنق  يكون كما و  60

 

 

 

 

 

 𝐷2 𝐷1  

60 +𝑘 60 − 𝑘 𝑆1 

40  40 𝑆2 

70 65 − 𝑘 5 + 𝑘 𝑆3 

 60 105  

 

 𝐷2 𝐷1  

 60  𝑆1 

 𝑘 40 − 𝑘 𝑆2 

 5 − 𝑘 65 + 𝑘 𝑆3 

 65 105  
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kوسو  تكون  kي اد قيمة م لي لإ وافتيار مسار S2D2 ولافتبار المر ع = 5 

 مث  كما يأتي:ويكون ودول توايع الكميات في ودول النق  الأ

 𝐷2 𝐷1  

60 
2 

   60 

4 
 𝑆1 

40 
5 

   5 

7 

     35   
𝑆2 

70 
10 

      

3 

     70    
𝑆3 

 65 105  

 ن الكللة الكلية :  ما 

𝑀𝑖𝑛    𝑍 = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 600

𝑛

𝑗=1

 

سصصصصاسصصصصية( فقم الأ  المت يرات )وللخلايا المشصصصص ولة   (مث فير )الح  الأن نختبر الح  في ال دول الأ ن ي ب وا 
𝑈𝑖:  ووفي المعادلة ا تية + 𝑉𝑗 = 𝐶𝑖𝑗 

 وتكون النتا ج كما يأتي:

𝑈1 = 0    ,    𝑉1 = 4 

𝑈2 = 3    ,    𝑉2 = 2 

𝑈3 = −1 

𝑈1 + 𝑉2 = 2     

𝑈2 + 𝑉2 = 5     

𝑈2 + 𝑉1 = 7 

𝑈3 + 𝑉1 = 3         

𝑉𝑗تكون كا تي، وحسب القيل التي تل الوإول إلي ا لص 𝐶𝑖̅𝑗لذا فإن مصلوفة التكاليل غير المباررة   𝑈𝑖 و  
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𝑉2 = 2 = 𝑉1 = 4   

2 4 𝑈1 = 0 𝐶𝑖̅𝑗 = 

5 7 𝑈2 = 3  

1 3 𝑈3 = −1  

𝐶𝑖̅𝑗وللتأ د من الافتبار في المرحلة الثانية نستخرج اللرا بين  − 𝐶𝑖𝑗 

0 0  2 4  2 4 

0 0  = 5 7  - 5 7 

-9 0  10 3  1 3 

𝐶𝑖̅𝑗ن وميع قيل  و ما  − 𝐶𝑖𝑗 ≤  ن الح  الحالي  و الح  الأمث  .إفi  ، 𝑗ل ميع قيل  0

𝐶𝑖̅𝑗]   ما ويصصصصلح اسصصصتعمال الصصصصي ة ا تية   = 𝑈𝑖 + 𝑉𝑗 − 𝐶𝑖𝑗]  ن   داعتبار𝐶𝑖̅𝑗  و التاتج الأفير لعملية  ]
 ي كللة الخلية الأإصصصصصصصصلية و ذا سصصصصصصصصيكون الح   C𝑖𝑗المسصصصصصصصصتخروة عن طريي ح  المعادلات. و   𝑉𝑗و  U𝑖الطرح بين  

𝐶𝑖̅𝑗]  مثص  ، إذا كصانصت وميع قيل الأ = 𝑈𝑖 + 𝑉𝑗 − 𝐶𝑖𝑗 ≥  𝐶𝑖̅𝑗  و تطبيق صا على مثصالنصا الحصالي تكون نواتج قيل  [0
 وكما يأتي:

𝐶𝑖̅𝑗 = 𝑈1 + 𝑉1 − 𝐶11 = 0 + 4 − 4 = 0 
𝐶1̅2 = 𝑈1 + 𝑉2 − 𝐶12 = 0 + 11 − 2 = 9 
𝐶2̅1 = 𝑈2 + 𝑉1 − 𝐶21 = 3 + 4 − 7 = 0 

𝐶2̅2 = 𝑈2 + 𝑉2 − 𝐶22 = 3 + 11 − 5 = 9 
𝐶3̅1 = 𝑈3 + 𝑉1 − 𝐶31 = −1 + 4 − 3 = 0 

𝐶3̅2 = 𝑈3 + 𝑉2 − 𝐶32 = −1 + 11 − 10 = 0 
)نور    مث الح  الأ   ي   بر  و مسصصصاوية للصصصصلر ف ذا يعني  ن الح  الحالي  و 𝐶𝑖̅𝑗و ما  ن وميع القيل لصصصصصصصصصصصصصصصصصص 

 .(180، إلحة 2010الشمرتي، 
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ا تية  فتبر الح  الأسصصصصصصصصاسصصصصصصصصي لمشصصصصصصصصكلة النق  ا تية،  و  وود الح  الأمث  لح  مشصصصصصصصصكلة النق  ا  :(26) مثالال
 مستخدما طريقة التوايع المعدل.

 𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

100 30 

𝑋15 = 0 

34 

𝑋14 = 0 

28 

𝑋13 = 70 

27 

𝑋12 = 30    

37 

𝑋11 = 0 
𝑆1 

125 28 

𝑋25 = 0 

27 

𝑋24 = 80 

32 

𝑋23 = 0 

32 

𝑋22 = 0    

29 

𝑋21 = 45 
𝑆2 

150 
30 

𝑋35 = 90 

30 

𝑋34 = 0 

37 

𝑋33 = 0 

27 

𝑋32 = 30    

34 

𝑋31 = 30    
𝑆3 

375 
   375 

90 80 70 60 75  

ن    ، ي ب  ن نتأ د من Modified Distributionمن  نه ي وا اسصصصصصصصصصصصتخدالأ طريقة التوايع المعدل   ولأو  التأ د 
𝑚الشصصصصرد، عدد الخلايا المشصصصص ولة  + 𝑛 − 1 = 7 𝐶𝑖𝑗، ولذلك نلترغ  ن كللة ك  فلية تسصصصصاوف  = = 𝑈𝑖 + 𝑉𝑗  

وللخلايا المشصصص ولة  و المت يرات الأسصصصاسصصصية فقم . وحيث توود سصصصبع فلايا مشصصص ولة و ذا يعني ووود سصصصبعة مت يرات  
  ساسية وسبع معادلات وكما يأتي:

𝑈3 + 𝑉1 = 34 
𝑈3 + 𝑉2 = 27 
𝑈3 + 𝑉5 = 30 

𝑈1 + 𝑉2 = 27     

𝑈1 + 𝑉3 = 28     

𝑈2 + 𝑉1 = 29 

𝑈2 + 𝑉4 =  27       

 كما يأتي : 𝑉𝑗و  U𝑖و  ذا تكون قيل 

𝑈1 = 0       𝑉1 = 34         𝑉4 = 32 
𝑈2 = 5       𝑉2 = 27         𝑉5 = 30 

𝑈3 = 0       𝑉3 = 28                                             
 :كما يأتي على ودول النق   𝑉𝑗و  U𝑖 ويكون توايع قيل 
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𝑉1 = 34       𝑉2 = 27      𝑉3 = 28       𝑉4 = 32       𝑉5 = 30 

 𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

100 30 
 

34 
 

28 
 

27 

    

37 
 

 𝑈1 = 0 
𝑆1 

125 28 
 

27 
 

32 
 

32 

    

29 
 

𝑈2 = 05 

𝑆2 

150 
30 

 
30 

 
37 
 

27 
 

34 

    
𝑈3 = 0 

𝑆3 

375 
   375 

90 80 70 60 75  

𝐶𝑖̅𝑗وا ن يتل حساب  − 𝐶𝑖𝑗 : وتكون مصلوفة الناتج كما يأتي 

0 2 - 0 0 3 -  

3 - 0 9 - 10 - 0 𝐶𝑖̅𝑗 − 𝐶𝑖𝑗 = 

0 2 9 - 0 0  

فلال  ي    الخاإصية، ق   و مسصاوية للصصلر فمعنى  ذا  ن الخلايا المتمتعة ب ذه فإذا كانت نتا ج ال دول  ي 
𝐶𝑖̅𝑗]ل صصا قيل مووبصصة     و دعبصصارة  فرذ  ن الحصص   مثصص . عصصدا التي ظ رت    ي،  ي صصب إدقصصاؤ صصا كمصصا − 𝐶𝑖𝑗 ≥ ف صصذا   [0

(،  ف ي صب ت يير  2= ،  ف كصانصت النتي صة  S3D4) مصا ظ ر في الخليصة    مثص  يصدلص   ن الحص  ل صذه الخلايصا  و غير  
ن ا مت ير داف  ) ما  و متبع في طريقة السصصصصصصصصصصمبلكس( لتكوين مسصصصصصصصصصصار مووه  الكميات المووودة في ا ونبد  ب ا على  

 م لي، و نا سو  يكون المسار كما يلي:

𝑆3𝐷4 → 𝑆2𝐷4 → 𝑆2𝐷1 → 𝑆3𝐷1 
 وسيمث  ذلك دالرسل وكما يأتي: 𝑆3𝐷4ومن لل العودة الى 
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𝐷5 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  

30 
 

34 
 

28 

   

27 

   

37 

      
𝑆1 

28 
 

27 

80 − 𝑘 

32 

       

32 

    

29 

45 + 𝑘          
𝑆2 

30 
 

30 

𝑘 

37 

       

27 

    

34 

  30 − 𝑘     
𝑆3 

Kو  ذا تكون قيمة   = حسصب ما تل رصرحه دالتلصصي  داللقرات السصادقة لمووصولأ المسصارات المتعروة و  ذا    30
 يكون ودول النق  ال ديد والمتمتع دالح  الأمث .

30 

𝑋15 = 0 

34 

𝑋14 = 0 

28 

𝑋13 = 70 

27 

𝑋12 = 30    

37 

𝑋11 = 0 
28 

𝑋25 = 0 

27 

𝑋24 = 50 

32 

𝑋23 = 0 

22 

𝑋22 = 0    

29 

𝑋21 = 75 

30 

𝑋35 = 90 

30 

𝑋34 = 30 

37 

𝑋33 = 0 

27 

𝑋32 = 30    

34 

𝑋31 = 30    

 و إمكان الطالب  ن يختبر الح  في ال دول الأفير وسي د  ن الح  الأمث  .

 :Unbalanced Transportation Problems مشاكل النقل غير المتوازنة.3

 ناك عدلأ تسصصصصصصصصاوف م مولأ الكميات المووودة في المصصصصصصصصصادر مع م مولأ  في حالات ليسصصصصصصصصت قليلة في مشصصصصصصصصا   النق   
 غير متواانة وتكون على نوعين وكما يأتي:/الكميات المطلو ة في ال ايات، ويقال لمشكلة النق   ن ا عديمة الاتزان

 :ا تحتاجه الغاياتم  ممجموع ما تحتويه المصادر )المتيسرات( أكبر .1
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في حالة كون المتيسصرات   بر من الاحتياوات لل ايات، ومن  و  مواانة المشصكلة، د ية الحصصول على الح ، 
(  و ن اية و مية، لكي تسصتوعب اللارا Distinationذلك والوإصول ده إلى الح  الأمث ، نلترغ ووود غاية )  ولإتمالأ

المر عات التي  وصصصصصصصيلت ن الب صصصصصصصا ع سصصصصصصصو  لا تنق  عبر  ذه من الوحدات بين المتيسصصصصصصصرات واحتياوات ال ايات، ولأ
 ا تي: ن تكاليل النق  في تلك المر عات ستكون إلرا، وكما مبين في المثالإمر عات ال اية الو مية، ف

 :تية وود الح  لمشكلة النق  ا  :(27) مثالال

 𝐷3 𝐷2 𝐷1  
20 2  1 

    
2  𝑆1 

9 3  2 
    

1  𝑆2 

11 
1  2  4 

    
𝑆3 

40 
   33 15 8 10  

  ا  بر من م مولأ الاحتياوات، فالمشصصصصكلة إذً  ويه المصصصصصادر )م مولأ المتيسصصصصرات(  و  تن م مولأ ما تح واوصصصصح ال ومن
لى ن اية و مية تسصصتوعب اللارا من الوحدات بين م مولأ المتيسصصرات وم مولأ الاحتياوات،  إغير متواانة و نا نحتاج  

 (D𝑚حيان )( تسمى في دعض الأ𝐷4مثالنا الحالي، وكما يلي )وحدات(، في  7 ف تستوعب ال اية الو مية )

 𝐷4 𝐷3 𝐷2 𝐷1  
20 0  2  1 

    
2  𝑆1 

9 0  3  2 
    

1  𝑆2 

11 
0  1  2  44 

    
𝑆3 

40 
   40 7 15 8 10  
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تلك كانت التي نحصصصصصصص  من ا على   و نا تحدث مشصصصصصصكلة نق  متواانة، وا ن نبد  بتطبيي الطرا السصصصصصصادقة سصصصصصصواءً 
 .الح  الأساسي الابتدا ي  لأ الخاإة دالافتبار للح  الأمث 

 مجموع ما تحتويه المصادر )المتيسرات( أقل ما تحتاجه الغايات.4
في حصالصة كون م مولأ المتيسصصصصصصصصصصصصصصرات )م مولأ الكميصات التي تحتوي صا المصصصصصصصصصصصصصصصادر(  قص  من م مولأ الاحتيصاوصات  
)م مولأ ما تحتاوه ال ايات، ولأو  وع  المشصصصصصصصصكلة متواانة ول رغ اسصصصصصصصصتخراج الح  الأمث ، نلترغ ووود مصصصصصصصصصدر 

م مولأ ما تحتويه المصصصصصصصصصصادر وم مولأ احتياوات ال ايات،   و مي يحتوف على عدد من الوحدات تسصصصصصصصصصاوف اللارا بين
المصصصصدر  (ن تكاليل النق  في مر عات ) و فلايافإن م مولأ ما يتيسصصصر في المصصصصادر لا يكلي الاحتياوات لذا  و ما  

 ا وكما  و واوح في المثال ا تي:الو مي تساوف إلرً 
 : وود الح  الأمث  لمشكلة النق  ا تية :(27) مثالال

 𝐷3 𝐷2 𝐷1  
100 2  7 

    
8  𝑆1 

75 10  9 
    

4  𝑆2 

25 
8  2  1 

    
𝑆3 

125 
11  6  5 

    
𝑆4 

325 
   405 

130 125 150  

  80حتياوات  و  لاا  وكما  و واوصصصصصصصصح  ن اللارا من الوحدات بين م مولأ ما يتيسصصصصصصصصر من المصصصصصصصصصادر وم مولأ
 و ما  S5ولذلك نلترغ مصصصصصصصدر فامس و و   .وحدة  80لى افتراغ مصصصصصصصدر و مي يتيسصصصصصصر فيه إحتاج  نوحدة، لذلك 

 . S𝑚يسمى دعض الأحيان 
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 𝐷3 𝐷2 𝐷1  
100 2  7 

    
8  𝑆1 

75 10  9 
    

4  𝑆2 

25 
8  2  9 

    
𝑆3 

125 
11  6  5 

    
𝑆4 

80 
0  0  0 

    
𝑆5 

405 
   405 

130 125 150  

ولذلك لا   تحتويه المصصصصصصصادر تسصصصصصصاوف ما تطلبه ال ايات( ، و نا  إصصصصصصبحت مشصصصصصصكلة النق  متواانة ) ف م مولأ ما
 الأساسي وكذلك الحصول على الح  الأمث . يوود مانع من استخدالأ الطرا السادقة للحصول على الح  الابتدا ي

 Complementaryن ال ايات الو مية والمصصادر الو مية مسصاوية للمت يرات المكملة )  ليهإرصارة  ومما ت در الإ
Variables إ  وصصصصصصافت ا لمشصصصصصصكلات البرم ة الخطية لتحويل اإ(، والتي تمت( لى الصصصصصصصيج القياسصصصصصصيةStandard Forms )

 والتي سبي توويح ا.

 :Degenerateحالة الانحلال في مشكلات النقل  .4

لقد تل التأ يد في بداية  ذا اللصصصص  وعند الحصصصصول على الح  الأسصصصاسصصصي الابتدا ي لمشصصصا   النق  والتي تكون   
كللصة، فوويص (، والتي تكون في صا الخلايصا المشصصصصصصصصصصصصصص ولصة دقصدر المعصادلصة الركن الشصصصصصصصصصصصصصصمصالي،  قص   )حصدذ الطرا الثلاث  إدص
(𝑚 + 𝑛 − تمالأ عملية الحصصصصصصصصول على الح  الأمث  و أحد الطريقتين اللتين  إ(، يكون من الممكن  و من السصصصصصصص    1

𝑛ذكرتا وعلى افتراغ  ن  = 𝑚  ، عدد  الأعمدة  = عدد  الصلو  ∶ 
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المشصصصصصصصص ولة )المر عات المشصصصصصصصص ولة = عدد المت يرات الأسصصصصصصصصاسصصصصصصصصية(  ق  من  و كلالأ رفر فإذا كانت عدد الخلايا 
(𝑚 + 𝑛 − ن مشصكلة النق  تكون   و   ،(، فلي  ذا النولأ من المشصا   يكون من المتعذر الحصصول على الح  الأمث 1

 Degenerateببارة عن مشكلة منحلة 

 وغالباً ما يحدث الانحلال في مشا   النق  في حالتين: 

 .الانحلال  لناء الح  في مرحلة الح  الأساسي الأولىيحدث  .1

ا فلال إوراء عمليات الح  الأمث  وعندما تسصصصصصصتوعب  حد المر عات كمية  ممكن  ن يحدث الانحلال  ي صصصصصصً  .2
 .من الملترغ  ن تكون مواعة على   ثر من مر ع واحد 

 :معالجة حالة الانحلال

(، ε يبسلون دالرمز ) ا ولنرمز ل ذه الكمية الصصص يرةببارة عن السصصعي لووصصع كمية إصص يرة ودً    ي  المعال ة  نا
وصصصافت ا  إ  بر من الصصصصلر و ن اسصصصتخدام ا في  ف مر ع لا ي لر على تواان مشصصصكلة النق  . و نا ي ب   εحيث يكون  

ن عدد المر عات المشصصصص ولة  لى مر ع واحد  و   ثر، دحيث يعد  ذا المر ع فلية مشصصصص ولة دحيث يتحقي الشصصصصرد و و  إ
𝑚ن يساوف ) ي ب  + 𝑛 − 1) 

وصصصصصصصصصصصافت ا  و طرح ا من  ية كمية فلا ت لر على تلك الكمية و عبارة  إن تل  إا دحيث  إصصصصصصصصصصص يرة ودً  εن الكمية  )إ
8 فرذ فمثلا  + ε = 12 و  8 − ε = ε، لكن  12 − ε = 0  . ) 

فتراغ  ن  ا ي نلس الطريقة التي تل تووصصيح ا في  ذا اللصصص  وذلك د εوطريقة ح   ية مشصصكلة تحتوف على 
ε  رقل إصصص ير . ومذا وودε  ن  إحد المر عات وكان الح   مثلا ف فيε   تعني لارصصص ، ب  يعد مر عε  ، مر عا مشصصص ولًا

كمية إصصصصص يرة ودا تسصصصصصاعدنا في اسصصصصصتخراج الح  الأمث  ولا ت لر على تواان الكميات  εولا ت فذ بنظر الاعتبار، لأن  
 للمصادر وال ايات المووودة .

 :تحوير طريقة النقل في تعظيم الأرباح .5

لى تقلي  الكللة الخاإة دالنق  و ذا ما ت كده دالة ال د  الخاإة  إدالرغل من  ن مووولأ نماذج النق  يسعى   
مصصانع من توظيل نمصصاذج النقصص  لتعظيل    ، بصص  لاMinimizingبنموذج النقصص  التي تكون دا مصصا من نولأ تقليصص  )تصصدنيصصة(  

 م ال تقلي  التكاليل و ي كما يأتي: ياستخدمت له ف يالأر اح، و نا يستووب تعدي  دعض الملاهيل التص
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   ي  النق  السصصصصصصادقة  لى مرا ز التسصصصصصصويي التي كانت في مصصصصصصصلوفةإ  نتاجاعتبار تكاليل النق  من وحدات الإ .1
 .لى المرا زإالكميات من الوحدات  بيع  سعار

كان البحث عن  ق  كللة نق  وعند العثور علي ا وكنا ن صصع في ذلك   Least Cost)في طريقة الأق  كللة ) .2
ك  الاحتياج ولكن عندما يسصصصصت د  تعظيل الأر اح نبحث عن  على رقل ) على   (المر ع )إصصصصاحب  ق  كللة

 .سعر( ونعطيه الأولوية داعتباره  على سعر لل نتدرج لنأفذ الأسعار الأق 

لى  على  إق  كللة والتي تلي ا لاسصصصصصصصتخراج اللرا،  نا نت ه   من البحث عن    في طريقة فووي  التقريبية بدلاً  .3
 .سعر والذف يليه واستخراج اللرا بين ما وسيتل توويح ذلك دالمثال الذف سيتل التطبيي عليه لاحقا

لى الح  الأمث  في طريقة المسصصصصصصار المتعرج وطريقة التوايع  إوفي حالة التحقي من الح  الأولي للوإصصصصصصول  .4
مووب وليس السصصصصالب ) ما  و متبع في  الأولوية للمر ع  و الخلية الحاإصصصصلة على  على رقل  ىالمعدل تعط

 .لى قيمة التوايع الأوليإقيمة ذلك المسار، ت ا   ن تطرح من  الطريقتين في نماذج النق ( و دلاً 

  بر  و يسصصصصصصصصاوف    تحصصصصصصصصصلة من المسصصصصصصصصارات مال  القيل  تتوقف عن البحث عن الح  الأمث  عندما تكون وميع .5
 .إلر

 ولتوويح ما ورد  علاه سيتل الاستعانة دالمثال ا تي:

ية في ك  من:  نتاوكارصصصي السصصصيراميك، وتتوالأ وحداته الإ  لإنتاجفكر مسصصصتثمر في إقامة مشصصصرولأ   :(28) مثالال
دعقو ة، الأنبار، تكريت، كركوك.    :لى مرا ز ت مع ر يسصصية  ر عة وا زةإد داد، سصصليمانية، الموإصص  لل تنق  دعد ذلك  

(  2000د داد  ي )  إنتاجية لوحدة نتاوو المسصصصصت لك. وقد ووصصصصع فطة  ولية للطاقة الإ ليتل توايعه على ت ار الملرد 
ومالي طاقة إ( طن.  ف  ن 1700( طن وطاقة وحدة الموإصصصصصصصصصص  )1300ية لوحدة السصصصصصصصصصصليمانية )نتاوطن والطاقة الإ
في  صذه الوحصدات الثلاث، وسصصصصصصصصصصصصصصيتل توايع صا    نتصاج( طن. وقصد افترغ  ن وميع كميصات الإ5000يصة )نتصاوالوحصدات الإ

( طن لمركز تكريصت  500( طن لمركز الأنبصار و)2000( طن لمركز دعقو صة و)1000على المرا ز الأر عصة دمقصدار )
كميصة المعصدة للتوايع )المطلو صة(، وقصد لاحظ  ال)المعروغ( تعصادل  نتصاج( طن لمركز كركوك،  ف  ن كميصة الإ1500و)

 لى مرا ز التوايع دالدينار وكانت على النحو ا تي:إ نتاج ن كللة نق  الطن الواحد من الإ
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 إلى  بعقوبة  الأنبار  تكريت  كركوك 
 من                

 بغداد 10 8 6 4

 سليمانية  14 17 5 2

 الموصل  18 7 11 9

 ب نماذج النق . وود  ق  كللة نق  بين الوحدات الإنتاوية ومرا ز الت مع للتوايع وحس .1

 . وود  على إيراد ومن مبد  تعظيل الأر اح .2

 ( .NWCالشمالية ال ر ية )لى المثال السابي دطريقة الزاوية إي اد الح  إ :  -1

الكميات 
 بعقوبة  الأنبار  تكريت  كركوك  المنتجة 

 إلى المراكز 
                            

 من الوحدات 
2000 

 

 

4  6 

 

1000 

8 

1000 

10 
 بغداد

1300 

 

 

2 

 

300 

5 

 

1000 

17  14 
 سليمانية 

1700 

 

1500 

9 

 

200 

11 

 

 

7  18 
 الموصل 

5000 
       5000 

 كميات التوزيع  1000 2000 500 1500
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 :م مولأ الإيرادات 

𝑍 = 10 ∗ 1000 + 8 ∗ 1000 + 17 ∗ 1000 + 5 ∗ 300 + 11 ∗ 200 + 9 ∗ 1500 
            = 52200 

لنتين  سصصصصصصصصادقا  و دالا  حدذ الطريقتين اللتين ورد ذكر ماإمكان التحقي من  ن الح   علاه  و الح  الأمث  دو الإ
ا، وسصصصصصصصصنبد  داسصصصصصصصصتخدالأ طريقة المسصصصصصصصصار المتعرج للمر عات اللارغة و عد ودولين رفرين ورذ التحقي فكانت وميع  ًً مع

 لى الح  الأمث ، وال دول الأفير يكون كما يأتي:إالقيل مووبة وإلرية و ذلك تل الوإول دالح  

الكميات 
 بعقوبة  الأنبار  تكريت  كركوك  المنتجة 

 إلى المراكز 
                            

 من الوحدات 
2000 

 

800 

4 

 

500 

6 

 

700 

8 
 

10 

 بغداد

1300 

 

 

2 

 

 

5 

 

1300 

17 
 

14 

 سليمانية 

1700 

 

700 

9 

 

 

11 

 

 

7 

 

1000 

18 

 الموصل 

5000 
       5000 

 كميات التوزيع  1000 2000 500 1500

 

𝑍 = 8 ∗ 700 + 6 ∗ 500 + 4 ∗ 800 + 17 ∗ 1300 + 18 ∗ 100 + 9 ∗ 700 = 42000 
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 يجاد الحل للمثال السابق بطريقة الأقل كلفة:إب:  -1 

في الأسصصصصعار و عد توايع الكميات   يتل التدرج نزولاً  ،ووفقا ل ذه الطريقة تعطى الأولوية للمر ع ذف القيمة العالية
 ال دول ا تي:لى مرا ز التوايع كان إالإنتاج  من وحدات 

الكميات 
 بعقوبة  الأنبار  تكريت  كركوك  المنتجة 

 إلى المراكز 
                            

 من الوحدات 
2000 

 

1300 

4 

 

 

6 

 

700 

8 
 

10 

 بغداد

1300 

 

 

2 

 

 

5 

 

1300 

17 
 

14 

 سليمانية 

1700 

 

200 

9 

 

500 

11 

 

 

7 

 

1000 

18 

 الموصل 

5000 
       5000 

 كميات التوزيع  1000 2000 500 1500

 ويكون م مولأ الايرادات 

𝑍 = 8 ∗ 700 + 4 ∗ 1300 + 17 ∗ 1300 + 18 ∗ 1000 + 11 ∗ 500 + 9 ∗ 200 = 58200 
يراد  الإ   ي  (58200و عد تطبيي طريقة المسصصصصصصار المتعرج ظ رت وميع القيل مووبة وإصصصصصصلرية وتعتبر القيمة )

 .الكلي الأمث 
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 الأساسي بطريقة فوجيل التقريبية:جـ: ايجاد الحل -1

في  ذه الطريقة سصصصيتل حسصصصاب قيل الندلأ، و ي اللرا بين  على قيمة والتي تلي ا وذلك على مسصصصتوذ الصصصصلو   
 وتعطى الأولوية عادة للصف  و العمود ذو قيمة الندلأ الأعلى، وقد كان توايع الكميات على النحو ا تي: ،والأعمدة

الكميات  
 بعقوبة  الأنبار  تكريت  كركوك  المنتجة 

 إلى المراكز 
                            

 من الوحدات 
2 2  2 2 2000 

 

1300 

4 

 

 

6 

 

700 

8 
 

10 
 بغداد

3 1300 

 

 

2 

 

 

5 

 

1300 

17  14 
 سليمانية 

2 7  7 1700 

 

200 

9 

500 

11 

 

 

7 

 

1000 

18 
 الموصل 

 5000 
      5000 

 كميات التوزيع  1000 2000 500 1500
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5 
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 يراد الكلي الأمث  كما يأتي:: ويكون الإ -2
𝑍 = 8 ∗ 700 + 4 ∗ 1300 + 17 ∗ 1300 + 18 ∗ 1000 + 11 ∗ 500 + 9 ∗ 200 = 58200 

و عصد تطبيي طريقصة المسصصصصصصصصصصصصصصارات المتعروصة للتصأ صد من ووود الحص  الأمثص   لأ لا، ووصد  ن وميع قيل المسصصصصصصصصصصصصصصارات 
.  المتعروة مووبة  و إصصصصصصصلر ومن البدي ي  ن تكون تلك المسصصصصصصصارات للمر عات اللارغة  ف للمت يرات غير الأسصصصصصصصاسصصصصصصصية 

 . د من ووود الح  الأمث  بتطبيي طريقة التوايع المعدل ليتأ د بنلسه من ووود الح  الأمث أللطالب التوسيترك 
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