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Abstract

The objective of this work is to study the support method for solving a linear quadratic
optimal control problem with intermediate constraints.
We interested on the optimal control problem. After presenting some aspects of the mathe-
matical formulation of optimal control problems, and the necessary and sufficient optimality
conditions for an optimal control problem without and with constraints. We presented an
algorithm for solving a linear quadratic optimal control problem. After that, we studied a
generalization of the linear quadratic optimal control problem by imposing constraints on
the state at intermediates moments. This method is based on three essential procedures :

control transformation, change of support and finishing procedure.

Key Words : Optimal control linear-Quadratic, Support method, Intermediate

constraints.



Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudier la méthode de support pour la résolution d’'un pro-
bleme de contrdle optimal linéaire quadratique avec contrainte intermédiaires. Apres avoir
présenté quelques aspects de la formulation mathématique des problémes de controle optimal
et les conditions nécessaires d’optimalité et celle suffisantes pour un probléme de controle
optimal sans et avec contraintes. Nous avons élaboré un algorithme de résolution d’un pro-
bleme de controle optimal linéaire quadratique, ’algorithme étudié est construit sur la base
du concept du support. Par la suit, nous avons présenté une généralisation du probleme
de controle optimal linéaire quadratique en imposant des contraintes sur I’état aux instants
intermédiaires. Cette méthode se base sur trois procédures essentielles : changement du

controle, changement du support et procédure finale.

Mots Clés : Controle optimal, Linéaire quadratique, Méthode de support, Contraintes

intermédiaires.
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Introduction Générale

L’objectif d'un probleme de controle est d’amener un systeme d’un état initial a un certain
état final en respectant certains contraintes. Cette théorie est appliquée dans de nombreux
domaines des sciences, notamment l'ingénierie, la physique, la biologie, I’économie et la fi-
nance.

D’un point de vue mathématique, un systeme de controle est un systeme dynamique dépen-
dant d’un parametre dynamique appelé le controle. La théorie du contrdle optimal est un
domaine des mathématiques appliquées, développé de facon a controler les systemes dyna-

miques d’une maniére optimal.

Plusieurs méthodes numérique performantes de résolution des problemes de controle op-
timal ont vu le jour dans les années 1980, parmi ces méthodes, on distingue la méthode
développée par [15], qui consiste comme toute méthode numérique en optimisation, a faire

le passage d'une solution réalisable a une autre tout en améliorant la qualité de la solution.

Outre une introduction générale, ce mémoire contient trois chapitre, une conclusion gé-

nérale et une bibliographe.

Dans le premier chapitre, nous présentons un apercu historique de la discipline ainsi que
la formulation mathématique d’un probleme déterministe de contrdle optimal, nous fournis-
sons un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour un probléeme de
controle optimal sans et avec contraintes. Par la suite, nous exposons le principe du maxi-

mum de Pontriaguine pour un probleme de contréle optimal avec contraintes intermédiaires.

Le second chapitre comprend la méthode de support pour la résolution d'un probleme

de controle optimal linéaire quadratique. Apres avoir exposé les criteres d’optimalité et esti-
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mation de sub-optimalité nous exposons un algorithme construit sur la base du concept de
support qui comprend trois procédures : changement du controle, changement du support

et procédure finale. A titre d’illustration, un exemples d’application en mécanique a été traité.

Le dernier chapitre est consacré aux probleme de contrdle optimal linéaire-quadratique
avec contraintes aux instants intermédiaires et controle multivarié. La méthode numérique
itérative étudié évite la discrétisation du systeme dynamique. En effet, en utilisant un
controle constant par morceaux, le probleme est transformé en un probleme de program-

mation linéaire quadratique, qui peut étre résolu efficacement par des méthodes standard.

Finalement, ce travail se termine par une conclusion générale et une bibliographie.



Chapitre 1

Rappels sur la théorie du controle

optimal

Introduction

La théorie du controle optimal est née des besoins de la technologie moderne (automa-
tique, aéronautique, navigation spatiale,...) qui a joué un role décisif dans ’émergence de
cette nouvelle branche issue du calcul des variations [31, ?]. De ce point de vue, le contrdle
optimal est considéré comme une branche de la théorie de 'optimisation, dédiée a 1’étude
et a la résolution de problemes de maximisation ou de minimisation de fonctionnelles sur
des systémes dynamiques [1]. A Theure actuelle, plusieurs domaines d’activité humaine sont
confrontés a des problemes de contrdle optimal allant de 'ingénierie financiere jusqu’aux
technologies de pointe telles que la navigation aérospatiale, les applications thérapeutiques
en médecine, etc.

En effet, le controle optimal est étroitement 1ié au choix des controles les plus favorables (op-
timaux) dans des systémes complexes, gouvernés par des équations aux dérivées partielles,
ou des systemes gouvernés par des équations différentielles ordinaires, qui seront discutés
dans ce qui suit.

Dans ce chapitre nous allons commencer par un bref apercu historique du controle opti-
mal, par la suite nous décrivons la formulation mathématique du probleme de controle et
de controle optimal, finalement nous présentons les conditions d’optimalité d’un probléme
de controle optimal avec et sans contrainte ainsi que au probleme avec contraintes intermé-

diaires.
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1.1 Historique

Les mathématiques de la théorie du contréle optimal ont leurs racines dans le calcul des
variations. Nous évoquant, tout d’abord, I’histoire de ce dernier. Cette discipline importante
de I'analyse mathématique a été créée dans la seconde moitie du XV I1 siecle. En 1662, Fer-
mat a présenté la loi de la réfraction de la lumiére comme solution d’un probléme a temps
minimale. Plus tard, en 1686, Newton a proposé et résolu le probleme qui consiste a déter-
miner, en dimension trois, la forme optimale de la proue d’un navire, qui offre une résistance
minimale lorsqu’il se déplace dans un milieu résistant. Le probleme a une histoire tres riche
et il est bien documenté dans la littérature. Le probleme et sa solution ont été donnés en 1687
dans son ouvrage "Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” (Mathematical Principles
of Natural Philosophy).

Habituellement, le célebre probleme de la brachistochrone de Johann Bernoulli (1696) est
considéré comme un point de départ du calcul des variations. Bernoulli a proposé ce pro-
bleme comme un probleme de défi mathématique, dont il a demandé aux mathématiciens les
plus ingénieux de trouver le chemin en temps minimal d’un point de masse entre deux points
du champ gravitationnel de la Terre. En 1697, son frére Jacob (James) Bernoulli publia sa
solution et proposa un probleme plus général. Outre les freres Bernoulli, Newton, Leibniz et
I’hopital ont également apporté des solutions correctes au probleme de la brachistochrone.

Entre 1696 et 1900, un grand nombre de savants ont travaillé dans ce domaine et le livre
de H. H. Goldstine [16] fournit un traitement détaillé de cet ensemble de travaux. En parti-
culier, les principales contributions importantes au cours de cette période ont été faites par
John et James Bernoulli, Leonhard Euler, Isaac Newton, Joseph-Louis Lagrange, Gottfried
Wilhelm Leibniz, Adrien Marie Legendre, Carl Jacobi, William Rowan Hamilton, Lejeune
Dirichlet, et Karl Theodor Weierstrass. Cependant, Euler et Lagrange ont largement contri-
bué au développement du domaine et ils sont considérés comme les péres fondateurs du calcul
des variations. Au XIXe siecle, Hamilton, Weierstrass et Jacobi ont approfondi la théorie.
Les méthodes qui en résultent ont été (et sont toujours) d’une grande valeur en mécanique
analytique(c’est pourquoi nous parlons de "systémes hamiltoniens”). L’essor du calcul des
variations était étroitement lié aux problemes de la physique. Il a fallu environ deux siecles
et demi pour que les premieres applications économiques soient faites. Evans (1924) [?] a
étudié le probleme de la tarification dynamique pour un monopoleur, tandis que Ramsey

(1928) [?] a analysé I'accumulation du capital néoclassique en utilisant 1’équation d’Euler.
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Quelques dizaines d’années plus tard, des idées apparentées ont joué un roéle dans I’économie
financiere.

A la fin du 19*™ siecle et dans la premiére moitié du 20 sidcle et suite aux travaux
de David Hilbert (Allemagne), Oskar Bolza (Allemagne et USA), le probleme fondamental
de la minimisation d'une intégrale soumise a des contraintes d’équations différentielles est
devenu un probléme d’intérét majeur en raison de diverses applications militaires aux Etats-
Unis et en URSS. Ces problemes ont nécessité le traitement de contraintes particulieres qui
étaient fondamentalement ignorées dans le calcul des variations et ont conduit a la théorie
du contrdle optimal.

L’histoire du développement du controle optimal est moins précise et fait 'objet de diver-
gences d’opinions. L’article "300 ans de contrdle optimal : de la brachistochrone au principe
du maximum " de Sussmann et Willems [?] indique clairement que le contrdle optimal est né
en 1697. Bien que tout le monde s’accorde a dire que le contrdle optimal est une extension du
calcul classique des variations, d’autres spécialistes [?, 9] suggerent que la théorie du contrdle
optimal a commencé en 1956 avec la découverte du Principe du Maximum de Pontriaguine.
Cependant, d’apres J. A. Burns [10], pour passer des approches variationnelles classiques a la
théorie moderne du controle, deux étapes importantes se sont produites dans deux travaux
déterminants réalisés en 1924 et 1933. En effet, dans la these de L. M.Graves en 1924 [?], ce
dernier a traité la dérivée comme une fonction indépendante et a donc distingué les variables
d’état et celle du contréle. En 1926, C. Caratheodory a donné la premiere formulation de la
condition nécessaire classique de Weierstrass en termes de Hamiltonien [12]. Ce travail est
considéré par J. A. Burns [10] comme la premiere bifurcation vers la théorie moderne du
controle. Enfin, L. M. Graves en 1933 [?] a donné une formulation témoin de la condition
de Weierstrass classique pour un probléeme de type Bolza. Ses idées sont essentielles pour
comprendre la puissance des méthodes du contrdole optimal moderne.

La date la plus importante de I'histoire de la théorie de contrdle optimal est I'année 1958,
avec le livre "The Mathematical Theory of Optimal Processes", écrit par les mathématiciens
soviétiques Pontriaguine, Boltyanskii, Gamkrelidze, et Mischenko. L’importance de ce livre
ne réside pas seulement dans I’étude rigoureuse des problémes de controle optimal et du cal-
cul des variations, mais également dans la formulation et la preuve du principe du maximum
pour les problemes du contrdle optimal, qui révolutionnent la théorie moderne de controle
optimal et ouvrent un vaste portail de recherche dans cette discipline. Dans ce livre, Pon-

triaguine a démontré le principe du maximum pour les problemes de contrdle avec la forme
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de Lagrange.

Le principe du maximum du Pontryaguine a également ses racines dans les problemes de
I'ingénierie. Dans les années 1950, les ingénieurs de 1’Union Soviéthique étaient entrain de
résoudre les problemes de pilotage des avions. Ils ont discuté ces problemes avec des mathé-
maticiens de l'institut de mathématiques "Steklov' de Moscou. Pontryaguine et son groupe
se sont intéressés a ce domaine et leurs recherches ont abouti au fameux Principe du Maxi-
mum. Ainsi, ’école russe a des contributions essentielles dans la théorie du controle, ou a
titre d’exemple, la variable de contréle est souvent désignée par la lettre "u”, tirée du mot
russe "upravlenije' signifiant controle.

L’approche de Bellman, connue sous le nom de programmation dynamique, est une autre
approche importante qui a contribué au développement de 'optimisation dynamique. No-
tons que cette approche a été introduite au début des années 1950 par Richard Bellman.
Néanmoins, en 1994, Pesch et Bulirsch [30] ont découvert que les idées a la fois du principe
maximum et de I’équation de Bellman, se trouvent déja dans les travaux de Carathéodory
(1926, 1935) [12, 11], et il s’est avéré que les conditions d’optimalité du probleme du controle
optimal sont des conséquences de ses résultats.

Les articles [?, ?] fournissent un joli résumé historique de ces résultats et de leur impact sur
le controle optimal moderne. De toute évidence, tout le monde convient a un certain niveau
que le calcul des variations est un point de départ pour la théorie moderne du contréle op-
timal.

L’histoire du développement de la théorie du contrdle optimal est tres intéressante [4].

Pour plus de détails, le lecteur peut se référer aux travaux [7, 17, 18, 16, 7, 7, ?] .
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1.2 Formulation mathématique d’un probléeme de contréle

optimal

La partie la plus importante dans la résolution de tout probleme pratique est le proces-
sus de modélisation, qui exige une description mathématique suffisamment réaliste, simple
et la plus fidele possible a la situation réelle, qu’elle soit physique, économique ou autre.
La formulation d'un probléme de controle optimal exige une description mathématique du
processus a controler, avec des contraintes physiques a imposer au systeme et la détermi-
nation du critére de performance a optimiser (objectif du contréle). La théorie du contrdle
s'intéresse a prédire la réponse du systéme a une entrée donnée et a expliquer 'influence du

controle sur la dynamique du systeme [4].

1.2.1 Systéme de controle

Considérons un systeme différentiel explicite de la forme :

dx (D) = Fr
i w(t) = f(z(t),t) , (1.1)
z(0) =2,

dont I'état est décrit par un vecteur x(.) € R" dit variable d’état, 2° étant 1'état initial.
Cette variable d’état dépend de la variable réelle ¢ € [0,t*] et vérifie des relations (souvent
différentielles) appelées équations d’états, étant une fonction vectorielle de n composantes
fi,i = 1,n, pouvant étre linéaire ou non linéaire.

Généralement, on souhaite agir sur le systeme 3.1 de fagon a atteindre une cible ou un
objectif donné. C’est pour cela que nous modifions le systeme 3.1 en introduisant une fonction
(parametre) u(.) € R" qu’on appelle contréle (commande), qui est une fonction localement
intégrable, définie sur [0,t*]. Ainsi, nous obtenons le systeme de controle explicite qui peut

caractérisé par un ensemble d’équations différentielles ordinaires suivantes :

dx

pri i(t) = f(z(t),u(t),t),z(0)) =2",r e R"",u € R". (1.2)

Nous supposons que f : R" x R" x R — R" vérifie les conditions du théoreme de Cauchy de

telle sorte qu'on puisse assurer l'existence et I'unicité de la solution (2%, u,t).



8 Rappels sur la théorie du controéle optimal

Stratégies de contrdle d’un systéme dynamique

Pour contréler un systeme dynamique, on distingue deux types de stratégies :

e Stratégie en boucle ouverte

La stratégie en boucle ouverte consiste a chercher un controle admissible et qui ne

dépend pas de I’état du systeme. Cette stratégie est schématisée par la figure suivante :

Entrée u . | Sortie =
T = f(x.u) -

FIGURE 1.1 — Commande en boucle ouverte

e La stratégie en boucle fermée

Considérons un systéeme donné par son équation d’état et un ensemble de controles.
Dans la stratégie en boucle fermée, la loi du controle u est déterminée en fonction
du temps mais aussi de ’état x. Autrement dit, I’état du systéme est pris en compte
a chaque instant afin de déterminer en temp réel le contrdle. Le controle est alors

appelé feedback. Cette stratégie peut se résumer par le schéma suivant :

Entrée u . T ]
&= f(x,u) loi de commande u = F(x)

A

FIGURE 1.2 — Commande en boucle fermée
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Classes des controlés admissibles
Généralement, les commandes admissibles peuvent étre non bornées, bornées ou de
type bang-bang.

e Commande bornée

Dans beaucoup de problémes de controle, on peut minorer et majorer les parametres

u;(t),j = 1,r, par des constantes. Considérons pour ce type de probléme la contrainte
a; < uj < bj. Lorsque u est borné, il est toujours pratique de se ramener a des

commandes entre —1 et 1. Notons que I'on peut remplacer u; par v; en posant u; =

§(Gj+bj)+§(aj —b;)v; et ainsi v; est aussi intégrable et 'ona —1 <wv; <1, j=1,r.

e Commande bang-bang

Dans la théorie du controle, un contrdle bang-bang est un feedback qui bascule brus-
quement entre deux valeurs, il est souvent utilisé pour contrdler un systéme qui ac-

cepte une entrée binaire. En d’autres termes, un controle u € R” est appelé controle

bang-bang si pour chaque instant t et chaque indice j = 1,7, on a |u;(t)| = 1.

Controlabilité des systemes dynamiques

Un systeme est dit controlable si on peut le ramener a tout état prédéfini au moyen d’un

controle.

Définition 1.1. (Contrélabilité au sens de Kalman)

Le systéme 3.2 est complétement controlable si pour deux points quelconques 1° et x* de
R™, on peut trouver un instant fini t* est une commande admissible u(t) telle que [’état x(t)
du systéme satisfait la condition x(0) = 2° et z(t*) = x*.

Les problemes linéaire de controle ont été étudiés dans la littérature d’une maniére trés
détaillée, mais l'analyse des systemes non linéaires n’est pas assez développée comme dans le
cas linéaire. Pour cela, on se concentre beaucoup plus dans cette section sur la controlabilité

des systemes linéaires définis par une équation différentielle linéaire suivante :

@(t) = A(t)x(t) + Bt)u(t) +r(t), 2(0) = 2°, x(t) € R", u(t) € R", t € [0,¢*]. (1.3)
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Controélabilité des systémes linéaires stationnaires

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de controlabilité

dans le cas ou A et B ne dépendent pas de t.

Théoréme 1.1. [33] Le systéme stationnaire &(t) = Ax(t) + Bu(t) +r(t), est contrdlable en
temps t* si et seulement si :
rangC = rang(B, AB, A’B, ..., A" 'B) =n,

ot C est une matrice d’ordre (n X nr) appelée matrice de controlabilité de Kalman, et la

condition rang C' = n est appelée condition de Kalman.

Controlabilité des systemes linéaires non-stationnaires

Théoréme 1.2. [33] Considérons le systéme :

i(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t), 2(0) = 2°, (1.4)
ot les applications A, B, r sont supposées C* sur [0, t*].

Définissons par récurrence :
By(t) = B(t) et By1(t) = A(t)By(t) — Bi(t).

- Sl existe un instant t € [0,t*] tel que : rangC = [By, By, Ba, ..., B,_1] = n, alors le
systéme de controle 3.4 est contrélable sur [0,t*];
- St de plus les applications A, B,r sont analytiques sur [0,t*], alors le systéeme 3.4 est

controlable si et seulement si ¥t € [0,t*], rangC = [By, By, Bs, ..., By_1] = n.

Controlabilité des systemes dynamiques non linéaires

Se prononcer sur la controlabilité des systémes non linéaires reste jusqu’'a présent une
tache tres difficile. Pour étudier la contrélabilité des systemes non linéaires, on utilise souvent
le systeme linéarisé, partant du fait que la controlabilité du systeme linéarisé implique celle
du systeme non linéaire d’'une maniere locale. La non controlabilité du systéme linéarisé
implique pas forcément la non controlabilité du systéme non linéaire. [4]

Considérons un systeme de controle non linéaire suivant :

(1.5)
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Théoréme 1.3. [33] Considérons le systéme 1.5 avec f(x°,u") = 0. Notons

_ O o .0 _ O o0
A—ax(z,u)etB—au(a:,u).
Si
rang(B,AB, A’B,..., A" 'B) = n,

alors le systéme 1.5 est localement controlable (contrélable da partir des points de voisinage
de 2°) en z°.
Outre la controlabilité, la théorie du controle peut avoir aussi comme objectif :
1- de stabiliser le systeme, c’est a dire, le rendre insensible auzr perturbations, c’est ce
qu’on appelle la stabilisation ;
2- de déterminer des solutions optimales pour un certain critére a optimiser; c’est ce

qu’on appelle le controle optimal, et c’est l'objectif principal de la section suivante.

1.3 Probléeme de contréle optimal

Considérons le systeme de controle suivant :

i = f(z(t),ut),t), (0) =a° t €[0,t*] (équation d’état),
uelU (contraintes sur le contrdle),

ou U est un compact de R".

Lors de la formulation d’'un probleme de controle, I'objectif est de fournir une motivation
physique pour la sélection d’une mesure de qualité pour le systeme. Le probleme revient a
définir une expression mathématique qui, lorsqu’elle est optimisée, indique que le systeme a
atteint un état désirable. Donc, choisir une mesure de qualité est une traduction en termes
mathématiques des exigences physiques du systeme au fil du temps. En d’autres termes, le
probléme de controle optimal a pour but d’amener le systéme d’un état initial z(0) = z°
donné & un certain état final x(t*) = z*, tout en minimisant un certain critere tel que la
fonctionnelle suivante :

min_ J(u) = S(x(t), 1) + /0 " (), u(t), bt (1.6)

t* , uclU

ou F': R" x U x [0,t*] — R,z(t*) et t* peuvent étre libres ou fixés. On peut classer les

fonctions objectifs en deux critéres physiques de performance :
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Temps optimal

On parle d’un probléme en temps minimal lorsque F(z(t),u(t),t) =1, S(z(t*),t*) =0

et le temps final t* est libre dans I'expression min,cy fg* 1dt.

Coiit optimal

On parle d'un probléme en cotit minimal lorsque le temps final ¢* est fixé dans I'expres-
sion :

min J(u) = S(z(t*)) + /Ot* F(z(t),u(t),t)dt, (1.7)

uelU
Il existe, évidement, des problemes qui combinent les deux critéres physiques de qualité, et

on parlera dans ce cas d’un probléme de contrdle en temps et en cofit minimal.[4]

1.3.1 Les classes de problemes de contrdle optimal

Selon la forme du critére de qualité, on distingue généralement trois types de problemes
de controle optimal :
a) Probléme de Lagrange

Un probléme de controle optimal est dit de Lagrange si le systeme dynamique est :

T f(x(t),u(t),t), z(0)=2" (1.8)

ou les contrdles u(.) sont des fonctions définies de [0,¢*] dans U € R", et la fonction cofit est
comme suit :

min J(u) = S(x(t*), ) + /0 " (), u(t), bt (1.9)

t* , uelU

ol F:R" x U x [0,t*] = R, et x(0) = 2° est un état initial donné.

b) Probléme de Mayer
Dans ce cas, le critere a optimiser dépend uniquement de la valeur terminale de I’état.

Alors le probleme de Mayer peut étre défini comme suit :

min_J(u) = S(x(t*),t*),

t* ,uelU

(t) = f(z(t),u(t),t), (1.10)
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c) Probléme de Bolza

L’avantage du probleme de Bolza est qu’il regroupe les deux précédentes formulations

(Lagrange et Mayer). Le probleme de Bolza est défini par :

t*mirelU J(u) = S(x(t*),t*) + [37 F(x(t),u(t), t)dt,
z(0) = 2°.
Remarque 1.3.1. Les trois formulations sont équivalentes, c’est a dire qu’on peut passer
de 'une a 'autre.
Le probleme de Lagrange a été discuté pour la premiere fois en 1762, Mayer a considéré

son probléeme en 1878, et le probleme de Bolza a été formulé en 1913.[4]

1.4 Principe du maximum de Pontriaguine

Dans cette section, nous énongons sans preuve les conditions nécessaires d’optimalité,
pour des problemes de contrdle optimal sans et avec contraintes sur I’état. Pour plus de

détails, voir Pontriaguine et al. [32], Grass et al. [19], Sethi et al. [?] et E. Trélat [33].

1.4.1 Principe du maximum de Pontriaguine sans contraintes sur
I’état
Considérons le probleme de contrdle optimal suivant, avec un temps terminal t* fixe :
mineo J(u) = S(z(t*)) + fy F(z(t), ult), t)dt,
i = f(z(t),u(t),t), z(0) =2", t € [0,t"], (1.12)
ue U,

ol U est un ensemble compact de R".
La démonstration historique du principe du maximum est basée sur la maximisation du

Hamiltonien, défini comme suit pour le probléme 1.12 :

H (2(t), vho, (1), u(t), t) = o F (2(t), u(t), ) + '(t) f(2(t), u(t), 1), (1.13)

ou le vecteur 9 (t) : [0,t*] — R™ est appelé vecteur d’état adjoint ; 1y est appelée variable

duale du cofit.
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Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.4. [?] (Principe du maximum,)
Soient u*(t) € U une commande optimale admissible et x*(t) la trajectoire d’état optimale
associée a u*(t). Alors, il existe un réel ¥§ < 0 et un vecteur ¥*(t) tels que les relations

suivantes sont vérifiées :

(t) = f2*(t),u (1), 1), 2(0) = a°,
V() = —Ho(z" (), 5, 0" (1), w (1), 1) V() = P Se(at(t7)),  (1.14)
H (2 (), 45, 0 (), w* (t),£) > H(z* (), 95, v*(t),v(t),1), Vo(t) €U, t € [0,],

i} - i OH (x(t), 1o, (1), u(t), t)
Hy(x*(t), v, (1), u*(t), t) = pe |ty = (8) o =05 () =" () ) =u* (£) 5

. oS (x(t*
s = PN

On voit bien que u*(t) va fournir un maximum global au Hamiltonien H(x*(t),¥*(t), v(t),t)
Pour v(t) € U. Pour cette raison, les conditions nécessaires 1.14 sont appelées "Principe
du maximum"; 1)y est appelée variable duale du cout, généralement on choisit {5 = —1,

correspondant au principe du maximum.

Remarque 1.4.1. On peut travailler avec ¢ > 0 (10§ = 1) et la derniere inégalité des

relations 1.14 sera inversée. On parle alors du principe du minimum.

Conditions suffisantes d’optimalité

Jusqu’a présent, nous avons énoncé les conditions nécessaires d’optimalité. Dans ce qui
suit, nous énoncgons sans preuve un théoreme qui nous donne une condition suffisante d’op-
timalité pour un probléme de controle optimal sans contraintes sur I’état. Ce théoréme est
important, car les modeles dérivés de nombreux problemes de la physique et de sciences
de gestion satisfont les conditions requises pour que les conditions nécessaires deviennent

suffisantes. Définissons, tout d’abord, la fonction H° :

Ho(x(t)7¢0;¢(t)7u(t)vt) = max H(m(t)a¢07¢<t>7v(t)at)' (115)
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Théoréme 1.5. 7/
Si (z*(t), 5, v*(t), u*(t)) satisfait les conditions nécessaires 1.14 pour tout t € [0,t*], et
si la fonction HO(x(t), o, (1), u(t),t) est convexe en z pour tout t € [0,t*] et S(z(t*)) est

conveze en x, alors u*(t) est un contrdle optimal du probléeme 1.12 .

1.4.2 Principe du maximum de Pontriaguine avec contraintes sur
I’état

Ici nous imposons au probleme précédent des contraintes sur 1’état et le controle. Pour

tout instant ¢ € [0,¢*], le couple (z(t), u(t)) doit satisfaire la contrainte :
g(x(t),u(t),t) <0 Vte|0,t], (1.16)
avec g : R x R" x [0,t"] — R™.

Avant d’aller plus loin, écrivons le probleme de contrdle optimal & étudier :

minJ(u) = S(x(t*) + & F(x(t), u(t), t)dt,
i = flz(t), ut),t), z(0) =2, t €[0,t], (1.17)

g(z(t),u(t),t) <0,t €0,t"],u e U=R"

Conditions nécessaires d’optimalité

Introduisons le Lagrangien du probleme 1.17 :

L(a(t), o, (1), A1), u(t), ) = H(w(t), o, (1), u(t), ) + X (t)g(x(t), u(t),t),  (1.18)

ol les composantes \; du vecteur A sont appelées multiplicateurs de Lagrange. Ces multipli-

cateurs doivent satisfaire les conditions suivantes :
Xi >0 N(t)gi(z(t),u(t),t) =0, Vi=1.m, Vt € [0,t"]. (1.19)
Le vecteur adjoint satisfait I’équation différentielle suivante :
b(t) = = La((t), o, (1), A(t), ult), 1), () = toSe(x(t)). (1.20)

Théoréme 1.6. [?] (Principe du maximum de Pontriaguine avec contraintes sur l’état)

Soit u*(t) € R" un controle optimal et x*(t) la trajectoire d’élat optimale associée a u*(t).
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Alors il existe un réel ¥ < 0, un vecteur adjoint ¥*(t) et un vecteur multiplicateur de

Lagrange \*(t) tels que les équations suivantes sont vérifiées :

:Ef(ﬂj*(t), u*(t)’ t)? I(O) = ZL‘O,
H(t) = —Lo(a7(t), b5, 7 (£), A"(0), u*(t), 1), ™ (t7) = ¥5Sa (2" (7)),
HG 005,070,000 0 = e HE(0), 6,070, 00,0, 1€ [0,
OLg (7 (1), 1, " (¢), A" (1), u*(t),t)’ —0
M u(t)=ur(t) = 0,

g(z*(t),u*(t),t) <0 te0,¢],

(1.21)

Conditions suffisantes d’optimalité

Le résultat de conditions suffisantes nécessite les concepts de fonctions convexe et quasi-

convexe.

Définition 1.2. Soit f une fonction définie sur un ensemble convere X de R™. La fonction
f est dite conveze, si pour tous les points x,y € X, et pour tout nombre réel N[0, 1] I’inégalité

sutvante est vérifiée :

fAz 4+ (1= Ay) <Af(z)+ (1= A)f(y) (1.22)

La fonction f est dite quasi-convexe si

O+ (1= A)y) <maz{f(z), f(y)} (1.23)

En outre, on dit que f est strictement convexe si pour tous les points x,y € X,z # y et
pour tout nombre réel A €]0, 1], la relation 1.22 est vérifiée avec une inégalité stricte. De plus,
on dit que f est concave, quasi-concave ou strictement concave si (—f) est respectivement
convexe, quasi-convexe ou strictement convexe.

Nous pouvons maintenant énoncer les conditions suffisantes d’optimalité concernant le pro-
bléeme de controle optimal avec contraintes. A cet effet, définissons la fonction suivante :

HO(x(t), o, (1), u(t), 1) = (@(t), o, ¥(t), v(t), 1).

max H
v(t)ER" /g(z,u,t)<0
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Théoréme 1.7. [?] Conditions suffisantes d’optimalité)

Soit (x*,u*, P, v*, X*) satisfaisant les conditions nécessaires 1.21.
Si HO(z(t), 10,9 (t), u(t), t) est convexe en x pour tout t € [0,t*], S(x(t*)) est convexe pour
toute trajectoire x admissible et la fonction g(x(t),u(t),t) définie par 1.16 est quasi-convexe

pour tout couple (x,u) admissible, alors (z*,u*) est optimal.

1.5 Contrdle optimal d’un systéeme dynamique avec

contraintes intermédiaires

Dans cette section, nous énongons le principe du maximum de Pontriaguine pour un
probleme de contrdle optimal avec des contraintes aux instants intermédiaires. Pour plus de

détails, voir [13].

Soient k£ 4+ 1 nombres réels tels que 0 <ty < t; < ... < t, = t*, et définissons le vecteur :

P = ((1:(t0)7t0)7 (x(t1)7t1)7 ooy (l‘(t*),t*)).

Considérons maintenant sur I'intervalle [to, t*] le probleme du controéle optimal avec contraintes

aux points intermédiaires, de la forme :

min J = p(p),
= f(x,u,t), wedU,
f( ) (1.24)
%(p) §07 i:17m7
n](p) = 07 .] = ]-7q7

ou chaque nombre tg, 11, ..., tx peut ne pas étre fixé, z € R" u € R", la fonction z(.) est
absolument continue et u(.) est une fonction bornée mesurable, avec u(t) € U.

On suppose que la fonction f est définie et continue sur I'ensemble ouvert @ C R"*"+1 et
les fonctions ¢;(p) et n;(p) sont définies sur 'ensemble ouvert P C REFD™+D of ont des dé-
rivées continues sur cet ensemble. Ainsi, le probléme (1.24) contient des contraintes d’égalité
et d’inégalité qui dépendent des valeurs des variables d’état non seulement aux extrémités de
[to, t*] mais aussi aux points intermédiaires t, ¢y, tx—1. Si k = 1, le probleme (1.24) devient

le probleme classique bien connu de type Pontriaguine.
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Dans cette section, nous présentons une généralisation du principe du maximum de Pon-
triaguine a une classe de probleme avec contraintes sur 1’état a des instants intermédiaires,
développé dans [13], ou l'auteur a montré que le probleme (1.24) peut se réduire a un pro-
bléme de controle optimal standard sans contraintes intermédiaires (juste des contraintes a
I'instant terminal). En établissant une correspondance entre les processus admissibles et op-
timaux entre les deux problemes, les conditions d’optimalité du probléme (1.24) deviennent

triviales.

1.5.1 Principe du maximum d’un probléme avec contraintes in-

termédiaires

Présentons maintenant le principe du maximum de Pontriaguine du probleme (1.24).
Définissons tout d’abord :

e le Hamiltonien

H(z,u, " by, t) = (07, f(z,u,1)) + "

e ct la fonction de Lagrange aux points intermédiaires
m q
l(p) = aipi(p) + > Bim;(p)-
i=0 j=1

Théoréme 1.8. [13]
Supposons que le probleme (1.24) atteint un minimum pour le processus
w* = (x*(t),u*(t),p*),t € A* = [t§, t1]. Alors il existe un multi-vecteur
A= (a, B,9%(.),¥'(.)), ot a = (ag, 1, ooy ) ER™L B = (B, Pa,...,8,) €RL, 7(.) et
Y!(.) sont des fonctions lipschitziennes par morceauz sur A* = [t& t5], tels que les conditions

suivantes sont vérifiées :

(a) la condition de non-trivialité : («, ) # (0,0) ;

(b) la condition de non-négativité : a; >0, i =0,m;

(¢) la condition de complémentarité : c;;(p*) =0, i=T1,m;

(d) Uéquation conjuguée : presque partout sur A*, ona :
O () = —Hy = =" () fo(2™ (1), u* (), 1),

PH(t) = —Hy = = (1) f(x" (1), u* (), 1);
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(e) la condition de transversalité aux extrémités de l'intervalle :

¢x(t6) dma(to ( ) l to)( ) q/}w(tZ) = &Uaék) (p*) = _la:(tk)(p*)7
V() = G5 (%) = Ly (17), V() = 2 07) =~y (0°);

(f) la condition de discontinuité de * et Y aux points intermédiaires :

AYr(t) = (5 +0) =] = 0) = Loy (p"),
A(t;) = YUt +0) =yt —0) = L, (p"), j=1Lk

(g) pour presque tout t € A* :

(h) la condition de mazimalisé de H pour tout t € A* :

max H(2(t), " (t), ¥ (t), u(t),t) = H(z"(t), " (), ¥" (1), u"(t),t) = 0.

{u admissible}

Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre quelques notions sur la théorie du controle optimal,
notamment les outils nécessaires a la compréhension des chapitres suivants, a savoir le prin-
cipe du maximum de Pontryaguine qui fournit les conditions nécessaires d’optimalité d’un
probleme de controle optimal sans et avec contrainte par la suite nous avons exposé les condi-
tion suffisantes dans le cas des fonction convexe, finalement nous avons présenté le probléeme

de contrdle optimal avec contraintes intermédiaire ainsi que les conditions d’optimalité.



Chapitre 2

Méthode de support pour la
résolution d’un probleme de controle

optimal linéaire quadratique

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de support pour la résolution d’un pro-
bléme de controle optimal linéaire quadratique développée dans [22, 23] . L’algorithme exposé
est construit sur la base du concept de support et comprend trois procédures : changement
du controle, changement du support et procédure finale. A titre d’illustration, un exemple

d’application en mécanique a été traité.

2.1 Position du probleme et définitions

Considérons le probleme de contrdle optimal suivant :

minJ(z) = c z(t.) + ; + 2 (t,) Dx(t,), (2.1)
@(t) = Az(t) + Bu(t), z(0)=2°, (2.2)
Gz(t,) =g, d” <u(t) <d", teT=10,t], (2.3)

ol A et D sont des matrices carrées d’ordre n avec D' = D > 0, B est une n X r-matrice,
G est une m x n-matrice avec rank(G) = m < n. Les fonctions u(t) = (uy(t),...,u(t)) et

x(t) = (x1(t),...,2,(t)) représentent respectivement la valeur du contrdle multivariable et
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Iétat du systéme & linstant t; z°

est un n-vecteur représentant 1’état initial; ¢ ,g , d” et
d" sont des vecteurs de dimension correspondante. Le symbole (') représente 1'opérateur de
transposition. Nous supposerons que le systéme dynamique 2.2 est controlable au sens de
Kalman .

La fonction continue par morceaux u(t), t € T, et sa trajectoire correspondante x(t),
t € T, sont dites respectivement controle admissible et trajectoire admissible, si elles satisfont

les contraintes 2.2 et 2.3.

Pour un controéle admissible u(t) ¢ € T', I’état final via la formule de Cauchy est :
tx tx
x(t,) = F(t*)mo/ +F(t,)F~ Y (t)Bu(t)dt = F(t,)a° +/ q(t)u(t)dt, (2.4)
0 0

ot F(t)=e™ et q(t)=F(t.)F'()B =B

La contrainte terminale s’écrit alors :
Grlt) =g [ " Galtyu(t)dt / " p(u(t)dt = g — Geltea, (2.5)
ou p(t) = Gq(t), et la matrice q(t),t € T, vérifie I’équation différentielle :
q(t) = —Aq(t),t €T, q(t.) = B. (2.6)

Pour définir le support, nous choisissons dans ’ensemble T un sous-ensemble de moments

isolés Ty = {t,,7 € Jsh, Js = {1,...,5},7s < m et pour chaque moment t, € T, nous

associons un ensemble d’indices I, C I tel que Y |I,] =m,oul = {1,2,...,r}. Nous posons
I€Js

I, ={1l,,7 € J},Qs = I, T, et formons la matrice Py = P(Qs) = (p,(t,),2 € I,,7 € Js), ou
p,(t) est la it colonne de la matrice p(t) = Gq(t),t € T.

Définition 2.1. L’ensemble Qs = {Is,Ts} est appelé support du probléme 2.1 - 2.3, si la
matrice Py est réguliere. Le couple {u,Qs} formé du contréle admissible u et du support Qs

est appelé controle admissible de support.

Définition 2.2. Le contréle de support {u,Qs} est dit non dégénéré, si pour tout moment
t, de Ty et pour tout indice v € I,, j € J,, une des deux conditions suivantes est satisfaite :
i) au voisinage de t,, la composante u,(t),t € T, est non critique ;

i) le point t, est un point de discontinuité de la fonction u;(t),t € T

Définition 2.3. Le contrile admissible u®(t),t € T, est dit € optimal (ou suboptimal), s’il
vérifie J(u®) — J(u®) < e, ou u® est une solution optimale du probléme 2.1 -2.5 et ¢ un

nombre non négatif arbitraire, choisi comme une précision.
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2.2 Critere d’optimalité et estimation de suboptima-
lité
Nous assignons au controéle de support {u, Qs}, le vecteur des multiplicateurs

y = ((Dz(t.) + ) q(ty), € I,y € J) P (2.7)

et la fonction E(t) t € T, appelée co-controle :

/ !

E'(t) = (Ey(t), Ex(t), ..., E.(t) =y p(t) — (Da(t,) + ¢) q(t)t € T, (2.8)

olt ¢;(t) est la 1®™¢ colonne de la n x 7 matrice q(t) = F(t.)F~(t)B.

Soit {u, Q,} un controle de support, ot u(t),t € T, est un controle admissible et xz(t),t €
T, sa trajectoire correspondante. Considérons un autre controle admissible quelconque

u(t) = u(t) + Au(t),t € T, et sa trajectoire correspondante z(t) = x(t) + Ax(t),t € T.

L’accroissement de la fonctionnelle définie dans 2.1 est :

AJ(w) = J(@) ~ T = [ " (Da(ts) + o) q(t) Au(t)dt + T

0

= XT: /(:*(Dx(t*) +¢) qu(t) Au, (t)dt + T,

L,
oul = §AZ‘ (t.)DAz(t.) > 0. En vertu de la relation 2.8 et GAz(t,) = 0, nous avons :

! /

(Dx(t,) + ) q(t) = y'p(t) — E'(¢),

AJ(w) = [ "y p(t) Au(t)dt — / "B () Au(t)dt +T
—0- / HAu(t)dt +T = — Z/ (t) A, ()dt + T

Notons T;" = {t €T : E;i(t) >0}, T, = {teT:Eft)<0}, i=1,...,r. Ainsi,

I’accroissement de la fonctionnelle prend la forme suivante :

AJ(u) = J(id) — Z/w (@(t) — us(t)) dt — Z/ —w(t))dt +T
(2.9)
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2.2.1 Critere d’optimalité

Théoréme 2.1. (Critére d’optimalité). Soit les relations suivantes :

wi(t)
ui(t) =
ui(t) € [di 7d+], st Ei(t) =0,

2

si Bi(t) <0, teT, i=1,..r (2.10)

dr,
di, ,
sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence sont aussi nécessaires, pour l’opti-

malité du controle de support {u,Qs}.

Prouve. (Suffisance).

Soit {u,Qs} un contrdle de support vérifiant les relations 2.10. Considérons un autre
controle admissible u(t) = u(t) + Au(t),t € T. En vertu de la relation 2.9 et en utilisant les

relations 2.10, nous obtenons

Z/ ) (df = a(t)) dt + Z/T Ei(t) (di —wi(t))dt +T > 0. (2.11)

Alors, la solution u est optimale pour le probleme 2.1- 2.3. La démonstration de la nécessité
est similaire a la méthode décrite dans [6].

Nous pouvons aussi écrire ' (t) = ¢ (t)B, ou9(t),t € T, est la solution du systéme conjugué

¢(t) = _A/w(t)7 2/} (t*> = G/y — Dz (t*> —C. (212>

En formant le Hamiltonien H (2, v, u) = 1’ (Az+ Bu), nous avons le principe du maximum

de support suivant :

Théoréme 2.2. (principe du mazrimum de support).
Soit {u,Qs} un controle de support admissible. Pour l'optimalité du contréle u, il est suffi-
sant, et aussi nécessaire dans le cas de la non dégénérescence de {u,Qs}, que la condition

du maximum suivante soit vérifée :

H(x(t),¥(t),u(t)) = max H(z(t),¢(t),v),t€T. (2.13)

d—<v<dt

2.2.2 Estimation de suboptimalité

Soit u° une solution optimale du probléme 2.1 et 2.3. En substituant dans la formule

0

d’accroissement 2.9 le vecteur u par u", nous obtenons :

I(u) Z/w ) — gt dt+Z/ 1) — us(t))dt —T.
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Puisque d; <uf(t) <df et T'>0 alors:

J(u) ) < Z/ )(di — uilt dt+Z/ A= — u;(t))dt.

La quantité

Z/ Wd — wi(t))dt + Z/ — u;(t))dt (2.14)

est appelée estimation de suboptimalité et vérifie toujours inégalité :
J(u) — J(u®) < B(u, Q). (2.15)

Ainsi, si B(u, Qs) < g, alors u est une solution e-optimale du probleme 2.1 et 2.3

2.3 Algorithme de la méthode

L’algorithme traité est construit sans discrétisation du systeme dynamique continu 2.2. Le
processus de résolution consiste a résoudre un probleme d’optimisation linéaire quadratique
auxiliaire. La solution de ce dernier nous permettra de construire un controle de support
admissible (7, Q) tel que J(@) < .J(u). Ensuite, nous déterminons via une méthode duale
un nouveau support Q, satisfaisant la relation 5(a, Qs) < B(i, Q,). Ces transformations sont
réitérées jusqu’a ce que les conditions de passage a la procédure finale soient obtenues. Au
final, nous résolvons un systeme d’équations dans le but d’obtenir la solution optimale du

probleme.

2.3.1 Changement de Controle

Soient € > 0 et {u, Qs} un contrdle de support initial tel que f(u, Qs) > ¢
Faisons une itération {u, Q,} — {4, Q,} telle que J() < J(u). Choisissons deux nombres
n > 0et h > 0 et construisons les ensembles T, = {t € T : n(t) < n},T. = T\ T,, ou
n(t) = rflel}l |Ei(t)],t € T. Subdivisons l'ensemble T, en N intervalles [r;,77],7 =1,..., N,
de telle sorte que 7; < 77 < 7541, ¥ —7; < h,Ts C{1;, j=1,...,N}, u;(t) = uj; = const,

telr,m™),j=1...,N, i=1,...,r. Calculons pour i = 1,...,r,j=1,...,N:
Bl] = — f,:j Ez(t)dt, Zij = f;;] qz(t)dt, Uij = f;;] pl(t)dt,

Brnir ==X Jr. BEi(t)ai(t)dt,  zn = X0 Jr, ¢:(t)aq(t)dt,
UNy1 = Doy Jp, Di(t)aq(t)dt,



2.3 Algorithme de la méthode 25

ou

di —ui(t), si Ei(t) >n,
a;(t) =
di —u(t), si Ei(t) < —n.

Posons :

52{1,2,,]\7—{—1}, l:(llb--'7l1N7--'7lr17---7l'r'N;lN+l>7 6: (ﬁll;

"'7/61N7"'7/6T17'"767’N76N+1)7 Z: (2117"'721]\/7"'7ZT17"'JZ7'NJZN+1>'

Les vecteurs [, (3 sont de dimension (N7 + 1) et la matrice Z est d’ordre n x (N7 + 1).

Considérons le probleme de support auxiliaire suivant :

!/ 1 !/ !
min ¢(l) = g1 + 5[ Z DZI,
r N

ST vl + vvslng =0, (2.16)

=1 j=1
d-*—uijSlijde—uij,jzl,...,]\f,i:1,...,r,0§lN+1gl.

(2

Nous résolvons le probléme 2.16 et soit [ /varepsilon une solution réalisable [°-optimale. Le

controle admissible défini par les relations :

u; + 15, te [7;,7), j=1,...,N,

ui(t) =
u;(t) + Iy q06(t), teT, i=1,...,r

vérifie I'inégalité
J(@) < J(u).
2.3.2 Changement de Support

Soit le controle de support {u, QS} déterminé apres la résolution du probleme 2.16.
Calculons a l'aide des formules 2.7 et 2.8 le co-controle E(t),t € T, correspondant au
contréle de support {i, Qs } et construisons le quasi-contréle &(¢) = (@1 (t), ..., @ (), t €T

ou

, 1=1,...,7

c
La quasi-trajectoire £(t),t € T, correspondant a ce quasi-contrdle vérifie I’équation :

k(t) = AR(t) + Ba(t), &(0)=xz¢, teT.
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Introduisons deux parametres p; > 0 et puy > 0 et notons
T = {t € T :signE;(t) # signE;(@,t)}, i=1,...,7,

ot E(@,t),t € T, est le co-contrdle construit a partir du couple {&, Q}.

Si

alors, on passe a la procédure finale décrite ci-apres.
Supposons que les conditions 2.17 ne sont pas vérifiées et 3(u, Q) > €. Si Gi(t,) = g

alors on construit un nouveau controle admissible de la forme
a(t) =u(t) +0@(t) —a(t),teT,0<0 <1,

avec

V) i >0 )
6 = min{1,0.,},6., = w 0 (2.18)

00, si =0 |,

et

/

Yo = (R(t) = 2(t.)) D(R(t) — 2(L.)),

ou z(t), t € T est la trajectoire correspondante au controle u. Nous avons la relation :
_ ~ 1 N
J(@) = (@) = =081, Q) + 6 < —205(w,Q.) < 0. (2.19)

Alors, nous commencons une nouvelle itération avec le controle de support {u, QS}
Dans le cas ou G&(t,) # g, nous considérerons le probleme dual du probleme 2.1 2.3
défini par :
maxL(\) = —1k'Dr+y'g— ¢ (0)zg + [y* v (t)ddt
— Jorw'(t)d*dt,

, , , (2.20)
GOB+u () —w(t) =0, v{t)>0, wt)>0teT,
h=—Ap, Y(t,) =Gy—Dr—c

ou A = (k,y,v(t),w(t),t€T),k € R,y € R™.
En fixant le vecteur k = z(t,), le probleme 2.20 devient linéaire :
max Ly(\) = —3% (t,)Dz(t.) +y g — ¥'(0)zo
+ [0 ()d—dt — [P w' (t)dTdt,
Jo" v (t) Jor w (t) (2.21)

U ()B4 (t) —w' (t) = 0,v(t) > 0,w(t) > 0,t €T,

=AY, (L) =Gy - Di(t.) —c.
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Le vecteur \ = (7,9(t), w(t),t € T), ot
t (
0,;(t) = Ei(t), pourE;(t) >0, (2.22)

est une solution réalisable duale accordée du probleme 2.21.

Calculons le m-vecteur
(L, J5) = (vij,i € I;, 5 € J) = P7H(Qs)]g — GR(L)],

et posons |viyj,| = max |v;|,7 € fj, j € J,. Faisons une itération du probleme dual 2.21 en
construisant une autre solution duale accordée A = (y,9(t), w(t),t € T) du probleme 2.21

selon les relations 2.22  ou

5<t) - (51(t)7 52(t)7 s 757‘(t))7 te T’ o 2 O
Posons
Ay/ = G,P_l(Qs> Sign ’Yiojou 5(t) = Ay p(t)’

ol e = (Gij,i - ij,j S js>,6ij = 0, (Z,j) 7£ (i07j0)76i0j0 =1.

Déterminons les fonctions o;(t),t € T,i=1,...,r:
Et) . -
s s Ba)
00, ailleurs.
Construisons pour 7 = 1,...,r, les ensembles

T(i,o)={teT:0i(t) <o}

T+(i,0) = {t € T(i,0) : Ei(t) > 0}
T~(i,0) = {t € T(i,0) : Ei(t) < 0} .

—signF;(t), si teT(i,o0);

Il est clair que signF;(t) = N
signE;(t), si teT\T(io0).
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Calculons 'accroissement du critere de qualité du probleme 2.21

La(\) — La(\) = o [Yigio +02/ dt+02/ (Aw;(t)
— Aw;(t)d;)dt

~ bl + 37 =) ([ B0 + bl

i=1

—/ . +a(5()]d).

Ainsi, la vitesse de changement du critere de qualité dans la direction A\ est :
0(0) = bl = (05 — ) [ 160l (2:23)
i=1 ho

Nous avons par construction a(0) = |viyj,| > 0, (o) < a(o),Ve > o. Déterminons oy >
0 tel que a(og — &) > 0, a(og+0) <0, pour tout 0 < & < oy.
Soit (i1,7;,) € {(i,t) :i € I, t € TY\ {(i,7;) : i € I;, j € J,} un couple tel que F;, (le) +
0005, (75,) = 0 8;,(15,) # 0. Changeons le support Q, par Q, = {I,,T.}, I, = {I,
Ji}, Ty = {rj, j € J,}, comme suit :

1. sijy & J, et f = {io}, alors J, = (J, \ jo) Uji, I = fj,j € J\ g, I, = {i};

2. sij1 & Jo et || > 1, alors J, = J,Ujy, I; = I, j € J\Jjo, Liy = Iy \io, I;, = {in};

3. si jl S j57 et Ijo = {io}, alors Js = Js \jo, Ij = I j 7&]1, g1 = fjl Ull,

4. sijy € Jyet || > 1, alors J, = Jo, [; = I;, 5 # jo, § # 1, Ly = Liy \io, I;, = I, Uiy
En changeant (), par le nouveau support Qs, la valeur de la fonctionnelle dans le probleme

2.21 diminuera de la quantité [J° a(o)do. Nous avons alors

B(a,Qy) = (7, Q) — /0 " a(0)do. (2.24)

Si f(u, Qs) < €, alors nous arrétons le processus de résolution du probléme 2.1 2.3. Dans le cas
contraire, nous commencerons une nouvelle itération avec {u, Q)s}, ou alors nous passerons

a la procédure finale si les conditions 2.17 sont satisfaites pour {u, Q,}.

2.3.3 Procédure Finale

Supposons que les conditions 2.17 sont satisfaites pour le quasi-contrdle w(t), ¢ € T.

et la quasi-trajectoire &(t), ¢t € T, correspondant au contrdle de support {u,Q,}. Soit
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{t1,...,ts},m < s < n, 'ensemble de tous les points de T" tel que 0 < t; < ... < tgz <
te, Bi(t;) =0 € [; # 0, Ei(t;) #0,i € I\ I, € J={1,...,s}.

Considérons le cas ou |[;| =1 et El(t]) #0,i€el;, je

La procédure finale consiste a chercher la solution y, 7 = (75, j € J) des (m + s) équations

du systeme

X dij i pit)dt + g — GR(t.) = 0,
ZGIj,jGJ

(2.25)
E(y,7,7;)=0, i€l jelJ,

ou
dij = (df —dy") sign Ei(tj), Ei(y,1,t) = y/pi(t) — (Dk(ty, ) + c)/qi(t); k(t,7), t €T,

est la trajectoire correspondante au controle w(t, 7) = (w;(t,7),7 € I),t € T, définie comme
suit : soient t;,,...,%;,,0 < p < s, les racines de la composante El(t) sur I’ensemble T'. Si

p = 0, alors nous posons w;(t,7) = @;(t), t € T. Si p > 1, nous définissons comme suit :

d(i7j1)7 te [O7Tj1) ;
wi(t,7) =9 d(i, j,), te [T 1 Tj) 4 =2,...,p;

df +d; = d(i,gy), t € [7,,1.]

1
ot d(i,j) = §(d;r +d; —dyj).

Nous pouvons résoudre le systeme 2.25 par la méthode de Newton, avec I'approximation
initiale y© = yo, 7 = (¢;,7 € J), olt yo est le vecteur 2.7 construit avec le couple {@, Q,}.

Alors, pour des parametres ji; et o assez petits, le contrdle optimal prend la forme suivante :

u(t) =w(t,7), teT.

2.4 Exemple numérique

Considérons deux points matériels dont les équations de mouvement sont données par :

i1 = u1, y1(0) = 91(0) = §:(0) = 0;

QZ = U2, y2<0) = 57 y2<0) = y2(0) = O?

yl(t*> = _67 yQ(t*) = _67
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ou lug(t)] <3, Jua(t)| <3, teT=][0,t, t.=4.
Posons

/

Ty =Y1, To = Y1, T3 = Y1, T4 = Yo, Ts = Y2, Te = Y2, T = (L1, Ta, T3, Ty, T5, Tg)

Nous obtenons le systéeme dynamique suivant :

T1 = T2, 1(0

2(0

ij = I3,

4(0

Ty = Ts,

5(0

x5 = Tg,

0,
0,
0,
5,
0,
0.

6(0

1(0)
25(0)
&3 = uy, x3(0)
24(0)
5(0)
26(0)

Te = Uz,

Il s’agit de trouver deux controles admissibles u{(.) et u3(.) tels qu’a l'instant terminal, les
accélérations des deux points matériels vérifient z3(t,) = x4(t.) = —6 et que la fonctionnelle

suivante soit minimale :
J(u) = (21(t,) — 24(t,)* + (w2(ts) — 25(t.))* + 221 (t,) — 324ao(t.) + 64x4(t,) + 3Tw5(ts).

Le probleme considéré peut étre mis sous la forme 2.1 2.3, avec

01 00O00O0 0 0 2 0O 0 -2 0 0

001 0O0O0 0 0 0 2 0 0 =20

00 0O0O0TO 0 1 0 0 0O 0 0 0 0

A= . B= . D=

000010 00 -2 0 0 2 0 0

00 0O0O01 0 0 0O -2 0 0 2 0

00 0O0O0TO 0 01 0 0O 0 0 0 0
001000 , /

G = , g=(—6,-6), c¢=(2,-324,0,64,37,0), u= (u1,us) ,

00 0O0O01

n=6m=2r=2.
Considérons le contrdle u(t) = (ui(t),us(t))’,t € [0,4] :
—2, te0,2], 0 telo,2],

Ul(t) = UQ(t) =
-1, te[2,4], -3 te2,4].
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Nous avons x(4) = (—20,—14,—6,1,—6,—6)" et Hx(4) = (—6,—6)". Le controle u(t) est
admissible et la fonctionnelle vaut J(u) = 4843. Assignons au controle admissible u(t) le

15
Support QS = {]87T5}7]S - {[17[2}a ]1 = {1}a ]2 = {2}7 Ts = {t17t2} = {272}a JS =
{1,2}. Calculons les matrices ¢(t) = (q1(t),q2(t)), p(t) = G,(t) et la matrice de support

Ps:P(Qs):

(4;)2 0
4—t 0
1 0 10 10
M = ; 4—1?| p(t) = Gy(t) = (O 1), Py = (pi(t1), p2(t2)) = (O 1)-
2
0 4—1
0 1

Calculons le vecteur des multiplicateurs y et le co-controle E(t) selon les formules 2.7 et

2.8 respectivement :

y" = [(Dx(t) + o) qilty), i € I;,j € JP;' = (—1435,198.8),
E'(t) = (Ey(t), Ex(t)) = (20£* — 500t 4 245, —53t> + 477t — 861.2).

Alors

Bi(t)>0,t€[0,05[ = | Ea(t) <0, t€[0,25]
e
E\(t) <0, t €]0.5,4], Ey(t) >0, t €]2.5,4).

Ainsi, T} = [0,0.5], Ty =]0.5,4], Ty =]2.5,4], Ty =[0,2.5[ et B(u, Q,) = 8897.9 > €.

Construisons un nouveau controle admissible. Posons v = 10 et A = 0.05. Nous avons
alors |Ey(t)| <10, t € [0.479184,0.520851] et |FEy(t)| < 10, t € [2.453143,2.547497].
Ainsi nous obtenons :7,, = [0.479184, 0.520851] U [2.453143, 2.547497].

Subdivisons 7}, en 4 intervalles T = UNT[7;, 7] tels que :
7 = 0479184, 7' =7 = 0.5, 72 = 0.520851, 73 = 2.453143, 7° =7, = 2.5, 7! = 2.547497.
L’ensemble T et les différents éléments du probleme auxiliaire sont définis comme suit :

T, = [0,0.479184[U]0.520851, 2.453143[U]2.547497, 4], N = 4, S = {1,2,3,4,5};
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+5, t€1[0,0.479184], -3, t€]0,2],
a; =4 —1, t€[0.520851, 2], az =40, t€[2,2453143],
-2, t€[2,4], +6, t € [2.547497,4];
upp = —2, te€[0.479184,0.5], ugy =0, t€1[0.479184,0.5],
up = —2, t €1[0.5,0.520851], ugg =0, t € 1[0.5,0.520851],
Ul(t) = U9y =
uy = —1, t €[2.453143,2.5], ugy = —3, t € [2.453143,2.5],
ug = 1, t €[2.5,2.547497], ugy = —3, t € [2.5,2.547497];
_[0.0208 0.0209 0.0469 0.0475 0 0 0 0 —2.8045)
0 0 0 0 0.0208 0.0209 0.0469 0.0475  2.84 7
0.1283 0.1270 0.0544 0.0518 0 0 0 0 8.8229
0.0731 0.0728 0.0714 0.0701 0 0 0 0 1.2404
7 0.0208 0.0209 0.0469 0.0475 0 0 0 0 —2.8945
0 0 0 0 0.1283 0.1270 0.0544 0.0518 —24.1699 |
0 0 0 0 0.0731 0.0728 0.0714 0.0701 —11.2332
0 0 0 0 0.0208 0.0209 0.0469 0.0475  2.8400

B = (—0.1040,0.1042, 40.7943, 42.2478,13.3299, 13.1681, 0.2322, —0.2396, —8650.2589) .

En résolvant le probleme de support auxiliaire suivant :

/ 1/ !
minAJ(u):Bl+§lZDZl,

12:1 Z?:l Uz‘jlij + U5l5 = 0, (226)

nous obtenons I = ((I;j)i=17, jerasl5) =(5,5,3, =2, =3, =3, 0, 0, 0.044 ).
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Le nouveau contrdle admissible prend la forme suivante :

—1.7799, ¢ € [0,0.479184], —0.132, t € [0,0.479184],
3, t €[0.479184,0.5], —3, t€[0.479184,0.5],
3, t€10.5,0.520851], —3, t€[0.5,0.520851],
—2.044, t € [0.520851,2], —0.132, t € [0.520851,2],
ﬂl = et 1_L2 =

—1.088, t € [2,2.453143], —3, t€[2,2.453143],
—0.7, t € [2.453143,2.5], —3, t €[2.453143,2.5],
—3, t€[2.5,2.547497], —3, t€[2.5,2.547497),
—1.088 ¢ € [2.547497, 4], —2.7359 t € [2.547497, 4).

L’état final et la valeur de J(u) sont : 7(4) = (—18.4228, —13.3351, —6, —0.8295, —6.9319, —6)’
ot J(@) = 4324.7 < J(u) = 4843,

Pour le contrdle de support {u, Q,}, nous avons y = (—1382.1,186.3)". Alors le co-controle
vaut : E(t) = (EL(t), E2(t)) = (16.5933t2 — 469.5528¢ + 230.6281, —49.5033¢2 + 446.5528¢ —
806.4239) . Ainsi, B(u, Q,) = 7927.6 > «.

Itération duale

Le quasi-contrdle correspondant w(t) = (wy(t),ws(t)), t € [0,4] est :

43, 0,05, 3, te0,2.5],
(I)l: et (1}2:
3, te[0.5,4], 13, t€]2.5,4]

I état final correspondant est : &(4) = (—10.875, —12.75, —9, —23.625, —17.25, —3)', avec
GR(4) =g = (=3,3), v = PH Qg — GR(4)] = (=3,3), sl = Iyul = Pr2| = 3,
e = (eij,i € I;,j € J,) = (1,1), Ay = € P7HQ,) sign vipjo = (1,—1), d(t) = Ay'p(t) =
(1,-1).
Afin de déterminer les ensembles T'(1,0) et T'(2,0), calculons :

0, telfo, 0.5],

O'l(t) =
—16.5933¢2 + 469.5528t — 230.6281, ¢ € [0.5, 4],

00, tel0, 2.5,
oa(t) =
—49.5933t% + 446.5528t — 806.4239, t € (2.5 4]
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Ainsi

T(l,0) =105, ti(o)] et T(2,0) =25, tao)],

ou
V/205172.306981 — 66.37320
t = 14.148867 —
(o) 33.1866 !
et
\/39436.541412 — 198.21320
t = 4. 2 — .
2(0) = 4.50578 99.1066
Nous avons :

v/205172.306981 — 66.37320 n V/39436.513587 — 198.37320

. 00.927894
o(0) = —90.927894 + 55311 16.5311

Alors, a(o) = 0 = 0% = 64.5374.

De 'équation Ey(t) 4+ 0%05(t) = 0, nous obtenons t; = 2.856771 et t, = 6.147525. Par conséquent, nous chy
le sous ensemble T’y = {0.5,2.856771}. Le co-controle correspondant au support {i, Qs} est

donné par : (Ey(t), Es(t)) = (16.5933t> — 469.5528t + 230.6281, —49.5933t2 + 446.5528t —

870.9613), ou

Ei(t) >0, te[o, 0.5] o(1) <0, tel0, 2.856771]
et

Ei(t) <0, t€]0.5, 4], Ey(t) >0, t€]2.856771, 4.

Nous avons ainsi
8(@,0,) = / a(0)do = T828.5264 > <.
0

Construisons le quasi-controle w(t) = (wy(t),w2(t)),t € [0,4] :

B(t) +3, tefo, 05 nlt) = —3, te[0, 2.856771],
=3, t€[05, 4], +3, te[2.856771, 4.

Calculons #(4) = (—10.8750, —12.75, —9, —25.5058, —20.0791, —5.1406) , y(©0) = (—891.219,
48.242) et le co-controle correspondant E(w,t) = (Ey(&,t), Ey(@,t)), t € T, vaut :
(B (@,1), By(@, 1)) = (—15.6308% — 184.2954¢ +96.0554, —17.3692t 4+ 161.2954¢ —319.0315)’,

avec

Ey(@,t) > 0,t €[0,0.5], Ey(@,t) <0,t € [0,2.856771],
et
Ey(@,t) < 0,t €]0.5,4], Ey(@,t) > 0,t €]2.856771, 4],

Gk(4) — g = (=3, 0.8593)", |TF| =0 et |T¥| = 0.

Ainsi, nous passons a la procédure finale.
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Procédure finale

Nous avons :

+3, t e [O, ’7'1[, —3, t e [0, 7'2[,
dyy = —dyp = —6, wi(t,71)= , wa(t, ) =
_37 te [7_17 4]7 +37 L e [7—27 4]7

Ei(y,m,m) =y pi(t) — (D(4,7) + ¢) 1 (1)
(4—1)?
2
— (4 — 71)(—420 + 487, — 67 + 4875, — 675),

Ey(y,7,72) =y pa(t) — (Dk(4,7) + ¢) q2(72)
(4 —13)?
2
— (4 — 1) (133 — 487, + 672 — 487, + 672).

=y — (=136 + 967 — 2477 + 277 + 9675 — 2475 + 275)

=y — (202 — 9671 + 24717 — 277 — 9673 + 2475 — 275)

Nous avons ainsi le systeme suivant :

3
dll f;;l P1 (t)dt + d22 ];;2 pz(t)dt —+ — O’
—0.8593

(2.27)
Ey(y,7,71) =0,

Eg(y, T, 7'2) =0.

Apres résolution du systeme (2.27) par la méthode de Newton avec l'approximation
initiale
y© = y(@) = (—891.219, 48.242)", 7\ = 0.5 et 71" = 2.856771,

nous obtenons :
y = (y1,y0) = (—=575.999777, 2.000222)", 7 =1 et 1 = 2.999987.

Le controle de support optimal {u®, T?} avec T? = {1,2.999987} prend la forme :

43, teo, 1], —3, te0, 2.999987],
uy(t) = uy(t) =
—3, tell, 4], 43, t € [2.999987, 4],
avec I'état final 20(4) = (5, —2.999999, —5.999999, —25.999960, —20.999921, —5.9999922)" et

la valeur minimale de la fonctionnelle J(u®) = —173.999843.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu le probléme de contrdle optimal a plusieurs entrées
généralisant le controle scalaire et dont la fonction objectif est quadratique convexe. Sur
la base du concept de support, nous avons exposé une méthode constructive primale-duale
pour résoudre le probleme considéré. L’idée principale consiste a obtenir la solution optimale
en trois procédures : le changement de controle, le changement de support et la procédure

finale.



Chapitre 3

Méthode de support pour la
résolution d’un probleme de controle
optimal linéaire quadratique avec

contraintes intermédiaires

Introduction

Dans ce travail, nous présentons la méthode étudié dans [2], par la suit nous résolvons un
exemple numérique par le baie de cette méthode. Les auteurs [2] ont généralisé les résultats
[3, 5, 22] & une classe étendue de problémes de controle optimal linéaire-quadratique avec
contraintes intermédiaire. La méthode numérique itérative étudié évite la discrétisation du
systeme dynamique. En effet, en utilisant un controle constant par morceaux, le probléeme
est transformé en un probléeme de programmation linéaire quadratique, qui peut étre résolu

efficacement par des méthodes standards.

3.1 Position du probleme

Dans la classe des controles constants par morceaux, considérons le probleme de controle

optimal avec contraintes sur ’état aux instants intermédiaires :

max J(u) = ¢ o(t*) + ;x () D (t), (3.1)
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&= Az + Bu, z(0) = x, (3.2)

Gx(s) < H(S)Jf(ts) < g?s),tg el = [0, t*], S € S, (33)

d- <u(t)<dt,teT =0, t7], (3.4)

ou: i =% z(t) € R" est le vecteur d’état & D'instant ¢ et 2° étant 1'état initial, la fonction

u(t) € R" représente le controle (commande) multivariable; A = A(K, K), B = B(K, J) et
H(s) = H(5)(I(ts), K) sont respectivement n X n,n x 1 et m, X n-matrices; gi5) = g(5)({(s)),
Gits) = Gus)(L(ts)) sont des mg-vecteurs et d- = d~(J), dt = d*(J) sont de dimension r,
avec K ={1,...,n}, J=A{1,...,r}, I(ts)={1,..., ms}, s€S={1,...,m};cestun
vecteur de dimension correspondante, D est une matrice symétrique d’ordre n. Le symbole
(") représente 'opérateur de transposition.

En utilisant la formule de Cauchy
o(t) = F(0) [ro + [ PR Bu(r)dr| t€ T, F(t) = exp(Ab), (3.5)
nous pouvons écrire les contraintes de phase intermédiaire 3.3 sous la forme suivante :
gun < | T o(I(t) ult)dt < gty s €S, (3.6)
OU Gu(s) = gs(s) — H(s)F (ts) To,  G(sy = 9(s) — H(o)F (ts) To,

HF (t,) F7'(t)B, if0<t<t,,
@ (I (ts),1) = (3.7)
0, if t > t,,

avec

o (I(ts) 1) =@ (tat) = (i (te 1), 1€ 1 (L), j€J) = (9 (tat), jEJT), s€S,

et nous définissons

plt)=| : (3.8)

@ (I (tm) 1)
L’outil principal de la méthode adaptée est le support qui est directement lié a une matrice

non singuliere. Afin de le définir, construisons le sous-ensemble Iy, (ts) € I(ts) et Lop =

{Leup(ts), s € S}, avec |Igyp| =p < st.
seS
Sur l'intervalle 7' choisissons un ensemble de moments isolés Ty, = {tx, k € K*}, avec
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K ={1, ..., k*},k* <p.
Pour chaque moment ¢, € Tg,,, nous associons un ensemble d’indices J, C J, tel que

Z | Jk| = [Lsup|- Posons Jgp = {Jk, k € K*}, Qsup = {Lsups Jsups Tsup} €t construisons la
keK*
matrice carrée d’ordre p suivante :

Gsup = P(Qsup) = (@is(ts, th), 1 € Lup(ts), s €S, j€ Jp, ke K¥). (3.9)
Définition 3.1.
La commande constante par morceauz u(u(t), t € T) est dite admissible si elle satisfait les
contraintes (3.3) et (3.4).
La commande admissible (u®(t), t € T) est dite optimale si
J(u®) = min J(u), (3.10)
ot u parcourt l’ensemble des commandes admissibles.
La trajectoire correspondante 2°(t), t € T, est dite trajectoire optimale.
En outre, on appelle commande sub-optimale (ou e-optimale) toute commande admissible
us(t), t € T satisfaisant l'inégalité :
Jwf) — J(u®)— < ¢, (3.11)
ot e >0 et u® est une commande optimale.
Définition 3.2.
L’ensemble Qsup = {Lsup, Jsups Tsup} €St appelé support du probléme (3.1)-(3.4) si la matrice
Psup €5t inversible.

La paire {u, Qsup}, formée de la commande admissible u et du support Qs.p, est appelée

commande de support.
Définition 3.3.
La commande de support {u, Qsup} est dite non dégénérée si :

1. pour tout instant tj, de Ty, et pour tout indice j € Jy,k € K*, l'une des deux

conditions est vérifiée :

e au voisinage de ty, la composante u;(t), t €T, est non critique :
d; <uj(t) <dj, telty—90, tp+05], 6 >0,
o la commande u;(t) , t € T, est discontinue a l'instant ty, ;

2. en outre, la contrainte suivante est vérifiée :

Gu(syi < Hs (i, K)z(ts) < g?s)i,Vi € Lns(ts) = I(ts)\Lsup(ts), s €S. (3.12)
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3.2 Critere d’optimalité

Formule d’incrément du critére de qualité

Dons un premier temps, on construit la fonction des potentielles discrete
Yy = (y(s), S € S) y Ys) = (y(s)“ i1 €1 (ts)) = (y(s) ([sup (ts)), Y(s) ([ns (ts)>> , S € S,
avec Yy = (y ([sup ) y Y (Ins))

Y (Tap ) = (Yo i € Lap (8),5 € S) = (D (1) + )/ py (1) € i,k € K*)) oy
) (Ins) = (y(s)iyi € Ins (ts> ;8 € S) = 07

(3.13)
ou p(t) = F (t*) F~(t)B.
Définissions le co-controle
E'(t) =Y vl (I (t) 1) = (Dx (t%) + ) p(t), t € T. (3.14)
seS
Alors on peut écrire
E'(t) =Yy HoF (ts) F~'(t)B — (Dx (t*) 4+ ¢)' F (t*) F~'(t)B. (3.15)

ses
Soit {u, Qsup} une commande de support du probleme (3.1)-(3.4) et considérons une autre
commande admissible T(t) = u(t)+Au(t) et sa trajectoire correspondante T(t) = z(t)+Ax(t)
, t € T. L’accroissement de la fonctionnelle s’écrit alors :
AJ(u) = J@)— J(u)
t* ,
- / (Dx(t* + &) F(EF~\(t)B & u(t)dt +
0

— /Ot*(Dx(t* +¢)p(t) & u(t)dt +¢ (3.16)

avec ¢ = 22’ (t*) Dz (t*) > 0. En utilisant la relation (3.14), Paccroissement de la fonctionnelle

prend la forme suivante :

AJ(w) = J(@)~J(u)
_ /D (O ylgelts, t) — E'()Au(t)dt +

sES
Lot A .o R
= ;y@/o o(ts, t) U(t)dt—/o E'(t)Au(t)dt + <
t*
= Z?JES)H(S)Am(tS)—/O E'(t)Au(t)dt + . (3.17)

ses
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En posant H,Axz(ts) = v et en vertu de la relation (3.15), I'accroissement de la fonction-

nelle s’écrit :

=D D YV — /0 ! E'(t)Au(t)dt. (3.18)

s€S i€lsup
définissons
U, Quup) = Y U — u;(t))dt + /T, Ei(t)(d; —u;(t))dt| +
J=1 ' j

> Y. YoVt Do Yo YV (3.19)

SES  y(s);<0,i€Lsup(ts) SES Y6y >0,i€lsup(ts)
avec

T ={teT : E;(t)>0}, T, ={teT : E;(t) <0}, jeJ,

et

U_(I(ts)) - (U(_s)iv (&S I(ts)) = Ox(s) — H(s)x(ts)> s € S,

U+([(t5)) = (v(-;)ia (&S [(ts)) = gZFS) - H(s)x<ts)> s €8,

Le nombre B(u, Qup) est appelé estimation de suboptimalité.

Ainsi, nous obtenons une majoration de l'accroissement de la fonctionnelle :
AJ(u) = J(u) — J(u)® < B(u, Qsup)- (3.20)

Par conséquent, si f(u, Qsup) < €, alors la commande u est une commande e-optimale.

Critere d’optimalité

Théoréme 3.1. Soit (u, Qsup) une commande de support du probléme (3.1)-(3.4). Les rela-

tions suitvantes :

E;(t) >0, si u;(t) =d,

E;(t) <0, siu(t) =dj,

Ej(t)zo, sid; <ui(t)<dj, teT, jeJ (3.21)
Yy = 0, st Heg(i, K)x(ts) = gl

Yisyi < 0, si Hg (i, K)x(ts) = gu(s)is

Yy = 0, 80 gusye < Hioy(i, K)a(ts) < Glsyir 1 € Tp(ts) , s €8,

sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence sont aussi nécessaires, pour ’opti-

malité de la commande de support (u, Qsup)-
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3.2.1 Algorithme de la méthode

Dans cette section, nous présentons une méthode itérative qui évite la discrétisation
du systeme dynamique. Pour cela, soit {u, Qup} une commande de support initiale, avec
B(u, Qsup) > €, € > 0. Le but de I'algorithme est de construire une commande e-optimale
uf ou carrément optimale u*, en faisant des itérations qui consistent a faire le passage d'une
commande de support {u, Qsp} & une autre commande de support {u, Q,,} telle que
J(w) < J(u).

L’algorithme développé comprend trois procédures :

e changement de commande uv — @ : en utilisant la commande constante par morceaux,
le probleme se réduit pour chaque itération a un probleme de programmation linéaire
quadratique, cette procédure permet de construire un nouveau controle de support
tel que J(@) < J(u);

e changement de support Qg, — Q,, : cette procédure est utilisée pour obtenir,

sup
via une itération duale, un nouveau support qui donne une meilleure estimation de
suboptimalité, c’est-a-dire, 5(T, Q,,,) < B(W, Qsup) ;

e procédure finale : elle consiste a déterminer le support optimal de telle maniére a avoir

la quasi-commande correspondante admissible et donc optimale.

Changement de commande

Soient € > 0 un nombre réel donné et {u, Qup} une commande de support vérifiant
B(u, Qsup) > €. Construisons une autre commande admissible u(t) = u(t) + 0Au(t), t € T,
de telle fagon a avoir J(u) < J(u), ou Au(t) est la direction du changement de la commande
et # > 0 est le pas maximal admissible le long de cette direction. Pour cela, choisissons les

parametres réels a > 0 et h > 0, et construisons les ensembles :

To={teT:nt) <a},T.=T\T,, avec n(t)= mi? |E;(t)],t e T.
je

Subdivisons I'ensemble T, en intervalles [, 7%], k=1, N, 7 < 7% < 7304,
N
To = Jlm 7, de telle facon que nous ayons 7F — 7, < h; u;(t) = uy = const, t €
k=1
[Tka Tk]? k= 17N, j € J.

Calculons les quantités suivantes :

7k

Tk
Tk ]

k
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BN+1 Z/ AU] dt + Z y(s)zv(s)“ (323)
1€ up(ts),s€S
Goyiven =3 /T 0ii(te, AU ()AL — Ty, i € Laup(ts) , s € S (3.24)
J=1""*
Goyiven =3 /T 0ii(ts, AW ()dE, i€ Ly(ts), s €8, (3.25)
J=1""*
avec :
(i — Hes (@, K)z(ts), st Yy >0, 0 € Ly(ts), s €5,
@(S)Z _ g(s)z ( )( ) ( ) S y( ) l p( ) S (326)
Gx(s)yi — H(S)(i, K)x(ts), st Yisyi < 0, 7€ Isup(ts), S € S,
et
df —u;(t), si Ei(t) >
Auy(t) = j u]( ), si J( ) >« (3.27)
di —uy(t), si Bij(t) < —a, teTl,, j=1r
Posons
f*(s) - (f*([sup>’f*(]ns>)u f(s (f ( sup) f*(jns»’
avec
f*([ns(ts)) = g*<[ns(t5)) - H(s)(Ins(ts)a K)$<t5)7
J (Uns(ts)) = 9" (Ins(ts)) — H(S)(Im(t ), K)x(ts) , s €S,
f*(Isup> = f*(—,sup) = 0;
= (111, ey l1N7 ceey lrla ey era ZN+1)/7 (328)
5 = (ﬁll? ceey ﬂlNa ceey ﬂrla ceey ﬁrN: ﬁN+1)/7 (329)

ou l et # sont des (Nr+1)-vecteurs. En utilisant ces quantités, nous construisons le probléme

de support suivant :

! 1 / !
min (1) = §'1 + 512 DZI, (3.30a)
r N
<>y Z iklik T qsN+1lne < fiy s S €S, (3.30b)
j=1k=1
d; — Ujk < ljk < dj — Ujk, j = 1,7“, k= 1,N, 0< lNJrl <1 (330(3)

Résolvons le programme linéaire quadratique (3.30)
Soit [° = 0 la solution admissible du probléeme de support (3.30). Aprés un certain nombre

d’itérations, on obtient la solution e-optimale (€.
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Ainsi, construisons une nouvelle commande admissible 7 de la maniére suivante :

ﬂ(t): uﬂ(t)—'_l;k’ te[Tkv Tk]? k:]-?Nv (3 31)
’ wi(t) + Uy Au(t) , t€T,, j=T,r

donc la nouvelle commande 3.31 vérifie J(u) < J(u).

Changement de support

Soit {@, Qsup} la commande de support obtenue apres résolution du probleme (3.30).
Calculons par les formules (3.14) (3.15) la co-commande E(t) correspondante a {u, Qsup}-

Par la suite, construisons la quasi-commande w = w(.) = (w(t), t € T) :

w;(t) =9 d; si E;(t) <0, (3.32)
€ldy, df] siEj(t)=0, j=1r, teT,
et sa quasi-trajectoire correspondante x(t), t € T, vérifiant I’équation :
x(t) = Ax(t) + Bw(t); x(0) = 2°. (3.33)
Construisons les vecteurs :
V(Jsups Toup) = Puup (92() Lsup (ts)) — Hs)(Lsup(ts), K)x(ts), s € S), (3.34)
’YE;)(Ins(ts)) = (’7(*3)1‘7 IS IHS(tS) = I(tS)\]Sup<tS))7 (3'35)
7*(3)([n5(t5)) = (P)/*(S)Z: 1€ [ns (ts)),s € S, (336)
avec
% Gxi, st yl(s) < 07
9xi(s) ‘ (3.37)
9:7 St yl(s) Z 07
et
jEJp kEK*
Yy = 2, Pilts, t)V(ds te) + Hsy(i, K)X(Es) = Guis)i-
je€Jp keK*

En introduisant un parametre p > 0 suffisamment petit, deux cas peuvent se présenter :

e si les relations suivantes :

17 (Jsups Teup) | < 1, (3.38)
'}/Eks)([ns(ts)) < Oa Vx(s) ([ns(ts)) > O, ERS S, (339)

sont vérifiées, alors on passe a la procédure finale ;
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e sinon, on va changer le support (Qep — @Sup) en effectuant une itération de la

méthode duale [22], et on refait une nouvelle itération avec {u, Qsup} := {U, Qgyp}-

Procédure finale

Admettons que les relations (3.38) et (3.39) sont vérifiées pour la quasi-commande w(t),
t € T, et la quasi-trajectoire x(t), t € T, construites par le support Qgup.
J*

La procédure finale consiste a déterminer le support optimal Q) o Toup ) et le

sup { sup’
vecteur des potentiels y* de telle sorte & avoir : gu(sy < HiX*(ts) < g{y),5 € S, ot X*(t) est

la quasi-trajectoire associée a (g,

Ainsi, le support optimal Q!  est déterminé en résolvant le systeme d’équations suivant :

sup

Vk(Ts*up) *
Z Z szgnE (tk)/ wij(ts, t)dt — gyt
tr

jEJy kEK*
H(S)(’i, K)X(ts) =0, 1€ Isup(ts),s € S,

E(Vi(T2), To) =0, Vi(Tawp) = try j € Jiy k € K*,

sup sup

(3.40)

ou

E(t, Top) = Y yine — (Dx(t* +¢) F(t")F~\(t)B.

seSs

Nous résolvons le systéme (3.40) pour un cas non-dégénéré :

dE,
— () #0, € Jy, ke K"

Ej(tx) =
En outre, la (n + 1)¥™¢ approximation est construite de maniére a satisfaire les relations
(3.39). En effet, si a chaque approximation, les conditions (3.39) ne sont pas vérifiées, nous
changeons le support en utilisant une itération de la méthode duale [22], afin de satisfaire les
conditions (3.39). Faisons une nouvelle itération jusqu’a ce que les approximations successives
} la solution du systeme (3.40). Alors la
et la relation (3.32), est

deviennent constantes. Soit Q%,, = {15y Jaups Top

quasi-commande w*(t), t € T, calculée par le support optimal Q7,,

une commande admissible et optimale du probleme (3.1)-(3.4).



Méthode de support pour la résolution d’un probleme de contréle optimal
46 linéaire quadratique avec contraintes intermédiaires

3.3 Exemple numérique
Considérons 'exemple suivant :

. 1 * *\)2
minV = 5(131 (t) — 22 ()7

u

j?l = 004%’1 +up — U2, 1‘1(0) = 500,
jﬁg = 0.15352 — Uy + Ua, 332(0) = 0, (341)
1 (8 = 6) <0, 2 (t = 6) <0,
0 <wuy(t) <100, 0 <wuy(t) <100, te[0,12].
Nous appliquons 'algorithme avec les parametres suivants :
0.04 0 1 -1 , 1 -1
A= , B= , c(t)=1(0,0), D=
0 0.15 -1 1 -1 1
i i 10 (0)
1) = 2) = y Jx(1) = Gx(2) = .
1) ©) 01 1) @) 0
Ainsi, nous obtenons les grandeurs suivantes :
) = 001 _ [-296.5631\ _  [—37.9442
o Loy | 90T 0 (1) = A
Les matrices ¢ (I (t)),t) = (py; (t,,t) i€ I (t)),5 € J),s € {1,2}, s’écrivent :
1.2712e7 004 1.27120-04
, si0<t<6,
) —2.4596e 015t 2 4596015t
e (I(t),t) = (3.42)
0 0
, si6<t<12;
0 0

, 1.6161e 0% —1.6161e700% |
o (I(th),t) = ,si0<t <12, (3.43)
—6.0496¢ 7015 6.0496¢0-15¢



3.3 Exemple numérique 47

Ainsi, nous obtenons :

1.2712¢70:048 1 .2712¢70-04

—2.4596e 7015t 2 4596015

. si0<t<6
1.6161e7004 16161004
—6.0496¢015t  6.0496¢ 015
p(t) = (3.44)
0 0
0 0
 si6<t<12.

1.6161e709%  —1.6161e %04

—6.0496e7015t  6.0496¢0-15¢

Considérons maintenant la commande initiale u°(t) = (u{(¢),u3(t)) ,t € [0, 12], avec u{(t) =
0, pour t € [0,12] et

0, pour t € [0,11.8],

uy(t) = | | (3.45)

100, pour t € [11.8,12].
Le controle u®(t) est admissible et I'état aux instants intermédiaires est z(6) = (635.6246, 0)’,
z(12) = (787.9570, 20.3030)". La valeur de la fonction cofit associée est V (u®) = 294646.3318.
Nous assignons au contrdle admissible initial le support Qsp = {ILsup s Jsup » Loup }, avVeC
L = {lowp () ,5 € S} Lap (&) = {L(t) =1,1(t3) =1}, Top = {1 =412 =T}, K~ =
{1,2}, Joup = {/1 =1, Jo = 2}. Calculons alors la matrice de support :

1.0832 0

Psup = ¥ (qup> = s (346)
1.3771 —1.2214

ainsi que la vecteur des potentiels y (Is,,) = (903.525,480.061) et y(1,s) = (0,0)". En effet,
Y1 = (5996.4490,0) o = (—2098.1121,0)' et y = (5996.4490, 0, —2098.1121, 0’

Par conséquent, la co-commande vaut :

2091.3475¢~ 904 _ 4644.0360e0-15¢ ,
st 0 <t <6,
) —2911.3475e 904 1 4644.0360e0-15¢
E(t) = (Ei(t), Ex(t) =
2150.1785e¢ 994 — 4644.0360e~0-15¢ ,
, st 6 <t <12,
—2150.1785e 904 4 4644.0360¢0-15¢

(3.47)
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Ainsi, nous obtenons :

Ei() >0 et Bo(t)<0 sitelo, 4Ul6, 7,

(3.48)

Puisque, I'estimation de suboptimalité 3(u, Qsp) = 1353572.581 > ¢ = 10™*, alors construi-

sons un nouveau controle admissible.

Changement de commande

Pour o« = 50 nous obtenons :
|E1(t)] = |Eo(t)] <50, si teT,=][3.7330, 4.1801]U[6.7277, 7.2887]. (3.49)

Posons h = 0.3 et subdivisons T, en 4 intervalles [r, 7%], k=1,4, 7 < 7% < 7311,
4

T, = U [T, 7F], tels que : 7y = 3.8234, 7' =1y = 4.1234, 72 =4.1801, 5 = 6.7277, T3 =

k=1
7= T7.0277, 74 = 7.2887.
On obtient ’ensemble T, = [0, 3.8234[U]4.1801, 6.7277[U]7.2877, 12] et

(3.50)

Au®) 0 sitel0, 3.8234[U)7.2877, 12],
U1l =
100 si ¢ €]4.1801, 6]U[6, 6.7277],

100 site [0, 3.8234[U]7.2877, 12],
Aug(t) =4 0 sit €]4.1801, 6]UI[6, 6.7277], (3.51)
—100 sit €]11.8, 12].

Construisons le probleme de support suivant :

/ 1 / /
min (1) = 81 + 51 Z DZ, (3.52a)
2 4 L
f*(s) < Z Z Q(s)jkljk + Q(s)glg , §= 17 27 (352b>
j=1k=1
di <lp<df, j=T12 k=T14,0<l <1, (3.52¢)
avec .
l == (lll,...,llg,...,l21,...,l28,l9)/, (353)

5 = (511,---75187~-~75217---,528759)/7 (3-54)



3.3 Exemple numérique 49

B = (2.1958, —2.3974,6.6906, —7.1826, —2.1958, 2.3974, —6.6906, —7.1826, 1081777.9332)’,

~0.3253 —0.0610 0 0 03253 0.0610 0 0
qo | | 04066 00748 0 0 —0.4066 —0.0748 0 0
g ) | —04135 —0.0776 —0.3682 —0.3167 04135 03682 03167 0.3167
1.0009 01840  0.6469  0.0539  —1.0009 —0.1840 —0.6469 —0.0539
373.4058 —635.6246
due | | —209.2534 fay | |0
(q(2)9 ) | 337208 | ( @ ) | —808.0372
715.6715 0

En résolvant le probleme de support auxiliaire (3.52), nous obtenons la solution optimale

suivante :
[* = (40.8018 , 100 , 8.2874 , 100 , 59.1982 , 0, 98.8655 , 0, O)’. (3.55)

Ainsi, la nouvelle commande admissible prend la forme suivante :

esited, :

40.8018, si t €]3.824, 4.1234],
i (t) =< 8.2874, sit€]6.7277, 7.0277], (3.56)
100, sit € |4.1234, 6.7277)U]7.0277,7.2887).

59.1982, si t €]3.824, 4.1234],
w(t) =1 0, si t €]4.1234, 6.7277[U]7.0277, 7.2887), (3.57)
08.8655, si t € ]6.7277, 7.0277].

esited, :
u(t)=0 sitel, (3.58)
B 0 sit €10, 3.824[U]4.1801, 6.7277]U|7.2887,11.8],
Us(t) = (3.59)
100 sit€]11.8, 12].
Par conséquent, nous obtenons :
0 si t €10, 3.824[U]4.1801, 6.7277[U|7.2887, 12|,
40.8018 sit €]3.824, 4.1234],
w(t) = (3.60)

8.2874 it €]6.7277, 7.0277],
100 sit €]4.1234, 6.7277[U[7.0277, 7.2887).
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0 sit €10, 3.824[U]4.1801, 6.7277[U|7.2887, 11.8],
59.1982 si t €]3.824, 4.1234],
U(t) = (3.61)
98.8655 si t €]6.7277, 7.0277],
100 si t €]11.8, 12].

Ainsi, B(t, Qup) = 1128780.0221 > .

Changement de support

Construisons la quasi-commande w = w(.) = (w(t), t € T), associée au support Qsup :

0 100, pour t € [0, 4 U6, 7], (3.62)
w - .
! 0, pourte [4, 6|U[7, 12],

(t) 07 pour te [07 4] U [67 7]’ (3 63)
Wa = .
100, pour t € [4, 6]U[7, 12],

la quasi-trajectoire correspondante aux instants intermédiaires est x(6) = (2466.8079, —296.6915)’,
x(12) = (3135.9275, —729.7433)".

Construisons les vecteurs :
Y(Jsups Tsup) = go;}p(g:(s)(Isup(ts))—H(s)(Isup(ts), K)x(ts),s € S) = (—2277.4226, —5134.8375),
et

Ve(Lns(ts)) = (ae)ir 1 € Ins (ts),5 € S) = (aqr)2, Vu()2) = (—2476.8141, —4668.8125)’.

Pour o = 5, nous avons ||7(Jsup, Tsup)|| = p, alors nous effectuons des itérations duales afin
de changer le support.

Par la suite, nous
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Conclution

Dans ce chapitre, nous avons reproduit le travail développé dans [2], les auteurs ont
traité une méthode numérique itérative qui évite la discrétisation du systeme dynamique.
Il ont introduit le criteres d’optimalité et de sub-optimalité qui permettent de développer
un algorithme pour résoudre le probleme considéré. L’estimation de sous-optimalité permet
d’évaluer la différence entre la valeur actuelle et la valeur optimale de la fonction cotit. Cette
méthode numérique itérative est basée sur le passage d’un contrdle admissible a un autre
tout en diminuant le critere de sub-optimalité. Le processus est répété jusqu'a I'obtention

d’un controle optimal ou sub-optimal.



Conclusion générale

Le but assigné a ce travail consiste a étudier un nouveau algorithme, dite de support,
pour la résolution d’'un probléeme de contréle optimal linéaire quadratique avec contraintes
intermédiaires. Pour ce faire, nous avons introduit dans la premier chapitre une synthese sur
le controle optimal, dans le deuxieme chapitre nous avons présenté la méthode de support
pour la résolution d’un probleme de contrdle optimal linéaire quadratique, dans le troisieme
chapitre nous avons exposé une méthode de support pour la résolution d’'un probleme de
controle optimal avec contrainteq intermédiaires. Dont nous avons enoncé le critere d’opti-
malité puis 'estimation de sub-optimalité qui nous mesure la qualité d’une solution donnée.
L’algorithme étudie est construit sur la base du concept de support et comprend trois pro-
cédures : changement de commande : en utilisant la commande constante par morceaux, le
probleme se réduit pour chaque itération a un probleme de programmation linéaire quadra-
tique, cette procédure permet de construire un nouveau controle de support en diminuions
la valeur de l'estimation de sub-optimalité; changement de support : cette procédure est
utilisée pour obtenir, via une itération duale, un nouveau support qui donne une meilleure
estimation de sub-optimalité ; procédure finale : elle consiste a déterminer le support optimal
de telle maniere a avoir la quasi-commande correspondante admissible et donc optimale.Par
la suite, nous effectuions les meme étapes que I’exemple du chapitre deux jusqu’a I'obtention

de la commande optimale.
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