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Chapitre I: Introduction a la Gazodynamique

1.1 Concepts et relations thermodynamiques
Equations des gaz parfaits 7»=#2RT avec R est la constante des gaz parfaits.
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> Equation Tds (ler et 2éme principe)

f e N .
00. 00 e oq )
As=| == = [Js=—== 0q=0 ey ds=—— = O0qg=Tds
| - - q=069, ~ =99

i

= 3 d}!=d ! :d
Le premier principe i =00 -pdv  gécrit done di,{:ms*-pdv drdosphen) >dh:TdS+vdp
Donc: |Tds=du+pdv=dh-vdp| Formulation du premier principe en fonctions des variables

d’état uniquement.
> Variation d’entropie : Pour un gaz parfait, on peut utiliser les équations Tds pour exprimer

la variation d’entropie en fonction de la température, la pression et/ou le volume. En particulier :

RT ) _ 2 P> Cp=cst
dh=c,dT = Tds=dh-vdp < v=— Sy =8, =6, f”?_Rh’?—z P
2 1 P
T 1, v
Entropie S : §,—5§,=¢ fr?—"—RM& 5, —8,=¢, In=<+Rln-<
! I P I, Vi

Pour établir des équations pratiques, I’hypothése d’un écoulement isentropique est souvent utilisée
en dynamique des gaz. Cependant, ceci n’est pas valide au passage d’une onde de choc. Alors, pour

un écoulement isentropique a cp (cv) = cste. ,

T,
82—.5'1,:%];??"—}31??& SR : ;
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| P
J _[ _] Relation isentropique pour un gaz parfait a Cp (cv) = cste
s=constante . pl
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1.2 Compressibilité et propagation des ondes sonores

Un son est produit par la vibration d’un objet (corde d’un instrument de musique, membrane d’un
haut parle,...... ). L’objet qui vibre est appelé source sonore. Les vibrations de la source provoquent
des variations de la pression du milieu matériel proche .celles-ci se propagent ensuite dans le milieu
matériel élastique : les particules de matiére vibrent auteur de leur position initial sans déplacement
global de sorte qu’il n’y a pas de transport de matiére dans le milieu matériel qui entoure une source

sonore.

La vibration est dite longitudinale si le mouvement des particules a lieu dans le sens de la.
propagation, transversale si le mouvement est perpendiculaire a la direction de propagation.

1.2.1. La propagation

La propagation rectiligne d’une onde longitudinale dans un milieu homogéne (et sans
amortissement). On admet que la source sonore vibre de fagon sinusoidale a la fréquence f. Son
mouvement est périodique de période T et de pulsation w. On note y son eélongation :

y(t) = asin wt 1.1

1.2
et T =2mrad wenrad.s !

T(s) =
f(Hz)
La propagation d’une onde sonore dans milieu se traduit par 1’existance d’une pression acoustique

P qui s’ajoute a la pression atmosphérique :
P + Parm = Protate 1.3

La propagation transporte d’un point a une autre (de H a I par exemple ) un etat vibratoire du milieu
matériel. La vitesse de déplacement de cet état vibratoire est appelée " la célérité du son™; on la

note souvent c.

On appelle longueur d’onde la distance qui sépare deux points qui ont, @ chaque instant, le méme
état vibratoire (point G et H par exemple). Le déplacement effectué par le son en une période

correspond a une longueur d’onde A

La vitesse de déplacement de I’onde, dans un milieu non dispersif ne dépend pas de la frequence ;
dans ce cas ,seul la longueur d’onde est caractéristique de ’onde.

1.2.2. L’onde acoustique et sa propagation

Un événement sonore résulte de la mise en vibration des molécules d’air autour d’une position
initiale. Le son a besoin d’un milieu pour se propager, c’est pourquoi il ne peut pas se propager
dans le vide. Afin de mettre en vibration les molécules d’air, il est nécessaire qu’une structure entre
en contact avec ces molécules, se mette en vibration et transmette ses vibrations. La molécule au

contact de la structure se met alors en vibration puis transmet ses vibrations aux molécules voisines
5




et ainsi de suite. C’est ainsi que le son se transmet a ’environnement. Ce processus est appelé une
onde acoustique, ou onde sonore. (Rappel : une onde est une vibration dont ’amplitude est une

fonction du temps et/ou de I’espace.)

Une onde acoustique peut se propager dans différents milieux de propagation (air, eau, métal...).
Notre oreille percoit les sons résultant de cette onde acoustique.

Exemple : afin d’entendre les paroles de quelqu’un situ¢ derriere un mur, 1’onde acoustique
produite par le locuteur (celui qui parle = la source sonore) traverse d’abord la couche d’air située
entre lui et le mur, puis le mur (solide), et enfin la couche d’air entre le mur et ’auditeur (celui qui
entend = récepteur).

1.2.3. Equation d’onde a une dimension

Une onde sonore est une perturbation mécanique qui modifie les propriétés locales : pression, masse
volumique, température et vitesse du milieu dans lequel elle se propage. L’hypothése acoustique
consiste a considérer que les variations de ces grandeurs sont des infiniment petits c'est-a-dire

du 1% ordre.

On se propose ici de retrouver I’équation des ondes en une dimension, a partir des équations
d’Euler. On étudie une particule de fluide considéré, 1I’écoulement est non visqueux et I’entropie est
constante, soumis a une onde sonore de faible amplitude, a une dimension, se propageant suivant

I’axe Ox.
On utilise les 2 équations d’Euler régissant 1I’écoulement d’un fluide parfait :

Par suite :
V(x,t) = u(x, t)é, 1.5
et
p(x,t) = p(x,t)
11.1.3.2.1. Equation de propagation

On considére une onde acoustique qui se propage a la vitesse ¢ selon une direction x.

L’équation de propagation est obtenue a partir des deux relations fondamentales de I’acoustique :

ap

Fris V.(p?#) =0 équation de conservation de la masse 1.6
9 _ 9% squation deul 1.7
5; = P3; C€quationd'euler :

Les équations (11.5) et (11.6) deviennent donc :
du(x,t) Jdp(xt)
p —_ =

0 1.8
dt 0x




dp

du(x, t)
dt =0

0x

1.9

Tp

Le fluide se trouve initialement au repos, état caractérise par les constantes , p, po, So- 1l subit alors

de petites perturbations( p, p, S, 0i)

Onpose: p=po+p,p=p,+pP,s=sp+5,u=1 (carvitesse initiale nulle).

D’ou :
_ di(x,t) d(po +P)(x, )
(P +P)—g— =~ ° - 1.10
d(p, +P D au(x, t)
5 — 1.11
It + (p, +P) o 0

On se restreint a ’ordre de la perturbation, d’ou, en utilisant la dérivée particulaire et en éliminant
les termes d’ordres supérieurs les équation (1.9) et (I.10) deviennent :

(k) 9p(xY)

1.12
Po ™5t ox
@ - dti(x,t) 113
ot 0 ox
Exprimons p = p(p, s) a I’aide du développement limité de Taylor :
dp dp
p(p,s) = (py:s0) + ($>S (p — po) + <$>p (s — o) + 0(p — po, S ”»
— So)
Or, le fluide est considéré parfait donc 1’entropie est constante, d’ou :
s=c*=>3=0=>s=5,
Ainsi, p(p,s) = (py o) + (6P)s (p = po) .15
Par suite on aura :
8 dp
P=p—po= (%)S(P_Po)
Onadonc p = cy?(p — po) par définition 1.16
d
Co = (_p) 1.17
ap/,
P =co’p 1.18

D’ou, en reprenant les équations (I.11) et (1.12)




du(xt) ap

- _p2°F 1.19
Po ot Co 0x
% _ _, 9u&xY 1.20
ot 0 Jx

En dérivant (I1.18) par rapport au temps et (1.19) par rapport a x et d’aprés le théoréme de Schwartz :
2p B 0°p
dtox 0xot

car on admet que p admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues), on obtient :

25 25
iy L07UxH 1.21

ot? 0 9x2

On retrouve ainsi I’équation décrivant la propagation d’une onde en une dimension.

1.2 Expression générale de la vitesse du son

Envisageons la propagation d’une petite perturbation ¢lémentaire de pression (son) se déplacant
dans un fluide au repos.

Surface donde

JSZ F”l[" \ FP vitesse rulle

Pour plus de facilité, nous prendrons le repére sur la surface d’onde et se déplagant avec elle.
Dans ce repére, on écrit le PCM et le PFD :
PCM : dSpa = dS(p + dp)(a — dc) Donc en développant : pa = pa + adp — pdc — dcdp Et en ne
conservant que le premier ordre : adp = pdc (1)
PFD : F p dp dS pdS gm a a dc adSdc X ext—D = (P +dP )dS —PdS = gm(a — (a —dc )) = padSdC

Donc en simplifiant: dp = padc En utilisant I’équation (1) : dp= pa‘dp _ 2dp > a= dp
P dp




d=

ptdp P

o+ de o
— —

—

a-do .

Dans le cas d’un gaz idéal et pour une perturbation infinitésimale, le déplacement de I’onde est

isentropique donc pv' =cte et en différenciant, on obtient : j—ﬁ = y? = »T donc finalement :

a=.nT

1.3 Nombre de Mach et ondes de Mach

Le nombre de Mach est un nombre sans dimension, noté Ma, qui exprime le rapport de
la vitesse d'un objet dans un fluide a la vitesse du son dans ce méme fluide. La vitesse du son dans
un gaz variant avec sa nature et sa tempeérature, le nombre de Mach ne correspond pas a une vitesse
fixe, il dépend des conditions locales.

Le nombre de Mach mesure le rapport entre les forces liées au mouvement et la compressibilite du
fluide.

ou:

e Ma: est le nombre de Mach ;
e 'V :est la vitesse de l'objet (par rapport a son environnement) ;

e a:est la vitesse de propagation ou célérité du son dans I'environnement considéré. Elle
représente la vitesse de propagation de tout €ébranlement produit dans le milieu.

La vitesse du son dans l'air, lorsque ce dernier est considéré comme un gaz parfait, s'exprime
par :

e P :estlapression (Pa) ;
e p:estlamasse volumique (kg/m3)
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. y = E—i est le coefficient adiabatique avec Cpet Cy les capacités thermiques

massiques isobare et isochore (dans le cas des gaz parfait, ce nombre ne dépend que du nombre
d'atomes dans la molécule et vaut 1,4 pour I'air).
L'équation d'état permet de la réécrire en fonction de la constante spécifique du gaz

(287 Jkg 1 K™!) pour l'air) et de la température T en kelvins : a = \/yrT

Elle ne dépend donc que de la température.

1.4 Ecoulements subsonique, transsonique, supersonique et hypersonique

D'une maniere générale, sauf obstacle, cet ebranlement se propage de la méme fagon dans toutes
les directions. Ainsi, il se retrouve au bout d'une seconde réparti sur une sphére de 340 metres de
rayon. La surface d'une sphere étant proportionnelle au carré de son rayon, l'intensité de la
perturbation décroit tres rapidement avec la distance : c'est la cause principale de l'atténuation d'un
son, beaucoup plus importante que la viscosité.

Dans ce qui suit, un objet volant en mouvement uniforme a la vitesse V sera assimilé a un point.
Dans la réalité I'analyse est valide a une certaine distance de I'objet, typiquement quelques dizaines
de fois sa taille.

1.4.1 Ecoulement subsonique

Si V < a(c'est-a-dire Ma < 1), I'objet volant a une vitesse inférieure a celle de I'accroissement des
sphéres de perturbation qu'il crée a chaque instant. De plus, il se trouve en permanence a l'intérieur
de celles créées précédemment. Tout le monde peut faire 1’expérience du phénomeéne : lI'observateur
fixe ressent le son trés faible des premieres sphéres tres dilatées, puis l'intensité augmente jusqu'a ce
que l'objet volant soit au plus prés et diminue enfin jusqu'a extinction.

De plus, le déplacement du point d'émission des spheres de perturbation donne naissance a 1’effet

Doppler. Ecoulement subsenique

L

N

1.4.2 Ecoulement sonique

SiMa =1, l'objet volant colle en permanence a l'avant de toutes les sphéres créées
précédemment qui se retrouvent donc toutes tangentes a un plan perpendiculaire au mouvement de
l'objet volant. La superposition d'une multitude de petites perturbations crée une grosse perturbation

qui augmente considérablement la résistance de l'air : c'est le mur du son.

10



https://fr.wikipedia.org/wiki/Indice_adiabatique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Capacit%C3%A9_thermique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Capacit%C3%A9_thermique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mol%C3%A9cule
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_d%27%C3%A9tat
https://fr.wikipedia.org/wiki/Temp%C3%A9rature
https://fr.wikipedia.org/wiki/Kelvin
https://fr.wikipedia.org/wiki/Effet_Doppler
https://fr.wikipedia.org/wiki/Effet_Doppler
https://fr.wikipedia.org/wiki/Tangente_(g%C3%A9om%C3%A9trie)
https://fr.wikipedia.org/wiki/La_R%C3%A9sistance_de_l%27air
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mur_du_son

Ecoulement sonigue

. Ditplacemaent m
1.4.3 Ecoulement supersonique w

Quand Ma > 1, l'objet volant laisse au contraire toutes les spheres de perturbation derriére lui. Un

raisonnement simple montre qu'elles sont toutes tangentes a un céne appelé cone de Mach. L'angle

de ce cOne peut étre calculé par la simple géometrie. Il est donné de maniére rigoureuse par

les relations de Rankine-Hugoniot. Ecoulement supersonique

w

Driplacement

A

11
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Chapitre Il Ecoulement Isentropique 1D en Conduit a Section Variable

11-2 Application des équations générales

L'équation générale de I'écoulement d'un fluide non visqueux a été établie comme suite :

av — 1=
+ = '.T"V2—|—FﬁVﬁV F——-vP
P (1.1)
: ¥ _ o : : = .
Si I’écoulement est permanant “ar dans un fluide compressible, & force active) due en

générale a la pesanteur est négligeable par rapport a la force de pression I’équation (11.1) devient :

SVVZ 4+ V AVAV = —%vp (11.2)

Multipliant scalairement par un déplacement ds = Vdoris selon la trajectoire du fluide

e

~VPV2.ds +ds.V ﬁ?;’\ﬁ+%?§.%=ﬁ
d_s’? f\?;’\? = ﬁdt(ﬁ /’\?;’\ L_}") = 0 car le vecteur V ;’\L_")A‘L_f” 1 17 dt
=>§§V2.3+%E.v_p’ =0

15— o . : -
VZ+ ;Vp = 0 on peut écrire cette équation sous la forme :

=V

(SR

d (iVZ) +XdP =0 (11.3)
2 P
1 - dpP 1 dpr
=Id(EV~)+I?: C5t=>EV2+_r?=CSIT

a) Interprétation énergétique

Intégrant (3) entre deux points 1 et 2 d’un fluide

J,2dGV? )+fp2‘“’_o=> st + [ =0
1
1 P, dP
p==. fP = = wy|? travail de transvasement par kg de (1) a (2)
1

Donc 1’équation exprime la conservation de 1’énergie mecanique pour ’'un de masse de

2

_Vl )

fluide, la diminution de I’énergie cinétique entre deux points du méme filet fluide (-

est égale au travail de transvasement recu par le fluide.
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L’équation d'écoulement permanent des fluides compressibles non visqueux. Exprime donc la
conservation de I'énergie mécanique. Pour l'unité de masse de fluide, la diminution d'énergie
cinétique entre deux points d'un méme filet fluide, est égale au travail de transvasement recu par
le fluide.

Remarquons que si I'écoulement est Irrotationnel, on peut multiplier scalairement I'équation
vectorielle par un déplacement ds de direction quelconque, puisque nous n'avons plus
VACAC a éliminer. L'intégration montre alors que I'énergie mécanique est constante dans tout le

domaine occupé par L'écoulement.

b) Intégration dans le cas d'un écoulement isentropique de gaz parfait

1 dp . . .
EVz + [ - = cst Ecoulement permanant compressible non visqueux.
P . P r—1
5= "‘T-p_.,,= cst. P = A.pY = dP = AypY *dp
1 Ayp¥—1d 1
EVZ + f% = EVZ + [AypY 2dp = cst
_ , Y
=>iV2 +A}—_p1"_1 = l‘I/’z +AL_’D— = cst =
2 y—1 2 y—1 p
1 P
V2 4+ X = st 11 4
2 y—1p

Dite relation de Barré de Saint-Venant ou (BSV) que 1’on peut aussi mettre sous la forme :

VZ + yil rT = cst

| =

yr . P . .
Et comme €, = chaleur massique specifique a pression constante.

En intégrant entre deux points 1 et 2 d’un écoulement on peut mettre la relation sous la forme :

Vi — V3 14 Py Py y P [P2pq
= (——— =Cp(T2 —Ty) = —[ —1]
2 y —1\pz2 p1 y — 1pylpaPy

(y—1) _
Ve vE _ e 1) g r&[(&)}’l_l]
2 y—1p1 | \P1 y—1p1 P

11-3 Equation générale d’écoulement adiabatique d’un fluide compressible visqueux

L’expression générale du premier principe de la thermodynamique appliqué a I’unité de masse

d’un écoulement est :

(RoITI = H> — Hy + Wy, — W,

i

+ Wo, — W;

a
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Qe : chaleur échange avec I’extérieur.

H : enthalpie du fluide

Wy : Energie cinétique du fluide

Wz : Energie potentielle du fluide due & la pesanteur (négligeable).
Pour un écoulement adiabatique (Qe =0) cette équation devient :

2

H+V?=c.'st

La somme H+V?/2 est appelée énergie totale du fluide qui est constante dans un écoulement
adiabatique. Elle pourra aussi s’appliquer a la vapeur d’eau ou a un fluide frigorigéne.

11-3-1 Gaz parfait en écoulement adiabatique irréversible

Pour un gaz parfait H = C,T = — T I’équation de 1’écoulement adiabatique s’écrit :
P VZ V2
Y — —=cC", CpT +—=C*
y—1p 2 2

11-3-2 Equation générale pour I’écoulement non permanant d’un fluide
compressible visqueux

L’équation vectorielle de I’écoulement est :
L. SVVE+V AV AV =F—-2ZVP+7, (1.5)
En multipliant scalairement par un élément de trajectoire ds = Vdr , on obtient, en négligeant F
(due a la pesanteur) :

— av 1 > 1 . N
V.dt.— + — ds VVZ=—_—_ds. VP + ds. fy
at 0o

av

a (V2 ) L .. L
Le premier terme V.dt. = = 3; (T) dt représente la variation d’eénergie cinetique pendant

le temps dt.
Le premier membre de 1’équation de 1’énergie devient donc :

S (D) ac +as. v (F) = acd @
dire d(V?/2), différentielle totale de I’énergie cinétique par unité de masse.

e Nous poseﬁ-f; = dWr = —dQf (b):représente le travail des forces de viscosité dans le
déplacement ds toujours négatif. L’énergie correspondante apparait sous forme d’une quantité de
chaleur dQy .

e Pour le travail des forces de pression par —ﬁE. VP

Compte tenu de I’expression différentielle de 1’enthalpie

dP
dH:Td.S+vdP=TdS+?

On obtient ensuite: 1 s.ﬁ”P = id—pdt‘ +TdS —dH (c)
P pa
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En remplacgant (a), (b) et (c) dans (5) on obtient :

v\ 1 0P
d(—)==—==dt + TdS — dH — dQ;

2 p ot
dQc+dQ
Mais d’apres la définition de I’entropie ds = CTf dQc = TdS — dQf
; ; . a 2
On obtient donc finalement : i_P dt + d( V ) = dQ, (11.6)

On Vérifier immédiatement que pour un écoulement permanant (% = 0) et adiabatique( dQc=0)
on retrouve I’équation gy 4 ¥° _ st '

11-4 Définitions particuliéres a I'etude des fluides compressibles
11.4.1. Etat générateur

On appelle ainsi I'état du fluide en un point de I'écoulement ou la vitesse est supposée nulle.
On le caractérise par I’indice 1 ou 0. On peut en avoir une représentation physique approchée en
supposant que l'écoulement est alimenté par un réservoir de grande section, dans lequel la vitesse
est pratiquement nulle.
Les caractéristiques a l'intérieur de ce reservoir sont alors celles de I'état générateur.Cette
représentation justifie I'appellation état générateur.
Cependant, le principal intérét de I'état générateur est qu'on en retrouve tes caractéristiques en un
point d'arrét isentropique
On exprime habituellement la constante du théoréeme de Barré de Saint Venant a partir de I'état

générateur. En appliquant ce théoréme entre I'état générateur et le point considére, ona :

V=0ou C=0 _ _ 1.,0
pi oU po
Tiou To Sachant que :
4r\ C B
y=2¢-C=r=0=—
Figure 11.1 Etat générateur Cv y-1
. Y Po_ ¥ P 12 . . .
Qui donne y—1pg y-1p 2 Et puisque la V|tesse du son pour un gaz parfait est
2
donnée par 42 = — »Z on obtient : e 1.7
par a? = yRT = = i v (11.7)

Ou aOet a dénotent respectivement les vitesses du son aux conditions |n|t|ales (au réservoir)

et statique. En introduisant le nombre de Mach comme parameétre (M =V/a), I’équation (11.7) peut

z —1 >
2

(]

étre
réécrite comme suit : Et avec a? = yRT le rapport des températures totale et statique est :
TD y — 1

— =1+
Ou : To : la température totale. T

M2

T : la température statique.
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M : le nombre de Mach. y—1
. . ) , . Py\ v y—1 -1
Si I’écoulement est isentropique %= cst, on peut écrire : (FD) = (p_o) =1+ VTM 2

P
Ou Py et po dénotent respectivement la pression et la densité isentropiques de stagnation.

Pour établir la relation entre les caractéristiques de deux points (1) et (2) d’'un méme

2

ecoulement : - En(l) To
1

- En@@ 2=1

2
De la méme facon on peut établir des relations entre les pressions et les masses volumiques.

y—1
7

4 ¥—1 .2
']"2 l+T'Ml
Donc: — =

) T, 1+ M2

y—1
>

Remarque : SiM =1 (V =a), I’état de l’écoulement est appelé état critique.

Il est déterminé en fonction de I’état générateur: — = 1 + —— y L }f+l
T‘C 2
P (‘1 oA=L A2 T
P \1+ 22 M3

P2 1+ 2 ME\TT
m W14 % MZ
11.4.2. Point d'arrét dans un écoulement isentropique subsonique

11.4.2.1.Caracteéristiques au point d’arrét

Soit un point d’arrét, en applique le théoréme de BSV pour la ligne de courant aboutissant au point

R. On obtient : .
o~
—r
Y br_ v Py
- v
Y=-1pr v-1p,

Figure 11.2 Point d’arrét

Comme il s’agit d’un gaz parfait, on en déduit que Z—r p— =1rTy =71T,dou Tr=To

T

11.4.2.2. Calcul pratique des profits de tuyeres
Dans ce genre de calcul on a intérét a transformer I'équation de continuité établir une relation

directe entre la section et le nombre de Mach. Deux points, I et 2, I'équation de continuité s’écrit.

1 ¥+l

PISICi= ;G don S_PC _pM.a, _M_: lll] =£[1] " OrBSV s’écrit:
g‘ rﬂ] F]'] jwl T; Tl M T,
|+ y-| M?= 5 Donc finalement :
2 T N
¢ _ —
:IJ' 1 3 (1)
SI JM: 1+ > J.Vfl
.gq J-Vf I + :V:]' J‘Vf.,_




En utilisant 1’état critique « ¢ » (on fait Mp=1et M1= M), on obtient :

¥+l

_ \':IY—
PRALYVEN

Cette équation est appelée « théoréme d’Hugoniot ». Comme pour 1’équation de BSV, les tables
en annexe donnent les valeurs numériques.

Sc est la section critique, nous verrons qu’elle correspond aussi a la section du col de la tuyere
lorsque celle-ci est « amorcée » (voir plus loin) Sur le diagramme ci-contre, nous tracons la fonction
précédente. On peut tirer les conclusions suivantes (voir figure 11.3) :

- En subsonique : lorsque la section décrotit, la vitesse augmente et inversement. Le résultat est
conforme a celui de la mécanique des fluides incompressible.

- Par contre, en supersonique, la vitesse augmente si la section augmente. - Pour passer de
subsonique en supersonique, il faut donc que la tuyére présente une section minimale appelée « col
». Dans le cas ou la tuyéere est « amorcée », c'est-a-dire que 1’écoulement est supersonique a un
endroit, les conditions au col sont les conditions critiques. Dans ce cas le débit de la tuyere ne
dépend plus des conditions avales (’onde de pression ne peut pas remonter I’écoulement

supersonique) : - Ce phénoméne est appelé « phénomeéne d’étranglement »

b
”

L] ) 1
Figure 11.3 Rapport de section en fonction de M

I1.5 Ecoulement isentropique avec changement de section
11.5.1 Théoreme de HUGONIOT

L’idée ici est d’examiner D’effet de la variation de la section d’une conduite sur les
caractéristiques d’un écoulement. Le probléme est unidimensionnel et les variables ne dépendent

que de la coordonnée x normale a la section, ¢’est-a-dire, le long de I’axe de la conduite.
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° Relation section-vitesse :

‘ o dp d4 dv
A Détat stationnaire, qm = pV4 = cste, de sorte que d (pV4) = 0, donc : —'0+—4 +? =0
Jo R
L’équation de BSV donne :
Vvdv + d?p = 0 La vitesse du sonest a = Z—Z Onentire : dp = a?dp, VdV = —a? %p
dp  VdvV_VZdv_ _dV
p a2 at’'v v
ds v d ds _ dv
o _ _dav_dp =»—=—(M?-1) Donc:
S vV p s v
ds _ dv 2
= (M 1) (11.8)
. Relation entre dV et dP :
d av _ 1d 1 dp dp av 1 dP
Vg = - & _ 1dp _ —=— Donc — = ———— (IL.9)
p 1% c2 p M2a? p M2yP 1% M2y P

L’inspection de ces deux équations (11.8) et (I1.9) nous révélera un aspect fascinant de
I’écoulement compressible : les variations des propriétés ont des sens opposés pour les écoulements
subsonique et supersonique a cause du terme M2 —1. Il y’a quatre combinaisons du changement de
section et du nombre de Mach.

1. Si M =1 ; écoulement sonique, puisque une accélération infinie est physiquement impossible
(équation 8), donc dS = 0, qui signifie mathématiquement une section minimale (col) ou maximale
(figure 3), mais ce dernier cas (maximum) n’a pas de sens physique. Par conséquent, Si
I’écoulement est sonique, il aura lieu dans la section minimale de la canalisation (appelée le col).

2. Si M < 1 ; écoulement subsonique, quand la section S augmente la vitesse V diminue et vice-
versa.

3. Si M >1 ; écoulement supersonique, toute augmentation de la section A implique

une augmentation de la vitesse V et vice-versa.

Amiﬂ /’T\

|
; M<l :
Subsonique M=| | Supersonique Eeec : Me
/—l\ Supe!soniqueM '> | Supersonique
\-l—’/
I
(a) (b)

Figure. 11.4 : Ecoulement compressible dans une canalisation de
section variable : (a) I’écoulement accélére graduellement de
I’état subsonique au supersonique; (b) I’écoulement dans cette

configuration n’est plus sonique de point de vue physique
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Ainsi d’apres 1’équation (9), toute variation de la vitesse V entraine une variation de la pression P

dans le sens inverse. La table suivante récapitule les quatre cas déja cités :

Ecoulement
Propriétés Subsonique Supersonique
R S
Section - + - +
Vitesse / nombre de Mach 4 - - +
Densité / pression / température . + + _

1.6 Application a I’étude des tuyéres en écoulement isentropique

11.6.1 Tuyeére convergente
11.6.1.1 Calcul du debit
Le point essentiel dans I’étude des écoulements compressibles dans les canalisations avec

changement de section, est la détermination du débit massique m en fonction des autres propriétes
de I’écoulement, on a 1’équation : m=pVA

Substituons V par son expression d’aprés 1’équation de Saint-Venant :

y—1
2}"’ PD P ¥V
m = pA — — 1—(—)
Yy —1 pg Py

1
. Ny . . By P st — P\y

Et puisque I’écoulement est isentropique : ? = H =Cc"=p=p I

0 0

D’ou:

= =pgA I;_J"l % (Pi;)? - (P%)T (11.10)

= 1M = pg A Vyax P
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—y, = |2 P
Avec: Vmax = Vi = Y—1 po et:

P _dy
Posons Fa=x donc : e

= () =

|4
2 \y—1 . ) . P .
Quand Pi a la valeur (}“j)” * la fonction  est maximum, puisque ) = ljJ(P—) nnule si
(] 4 0
P =0 et P=Py (figure 4).

-

A EYoY AN L
Figure. 11.5 : Tracé de la fonction
: : .. L B _ (2
La pression correspondante est appelée pression critique et s’écrit : Py (m
Elle s’obtiendra au col d’aprés la théorie d’Hugoniot, et le débit massique maximal sera :
1 1

. 2 11 2 . ( 2 )ﬁ y—1
M max = Po A Vinax (m) 1- y+1 = M= po 4 y+1 y+1

(1.12)
Aussiaucolona: a " =V ouV' =a = aqay /ﬁ Et le débit massique critique sera:

. .
Mipax =p AV

¥+1

= Mopax = A" po g (m) ' (1.12)

Cette expression donne le débit massique maximum au col de la tuyere, ou regne les conditions

critiques. Pour y = 1.4 on a: = m 1ax=0.685 A* po ao
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Fluide fncompressible

Fluide
compressible

» P
Lo J 2
A

v

Figure. 11.6 Débit d’une tuyére convergente

¥+l

s T i
Le débit « d’étranglement » vaut :  gm_ = p_.S,.C,. = pusi.a,,[ilJ' ' Il ne dépend plus que
¥+

des conditions génératrices et de la section du col. Cette caractéristique est utilisee pour les
réacteurs ou les fusées pour réguler leur fonctionnement.

- Le retour en subsonique ne peut s’effectuer que par un col ou, nous verrons plus loin, par une onde
de choc.

Si p/po < pc/po il est absurde, physiquement, d'admettre que le débit de la tuyére va diminuer. On
constate expérimentalement qu'il reste constant et égal au débit calculé précédemment. Les
caractéristiques a la sortie du col restent constantes et égales a celles de I'état critique. Le jet,
arrivant a une pression supérieure a celle régnant dans l'espace aval, se dilate d'une maniére
irréversible apres la sortie de la tuyere.

Comparons avec le débit masse d'un fluide incompressible de masse volumique po.

2(P,—P) _ 2P, P
Po Po Py

. ’ P
qg=A4 2P0P0(1_P_)
0

La figure 6 représente les deux courbes g/A=f(P/Po) pour un fluide compressible et

V=

incompressible. L'expression précédente montre que le débit masse du fluide incompressible est
représenté par une parabole d'axe horizontal. Dans ce cas le débit masse varie toujours en sens
inverse de p/po.

Au contraire, le débit-masse d'un fluide compressible de méme masse volumique amont est
inférieur, a cause de l'accroissement du volume massique pendant la détente.

11.6.1.2 Interprétation physique
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Si p < pe, la détente irréversible la sortie de la tuyere produit un refroidissement et, par
conséquent, un abaissement local de la vitesse du son. Les ébranlements produits par cette détente
brusque ne peuvent donc remonter I'écoulement dont la vitesse est supérieure a leur vitesse propre.

A l'amont de la tuyére, I'écoulement est subsonique et indépendant des conditions a l'aval. Les
conditions a la sortie de la tuyere sont égales aux conditions critiques. Le débit est donc constant et
égal au débit maximal.

I1.7 Tuyére convergente-divergente

Une tuyere convergente-divergente (aussi appelée tuyere de Laval) est représentée dans la figure
(7. a). Si la pression en aval Py est suffisamment faible, il existera un écoulement supersonique dans
la portion divergente de la tuyere aussi qu’une variété de conditions de choc pourra exister.
> Pour les cas A et B (figure 7b), la pression Py n’est pas suffisamment faible pour induire un
¢coulement sonique au col, et I’écoulement est subsonique a travers I’ensemble de la tuyere
(convergente-divergente). La distribution de pression est calculée d’aprés les relations isentropiques

déja etablies. La pression de sortie est Pe =Py, et le jet est subsonique.

Ae

. . A
> Pour le cas C, le rapport des sections est exactement égal a A—f pour un ombre de Mach

Col

subsonique a la sortie. Le col devient sonique, et le débit massique atteint son maximum (figure7c).

I’écoulement dans le reste de la tuyere est subsonique, le jet inclus et Pe =Py,

> Supposons dans ce cas que Pb se trouve entre les cas C et H, qui est impossible
d’aprées les relations de 1’écoulement isentropique. Alors, les pressions Pb des cas D

a F ont lieu (figure 2-5b). le col reste suffoqué a la valeur sonique. Le débit massique
garde sa valeur maximale (figure7c). A la pression en aval du cas F ’onde de choc
normale apparaitra a la sortie de la tuyere. Dans le cas G, I’écoulement présentera

des séries complexes d’ondes de choc obliques jusqu’il atteint la pression Pb.

> Finalement dans le cas I, Pb est inférieure a celle du cas H, mais la tuyére est
suffoquée et ne répond plus. L’écoulement a la sortie s’étend en de complexes séries

d’ondes supersoniques.
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Eventuelle onde
de choc nommale

ol '>"’<§|7

Jet complexe

(a)
Allures

défavorable '

0 (b)

Figure .11.7 Tuyere convergente-divergente (a) et configurations possibles; distribution des pressions
causée par divers pressions aval Py (b)

1.0 @—e—o—e—o—T-0
! H G F ElD C
B
|
|
o
- : A
|
|
| Py

(c)

Figure .11.8 (c) débit massique.
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Chapitre 111 Ondes de choc
I11.1 Ondes de choc normales :

Un phénomene irréversible commun aura lieu dans les écoulements supersoniques que ces
soient internes ou externes, qui est I’onde de choc normale. C’est une trés mince onde
(d’épaisseur de quelques microns) de discontinuité dans les propriétés de I’écoulement.
Puisque I’état du gaz change adiabatiquement, une augmentation de la température
statique s’accompagne d’un augmentation de la pression (figure IV-1a), la face arriére de I’onde
de compression ayant une température plus grande, se propage plus rapidement que la face
frontale de I’onde (figure 8), ces deux faces de ’onde se combinent en une mince
discontinuité de la pression. Les ondes de choc sont associées avec nécessairement d’ une
augmentation de la pression et pas d’une réduction.
A chaque instant, le projectile crée une perturbation qui se propage a la vitesse du son, en formant
une onde sphérique, ayant pour centre le lieu ou elle a été produite.
a) Soit ¢ la vitesse du projectile, ¢ < a (vitesse du son). Soient 0 et A les positions du
projectile au temps O et au temps t
Sur la figure sont représentées les positions des ondes produites aux temps 0,t/2,3t/4.
On voit que, dans ce cas, la perturbation devance la source et intéresse tout l'espace.

b) c> a Les diverses ondes sphériques admettent un cone enveloppe

p
)

(a) (b) Onde de choc

—- (] i
a)< a;
— : —» X
Direction de propagation
Figure. 111.1 Propagation d’une onde de compression

1
‘u—un "Ma

U>zc

onde de Mach
supersonique

(a) (b)

Figure. 111.2 { (a) Projectile subsonique Ma < 1, (b) Projectile supersonique Ma > 1

24




La zone perturbée reste localisée a I'intérieur de ce cone. La région extérieure au cone est appelée
« zone de silence ». Elle est exempte de tout bruit par le projectile. Les ondes de compression se
concentrent sur ce cone en accumulant la perturbation qu'elles transportent.

Ce cone enveloppe est appelé onde de Mach. Son demi-angle au sommet appelé angle de Mach on a

Figure. 111.3 Avion a réaction volant a vitesse supersonique.

Puisque une onde de choc est essentiellement différente d’une onde sonore a cause de I’intense
changement de la pression, la vitesse de propagation du choc est plus élevée que celle du son, et la
hausse de la pression I’est aussi. Les ondes de choc se remarquent par exemple apres une explosion,
I’éjection des gaz briilés a travers une tuyere d’échappement ou quand un avion ou une projectile
vole a une vitesse supersonique (figure 111.3)

111-2 Equations de base :

L’analyse des ondes de choc se base sur le concept d’une onde fixe de pression (figure 111.4).

Les états amont et aval de ’onde de choc sont désignés par les indices 1 et 2 respectivement.

Onde de choc
normale fixve

5 Isoenérgétique
! Ty =T
e | | -
5\1.; : : =
| I
I
Ecoul. amont I |
= = —— l ——
1se;11.=raspique l"vll = : i Mz =
. : : Ecoul. awal
] isentropigue
: : 5 =25;>5)
! : A% > A¥
T —— L Poz < Pol

AX
Volume de

conrdle mince
A=A,

Figure. 111.4: Ecoulement a travers d’une onde de choc normale fixe.




L’épaisseur dune onde de choc Ax est tellement petite (approximativement des microns),

qu’elle soit supposée n’ayant aucun changement de section (dans une conduite a section variable),

donc A1 = Az et I’équation de continuité s’écrit : p1V1 =p2 V2 =Const (1.12)

L’équation de quantité de mouvement est:  p,—p,=p) L —pV.; (111.2)

L’équation de I’énergie : h, +lV *=h, +%Vj = h, =Const (111.4)

Les relations d’un gaz parfait : £+ —_£2 (11.5)
pT o1,

Et: h =c,I' | y=Const (111.6)

En supposant que les conditions en amont (p1,V1 ,p1 ,h1,T1) sont connues, les équations
précédentes (équations IV-1) présentent 5 relations algébriques a 5 inconnues (p2, V2, p2, h, T2).Les
termes carrés de la vitesse nous révélent ’existence de deux solutions, la correcte parmi elles est
déterminée d’apres le second principe de la thermodynamique, qui exige S1> S .

En éliminant les vitesses V1 et V2 des équations, on obtient la relation de

Rankine-Hugoniot :

h, i?l—l(pzpl)[ L +1] (11.7)
2 W2 )
Mais puisque pour un gaz parfait : % =c,T Zﬁ,l’équation(m) se réécrit :
Yy —LF
4 1(
: +1 J V
)’)
£ VLYY (111.8)
P /+1 J v,
;[/_
;lf+1(
Oubien £2= (111.9)
o (p) 7+l
p) -1
. . oV 2 44 2 . . .
Aussi pour un gaz parfait : Z1- 1 _ L_—y u , et I’équation (111.9) sera :
P (yRT))
pz _ 1 o I 112 ( 1
=2y M} -(y-1)
P, :/Jrl[ ] (111.10)

De cette derniere équation on peut remarquer que pour un y quelconque ; p1 > p2
seulement si M1 >1.0 . Ainsi pour un écoulement avec onde de choc normale, le nombre de Mach

amont doit étre supersonique pour satisfaire le second principe de la thermodynamique.
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Aussi pour le gaz parfait on a I’identité pV 2 =y pM?2, et on peut réécrire I’équation (111.2)
comme :

p, l+yM;
p—:W (111.11)
1 e

Et le nombre de Mach en aval sera aprés combinaisons des equations (111.8 et 111.9) :
, (y=DM?*+2

/
4 L]

o2y M2—(y-1)

(11.12)

Mais comme M; doit étre supersonique, cette équation prédit pour tout y > 1que M doit

étre subsonique. Ainsi une onde de choc normale décélére un écoulement presque d’une fagon
discontinue des conditions supersoniques aux conditions subsoniques.

D’autres manipulations des équations (111.1, 111.2, 111.3,111.4 111.5,111.6) donnent des relations
additionnelles décrivant les changements des propriétés a travers d’une onde de choc normale au

sein d’un gaz parfait :

p, (DM} V¥V

— 1

o (y-DM}+2 7,

N VY R Eol i it (113
T, (y+17° M}

T, =T

01

¥ 1
Pos Poz_{ (}’+l)11flz ]’"1{ y+1 ]"‘1

Pa Po [2+(-DM] 2y M —(y-1)

02

D’un intérét plus considérable, est le fait que la section critique (au col sonique) A* d’une

tuyére augmente a travers une onde de choc normale.

¥+l

A, M, 2+ =DM} oD

A M, | 24(y-1)M (111.14)

1

En conclusion, dans les ondes de choc les températures totales (de stagnation) restent les
mémes, mais les pressions et les densités totales diminuent avec le méme ratio, c.-a-d.
I’écoulement a travers le choc est adiabatique mais non-isentropique. Ainsi les principes
fondamentaux gouvernant les écoulements aux ondes de choc peuvent étre récapitulés comme
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suit :

1. L’écoulement en amont est supersonique, et celui en aval est subsonique.

2. Pour les gaz parfaits (aussi que pour les fluides réels), seulement les ondes de compression
peuvent exister.

3. ’entropie augmente a travers le choc.

4. Les ondes de choc faibles sont presque isentropiques.

L’analyse des ondes de choc normales fixes s’applique également aux ondes de choc en

mouvement.

111.3 Relation de Prandtl

La relation de Prandtl établit la relation entre les vitesses en amont et en aval du choc. Dans un
premier temps, I'équation d'Euler donne
P & 1 ~P -~ P 1 2 o2
oy oy = 2 v P2y 2 G2y (11L15)
P11y Patiz TPy Pz ToUg Uo

La troisiéme relation (4) de Barre de Saint-VVenant entre les sections (1) en amont du choc,

(2) en aval du choc et (*) au niveau du col ou M=1 s'écrit :
Ly 4+ 1 (111.16)

2
U, = C 5

2 ' 2

'-:r'_ _I_
2

~— 1

2 2
uy — 5 —+

)
cy —+

On introduit I'équation (27) dans I'équation (26) :

2 . 2 _ .2 2

!

~ s — u =
/(uz =) U 2 Uy Us

= (g —uy)u; = ¢ +’T{u§ —u?) — i
2

Uy — U v —1
= y(ug —up)u; = cg 2 Ly ’2 (g — uq ) (uz + uy) > (11.17)

Uy
2 .
c v—1
= YUy = —2—|— J - (ug—i—ul)
Uy 2
o, 115 -1
= YUz = C;+ Us + U o
A4+ 1 ~ 41
= I+ Uiy = s c /
2 2
On obtient finalement la relation de Prandtl : | #1t2 = ¢ (111.18)

111.4 Calcul du rapport des grandeurs caractéristiques en fonction du nombre de Mach amont
Mas

D'apres I'équation de continuité, on peut en déduire le rapport p2/ps :
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P2 w1l uj ui u? (111.19)
£1 1o Uq o c2 —2- (e} + T tu?)
D'ou :
74+1 ; 2
P2 _ 5 May (111.20)
_ ~v—1 7 y
P 5~ Ma3
On peut faire de méme par rapport au Ma; :
p1 #_.uag
p2 1+ Maz (111.21)
On peut exprimer le rapport des pressions :
~=41 P
P 1-—- ﬁg—f _ 2yMai; 4y -1
- - pa g+l ~ ~
Py P r+1 o+l (111.22)
P 2 ¥—1
L= L MaZ- 1 —
Py v+ 1 v+ 1
On exprime Ma; et Ma en fonction du rapport des pressions :
¥ —|— 1
Ma3i = )
v +1 Pl (111.23)
AT 2 - - 1 .
_'1_{({-2 == J. —+ ‘__},}I {PZ 1)

Il faut que P2/P1 > 1 pour que Ma; > 1. C'est une condition nécessaire mais pas suffisante pour qu'il

y ait un choc. Si Ma; < 1, il ne peut pas y avoir de choc. On peut exprimer Maj en fonction de Ma :
Dy v —1 1

Mai — —— = — S

v+ 1 y+1 =L Mai — 1
MaZ — L 1L Ma? (111.24)

T T D ez —

Si le choc existe et que May > 1, alors Ma; est toujours inferieur a 1. 1l est & noter qu'on ne peut
pas utiliser la relation P/p7 = Ctea la traversee du choc car le phenompiene est irreversible.

I11.5 Variation d'entropie dans une onde de choc droite

L'entropie s augmente a la traverseé du choc d'aprés la relation de Gibbs : ds = dh/T —dP/p.

Ainsi ds = (c _T)E_T@ZC._E_T@
’ ks T P YT p
ds _ dP  dp (111.25)
e P p
Py p1.
= 8§ — 81 = cyln/l—(—)"
2 — 81 [Pl(pa) ]
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2"r’
=8 -8 = 0 ln[(ﬁﬂ[&% —

7-1
7+1

L+ (y-1)Ma2/2, .
(y+1)Mar/2)

] (111.26)

)

SiMa; <1.2, s -s1 est trés faible. Ensuite, s»- s1 augmente fortement avec Mas.
Remarque : Si Ma: < 1, il n'y a pas de choc. Cela entranerait en effet que s»-s1 <0, ce quin'a
pas de signification physique. L'onde de choc droite ne peut donc exister que si May > 1.

1.6 Rendement isentropique a la traversée du choc

Le rendement isentropique, qui compare la transformation reelle & une transformation isentropique,

est defini, comme pour les machines irreversibles, par :

hi* —hy Ti—T,

ho — R T, — T
S A (111.27)
. ‘P’

I11.7 Les ondes de choc obliques

Les ondes de choc peuvent se former a angle oblique o par rapport au courant
supersonique. Ce type d’ondes dévie le courant d’un angle & (angle de déflexion), contrairement
aux ondes de choc normales, pour lesquelles I’écoulement aval ne change plus sa direction.
Un choc oblique est causé essentiellement par la nécessité d’un écoulement de tourner
selon un certain angle. Exemples des chocs obliques est 1’écoulement a travers un coin
d’extrémité d’un corps et a travers un rampe dans la paroi d’un tunnel supersonique.
La géométrie de 1’écoulement considéré est illustrée dans la figure (111.5). Comme dans le
chapitre précédent des ondes de choc normales 1’état 1 dénote les conditions en amont et 1’état 2

dénote celles en aval.

Onde de choc
oblique

Figure. 111.5 Géométrie d’un écoulement a onde de choc oblique.
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L’angle de choc a une valeur arbitraired, et I’écoulement en aval V2 change de direction

d’un angle & qui est fonction de o et les conditions de I’état 1. L’écoulement amont est toujours

supersonique, mais le nombre de Mach M, =V / &, peut étre subsonique, sonique ou

supersonique tout dépend des conditions de 1’écoulement.

111.7.1 Equations de base :

Il est avantageux d’analyser 1’écoulement a choc oblique en lui décomposant en deux
composantes normale et tangentielle par rapport a I’onde, (voir figure 11). Pour un volume de
contrdle trés mince, on peut écrire les relations suivantes, sachant que A1 = Ax de part et d’autre
de ’onde :

L’équation de continuité est : &V, = 2,V ., (111.28)

La projection normale de 1’équation de quantité de mouvement est :

Pi1— P2 = Ps sz = anl (111.29)
La projection tangentielle de I’équation de quantité de mouvement est :
PV V-V, )=0 (111.30)
L’équation de I’énergie :
h, +inl +lVrf =h, +an32 +lVr§ =h,
2 2 2 2 (111.31)

D’apres 1’équation (41) on peut déduire qu’il y’en a pas de variation de la vitesse

tangentielle a travers un choc oblique :  V,, =V,, =V, =Const (111.32)

Par suite la composante tangentielle de la vitesse a le seul effet d’ajouter une énergie cinétique
constante —¥,” aux deux membres de I’équation de I’énergie (111.29). Donc, les ondes de choc
normales avec V1 et V. remplacées par les composantes normales V n1 et V 2, ce qui entraine

I’apparition des nombres de Mach normaux aux lieu de My et My :

V :
M =—"=M s o
ay
P (111.33)
M, =—22=M,sin (cg-95)
a,
Pour un gaz parfait (y =Const ), et avec My remplacé par My :
1 5 .
2 o 2y Msino—(y—1)] (111.34)

py r+1
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p, tanoc  (y+DMsin®c TV, N\
p, tan(c—o0) (;J/—l)M'fsinQO'Jr2 V.,

2y M sin® o —(y—1)

~

2= [2 +(y—1)M [ sin’ cr]

T, (y +1)’M sin’* o

Ty =Ty, > —
¥ 1

Po :{ (y +1)M [ sin’ o T‘[ y+1 }-"“

Poi | 2+ (y—DM sin’ o 2y M sin o —(y—1)

M2 (y=DM} +2 J

2y M2 —(y-1)

Toutes ces dernicres €quations sont tabulées dans la table de I’onde de choc normale. 11 est

clair maintenant que la table est aussi valable pour les ondes de choc obliques.

2C0tO’(Mf sin’ o -1)
tan o =— (111.36)
M/ (y+cos2o)+2

50°

40° —

lj
6 o,
= 4 ! I
3 g8
30° =
25 | ! \
(|
|
+ <3|
20° — I
1.8 | l. !
1.6 \ »
\
10° — e
1.4
\
7 B
A R e s
|.'

[ 3 60° 90"
Angle de choc G

Angle de déflexion 8

I M|=°"‘\
10 \
.\‘

Figure.ll1.6 : Angles de déflexion du choc oblique en fonction de
I'angle de choc pour divers nombre de Mach, y=1.4.
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Chapitre 1V : Ecoulement compressible dans les conduites avec friction (Théorie
de FANNO)

V.1 Equations de base

Le chapitre (IVV) a montré I'effet de changement de section sur un écoulement
compressible en négligeant le transfert de chaleur et (le frottement) la friction. Nous pourrions
maintenant ajouter la friction et le transfert de chaleur au changement de section et considérer les
effets couplés, qui sont faits dans des textes avancés. Au lieu de cela, comme une introduction
élémentaire, cette section traite seulement I'effet de la friction, en négligeant le changement de
section et le transfert de chaleur. Les suppositions de base sont
1. Ecoulement unidimensionnel, stationnaire et adiabatique
2. Gaz parfait avec des chaleurs spécifiques constantes
3. Conduite a section droite constante
4. Travail méecanique et changements d'énergie potentielle négligeables
5. Contrainte de cisaillement parietale corrélée par un facteur de friction de Darcy
En effet, nous étudions un probléme de friction des tuyauteries de type Moody, mais avec de
grands changements de I'énergie cinétique, I'enthalpie et la pression dans le courant fluide.
Consideérons le volume de contrble élémentaire de la conduite de section A et la longueur
dx dans la figure (13). La section est constante, mais d'autres propriétés de flux ( p,p,T,h,V)

peuvent varier avec X.

Volume de controle  T,nD dx

N

\
\ |
V ] [ V+dV
p} IP+dP
e
9} |p+dp
T\ Section A / T+dr
Diametre D N h+dh
- dx =J|
X x+dx

Figure. IV.1 : Volume de contr6le élémentaire pour un écoulement
avec friction dans une conduite de section constante.

L’application des trois lois de conservation a ce volume de contrdle donne trois équations
différentielles

m
V =—=G =const
p 33




Continuité :

oy 4L 9V _, (IV.1)
Yo, 14

Quantité de mouvement suivant x:  pA —(p+dp)d -1, zDdx =m({V +dV V')

Ol dp+ 2% | wav —o (IV.49)
S 1 1,

Energie: }, +5V P=hy=cT,=c,T +EV

ol c,dT +VdV =0 (IV.2)

Puisque ces trois équations ont cing inconnues, p,p ,T,V et w T nous avons besoin de

deux relations complémentaires. On est la loi des gaz parfaits

dp dp dT
p=pRT ou —:?+T (1V.3)

Pour éliminer tw cOmme une Inconnue, il est supposé que la contrainte de cisaillement a

la paroi est corrélée par un coefficient de friction local de Darcy f

1 1 V.4
o, =g/ A= rpM V4
ou la derniére forme obeit la relation de vitesse de son dans un gaz parfait a> = kp / p. En

pratique, f peut étre relié au nombre de Reynolds local et la rugosité de la paroi.

I11.2 Relations de nombre de Mach :
Les equations de base et (51) sont des équations différentielles du premier ordre et

peuvent étre intégrées, en employant des données du coefficient de frottement, partant de
n'importe quelle section d’entrée 1, ou on connait p1, T1, V1 etc., pour déterminer p(x ),T (X ), etc, le
long de la conduite. Il est pratiquement impossible d'éliminer tous sauf une variable pour
donner, disons, une équation différentielle simple pour p(x ) , mais toutes les équations peut étre
écrite en termes du nombre de Mach M (x) et le coefficient de frottement, en employant la
définition du nombre de Mach ¥ >=A > ¥RT Ou:

2dV _2dM  dT (1V.5)

v M T

En éliminant des variables entre les équations du (48) a (53), nous obtenons les relations
de travail

d S+ (y—DM * | dx
W _ a2 DM (1V.6)
p 2(1—Mf?) D

d‘)(): }"ﬂ’j—L f dx :_dV (|V7)
p 20-M?*" D v
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d d ) ]_ ') dx
Po TP _ypr (IV.8)
Po Po - D
AF S — L 4
dr _ yG—DM?” . dx (IV.9)
T 2(1-M?)" D
1
12 l+—(y—DM*
dM” g2 7 ,dx (IV.10)
M~ 1—AM -~ D

Toutefois, les propriétés ™, "7 ~. p,.et p, sont les quantités constantes de référence
appropriées dans 1’écoulement adiabatique dans les conduites. La théorie calcule alors les
proportions  p / p .7 /T ", etc., comme une fonction du nombre de Mach local et I'effet de
friction intégré. Pour tirer des formules pratiques, nous attaquons d'abord 1’équation (58), qui relie

le nombre de Mach a la friction. Separons les variables et intégrons :

E f d—xzj'lfo I_IM dM?  (IV.11)
},ﬂf4|:1+;(}f—1)ﬂ;{2:i

La limite supérieure est le point sonique, s’il est en réalité ou pas atteint dans 1’écoulement de la
conduite. La limite inférieure est arbitrairement placée de la position x =0, ou le nombre de Mach

est M . Le résultat de l'intégration est

FLY 1-M? y+1 y+ 1M >
fL AR (y+1) V.12)

D yM?® 2y 2+(y-DM?

Ou f est la valeur moyenne du coefficient de friction entre 0 et L*. En pratique, un f moyen est
toujours supposé, et aucune tentative n'est faite pour représenter les légers changements du nombre
de Reynolds le long de la conduite. Pour des conduites non circulaires, D est remplacé par le
diamétre hydraulique Dn= (4 Xxsection) / périmetre.

La longueur L est la longueur de conduite exigée pour développer un écoulement dans la
conduite partant du nombre de Mach M jusqu’au point sonique. Beaucoup de problemes impliquent
les conduites courtes qui ne deviennent jamais soniques, pour lequel la solution emploie les
différences des longueurs "maximums", ou soniques tabulées. Par exemple, on donne la longueur
AL exigée pour se développer de M1 a My par

AL (1L Al
= fL] _{%J (IV.13)
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Ecoulement inteilie
SUPers oLhgue

3.0 —
Y=1.4
=
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-
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&
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e
= FEFntropie o Ximmiin
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1.0

Ecoulement mtermne
sub s onigue

Figure. 1V.2 : Ecoulement adiabatique avec friction dans un conduit de section constante s'approche
toujours de M=1 pour satisfaire la seconde loi de la thermodynamique. La courbe calculée est
indépendante de la valeur du coefficient defriction.

Cela évite le besoin de tabulations séparées pour des conduites courtes.
Il est recommandé que le coefficient de friction f soit estimé du diagramme de Moody pour le
nombre de Reynolds moyen et le rapport de la rugosité pariétale du conduit.
Exemple 1
Un courant d’air s’écoule subsoniquement dans une conduite adiabatique de 2 cm de diamétre. Le
coefficient de friction moyen est 0.024. Quelle est la longueur de conduite nécessaire d'accelérer
I’écoulement fluide de M1 =0.1a M 2 = 0.5 ? Quelle longueur complémentaire l'accélérera a Mz =
1.0 ? Supposezy =1.4 . solution

L'équation (61) s'applique, avec les valeurs de fL"/ D calculées de 1’équation (60) ou lises de
la table.

FAL oo (1) (1

D 0.02m (D )y 50 \D Jyos

=66.9216—-1.0691=65.8525

Ay _85-8525(0.02m) _
0.024

Ainsi 55m

La longueur complémentaire AL’ pour aller de M= 0.5 4 M = 1.0 est prise directement de la table (TT)

f ﬂ:[ 2 =1.0691
D . D SM =05
= 1.0691(0.02
MI=L3’{=G 5 = J=O.9P“
' 0.024

Ces calculs sont typiques : Il prend 55 m pour accélérer jusqu'a M = 0.5 et ensuite seulement 0.9 m plus

pour arriver entiérement jusqu'au point sonique.




Les formules pour d'autres propriétés de 1’écoulement le long de la conduite peuvent étre
tirées des équations de base. L'équation (58) peut étre employée pour éliminer f dx / D de
chacune des autres relations, étant donnée, par exemple, dp / p comme une fonction seulement de
M et dM 2 /M 2. Pour la convenance dans la tabulation des résultats, chaque expression est alors

intégrée entierement de ( p,M ) au point sonique ( p*,1.0). Les résultats intégrés sont

p 1[ y+1 T )

¥

p M| 2+(y-1)M?
p V' 1[2+(-1M2]"
oV M ¥ +1
i IV.14
T a _ y+1 > ( )

T a? 2+(y-1)M?

* I

2 I+
Po_ P L{zw—lm-}
Po P M

y+1

J

Toutes ces proportions sont aussi tabulées dans la table (111). Pour calculer les changements entre
des points M1 etM qui ne sont pas soniques, les produits de ces proportions sont employeés. Par

exemple, &=p—§p— puisque p+est une valeur de référence constante pour 1’écoulement.
P P P

Exemple 2

Pour 1’écoulement interne de I’'exemple (1) supposez que, a M, =0.1, nous avons p, = 600kPa
et T} =450K _ A la section 2 plus éloignée en aval, M, =0.5. Calculez (a) p,, (b)T,, (c) ¥, et (d) pp -

Solution :

Comme information préliminaire nous pouvons calculer F; et p,, des données :
vy =Ma =0.1[(1 4)(287)(450)]"* =0.1(425m /5)=42.5m /s
3.3 23S
Po=P1(1+02M ) =(600kPa)[ 1+02(0.1)" | " —604kPa

Entrez maimtenant & la table (ITI) ou les équations (62) pour trouver les rapports suivants

Section M pip* T/T* Vv Po/ Py
1 0.1 10.9435 1.1976 0.1094 5.8218
2 0.5 2.1381 1.1429 0.5345 1.3399

Employez ces proportions pour calculer toutes les propriétés en aval :

*

o/ 2.1381
pr=p1 B2 P _(600kPa)—————117kPa
. P 10.9435
T,/T" 1.1429
T,=T, 22— =(450K) =429K
- T, /T 1.1976
v, iV’ 0.5345
2=V — —=(42.5m /35) =208m /s
- v,V 0.1094
Poy=Poy L2 PO _(604kPa) 12322 _130kPa
o1/ Po 5.8218
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Chapitre V: Ecoulement compressible dans les conduites avec transfert de
chaleur et sans friction (Théorie de RAYLEIGH) :

L’addition ou I’enlévement de chaleur ont un effet intéressant sur un écoulement
compressible. Ici nous limitons I'analyse pour I’écoulement avec transfert de chaleur sans friction

dans un conduit de section constante.

Volume de
controle q

AN [
N

Vi Py Ty, Ty — —= Vo Py T, Ty

® ©)

TR

~ug——
1,=0

Figure V.1 : Volume de contréle élémentaire pour un écoulement sans friction dans une conduite de section
constante avec transfert de chaleur. La longueur de cet élément est indéterminée dans cette théorie.

Considerez le volume de contrdle élémentaire de la conduite dans la figure (V.1). Entre

des sections 1 et 2 une quantité de chaleur 6Q est ajoutée (ou enlevee) a chague masse élémentaire
& m passant. Sans friction ou changement de section, les relations de conservation de volume de

contréle sont tout a fait simples :
Continuité : aV1=pF =G =const
Quantité de mouvement suivant x : P, —p.=G ¥, —¥F,) [ (V.1)
Energie ! g —smn, + L2 —n, _%1712)
ou =22 4 )

m om
Le transtert de chaleur aboutit a un changement de I'enthalpie de stagnation de

I'écoulement. Nous ne spécifierons pas exactement comment la chaleur est transférée
(combustion, réaction nucléaire, évaporation, condensation, ou échange de chaleur pariétal), mais
simplement qu'il est arrivé dans la quantité q entre 1 et 2.

Nous faisons des remarques, cependant, cet échange de chaleur pariétal n'est pas un bon
candidat a la théorie parce que la convection pariétale est inévitablement liée avec la friction
pariétale, que nous avons négligée.

Pour achever l'analyse, nous employons les relations du gaz parfait et le nombre de Mach.
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T:_i'l" hg = hy =c, Ty —Ty)
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J

Pour une quantité donnée de chaleur transférée g =6Q /6 M ou, pour une variation donnée
ho2 — ho1, les équations (63) et (64) peuvent étre résolues algébriquement pour les rapports des
propriétés p2 / p1, M2/ My, etc, entre I'entrée et la sortie. Notez que parce que le transfert de
chaleur permet a I'entropie d'ou bien augmenter ou diminuer, la deuxiéme loi de la
thermodynamique n'impose aucune restriction de ces solutions.

Avant de décrire ces fonctions des rapports des propriétés, nous illustrons I'effet de
transfert de chaleur dans la figure (64), qui montre To et T en fonction du nombre de Mach
dans la conduite. Le chauffage augmente To et le refroidissement la diminue. Le maximum
possible de To arrive a M = 1.0 et nous voyons que le chauffage, si I'entrée est subsonique ou
supersonique, conduit le nombre de Mach de la conduite vers l'unité. C'est analogue a l'effet de la
friction dans le chapitre précédent. La tempeérature du gaz parfait augmente de M =0 jusqu'a
M =1/y *2 et diminue ensuite. Ainsi il y a une particularité ou une région inattendue ot le
chauffage (TO augmentant) diminue en réalité la température du gaz, la différence étant reflétée
dans une grande augmentation de I'énergie cinétique du gaz. Pour y =1.4 cette région particuliere

se trouve entre M = 0.845 et M =1.0 (information intéressante, mais pas tres utile).

/To (max) aM=1.0

Chauffage

T, Ty
Refroidiss
ement

M =

efiroidissement

1
71.!'2

Chauffage

| |
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Nombre de Mach

Figure. V.2 : Influence du transfert de chaleur sur le nombre de Mach.
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IV.1 Relations de nombre de Mach

Les équations (63) et (64) peuvent étre rearrangées en termes du nombre de Mach et les résultats
tabulés. Pour la commaodité, nous spécifions la section de sortie comme sonique, M =1, avec des
propriétés de référence To", T*, p*, p*, V*, et Po*. L'entrée est assumée pour étre & un nombre de

Mach arbitraire M. Les équations (63) et (64) prennent alors la forme suivante :

T, _ +DMZ[2+G DM ] ™\

To (1+ M *)?

T (p+1)V’M°

T°  (A+yM?2)°

P _ ry+1

p’ 1+yM? > (V.3)
Vo p (p+1)M*

vV o 1+yM°>

Po _ r+1 [2+(y—1}M3TU_”

p; 1+ M : y+1 /

Ces formules sont toutes tabulées en fonction du nombre de Mach dans la table (1V). Les tables
sont tres commodes si on donne des propriétés d'entrée M1, V1, etc, mais sont quelque peu
encombrant si les informations données concernes To1 et Too. Voici un exemple qui illustre cela.

Exemple 1
Un mélange air-carburant, supposé comme l'air avecy =1.4, entre a une chambre de combustion

de conduite aV1 =75m/ s, p1 =150kPa et T1 = 300K . L’ajout de chaleur par la combustion est
900kJ / kg de mélange. Calculez (a) les propriétes de sortie V 2, p2 et T et (b) la quantité de
chaleur totale ajoutée qui aurait causé un écoulement de sortie sonique.

Solution :
Un mélange air-carburant, supposé comme l'air avec ¥ =14, entre a une chambre de combustion

de conduite a¥, =75m /5 , p, =150kPa et T, =300K .L’ajout de chaleur par la combustion est

900kJ / kg de mélange. Calculez (a) les propriétés de sortie ¥, p, et T, et (b) la quantité de chaleur totale

ajoutée qui aurait causé un écoulement de sortie sonique.
Solution :

bl

(a) D'abord on calculeTy, =T; +V12 /(2c,)=300+(75)"/ [2(1 005)] =303K _ Alors on calcule la variation

de la température de stagnation du gaz
g=c, Ty —Ty)
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900000J / kg

S _1199K
1005 / (kg K)

ou Ty =Tg +-L=303K +
CP

Nous avons assez d'information pour calculer le nombre de Mach imitial

/ v, 175
a =\[yRT, =[1.4287)300)] * =347 m / 5 M= _1=E —0.216
a

Pour ce nombre de Mach, on emplois I’équation (VII-3a) ou la table (IV) pour trouver la valeur
sonique T, .; :

T .
AM=0216  9,01992 ou T =k 521K
0.1992

®

0
TIII

Alors le rapport de température de stagnation a la section 2 est T, / T,; =1199/1521=0.788 , qu
correspond dans la table (TV) a un nombre de Mach M , ~0.573.

On emplois maimntenant la table (TV) a M, et M, pour tabuler les rapports de propriétés désirés.

Section M v V' p/p’ TIT'
1 0.216 0.1051 2.2528 0.2368
2 0.573 0.5398 1.6442 0.8876

Les propriétés de sortie sont calculées en employant ces proportions pour trouver l'état 2 de 'état 1

vy v’ 0.5398
V=¥, —2—=(75m /s) =385m /s
v 0.1051
Ip 1.6442
pa=p 222 __(150kPa) 109 kPa
S Tip ! 22528
T,/T" 0.8876

T, =T, —=(300K) =1124K
- T 0.2368

(b) I'ajout de chaleur maximal pernus condwrait le nombre de Mach de la sortie a I'umité :
Ty, =T, =1521k

G onex =€, Ty —T))=[10057 / (kg K)](1521-303K)~1.22x10°J / kg
Exemple 2
Ce qui arrive a ’entrée de I'écoulement dans 1’exemple (1) si I’ajout de chaleur est augmenté a
1400kJ/kg et la pression et la température de stagnation a ’entrée sont fixées ? Quelle sera la
diminution subséquente dans le débit massique de 1’écoulement ?

Solution :
Pour g =1400kJ / kg, la sortie sera étranglée (suffoquée) a la température de stagnation

1.4%x10°7 / kg
1005.J / (kg K)

Ty =Ty, +21 =303+ ~1696K
c

P
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C'est plus haut que la valeur To" =1521K dans I'exemple (1), donc nous savons que la condition 1
devra suffoquer vers un nombre de Mach inférieur. La valeur appropriée est trouvée du rapport
TO1 /T0"=303/1696= 0.1787. De la table (1V) ou (équ. 65 rapport de température) pour cette
condition, nous lisons le nouveau nombre de Mach d’entrée baissé : M1,nouv ~0.203. Avec Tozet p1

connu, les autres propriétés d'entrée suivent de ce nombre de Mach :
_ Ty 303,
1+02M] 1+0.2(0.203)

a, = JyRT, =[1.4287)30D)]* =348m /5

V,=Ma,=(0202)(348m /s)=T70m /s

T, 01K

o 150000

- __174kg/m’
A=RT, (287301 &im

Finalement, le nouveau débit massique baissé d’écoulement par unité de surface est

%:pﬁ =(1.74kg /m N70m /5)= 122kg /(sm h
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TABLE I: Ecoulement 1sentropique d’un

gaz parfait (y =1.4).

M plpy plpy TITy 414" M plpy plpy TITy 4747
0.00 10000 10000 10000 o 092 05785 06764 08552 1.0056
0.02 09997 09998 09999 289421 094 05658 06658 0.8498 10031
0.04 09989 09992 09997 144815 096 05532 06551 08444 10014
006 09975 09982 09993 96659 098 05407 0.6445 0.8329 1.0003
0.08 09955 09968 09987 72616 1.00 05283 06339 08333 10000
010 09930 09950 09980 58218 1.02 05160 06234 08278 1.0003
0.12 09900 09928 09971 48643 1.04 05039 06129 08222 10013
0.14 09864 09903 09961 41824 1.06 04919 06024 08165 1.0029
0.16 09823 09873 09949 36727 1.08 04800 05920 028108 1.0051
0.18 09776 09840 09936 32779 1.10 04684 05817 08052 1.0079
020 09725 09803 09921 29635 1.12 04568 05714 07994 10113
022 09668 09762 09904 27076 1.14 04455 05612 07937 1.0153
024 09607 09718 09886 24956 1.16 04343 05511 07879 1.0198
026 09541 09670 09867 23173 1.18 04232 05411 07822 10248
028 09470 09619 09846 21656 120 04124 05311 07764 1.0304
030 09395 09564 09823 20351 122 04017 05213 07706 1.0366
032 09315 09506 09799 19219 124 03912 05115 07648 1.0432
034 09231 09445 09774 18229 126 03809 05019 0.7590 1.0504
036 09143 09380 09747 1.7358 128 03708 04923 07532 10581
038 09052 09313 09719 16587 130 03609 04829 07474 1.0663
040 08956 09243 09690 1.5901 132 03512 04736 07416 1.0750
042 08857 09170 09659 15289 134 03417 04644 07358 10842
044 08755 09094 09627 14740 136 03323 04553 07300 1.0940
046 08650 09016 09594 14246 138 03232 04463 07242 1.1042
048 038541 08935 09559 13801 140 03142 04374 07184 11149
050 08430 08852 09524 13398 142 03055 04287 07126 11262
052 08317 08766 09487 13034 144 02969 04201 07069 11379
0.54 038201 08679 09449 1.2703 146 0288 04116 07011 1.1501
056 08082 08589 09410 1.2403 148 02804 04032 06954 11629
058 07962 08498 09370 12130 1.50 02724 03950 06897 1.1762
060 07840 08405 09328 11882 157 02646 0389 06240 11299
062 07716 08310 09286 1.1656 154 02570 03789 06783 12042
064 07591 08213 09243 1.1451 156 02496 03710 06726 12190
066 07465 08115 09199 1.1265 158 02423 03633 06670 12344
068 07338 08016 09153 1.1097 1.60 02353 03557 06614 12502
070 07209 07916 09107 1.0944 162 02284 03483 06558 12666
0.72 07080 07814 09061 1.0806 1.64 02217 03409 06502 12836
074 06951 07712 09013 1.0681 166 02152 03337 06447 13010
076 06821 07609 08964 10570 1.68 02088 03266 06392 13190
078 06691 07505 08915 1.0471 1.70 02026 03197 06337 13376
0.80 06560 07400 08865 10382 172 0.1966 03129 06283 13567
082 06430 07295 08815 1.0305 1.74 0.1907 03062 06229 13764
084 06300 07189 08763 1.0237 176 0.1850 02996 06175 13967
086 06170 07083 08711 10179 1.78 0.1794 02931 06121 14175
088 06041 06977 08659 10129 1.80 0.1740 02868 0.6068 14390

090 05913 06870 08606 1.0089 1.82 0.1688 0.2806 06015 1.4610




TABLE. I (Suite): Ecoulement isentropique d’un gaz parfait (y =1.4)

M plpy, plpy TIT, 4/4" M PPy plpy TIT, A/4"

1.84 01637 02745 05963 14836
1.86 0.1587 0.2686 05910 1.5069
1.88 0.1539 02627 05859 1.5308
1.90 0.1492 02570 05807 1.5553
1.92 01447 02514 05756 1.5804
1.94 0.1403 02459 05705 1.6062
196 0.1360 02405 05655 1.6326
1.98 0.1318 02352 05605 1.6597
200 01278 02300 05556 16875
202 01239 02250 05506 1.7160
204 01201 02200 05458 1.7451
206 01164 02152 05409 1.7750
208 01128 02104 05361 1.8056
210 01094 02058 05313 1.8369
212 01060 02013 05266 1.8690
214 01027 0.1968 05219 19018
216 00996 01925 05173 19354
218 00965 0.1382 05127 19698
220 00935 013841 05081 2.0050
222 00906 013800 05036 2.0409
224 00878 01760 04991 20777
226 00851 01721 04947 21153
228 00825 01683 04903 21538
230 00800 0O.1le646 04859 21931

292 00307 00831 03696 39238
294 00298 00813 03665 39993
296 00289 00796 03633 40762
298 00281 00779 03602 41547
300 00272 00762 03571 42346
302 00264 00746 03541 43160
304 00256 00730 03511 43989
306 00249 00715 03481 44835
308 00242 00700 03452 45696
310 00234 00685 03422 46573
312 00228 00671 03393 47467
314 00221 00657 03365 48377
3116 00215 00643 03337 49304
318 00208 00630 03309 50248
320 00202 00617 03281 51209
322 00196 00604 03253 52189
324 00191 00591 03226 53136
326 00185 00579 03199 54201
328 00180 00567 03173 55234
330 00175 00555 03147 56286
332 00170 00544 03121 57357
334 00165 00533 03095 58448
336 00160 00522 03069 59558

338 00156 00511 03044 060687
232 00775 01609 04816 22333 340 00151 00501 03019 6.1837

234 00751 0.1574 04773 22744 342 00147 00491 02995 63007
236 00728 0.1539 04731 23164 344 00143 00481 02970 64197
238 00706 0.1505 04688 23593 346 00139 00471 02946 65409
g-ig g-ggg‘; g-igg g-;‘ggg iﬁ% 348 00135 00462 02922 66642

- . - : ] 3.50 00131 00452 02899 6789¢
244 00643 01408 04565 24936 352 00127 00443 02875 69172
246 00623 0.1377 04524 25403 354 00124 00434 02852 70470
g.;{S} g.ggg;} g-gﬁ 3-3434 3-2222 356 00120 00426 02829 7.1791
230 00585 0.1317 0_4444405 o 358 00117 00417 02806 7.3134

554 00550 01260 04366 27372 360 00114 00409 02784 74501

256 00533 01232 04328 27891 362 00111 00401 02762 75891
258 00517 01205 04239 28420 3.64 00108 00393 0.2740  7.7304

366 00105 00385 02718 T.8742
20 ool ol 002 2% G G0 oo o som
564 00471 01128 04177 30073 370 00099 00370 02675 81690

) 372 0009 00363 02654 83202
266 00457 01103 04141 30647 374 0.0094 00356 02633 84739
268 00443 01079 04104 31233

376 00091 00349 02613 86302
270 00430 01056 04068 31830

378 00089 00342 02592 87891
;;i g-gi{l}z g- igﬁ g-;‘ggz ;-igg 3.80 0.0086 0.0335 02572 B8.9506
S Gt oA SO 3.82 00084 00329 02552 91147

278 00380 00967 03928 34342 384 0.0082 00323 0.2552  9.2816

280 00368 00946 03894 35001 3-86 00080 00316 0.2513 94513
- - . - - 2
282 00357 00926 03860 35674 388 0.0077 00310 0.2493  9.6237

390 00075 00304 02474 97989
284 00347 00906 03827 36359 302 00073 00299 02455 99770
286 00336 00886 03794 37058

394 00071 00293 02436 10.1580
g-gg g-ggfg g-ggg g-g;f; ;-ggé 396 0.0069 0.0287 02418 10.3419
: - - 372 - 398 00068 00282 02399 105288
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TCABSLE 1. (Suite): Emcoulement isentropique d’un gaz parfait (y =1.4)

M pipe plpy TITy A4/4°
400 00066 00277 02381 107187
402 00064 00271 0.2363 109117
404 00062 00266 02345 11.1077
406 00061 0.0261 0.2327 113068
408 00059 00256 02310 11.5091
410 00058 00252 02293 11.7146
412 00056 00247 02275 119234
414 00055 00242 02258 12.1354
416 00053 00238 02242 123508
418 00052 00234 02225 125695
420 00051 0.0229 02208 127916
422  0.0049 0.0225 0.2192 130172
424 00048 00221 02176 132463
426 00047 00217 02160 134789
428 00046 00213 02144 137151
430 00044 00209 02129 139549
432 00043 00205 02113 141983
434 00042 00202 02098 144455
436 00041 0.0198 02083 146965
438 00040 00194 02067 149512
440 00039 00191 02053 152098
442 00038 00187 02038 154723
444 00037 00184 02023 157387
446 00036 00181 02009 16.0092
448 00035 00178 0.1994 16.2836
450 00035 00174 0.1980 16.5622
452 00034 00171 01966 168448
454 00033 00168 01952 17.1317
456 00032 00165 01938 174227
458 00031 0.0163 0.1925 17.7181
460 00031 00160 01911 18.0177
462 00030 00157 0.1898 183218
464 00029 00154 0.1885 186303
466 00028 00152 01872 189432
468 00028 00149 0.1859 192607
470 00027 00146 0.1846 195828
472 00026 00144 01833 199095
474 00026 00141 0.1820 202409
476 00025 00139 0.1808 205770
478 00025 00137 0.1795 209179
480 00024 00134 01783 212636
482 00023 00132 01771 216143
484 00023 00130 0.1759 219699
486 00022 00128 01747 223306
488 00022 00125 01735 226962
490 00021 00123 01724 230671
492 00021 00121 01712 234430
494 00020 00119 01700 238243
496 0.0020 00117 0.1689 242108
498 00019 00115 01678 246027
500 00019 00113 01667 250000

oo 0 0 0 oo
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TABLE 11 : Ecoulement a onde de choc normale

d’un gaz parfait (y =1.4).

M, M, P/ py Pl A T,/T Poz/ Pu A, /A4, As
v, iV, R
Msmo M ,sm(c—3J) Vo, IV,,

1.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.000
1.02 09805 1.0471 1.0334 1.0132 1.0000 1.0000 0.000
1.04 09620 1.0952 1.0671 1.0263 0.9999 1.0001 0.000
1.06 09444 1.1442 1.1009 1.0393 0.9998 1.0002 0.000
1.08 09277 1.1941 1.1349 1.0522 09994 1.0006 0.001

1.10 09118 1.2450 1.1691 1.0649 0.9989 1.0011 0.001

1.12 0.8966 1.2968 1.2034 1.0776 09982 1.0018 0.002
1.14 0.8820 1.3495 1.2378 1.0903 0.9973 1.0027 0.003
1.16 0.8682 1.4032 1.2723 1.1029 0.9961 1.0040 0.004
1.18 0.8549 1.4578 1.3069 1.1154 0.9946 1.0055 0.005
1.20 0.8422 1.5133 1.3416 1.1280 0.9928 1.0073 0.007
122 0.8300 1.5698 13764 1.1405 0.9907 1.0094 0.009
1.24 08183 1.6272 14112 1.1531 0.9884 10118 0.012
1.26 0.8071 1.6855 1.4460 1.1657 09857 1.0145 0.014
1.28 0.7963 1.7448 1.4808 1.1783 0.9827 1.0176 0.017
1.30 0.7860 1.8050 1.5157 1.1909 09794 1.0211 0.021

132 0.7760 1.8661 1.5505 1.2035 09758 1.0249 0.025

134 0.7664 19282 1.5854 12162 09718 1.0290 0.029
1.36 0.7572 19912 1.6202 1.2290 0.9676 1.0335 0.033

1.38 0.7483 2.0551 1.6549 1.2418 0.9630 1.0384 0.038

1.40 0.7397 21200 1.6897 1.2547 09582 1.0436 0.043

1.42 0.7314 21858 1.7243 1.2676 09531 1.0492 0.048
144 0.7235 22525 1.7589 1.2807 09476 1.0552 0.054
1.46 0.7157 2.3202 1.7934 1.2938 0.9420 1.0616 0.060
1.48 0.7083 2 3888 1.8278 1.3069 09360 1.06384 0.066
1.50 0.7011 2 4583 1.8621 1.3202 09298 1.0755 0.073
1.52 0.6941 25288 1.8963 1.3336 09233 1.0830 0.080
1.54 0.6874 2.6002 1.9303 1.3470 09166 1.0910 0.087
1.56 0.6809 26725 1.9643 1.3606 09097 1.0993 0.095
158 06746 27458 19981 13742 09026 1.1080 0.103
1.60 0.6684 2.8200 20317 1.3880 08952 11171 0.111
1.62 0.6625 2.8951 20653 14018 08877 1.1266 0.119
164 0.6568 29712 20986 14158 08799 1.1365 0128
1.66 0.6512 3.0482 2.1318 1.4299 0.8720 1.1468 0.137
1.68 0.6458 3.1261 21649 1.4440 08639 1.1575 0.146
1.70 0.6405 32050 21977 1.4583 0.8557 1.1686 0.156
1.72 0.6355 32848 2.2304 1.4727 0.8474 1.1801 0.166
1.74 0.6305 3.3655 22629 1.4873 0.8389 1.1921 0.176
1.76 0.6257 3.4472 22952 1.5019 0.8302 1.2045 0.186
1.78 0.6210 35298 23273 1.5167 0.8215 1.2173 0.197
1.80 0.6165 36133 23592 1.5316 08127 1.2305 0.207
1.82 06121 3.6978 23909 1.5466 08038 12441 0.218
1.84 0.6078 37832 24224 1.5617 0.7948 1.2582 0.230
1.86 0.6036 3.8695 24537 1.5770 07857 12728 0.241
1.88 0.5996 3.9568 2 4848 1.5924 07765 12877 0.253
1.90 0.5956 4 0450 25157 1.6079 07674 1.3032 0.265
1.92 0.5918 41341 2.5463 1.6236 0.7581 13191 0.277

1.94 0.5830 4.2242 25767 1.639%4 0.7438 1.3354 0.289




TABLE II (Suite): Ecoulement a onde de choc normale d’un gaz parfait (y =1.4).

M, M, P/ p /e T,/T, Pn! Pn A, /4, As
v, IV, R
Msmoc M,sm(c—0) VIV,

1.96 05844 43152 2.6069 1.6553 0.7395 13522 0.302
1.98 0.5808 4.4071 2.6369 1.6713 0.7302 1.3695 0314
2.00 05774 4 5000 2.6667 1.6875 0.72009 1.3872 0.327
2.02 0.5740 45938 2.6962 1.7038 07115 1.4054 0340
2.04 0.5707 4.6885 2.7255 1.7203 0.7022 1.4241 0.354
2.06 0.5675 47842 2.7545 1.7369 0.6928 1.4433 0.367
2.08 0.5643 4 8808 27833 1.7536 0.6835 1.4630 0381
2.10 0.5613 49783 2.8119 1.7704 0.6742 1.4832 0.304
2.12 0.5583 5.0768 2.8402 1.7875 0.6649 1.5039 0.408
2.14 0.5554 51762 2. 8683 1.8046 0.6557 1.5252 0422
2.16 0.5525 5.2765 2.8962 1.8219 0.6464 1.5469 0.436
218 0.5498 53778 2.9238 1.8393 0.6373 1.5692 0451
2.20 0.5471 54800 29512 1.8569 0.6281 1.5920 0.465
2.22 0.5444 5.5831 2.9784 1.8746 0.6191 1.6154 0.480
224 0.5418 5.6872 3.0053 1.8924 0.6100 1.6393 0.494
226 0.5393 5.7922 3.0319 1.9104 0.6011 1.6638 0.509
228 0.5368 5.8981 3.0584 1.9285 0.5921 1.6888 0.524
2.30 0.5344 6.0050 3.0845 1.9468 0.5833 1.7144 0.539
2.32 0.5321 6.1128 3.1105 1.9652 0.5745 1.7406 0.554
234 0.5297 6.2215 3.1362 1.9838 0.5658 1.7674 0.569
2.36 05275 6.3312 3.1617 2.0025 0.5572 1.7948 0.585
2.38 0.5253 6.4418 3.1869 2.0213 0.5486 1.8227 0.600
2.40 05231 6.5533 32119 2.0403 0.5401 18514 0.616
242 05210 6.6658 3.2367 2.0595 05317 1 8806 0.632
244 05189 6.7792 3.2612 20788 0.5234 1.9105 0.647
246 05169 6.8935 32855 20982 0.5152 19410 0.663
248 0.5149 70088 3.3095 21178 0.5071 19721 0.679
2.50 0.5130 7.1250 3.3333 21375 0.4990 2.0039 0.695
2.52 05111 7.2421 3.3569 2.1574 04911 2.0364 0.711
2.54 0.5092 7.3602 33803 21774 04832 20696 0.727
2.56 0.5074 74792 3.4034 2.1976 04754 2.1035 0.744
2.58 0.5056 7.5991 34263 22179 04677 21380 0.760
2.60 0.5039 7.7200 3.4490 22383 04601 21733 0.776
2.62 0.5022 7.8418 34714 2.2590 04526 2.2093 0.793
2.64 0.5005 7.9645 34936 2.2797 0.4452 2.2461 0.809
2.66 04988 8.0882 3.5156 23006 04379 22835 0.826
2.68 0.4972 82128 3.5374 23217 04307 23218 0.842
270 0.4956 8.3383 3.5590 2.3429 04236 2.3608 0.859
272 0.4941 84648 3.5803 23642 04166 24005 0876
274 0.4926 8.5922 3.6015 2.3858 0.4097 24411 0.892
2.76 04911 8.7205 3.6224 2.4074 04028 24825 0.909
278 04896 8.8498 3.6431 2.4292 03961 25246 0926
2.80 04832 8.9800 3.6635 24512 03895 2.5676 0.943
2.82 0.4868 91111 3.6838 24733 0.3829 26115 0.960
284 04854 92432 3.7039 24955 03765 26561 0.977
286 0.4840 93762 3.7238 2.5179 03701 27017 0994
2 88 04827 95101 3.7434 25405 03639 27481 1011
290 04814 9 6450 3.7629 25632 03577 27954 1.028
292 0.4801 9.7808 37821 2.5861 03517 2.8436 1.045
294 04788 99175 3.8012 26091 03457 28927 1.062
296 04776 10.0552 3.8200 2.6322 03398 29427 1.079
298 0.4764 10.1938 3.8387 2.6555 0.3340 2.9937 1.096
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TABLE III : Ecoulement adiabatique d’un fluide visqueux dans une canalisation de

section constante, gaz parfait (y =1.4). (Courbes de Fanno).

M

0.00
0.02
0.04
0.06
0.08
0.10
0.12
0.14
0.16
0.18
0.20
0.22
0.24
0.26
0.28
0.30
0.32
0.34
0.36
0.38
0.40
0.42
0.44

0.46
0.48
0.50
0.52
0.54
0.56
0.58
0.60
D.62
0.64
0.66
0.68
0.70
0.72
0.74
0.76
0.78
0.80
0.82
0.84
0.86

—F

fL'ID

o
1778.4500
440.3523
193.0311
106.7182
669216
454080
325113
241978
18.5427
14.5333
11.5961
9.3865
T1.6876
6.3572
5.2993
4.4467
3.7520
3.1801
2.7054
2.3085
1.9744
1.6915

1.4509
1.2453
1.0691
0.9174
0.7866
0.6736
0.5757
0.4908
0.4172
0.3533
0.2979
0.2498
0.2081
0.1721
0.1411
0.1145
0.0917
0.0723
0.0559
0.0423
0.0310

p'p

w
54.7701
273817
18.2509
13.6843
109435
9.1156
7.8093
6.8291
6.0662
5.4554
49554
4.5383
41851
3.8820
3.6191
3.3887
3.1853
3.0042
2.8420
2.6958
2.5634
2.4428

2.3326
2.2313
2.1381
2.0519
1.9719
1.8975
1.8282
1.7634
1.7026
1.6456
1.5919
1.5413
1.4935
1.4482
1.4054
1.3647
1.3261
1.2893
1.2542
1.2208
1.1889
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1.2000
1.1999
1.1996
1.1991
1.1985
1.1976
1.1966
1.1953
1.1939
1.1923
1.1905
1.1885
1.1863
1.1840
1.1815
1.1788
1.1759
1.1729
1.1697
1.1663
1.1628
1.1591
1.1553

1.1513
1.1471
1.1429
1.1384
1.1339
1.1292
1.1244
1.1194
1.1143
1.1091
1.1038
1.0984
1.0929
1.0873
1.0815
1.0757
1.0698
1.0638
1.0578
1.0516
1.0454

0o
45.6454
228254
15.2200
11.4182
0.1378
7.6182
6.5333
5.7200
5.0879
4.5826
4.1694
3.8255
3.5347
3.2857
3.0702
2.8818
27158
2.5684
2.4367
23184
22115
2.1145

2.0261
1.9451
1.8708
1.8024
1.7391
1.6805
1.6260
1.5753
1.5279
1.4836
1.4421
1.4032
1.3665
1.3320
1.2994
1.2686
1.2395
1.2119
1.1858
1.1609
1.1373

Po! Po

o
289421
14 4815
9.6659
7.2616
5.8218
438643
41824
3.6727
3.2779
29635
27076
2.4956
23173
2.1656
2.0351
19219
1.8229
1.7358
1.6587
1.5901
1.5289
1.4740

1.4246
1.3801
1.3398
1.3034
1.2703
1.2403
1.2130
1.1882
1.1656
1.1451
1.1265
1.1097
1.0944
1.0806
1.0681
1.0570
1.0471
1.0382
1.0305
1.0237
1.0179




TABLE IV Ecoulement compressible non visqueuxavec transfert de chaleur dans une
canalisation desection constante, gaz parfait (y =1.4). (Courbes de Rayleigh).

M To /Ty plp TIT" ple P/ Po
Vv
0.00 0.0000 2 4000 0.0000 © 12679
0.02 0.0019 23987 0.0023  1042.2500 12675
0.04 0.0076 23946 0.0092  261.0000 12665
0.06 0.0171 23880 00205 1163241 12647
0.08 0.0302 23787 00362 656875 12623
0.10 0.0468 2 3669 0.0560  42.2500 12591
0.12 0.0666 23526 00797 295185 12554
0.14 0.0895 23359 0.1069  21.8418 12510
0.16 0.1151 23170 01374  16.8594 12461
0.18 0.1432 22959 01708  13.4434 12406
0.20 0.1736 22727 02066  11.0000 12346
0.22 0.2057 22477 0.2445 9.1922 12281
0.24 0.2395 22209 0.2841 7.8171 12213
0.26 0.2745 21925 0.3250 6.7470 12140
0.28 03104 21626 0.3667 5.8980 12064
0.30 0.3469 21314 0.4089 52130 11985
0.32 03837 20991 0.4512 4.6523 11904
0.34 0.4206 2.0657 0.4933 4.1877 11822
0.36 0.4572 20314 0.5348 3.7984 11737
0.38 0.4935 1.9964 0.5755 3.4688 1.1652
0.40 0.5290 1.9608 0.6151 3.1875 11566
0.42 0.5638 1.9247 0.6535 2.9454 1.1480
0.44 0.5975 1.8882 0.6903 27355 11394
0.46 0.6301 18515 0.7254 25525 1.1308
0.48 0.6614 1.8147 0.7587 23918 11224
0.50 0.6914 17778 0.7901 2.2500 11141
0.52 0.7199 1.7409 0.8196 21243 1.1059
0.54 0.7470 1.7043 0.8469 20122 1.0979
0.56 0.7725 1.6678 0.8723 1.9120 1.0901
0.58 0.7965 16316 0.8955 18219 1.0826
0.60 0.8189 1.5957 0.9167 1.7407 1.0753
0.62 0.8398 1.5603 0.9358 1.6673 1.0682
0.64 0.8592 1.5253 0.9530 1.6006 1.0615
0.66 0.8771 1.4908 0.9682 1.5399 1.0550
0.68 0.8935 1.4569 0.9814 1.4844 1.0489
0.70 0.9085 14235 0.9929 14337 10431
0.72 0.9221 13907 1.0026 1.3871 1.0376

0.74 0.9344 1.3585 1.0106 1.3442 1.0325
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