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o
Introduction

Le cours "introduction a la topologie" est 1'un des matieres essentielles dans la
formation mathématiques, elle a pour objectif de donner les notions fondamentales
de topologie. Les prérequis de ce cours sont : techniques ensemblistes, analyse élé-
mentaires sur la droite réelle R, suites réelles, intervalles, fonctions continues de R,
dérivation, algebre lineaire et bilineaire, déterminants, produit scalaire, fonctions a
plusieurs variables, dérivées partielles.

Ce cours constitue une U.E. fondamentale au premier semestre et s’adresse aux
étudiants de la 2eme année licence L.M.D mathématiques au Centre Universitaire
Abdelhafid Boussouf Mila avec deux cours et un TD par semaine. Il est composé de
cing chapitre.

On commence par la structure des espaces topologiques et des espaces métriques
et leurs propriétés, ensuite on passe aux chapitres 2, 3 et 4 qui sont consacrés aux
notions de la compacité dans les espaces métriques et topologiques, la complétude
qui est basée sur les suites de Cauchy et la connexité dans les espaces topologiques.
On termine par les espaces vectoriels normés. Les chapitres 4 et 5 sont suivies par
des exercices pour que I’étudiant puisse évaluer les connaissances acquises a travers
ce cours.

j'espere que ce polycopié constituera un support utile.
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CHAPITRE 1

Espaces topologiques

1.1 Ouvert, voisinages, base et systeme fondamen-

tal

Définition 1.1.1 On appelle topologie sur un ensemble E une famille T de parties
de E (C P(E)) vérifiant les propriétés suivants
01) ), FE €T,
02)Y(U,)ier C T, UIUi € T, stabilité par union quelconque ;
ic
O3)V(Ui)i1<i<n C T, ‘61 U, € T, stabilté par intersection finie.

Les éléments de 7 sont appellés ouverts de la topologie.

Le couple (E,T) est appelé espace topologique.

Exemple 1.1.2 e Soit E un ensemble non vide. Alors T = {0, E} est une topologie
appellé topologie grossiere.

o 7 =P(FE) est une topologie sur E appellé topologie discrete.

o 2= {a,b,c} alors T = {0,{a},{b},{a,b}, E} est une topologie sur E.

o £ ={a,b,c,d} alors T = {0,{a},{b}, E} n’est pas une topologie sur E.
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1.2. Topologie sur R

1.2 Topologie sur R

Définition 1.2.1 Soit xy € R, on appelle intervalle centré en xq tout intervalle de

la.forme |zg — h,xo + h| (h > 0). h s’appelle le rayon de cet intervalle.
Proposition 1.2.2 Considérons sur R la famille Tz définie par
Te ={ACR/Vz €A Fh>0; |x—hz+h[C A} U{0}.

Alors g est une topologie usuelle.
Donc, A C R est un ouvert pour la topologie usuelle si et seulement siA € Tg.

Autrement dit, Vo € A, 3h > 0, Jx — h,z + h[C A.
Les différents types d’intervalles sur R sont

[a,b] = {z € R/a < x < b}, [a,b[={z € R/a < x < b};

Ja,bj={z €R/a <z <b}, Jabl={reR/a<z<b}
| —oo,al={r €R/ —co <z <al, Ja+oo={zrecR/a<z<too};
|—o0,al ={zr€R/—co <z <a}, |a,+oo[={z€R/a<z<too}:
R =] + 00, —o0].

Définition 1.2.3 Soit (E,7T) un espace topologique. On dit que F est un ensemble

fermé(ou un fermé) dans E si et seulement si CL est un ensemble ouvert i.e.,

F fermé< CE e T.

Exemple 1.2.4 Soient E = {a,b,c} et T = {0, {a},{b,c}, E} une topologie sur E.
Onwa{a} € T (ouvert) donc C’éa} = {b,c} (fermé).Or C’éa} € T, c’est a dire ouvert.

Donc Cgl} est un ouvert et fermé au méme temp.
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1.2. Topologie sur R

Proposition 1.2.5 Soit (E,7T) un espace topologique. Alors nous avons
F3) 0 et E sont des fermés;
F2) Toute intersection de fermés est un fermé;

F3) Une réunion finie de fermés est un fermé.

Preuve.

F1) Ona ) € T <= C% est un fermé <= E est un fermé.

E €T < CE est un fermé <= () est un fermé.

F2) Soit (F;);e; une famille quelconque de fermé dans E. Donc pour tout i € I, on
a Cgi € 7. Par O2) on obtient UieICgi = CgiEIFi € 7. Alors N;cr F; est un fermé.
F3) Soit (F;)i=1.... » une famille finie de fermé dans E. Donc pour tout i =1,--- | n
owa Cf € T. Par 03) N ,Ch = C’;LlFi € 7. Alors U | F; est un fermé dans E.
[ |

Définition 1.2.6 (Voisinage).

Soit (E,T) un espace topologique, et soit x € E. On appelle voisinage x dans E,
toute partie de E contenant un ouvert contenant x. On note V(x) l’ensemble de

voisinage de x.

V()={VePE),IVeT, zeUcC V)

Exemple 1.2.7 o Soient E = {a,b,c,d} et T = P(E) = {0, {a}, {b},{c},{d},{a, b},{a,c},{a,d},
{b, ¢}, {b,d},{c,d},{a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}, E}.
V(a) = {{a}, {a,b},{a,c}, {a,d}, {a,b,d}, {a,c d}, E}.

Proposition 1.2.8 Soit (E,T) un espace topologique. U C E est un ouvert si et

seulement st U est voisinage de chacun de ses points, i.e.,
UeT)e (VrelU UeV(x)).

Preuve.

=) Supposons U € T et x € U, alors x € U C U et donc U € V(x).
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1.2. Topologie sur R

<) Supposons que U est un voisinage de chacun de ses points. Pour tout z € U il

existe un ouvert W tel que z € W C U et on note

Wi = Ugewcov W, W ouvert.

On a alors

U = Uer{JI} C UzeUWa; C U
et par conséquent U = U,cy W, est un ouvert dans F (d’apres 02)). |

Proposition 1.2.9 Soit x € E. On a

)YV eV(z), x V.

2)8t ACE tel que VC AetV eV(zx) alors A € V(x).

3) Toute intersection finie de voisinages de x € E est un voisinage de x.

2)8iV e V(x) il existe W € V(z) tel que W C V' et W wvoisinage de chacun de ses

points.

Preuve.
1) Par définition de V.

2)Soit AC Etelque VC AetV e V(x)

VeVr)=3U0eT, zeUCVCA=FUeT, zcUCA=AecV ()

3) Soit V4, Vs, ..., V,, € V(z) donc pour tout i = 1,....,n, 3U; € T, x € U; C V;. On
conclut que z € N, U; C NI, V;. D’ou N, V; € V(x).
4) Soit V' € V(z) alors il existe U € T tel que z € U C V. Pour U = W on obtient

W _est voisinage de chacun de ses points. ]

Définition 1.2.10 Soit (E,7T) un espace topologique. On dit qu’une famille B d’ou-
verts est une base d’ouwverts de (E,T) si tout ouvert U de T s’écrit comme réunion

quelconque d’intersections finies d’éléments de B.
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1.3. Intérieur, adhérence

Théoréme 1.2.11 B est une base d’ouverts de (E,T) si seulement si
Vee E,VV €V(z), ABe B, x € BCV.

Preuve.
=) Soit V € V(z), donc AU € T, z € U C V. Puisque U ouvert, il existe

{B;}icr C B, U =Ue1B;.
relU=Jipwel,zreB, CV.

<=) Soit U un ouvert, il existe un voisinage de tous ses points. Alors, 3B, € B, = €

B, € B. D'ott U = U,y By m

Définition 1.2.12 Soit (E,7) un espace topologique et soit x € E. On dit que

BY(x) C V(z) est une base de voisinages de x si tout voisinage V' de x contient un

élément W de BV (x).

1.3 Intérieur, adhérence

Soit (F,7) un espace topologique.

1.3.1 Intérieur
Définition 1.3.1 Soit A une partie de E.

On dit qu’un point x de A est intérieur a A si A € V(x).

Définition 1.3.2 On appelle intérieur d’une partie A de E/, et on note A, I’ensemble

des points intérieurs a A, i.e.,
r€EA<= Ac V()<= WUV eT,zeUCA

Exemple 1.3.3 e Considérons [’espace topologique (R, 1g), alors

o o o [e]

@8] = [a,b] = Ja,b] = Ja, b =Ja, b].
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1.3. Intérieur, adhérence

oSoztE {1234}6257 {@E{l}{234}}0na
{1} {1}, {2}_{3}—{4} 0,{1,2} = {1}.

Proposition 1.3.4 Soit A, B C E. Alors
1) ;1 le plus grand ouvert contenu dans A;
@ACBéEC&

3) A ouvert si selement si A= A,

4)ANB=ANB;

5,405 C AUB

Preuve.

1).Soit © I'ensemble des ouverts contenu dans A. Montrons que A = UyeeU.

Seit = € ;1, donc il existe U € T, x € U C A, d’oul x € UyepU.

Réciproquement, soit © € UyecelU,donc U C A, x € Uie. x € ;1 Alors A = UpeoU
est c’est le plus grand ouvert contenu dans A.

2) SoitazejldoncEerT, relUCA CarAC Bonobtient3U e 7T, x €U C B
ie.x € é D’ou ;1 C é

3) Claire.

4).Soit x € A/FOW\Bpar définition U € T, x e U C ANBdonc U € T, x € U C A
ethUCBi.e.xE;lﬂé.

Soitvx € ;Zlﬂé donc = Gjlet T € £o3 par définition on a UL, Ugp €T, x €Uy C A
eta € Ugp C B. D’ouxEUAﬂUBCAﬂBi.e.:UEA/QO\B.

5).Soit x € zilué donc il existe Uy € T, x € Uy C Aouilexiste Ug € T,z € Ug C

B.Douzx € A/U\B [ |

1.3.2 Adhérence

Définition 1.3.5 Soit A une partie de E et soit x un élément de E. On dit que x

est adhérent a A siVV € V(z), VN A#0.
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1.3. Intérieur, adhérence

Définition 1.3.6 Pour une partie A de E on appelle adhérence de A et on note A

l’ensemble de tous les points adhérents a A.

Exemple 1.3.7 e Considérons [’espace topologique (R, 1g), alors

[a;b] = [a,b] = ]a,b] = ]a, b] = [a, b].

Remarque 1.3.8 On peut supposer que les voisinages sont ouverts, on écrit alors
r €A== VYU eV()NT, UNA#.

Proposition 1.3.9 Soit A, B C E. Alors

Gl —CF o (=

2) A est le plus petil fermé qui contient A;

3) Si A C B alors A C B;

4) A fermé si seulement si A = A;

Preuve.
1 ci=cf
mGC’é = xgjl
— YWeTnVx),zeUNUCA
— YU eTnV(),zecUNUNCE#
— reCi
onl o}
xng — xdA
— eV, VNA=0
— IV eV(), rcCh
= xeég‘
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1.3. Intérieur, adhérence

2). Evident.

3). Supposons que A C B. Soit € A donc pour tout V € V(z), VN A # (). Dot

VNB#(. Alors z € B.
4) Claire.

9)

re€AUB <=

<~

—
<~
—

YWV eV(z), VN(AUB) # ()
YWV eV(), [(VNA) UV NB) #0
YV eV(z), VNA#D)V(VNB#D)

VzeB

o

xr e

UB

|

T e

6) Soit x € AN B alors pour tout V€ V(z), VN (ANB) #0. Donc VN A#Det

VN B #0cest adire, z€ AN B. [

Définition 1.3.10 Soit A une partie de E et soit x un élément de E. On dit que

1) x est un point d’accumulation de A siVV € V(x), V N (A\{z}) # 0.

2)x est un point isolé de A si IV € V(z), VN A = {z}.

Définition 1.3.11 (Frontiére). On applelle frontiere d’une partie A de E et on

note Fr(A) I'ensemble AN C4.

Remarque 1.3.12 1) Fr(A) est un ensemble fermé.

2NEMA) = Fr(Cf) = A\A.

Eneffet, Fr(A) :ZQC_ézC_%ﬂC_é:FT(Cé).

Exemple 1.3.13 Dans (R, 7g), on a

o Fr(a,b]) = 0] N CY = [a,5] N (] — 00, a] U [b, 00]) = {a, b}.
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1.4. Espace séparé, séparable

1.4 Espace séparé, séparable

Définition 1.4.1 On dit qu’un espace topologique (E,T) est séparé si pour tout
eouple de points x,y € E distincts, © # y, il existe V € V(x) et W € V(y) tels que

VAW =0. On dit aussi que la topologic T sépare les points de E.

Exemple 1.4.2 e L’espace topologique discret est séparé car si x # y alors {x} et
{y} sont deuzx voisinages de x ety disjoints.
e L’espace topologique grossier n’est pas séparé car si x # y tout voisinage de x ou

dey est l'ensemnle E lur méme.

Définition 1.4.3 Soit (FE,7T) un espace topologique et A, B C E.

On dit que A dense dans B si A C B C A.

On'dit que A dense ou partout dense dans E si A = E.

Définition 1.4.4 On dit que (E,T) est un espace topologique séparable s’il admet

un ensemble dénombrable partout dense.

Exemple 1.4.5 o (R, Tg) est séparable car Q C R dénombrable et Q = R.

1.5 Topologie induite

Définition 1.5.1 Soit (E,7) un espace topologique et soit A C E. On appelle

topologie induite par T sur A qu’on note T4 la topologie définie par
TAo={UNA UeT},

et le couple (A, Ty) est appellé sous espace topologique de (E,T). UN A s’appelle la

trace de louvert U sur A.

Exemple 1.5.2 Soit T = {E, 0, {a}, {b},{a,b}} une topologie sur E = {a,b,c}, et

A= {b,c}. La topologie induite par T sur A est Ta = {A,0,{b}}.
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1.6. Topologie produit

Proposition 1.5.3 Les fermés de la topologie T, sont les traces des fermés de la

topolgie T .

1.6 Topologie produit

Définition 1.6.1 Soient (Ey,7;), (E2, T3) deuz espaces topologiques et E = Ey X Fy
le produit cartésien, i.e. E = {(x1,23), 1 € Ey, 19 € Es}.

On appelle ouwvert premier (élémentaire) de E tout sous ensemble de la forme U =
Uy x U, tels que Uy € Ty et Uy € T, et on appelle ouvert de E toute réunion d’ouverts

premiers (élémentaires), c’est a dire,
T= {UUk, U, =UFx U, UF e Th, U e T, Vk}.
k
Le couple (E,T) s’appelle ’espace topologique produit.

Exemple 1.6.2 o Soit Ey = {1,2,3} muni de la topologie T, = {0, {1}, E1} et soit
Ey = {a,b} muni de la topologie T, = {0, {b}, Ey}.
Ey, x By = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)} et les ouverts élémentaires sont

0, {1, 0)}, {(1, a), (1)}, {(1,0), (2,), (3,0)} et Ey x Es donc

T = {Q)v {<17 b)}7 {(1,(1), (17b)}7 {(Lb)? (27b>7 (37b)}7 {(1,&), (17b)7 (27b)7 (37 b)7 EIXE2}}'

Proposition 1.6.3 Soient (E1,71), (Eq,T3) deux espaces topologiques, E = F1 X Ey
et (E,7T) l’espace topologique produit. Soit x = (x1,25) € E, alors, V € V(x) si et

seulement s’il existe Vi € V(x1) et Vo € V(xg) tels que Vi x Vo C V.

1.7 Suites convergentes

Définition 1.7.1 Soit (E,7) un espace topologique. Soit (x,)nen une suite d’élé-

ments de E et soit | € E. On dit que (x,)nen converge vers | (I est une limite de la
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1.8. Applications continues

suite (T )nen quand n tend vers l'infni) si
vV e V(l), 4Ny €N, Yn > Ny, z, € V.

On écrit lim =z, = L.

n—-—uo0o

1.8 Applications continues

Définition 1.8.1 (Limite d’une fonction).
Soit (E,T) et (E',T') deuz espaces topologiques et soit f : E — E  une application
.Soit A une partie non vide de E et soit a € A. On dit que | € E' est limite de f(x)

quand x tend vers a en restant dans A si
YW e V(l), IV € V(a), f(ANV) C W.

Si (E',7") est séparé, cette limite est unique et on note lim Af(x) =1
T—a,re

Remarque 1.8.2 On al € f(A).

Définition 1.8.3 (Continuité en un point).
Soit (E,T) et (E',T") deux espaces topologiques et soit a € E. On dit qu’une fonc-
tion f : E — E est continue au point a si limage réciproque 7YV de tout

voisinage V de f(a) est un voisinage de a. Cela s’écrit
WV e V(f(a), JTHV) € V(a);

ou bien

YU €T, fla)eU,3UeT,acUet f(U)CU.

Proposition 1.8.4 Une application f : E — E est continue au point a € E si et

seulement si f(a) est limite de f(x) quand x tend vers a.
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1.9. Homéomorphismes

Définition 1.8.5 (Continuité globale).
Soit (E,T) et (E',T") deux espaces topologiques. On, dit qu’une fonction f : E — E'

est continue sur E si elle est continue en tout point de E.

Théoréme 1.8.6 Pour deuz espaces topologiques (E,T) et (E',T') et une applica-
tion f: E — E', on a égquivalence entre :

1) f est continue sur E.

2) L’image réciproque de tout ouvert de E' est un ouvert de E.

3)-L’image réciproque de tout fermé de E' est un fermé de E.

1.9 Homéomorphismes

Définition 1.9.1 Soit (E,T) et (E',T') deuz espaces topologiques. On appelle ho-
méomorphisme toute bijection f de E sur E  bicontinue, i. e. telle que f et f=*
soeient continues.

Si f est un homéomorphisme, l'image réciproque et l'image (puisque f(U) = (f~1)"1(U))
de.tout ouvert (resp. fermé) est un ouvert (resp. fermé). Ainsi un homéomorphisme
établit une bijection entre T et T’ (resp. entre la topologie des fermés).

Les homéomorphismes sont les isomorphismes associés a la structure "espace topo-

logique".

Définition 1.9.2 On dit que (E,T) et (E',T') sont homéomorphes, s’il existe un

homéomorphisme entre eux.

Proposition 1.9.3 Deuz topologies T et T  sur un méme ensemble E sont égales
si et seulement si l'application identité Id : E — E est un homéomorphisme de E

sur E (homéomorphisme de (E,T) sur (E,T)).
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1.10. Topologie des espaces métrique

1.10 Topologie des espaces métrique

Définition 1.10.1 (Espace métrique).

On appelle une distance d sur un ensemble E toute application de E x E dans R
verifiant

()Y (x,y) € B d(z,y) =0 x=1y;

(i) V(z,y) € E? d(x,y) = d(y,x) (symétrie) ;

(1ii) ¥(x,y, 2) € E3 d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) (inégalité triangulaire).

Définition 1.10.2 Un espace métrique est un couple (E,d) ou E est un ensemble

et d.est une distance sur E.

Exemple 1.10.3 e L’ensemble des réels muni de la distance d(z,y) = |x — y| est
un-espace métrique.
o Soit E = R"™ et soient v = (x1,22,...,x,) et y = (y1,Y2, ..., Yn) deux éléments de

E. Alors chacune des expressions suivantes définit une distance sur F,

n

* dl(%@) = Z |$z - ?Jz|

i=1
n 1

* dy(z,y) = (Z |z; — yn|p)p, p>1(Sip=2, dy est appellée la distance eucli-

=1

dienne)
e (v, y) = max |z; —yil.
e Soient a,b € R, E = C([a,b],R) l'ensemble des fonctions continues sur [a,b] a

valeurs dans R. Soient f,g € E. On définit sur E la distance dy par dso(f,g) =

sup |f(z) —g(z)|.
z€[a,b]

e Soit E # () un ensemble quelconque. Soit & Uapplication définie de E x E a valeurs

dans Ry par

1 six#y
o(z,y) =

0 six=uy,

d une distance sur E (distance discréte).
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1.10. Topologie des espaces métrique

Dauns la suite, on désigne par (E,d) un espace métrique, g € E et r > 0.
Définition 1.10.4 (Bowules, sphére).
On appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre xq et de rayon r l’ensemble

B(zo,r) ={z € E,d(z,z) <7}

resp. B'(zo,7) = {z € E,d(z,20) < r}.

On appelle Sphere de centre xy et de rayon r [’ensemble

S(zo,r) ={x € E,d(z,z9) =1}.
B'(zo,7) = B(wo,r) U S(wo,7).
Exemple 1.10.5 Soit R l’ensemble des réels muni de la distance usuelle
d(z,y) = |r —y|, z,y € R. Soit zg € R et r > 0.
B(zo,r) = {reR:d(z,x) <r}

= {zeR:|jz—z| <r}

= {zeR:—r<zx—z9<r}

= {zeR:zg—r<z<zo+r}

= |zg—r,xo+ [

!

B (zg,7) = {zeR:d(z,zo) <7}
= [xo—’r’,xo—l—’f’].
et
S(zg,r) = {zeR:d(x,zg) =71}
= {zeR:(z—xo=r)V(r—29=—7)}

= {xog—r,x0+ 71}

17 M. AMIOUR



1.10. Topologie des espaces métrique

Définition 1.10.6 (Distance d’un point ¢ un ensemble).
Soit (E,d) un espace métrique, et soit A une partie non vide de E. Pour tout x €

E, on note d(x, A) et on appelle distance de x a A le nombre réel positif ou nul

d(x}A) = int d(z,y).

Exemple 1.10.7 Soit R l’ensemble des réels muni de la distance usuelle d(x,y) =
lt=y|, v,y €R. On a

A2, [3, +o0]) = inf d(~2,y) = d(-2,3) = [3 - (-2)| = 5.

Définition 1.10.8 (Distance d’un ensemble a un autre).
Soit (E,d) un espace métrique, et soit A, B deux parties non vides de E. On note
d(A, B) et on appelle distance de A a B le nombre réel positif ou nul d(A, B) =

ipt d(@,y) = inf d(z, B) = inf d(y, A).

(r,y)eAxB

Exemple 1.10.9 o d(] — 0, 0], [2,3]) = 2.
e d(] —00,]0,] —1,2]) =0.

o Soit A={"1 ne N},

— 7 — 3 TL_H — ] — TL—H = 1 l =
d(1, A) —;ggd(l,y) —nlélg* d(1,%%=) n1££*|1 2| = inf 0.

neNx ™
Remarque 1.10.10 [ est clair que x € A = d(x, A) = 0, par contre l'implication
inverse (d(x, A) = 0 =z € A) est fausse. Dans 'ezemple précédent, on a d(1,A) =0

mais 1 & A.

Définition 1.10.11 (Diamétre).

On appelle diameétre de A et on note p(A) le nombre réel positif
p(A) = sup d(z,y).
(z,y)€A?
Exemple 1.10.12 Soit R [’ensemble des réels muni de la distance usuelle d(z,y) =
|‘T_y|7 r,y € R.
e p([0,3)= sup |r—y|l=3

(z,y)€([0,3])?
& 0] — 1, +00]) = +oc.
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1.10. Topologie des espaces métrique

Définition 1.10.13 Toute partie non vide A d’un espace métrique vérifiant p(A) <

400 est dite bornée.

Remarque 1.10.14 L’ensemble vide est considéré comme un borné de diametre ()

((@) = 0).
Proposition 1.10.15 A bornée < Jzy € E, Ir >0, A C B(xo,1).

Preuve.

=) Soit zp un élément de A. Soit r = 2¢(A) > ¢(A) > 0 donc A C B(z,2¢(A)),

en effet pour z € A, d(z, ) < sup d(z,y) = p(A) < 2¢p(A) donc z € B(xg,2¢p(A)).
r,yeA

<) Soient z,y € A donc z,y € B(xg,r) dou d(z,y) < d(x,zo) + d(xo,y) <1 +71 =

2r.< +00. Donc ¢(A) est fini et donc A est bornée. |

Définition 1.10.16 (Ouvert).

On dit que A est un ensemble ouvert (ou un ouvert) dans E si
Vee A, Ir >0, B(z,r) C A.

On vérifie facilement les axiomes O1), O2) et O3). Ainsi une distance définit une

topologie, donc tout espace métrique est un espace topologique.

Proposition 1.10.17 Dans un espace métrique, toute boule ouverte est un ouvert.

Preuve.
Soit (F,d) un espace métrique et B(z,r) un ensemble ouvert dans F.
Soit y € B(x,r), on a d(x,y) < r, on pose r’ = %(z’y). Alors B(y,r') est inclus

dans B(z,r), en effet, pour z € B(y, '),

T—d(l‘,y) < T—f-d(fb,y) <r

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) < d(z,y) + 2 2
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1.11. Continuité uniforme

Corollaire 1.10.18 Un ensemble ouvert A dans E est une union quelconque de

boules ouvertes.

Preuve.
A ouvert dans £ donc Vo € A, 3Ir > 0, B(x,r) C A (par définition). Le réel
strictement positif r, = sup{r > 0, B(x,r,) C A} est bien défini pour tout = € A

et on a A =U,caB(x,ry). [ ]
Proposition 1.10.19 Dans un espace métrique, toute boule fermé est un fermé.

Preuve.

Soit; (E, d) un espace métrique et B'(z, ) est un ensemble fermé dans E donc Cgl(“’”
est un ouvert. Soit y ¢ B'(x,7) on a d(x,y) > r, on pose 0 < ' < d(x,y) — . Alors
B(y,r') C C’Sl(x’r). En effet, pour z € B(y,r), d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) dou
B (z,r)

d(z,2) > d(z,y) —d(z,y) > d(x,y) —r > d(z,y) —d(z,y)+r =r donc z € Cy,

Proposition 1.10.20 Tout espace métrique (E,d) est séparé.

1.11 Continuité uniforme

Définition 1.11.1 Soit (z,)nen une suite d’élément de l’espace métrique (E,d).

On dit que (x,)nen converge vers | € E si
Ve >0, dng € N, Vn € N: n > nyg, d(z,,1) <e.

Sila suite (x,,),en converge dans un espace métrique (F, d) alors sa limite est unique.
Preuve.

Supposons que (z,)nen converge vers [ et converge vers ' dans E. Alors

Ve>0, Ing €N, ¥n € N: n > n, d(xn,l)gg,
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1.11. Continuité uniforme

et

£>0,3n €N, VneN: n>ny, d(z,,l') <

DN ™

Pour n > max{ng,ni} on a d(l,l') < d(l,z,) + d(z,,0) <5+ 5 =e.
Diou d(I,1') =0, iec. I =1. |
Soient (E,d), (E',d) des espaces métriques, f : E — E' une application et I un

point de E.

Définition 1.11.2 On dit que f est continue au point | € E si
Ve >0, Ip >0, Vo € E, d(z,1) <n=d (f(zx), f(l)) <e.

Définition 1.11.3 On dit que [ est continue sur E si elle est continue en tout point

de E.

Théoréme 1.11.4 f est continue enl € E si seulement si pour toute suite (y,)nen

délément de E convergeant dans (E,d) telle que lim x, = [, la suite des images

n—-+o0o

(f(2,))nen est convergente dans (E',d ) et lirf flzn) = f(D).

Preuve.

=) Supposons que f est continue au point [ et (z,),en une suite de (F,d) conver-

/

geant vers [, donc Ve >0, Ing € N, Vn € N, n > ng, d(x,,1) <€

Comme f est continue au point [ on a Ve > 0, In > 0, Vo € E, d(z,l) < n =

/

d'(f(x), f(I)) < e. On choisit € = 7 on obtient le résultat.
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<—=) Supposons que f n’est pas continue au point [ € E donc d¢ > 0, Vn >
0, 3x € B, d(x,1) <netd(f(zx),f(l)>e.

Posons 1 = =, il existe une suite (z,)nen de (E,d) telle que d(z,,1) < 1 et

S =

d (f(x), f(I)) > e. Donc (2, )nen converge vers | et f(x,),cn Ne converge pas vers

f(l). Contardiction [ |

Théoreme 1.11.5 Les assertions suivantes sont équivalentes

1) f est continue sur E.

2) Pour toute partie owverte U de (E',d'), limage réciproque U = f~*(U) est une
partie ouverte de (F,d).

3) Pour toute partie fermée F de (E',d), l'image réciproque F' = f~'(F) est une
partie fermée de (E,d).

Preuve.

Pour la démonstration voir [9].

Définition 1.11.6 [ est dite uniformément continue sur E si l'on a
Ve >0, In >0, Yu,v € E, du,v) <n=d (f(u), f(v)) <e.

Proposition 1.11.7 f est unifomément continue sur E donc elle est continue sur

E.

L’implication inverse n’est pas vraie.

Définition 1.11.8 On dit que f : E — E' est lipschitzienne de rapport k € Ry sur

E si

Vo,y € E, d(f(x), f(y)) < kd(z,y),

elle est dite contractante st 0 < k < 1.

Proposition 1.11.9 (f Lipschitzienne)= (f uni formment continue) = (f continue).
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1.12 Espaces métrique séparable

Définition 1.12.1 Un espace métrique (E, d) est dit séparable s’il contient une par-

tie dense au plus dénombrable.

Exemple 1.12.2 o Q" dense dans (R",dy), Q" étant dénombrable donc (R™, ds)
est séparable.

e Soit E un ensemble des suites de nombres réels v = (2, )pen+, d(z,y) = Sup,cn« [Tn—
Ynl l'ensemble des suites rationnelles ayant au plus un nombre fini de termes non

nulg est dénombrable et dense dans (E,d).
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CHAPITRE 2

Espaces compacts

2.1 Les espaces topologiques compacts

Définition 2.1.1 Soit E un ensemble quelconque et soit A une partie de E.
Un ‘recouvrement de A est une famille (B;);cr de parties de E vérifiant A C | B;.
il

ST est fini on dira recouvrement fini.

S1 1 est dénombrable on dira recouvrement dénombrable.

SiA=FE, comme | B; C E on aura l’égalité E = | B;.

i€l i€l

Définition 2.1.2 (Borel-Lebesgue).

On dit qu’un espace topologique (E,T) est compact s’il est separé et si de tout
recouvrement ouvert on peut extraire un recouvrement fini i.e,

(E:ZLEJIUi) N <3JCI, sz'm‘,E:UUZ-)

ieJ

Proposition 2.1.3 Un espace topologique (E,T) est compact s’il est séparé et si
de toute famille de fermée d’intersection vide, on peut extraire une sous famille finie
dintersection vide 1i.e.,

(ﬂﬂz@) N <3JC1, 7 fini, ﬂEz@).

el ieJ
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2.1. Les espaces topologiques compacts

Preuve.

=) Supposons que (E,7) est compact, (F;);e; une famille de fermé,e telle que

N
N Fi=0donc O = FEdonE=JCL ie (CF)icr est un recouvrement ouvert
iel i€l
de E et comme (E,7T) est compact il existe J C I, J fini et E = |J Ck'. Passant
i€J
au complémentaire on obtient § = C5” = (| Cpf = () Fi.
icJ ieJ
U Ui
<) Soit (U;)ic; un recouvrement ouvert de F i.e. E = |J U; donc § = Cy’
i€l

N C’gi or (C’g")ie ;7 est une famille de fermés d’intersection vide, alors il existe J C [

iel

fini | CY =0 dou E=J U, |
icJ =

Proposition 2.1.4 Si (E,T) est compact, toute suite (Fy,)nen des fermée décrois-

sante (i.e. pour tout n € N, F, 11 C F,) non vide, a une intersection non vide.

Preuve.
n
Soit (F),)nen une famille décroissante des fermée et on suppose que (| F; = 0.
i=1
k
Puisque E est compact, il existe {iy, iz, ...,ix} C N, tel que (| F;, = 0.
j=1
k
Mais () F}, = Fuax{is,ia,...ir} 1-€-, il existe m = max{iy, iy, ..., 3} € N tel que F,, =0,
j=1
ce qui est une contradiction. ]

Définition 2.1.5 Une partie A d’un espace topologique séparé (E,T) est dite com-

pacte si (A, T4) avec Ty la topologie induite est compact.

Remarque 2.1.6 La propriété de Borel-Lebesque dans (A, T4) s’écrit alors avec les
ouverts de (E,T),
(A - UUZ-> N <3J c 1, J fini, AcC UU)
iel ieJ
et la définition avec les fermés de (E,T),

(Am (ﬂF) :@) — (3] C 1, J fini, AN (ﬂF) —0).

icJ
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2.1. Les espaces topologiques compacts

Exemple 2.1.7 e R usuel n’est pas compact car R = |J|n,n + 2|, alors {Jn,n +
neN

2[, n € N} est un recouvrement ouvert de R, mais ne contient pas de recouvrement
fina.
e Dans un espace topologique séparé toute partie finie est compacte.

En effet, soit A= \J{z,;} et AC U (U; ouvert).
=1

J el

OnaVje{l,2,..,n}, v; € AC JU; donc Jij €1, v; € Uy, d'ott A=

il J

1{%‘} C

Uu,.

j=1

Proposition 2.1.8 1) Dans un espace topologique séparé, une partie compacte est
fermée.

2).51 (E,T) est un espace topologique compact et F' est un fermé de E alors F est

compact.

Preuve.

1).Soit K une partie compacte de (E, 7)) séparé. Montrons que C5 est un ouvert. Soit
r € CK. Comme (E,T) séparé, pour tout y € K il existe V¥ € V(z) et WY € T
tel.que y € WY et V¥ N WY = (). Comme K est compact, on peut extraire du

n
recouvrement d’ouvert |J WY un recouvrement fini K C |J W¥. On peut prendre
yeK i=1

alors V= V¥,etonaV eV(z)et VCCE.

i=1
2) Soit F' une partie fermée de E et soit (F});c; une famille des fermées de F telle
que (| F; = 0. F; fermé dans F et F fermé dans E donc F; est fermé dans E et
iel

comme (E,7T) est compact, il existe alors un sous ensemble fini J de I telle que

() E; = 0. Donc F' est compacte. |
ieJ

Corollaire 2.1.9 Dans un espace topologique compact, les parties compactes sont

les parties fermées.

Proposition 2.1.10 1) Dans un espace topologique séparé, une union finie de par-

ties compactes est compacte.
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2.2. Les espaces métriques compacts

2)-Dans un espace topologique séparé, une intersection quelconque de parties com-

pactes est compacte.

Preuve.

1) Soit (A;)1<j<n une famille de compacts. Soit (U;);e; un recouvrement d’ouverts

de U Aj i.e. U Aj C U Uz On a V] € {1,2, ...,TL}, A]’ C U Aj C U Uz ie.
J=1 Jj=1 iel j=1 el
Vi e {l,2,...,n}, (U)ies recouvre A; et A; compact donc il existe un recouvrement

fini (Ui)iejj, Jj cl, Jj fini.

V]G{l,?,,n}, A]C U Ul donc UAJC U[U Ul]: UUl (J:J1UJ2UU

i€ j=1 j=1ieJ; =
Jy). Ce qu’il fallait démontrer.

2) Soit A; une famille de compacte. On a Vi € I, A; est compact dans (E, 7)) séparé
done Vi € I, A; est fermé dans (E,7T) et donc () A; est fermé dans (E,7). Alors
i€l

N Ai = [ Ai N A; est fermé dans A; d’ou () A; est compact. [ |

icl iel el

2.2 Les espaces métriques compacts

Lemme 2.2.1 (lemme de la maille).
Si une partie A d’un espace métrique (E,d) qui posséde la propriété "de toute suite
de A on peut extraire une sous suite convergente', alors pour tout recouvrement

(Uy)icr de A, il existe p > 0 tel que Vx € A, Ji, € I, B(z,p) C U,,.

Théoréeme 2.2.2 Soit A une partie d’un espace métrique (F,d). Les trois asser-
tions sont équivalentes

1).A est compact.

2).Propriété de Bolzano-Weierstrass "Toute partie infinie de A admet un point d’ac-
cumulation dans A."

3) De toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous suite convergente dans

A.
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2.3. Produit d’espaces métriques compacts

2.3 Produit d’espaces métriques compacts

Proposition 2.3.1 Soient (E,d) et (E',d) deur espaces métriques et considérons
Fespace produit (ExE', D) avec D((x,2"), (y,y)) = d(x,y)+d (z',y) ou D((z,z), (y,9)) =
max(d(z,y),d (z',y")). Alors (ExE', D) est compact si seulement si (E,d) et (E',d)

sont tous compacts.

2.4 Parties compactes de la droite réelle

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de Heine-Borel-Lebesgue).

Tout intervalle fermé borné de R, ([a,b],a,b € R) est compact.
Corollaire 2.4.2 Les compacts de R sont les parties fermée bornée.

Preuve.
=) Soit A une partie compacte de R, donc A est fermé car R est séparé. On a

ACR= |J]—n,n[ alors comme A est compact on déduit qu’il existe J C N fini,

neN
k

J ={ny,ng,...,ni} et ng < ng < ...<mntel que A C UN] —n,n[= Ul} — ni,n;[=
| —ng, ng[= B(0,ng). On déduit donc 3z = 0, Ir = ny, >€07 A C B(0, ;k), ie. A est
borné dans R.

<—) Supposons que A est bornée fermée.

Avest bornée i.e. Ix € R, Ir >0, A Clz —r,xz + 1| <]x —r,x + r[ est un compact

dans R). Donc A est une partie fermée dans un compact donc compacte. ]

2.5 Espaces localement compacts

Définition 2.5.1 On dit qu’un espace topologique séparé (E,T) est localement com-

pact si tout point admet une base de voisinages compacts.

Exemple 2.5.2 o (R, |.|) est localement compact.
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2.5. Espaces localement compacts

Définition 2.5.3 On dit qu’une partie A d’un espace topologique séparé (E,T) est

relativement compacte si son adhérence est compacte.

Exemple 2.5.4 o |a, b| est relativement compacts dans R (a,b € R) car]a,b] = [a, b]

est 'compact dans R.
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CHAPITRE 3

Espaces complets

3.1 Suites de Cauchy

Définition 3.1.1 On dit qu’une suite (z,)nen d’un espace métrique (E,d) est de

Cauchy si elle vérifie
Ve >0, 3N € N, Vp,q > N, d(zp,x,) < e.

Exémple 3.1.2 o Les suites x, = =, x, = e 2" sont des suites de Cauchy dans

(Ry.])-

Proposition 3.1.3 Dans un espace métrique (E,d)
1) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
2)-Toute suite de Cauchy est bornée.

3) Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente, converge.

Preuve.
1) Soit (x,)nen une suite convergente dans (F,d) donc Ve > 0, IN. € N, Vn >

N, d(zn, 1) < 5. Soient p,q > N, on a d(zp,1) < § et d(z4,1) < 5. Donc

£
5-

d(y, 2q) < d(p, 1) +d(l,2) < 5+ 5 =¢.

N ™
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3.2. Complétude

D’ou (z,)nen est une suite de Cauchy.

2).S0it (2, )neny une suite de Cauchy de (F,d). Pour € = 1, il exsite Ny € N, Vp, ¢ >
No, d(zp,z,) < 1. En particulier pour p = Ny, Vg > Ny, d(x,, xn,) < 1 et on pose
R = max(d(xny, 1), s A(TNgs TNg—1), 1) done Vn € N, d(zg, zn,) < R.

3) Soit (x,)nen une suite de Cauchy de (E,d) et (z,, )ken une sous suite de (2,)nen

qui converge vers [ € E. Donc Ve > 0, IN. € N, k. € N tels que

vpaq Z Naa d(xpaxq) S

DO ™

VEk > ke, d(z,,, 1) <

On a donc
Ve >0, IN. = max{N;, ngy, ¥n > N, d(zn, 1) < d(zp, p,.) + d(z,,.,1) <,

d'ou lim z, =1. [ |

n—-:uoo

3.2 Complétude

Définition 3.2.1 Un espace métrique (E, d) est dit complet si toute suite de Cauchy

d’éléments de E converge dans (E,d).

Exemple 3.2.2 ¢ (R, |.|), (R",dy) sont complets.
e (@, |.]) nest pas complet.
o La suite de Cauchy x, = % ne converge pas dans E =]0,1] (0 € E) donc (E,|.|)

n’est pas complet.

Définition 3.2.3 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que

A est une partie compléte de (E,d) si le sous espace métrique (A,d4) est complet.

Proposition 3.2.4 1) Dans un espace métrique (E,d) toute partie compléte est

fermée.
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3.2. Complétude

2)-Dans un espace métrique complet (E,d) les parties fermées sont les parties com-

pletes.

Preuve.

1) Soit F' une partie complete d'un espace métrique (E, d), et soit (x,)nen une suite
d’élément de F' qui converge dans E. Donc elle est de Cauchy dans (F,d) et donc de
Cauchy dans (F,dr). Comme F' est une partie complete la suite (x,)nen converge
dans F. D’ou la ferméture de F'.

2).=) Supposons que F est fermé. Soit (z,,),en une suite de Cauchy de (F, dr) alors
(@n)nen est une suite de Cauchy de (F,d). Comme (E,d) est complet alors (z,)nen
admet une limite dans E et envertu de la fermeture de F' cette limite appartient a
F.

<) partie 1) de cette proposition. |

Corollaire 3.2.5 Soit (E,d) un espace métrique. Une intersection quelconque de

sous espaces complet est complet.

Proposition 3.2.6 Soit (F,d) un espace métrique. Une union finie de sous espaces

complets est une partie compléte.

Proposition 3.2.7 Soient (E,d), (E',d) deur epaces métriques. Soit f une appli-
cation uniformément continue sur E. Si (x,)nen est une suite de Cauchy dans (E, d),

la suite d’image (f(x,))nen est une suite de Cauchy dans (E',d).

Preuve.

Ona (x,)nen est une suite de Cauchy dans (F,d), i.e.
Ve >0, IN. € N, Vp,q > N, d(z,,z,) <e.
Car f est uniformément continue et pour € = 9, on obtient

v])7q Z Nea dl(f<xp>7f<IQ>> S <.
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3.3. Point fixe des contractions

Ce.qui montre que (f(x,))nen est une suite de Cauchy dans (E',d). [

Théoréme 3.2.8 (Théoréme de prolongement d’une application unifor-
mément continue).

Soit (E,d),(E',d) deux espaces métriques, avec (E',d) complet et soit Y C E. Si
une application f: (Y,dy) — (E',d) est uniformément continue et siY est dense

dans E, alors f admet un unique prolongement par continuité f: FE—F.

3.3 Point fixe des contractions

Définition 3.3.1 (Point fixe).
Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’un point a € E est un point fize d’une

fonction f . E — FE si f(a) = a.

Théoréeme 3.3.2 (Picard).

Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application contractante.
Alors f admet un unique point fize x € E.

Preuve.

Considérons une suite récurrente donnée par x,y1 = f(x,) avec xog € E. La suite

(@n)nen est de Cauchy. En effet, pour p,q,n € N on suppose que p > q

d(Tpy1, Tn) < d(f(70), f(2n-1)) < ad(zn, p1) < @"d(21, 70).

p—1 p—1

d(‘rqu) < Zd($n+1,$n) < ZO&”CZ(.TI,LE(]) <

n=q n=q

aq
l—«

d(xq,x0).

La suite (x,)nen admet une limite x € E vérifiant f(x) = x (Car f est continue).
D’ou l'existence du point fize.

Sovent x1, x5 € E deux points fives de f et x1 # xo. Donc

d(z1,me) = d(f(x1), f(x2)) < ad(wq,2) < d(x1, x2).

Contradiction et donc l'unicité du point fixe de f. ]
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CHAPITRE 4

Espaces connexes

Définition 4.0.3 On dit qu’un espace topologique (E,T) est conneze si les seules

parties de E a la fois ouvertes et fermées sont E et ().

1l revient au méme de dire que E n’admet pas de partition non triviale d’ouverts
1.€.,

(E:U1UU2, UlmUQZQ, Ul,UQET) = <U1:®0UU2:®>
(ou de fermés).
Exzemple 4.0.4 o Soit E = {a,b,c,d}, 7 = {E,0,{a},{c},{a,c}, {a,b,c}}. (E,T)
est connexe car les seules parties d la fois ouvertes et fermées sont () et E.
e Soit E ={a,b}, P(E)={E,0,{a},{b}}. (E,P(E)) nest pas conneze car {a} est

une-partie ouverte est fermée a la fois.

Définition 4.0.5 Soit (E,T) un espace topologique. Une partie A de E sera dit

conneze si le sous espace (A, Ty) est conneze.

Proposition 4.0.6 Une partie A de E est connexe si et seulement sl existe deux

ouverts disjoints Uy et Uy de (E,T) tels que AC Uy UU, entraine A C Uy ou A C Us.

FExemple 4.0.7 o Dans un espace topologique, un singleton est connexe.
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4. Espaces connexes

Proposition 4.0.8 Les parties connexes de R sont les intervalles.

Preuve.

Soit A C R, A # () connexe et qui n'est pas un intervalle. Donc il existe a, 3 € A
avec o < 3, tels que [, 5] & A.

Soit vy €|a, B[ tel que v ¢ A. Alors Up = AN] — 00,7], Uz = AN]y, +oo] sont deux

ouverts de A, Uy # 0, Uy # 0,
Uy NUy = (AN] = 00,7[) N (AN]y, +oo]) = AN (] — o0, v[N]y, +o0]) = 4,

Uy UU; = (AN] — 00,7[) U (AN]y, +oo]) = AN (] — oo, y[U]y, +oo]) = 0.
Contradiction. Dot A est un intervalle. [ |

Ezemple 4.0.9 ¢ Q, R, {2 n e N}, [0,1[U]1,2] ne sont pas conneze dans R.

n’

Proposition 4.0.10 Soit A une partie connexe d’un espace topologique (E,T).

Toute partie B de E telle que A C B C A est connexe.

Preuve.
Supposons que B = U, UU,, Uy NUy, =0, Uy;,Uy € Tg donc 30,,0, € T, U, =

OlﬂB, UQIOQQB.
ACB=ANB=A=A=ANn(U,UlU;) =AN[(O1NB)U(O:NB)] = AN[BN(0;UO)]

= (ANB)N (01 UOy)

= (ANO;)U(ANOy).
Ona ANOy, AN Oy € Ty. Donc
(ANONN(ANO,) =AN(0;N0,) C BN (0,N0O,)
= (BNO)N(BNOsy)

= UnU;

= 0.
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4.1. Composantes connexes, espaces localement connexes

Comme A est connexe on a ANO; =0 ou AN Oy = 0.
SiANO; =0 onaANO, =0 et comme B C A, on aura BN Oy = 0.
SiANOy=0 ona ANOy =0 et comme B C A, on aura BN Oy = 0.

Donc Uy =0 ou Uy = 0 alors B est conneze. [ |

Corollaire 4.0.11 Soit (E,T) un espace topologique. Soit A une partie connexe

de E dense dans E i.e. A= E, alors E est connexze.

Corollaire 4.0.12 Si A une partie d’un espace topologique (E,T) est connexe

alors son adhérence A est connezxe.

Proposition 4.0.13 Soit (A;)ic; une famille de parties connexes d’un espace to-

pologique (E,T). Si NicrA; # 0 alors U;cr A; est une partie conneze de E.

Preuve.

Soient A = U;crA;, Ur, Uy deux ouverts disjoints de E tels que
AC U1UU2€tAﬂ(U1UU2) = 0.

Alors, pour tout i € I, A; CU; UUy et A; N (U UUy) = 0.
Puisque Yi € I, A; est connexe on a A; C Uy ou A; C Us pour tout i € I. Donc

AC Uy ou AC Uy (car NigfA; #0). Dot la connexité de A. [ ]

4.1 Composantes connexes, espaces localement connexes

Définition 4.1.1 Soit (E,7) un espace topologique et soit x € E. On appelle
composante connexe de x, notée C(x) la réunion de toute les parties connexes qui

contiennent x. c’est la plus grande partie connexe contennant x.

INest claire que C(z) N C(y) =0 = C(x) = C(y).

Proposition 4.1.2 Les composantes connexes d’un espace topologique (E,T) sont

des fermées.

36 M. AMIOUR



4.2. Continuité et connexité

Preuve.

On'a C(x) est connexe donc C(x) est conneze. x € C(x) C C(x), C(x) c’est la plus

grande partie connexe contiennant x et C(x) est une partie connezxe qui contient

done C(z) C C(x). Dot C(x) = C(x) i.e C(x) est fermée. |

Définition 4.1.8 On dit que l’espace topologique (E,T) est localement connexe

sl admet une base de voisinages connezxe.

4.2 Continuité et connexité

Théoréme 4.2.1 Soient (E,T) et (E',T") deuz espaces topologiques, et f : E —

E“une application. Si (E,T) est connexe et f continue alors f(E) est connere.

Preuve.

Sotent Uy, Uy deux ouverts disjoints de f(E) tels que f(E) = Uy UUy. Comme f est
continue, f~1(Uy), f~Y(Us) sont des ouverts disjoints de E tels que E = f~1(U;) U
f7HUs). Puisque (E,T) est connexe on a f~(Uy) =0 ou f~H(Uy) =0 ie. Uy =0

oulUs = 0. donc f(E) est conneze. |

Théoréme 4.2.2 (Théoréme de la valeurs intermédiares).

Soit (E,T) un espace topologique connexe et f: E — R une application continue.
Siof prend les valeurs « et B avec a < 3, elle prend toutes les valeurs intermédiares
y.Ela, B]. Clest a dire si f(x) = a, f(y) =0 (a < B) et v €], B], Iz € E tel que
f(2) =1

Preuve.

On'a (E,T) connexe et f continue alors f(E) est conneze dans R, donc f(FE) est

un intervalle. Par conséquent, si o, € f(E) on a |a, B[C f(E). Donc pour tout

v €la, B, v € f(E), c’est a dire il existe z € E tel que f(z) = . |
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4.3. Connexité par arcs

Proposition 4.2.3 Un espace topologique (E,T) est connexe si et seulement si

toute fonction continue de E dans {0,1} est constante.

Preuve.

Notons d’abord que la topologie discréte associe a {0,1} est 7 = {0, {0,1}, {0}, {1}}.
—) Supposons que f n’est pas constante et comme f : E — {0,1} est continue
ona Uy = f71{0}) £ 0 et Uy = f~1({1}) # 0 et ceux sont deuz ouverts de (E,T).

De plus,

UinUy = {0 n {1 = {0rn({1}) = f7(0) = 0.

et

DUl =f({oHu ({1} = (o u({1}) = f({0,1}) = £.
Donc (E,T) nest pas conneze. Contradiction.
«<=) Supposons que (E,T) n'est pas connezxe donc il existe deur ouverts Uy, U, €
T, U 40, Uy #£0, UyNUy, =0, UyUlU, = E.
On pose alors f(z) = 0 six € Uy et f(x) =1 six € Uy f n'est pas constante
mais continue car f~H0) = 0, f~1({0}) = Uy owvert, f~1({0}) = Uy ouvert et

f{0,1}) = E. u

4.3 Connexité par arcs

Définition 4.3.1 Soit (E,7T) un espace topologique. On appelle arc (ou chemin)
toute application ¢ : [0,1] — E continue sur [0, 1].
®(0) est appelé origine de larc.

(1) est appelé extrimité de l’arc.
Exemple 4.3.2 o Soit (R, Tg) un espace topologique et soient x,y € R. La fonction
¢ 10,1] — R définie par o(t) = (1 —t)x +ty est un arc joignant x & y. Son image

est un segment dans R.
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4.4. Exercices

Définition 4.3.3 On dit qu’un espace topologique (E,T) est connexe par arcs i
pour tous x,y dans E, il existe un arc ¢ = ¢gy joignant x a y.

¢ :[0,1] — E continue, $(0) =z et ¢(1) = y.

Exemple 4.3.4 o () est connexe par arcs.

Proposition 4.3.5 Toute espace topologique connexe par arcs est conneze.

Preuve.
Soit (E,T) un espace topologique conneze par arcs et f : E — {0, 1}une application
continue.
Pour tout x,y € E, il existe un arc ¢ : [0,1] — E continue tel que ¢(0) = z, ¢(1) =
y. Donc fo¢p:[0,1] — {0,1} est continue. Comme [0,1] est connexe, (f o ¢) est
constante, on a en particulier (f o ¢)(0) = (f o ¢)(1) et donc f(x) = f(y). Il result

que [ est constante sur E. Donc E est connexe.

4.4 Exercices

Exercice 01 :
1) Veérifier que toute partie d’un espace discret est fermée.
2).Soit E = {a,b,c} et T = {0, E,{a},{a,b}}. Montrer que les parties {c},{b,c}
sont fermées.
3) Veérifier que 0, E sont deux parties a la fois ouvertes et fermées pour toute topologie
définie sur E.
Exercice 02 : Montrer que
1) Dans un espace topologique (E,T). Si A et B sont deuz parties telles que A C B
alors tous voisinage de B est un voisinage de A.

2) La réciproque de 1) est vraie.
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4.4. Exercices

Exercice 03 :

1). Montrer que si A et B sont deuz sous-ensembles ouverts disjoints d’un espace
topologique (E,T) alors il en est de méme pouri et %
Exercice 04 : Soient A et B deux parties d’un espace topologique (E,T) et C une
partie de AU B.
1) Montrer que C' € Tyop —= CNA€THNCNB e Tp.
2) Que dire de l'implication inverse.
Exercice 05 : Soit E = {a,b,c,d, e} mini de la topologie T = {E,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}.
1) Montrer que l’ensemble D = {a,c} partout dense dans E, tandis que F' = {b,d}
ne jouit pas de cette propriété.
2) On pose G = {b,c,d}. Déterminer COT‘, Fr(G).
3) Quelle est la topologie induite sur G par T .
Exercice 06 :
Montrer que si A et B sont deux sous ensembles ouverts disjoints d’un espace topo-
logique (E,T) alors il en est de méme pour i et %
Exercice 07 :
Soit E un ensemble non vide et soit § : E x E — [0, +00]

0 stx=y

o(z,y) =
1 stx#uy.

o Montrer que 6 est une distance sur E.
o Calculer B(zg,7), B (x9,7), S(x0,7), 19 € E, 7 > 0.

Exercice 08 : Soit E =|0,+00|. Pour x ety dans E, on pose
d(z,y) =|Inz —Iny|.

1) Vérifier que 6 est une distance sur E.

2) Soit d la distance usuelle sur E. Montrer que (E,d) n’est pas complet.
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4.4. Exercices

3)La suite (L),>1 est elle convergente dans l'espace métrique (E,0). Est-elle de
Cauchy dans (E,0).
4) Montrer que l’espace métrique (E, &) est complet.

Exercice 09 : Soit (E,d) un espace métrique et soit A C E. Montrer que
(x € A) <= (d(x, A) = 0).

Exercice 10 :

1) Montrer que l'intervalle [a,b] n’est pas compact dans (R, P(R)).

2) Soit (E,d) un espace métrique et (x,), une suite d’élément de E qui converge
vers x.

Montrer que 'ensemble A = {x} U {z,,n € N*} est compact.

Exercice 11 : Soit (E,T) un espace topologique et A et K sont deux parties de E
telle que K C A.

Montrer que K est compact dans E si et seulement si elle [’est dans le sous espace

(A, Ty).
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CHAPITRE b

Espaces vectoriels normés

5.1 Normes

Définition 5.1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corp K =R ou C. Une norme
sur F est une application N : E — R, vérifiant les proprités suivantes
I)N(z)=0< 2z =0.

2)Vr € E VA €K, N(A\x) = |A\|N(x).

3) Wz, y) € E*, N(z+y) < N(z)+ N(y).

Pour x € E, N(x) est appelé norme de x. N(x) est noté ||z||.

Exemple 5.1.2 o La valeur absolue est une norme sur R.
o k= R" les applications ||.|[1, |||z et ||.|| sont des normes sur E'=R" tels que

n n 1
lall = 3 il llollz = (35 02) " 17l = max|asl, ouw = (21,25, ..,) € R
=1 =1 i=1,n

Définition 5.1.3 On appelle semi norme sur un K-espace vectoriel E, toute ap-

plication N : E — R, vérifiant les propriétés 1) et 2) de la définition précédente.

Définition 5.1.4 On appelle espace vectoriel normé (en abrégé e.v.n) le couple

(£y].]]) ot E est un espace vectoriel et ||.| est une norme sur E.
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5.2. Distance associée & une norme

Proposition 5.1.5 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur K alors on a

Ve,y € B, (llzl =yl < [l =yl

Preuve.
Onalzl = |lz+y—yl <llz—yll + Iyl et llyll = lly —z + 2| <y -zl + [|=||

donc —||z —y|| < ||z|| = llyl| < ||z —yl|, d’ou le résultat.

Définition 5.1.6 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé sur K, et soit A un sous
espace vectoriel de E. Soit ||.||a la restriction de la norme ||.|| sur A. Alors (A, ||.||4)

est appelé sous espace vectoriel normé de E.

Proposition 5.1.7 Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé sur K alors ’applica-

tion

v  F — R,
o= ) =[],

estuniformément continue sur E.

Preuve.

@ uniformément continue donc

Ve > 0,36 > 0,Vz,y € E, ||z —y|| <0 = |px) — p(y)] <e.

Soient .y € E tels que |p(x) — (y)| = |[l2l| — lylll < = — yll <5 = . Done

Ve > 0,30 = > 0,Vz,y € E| ||z —y|| <0 = |o(x) — ¢(y)| < e. [ |

5.2 Distance associée a une norme

Définition 5.2.1 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé sur K. On associe a la

norme ||.||, une distance d sur E définie par

vxay € Ea d(l’,y) = ||$_y||
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5.3. Normes équivalentes

Soient x,y,z € B

L) d(z,y) =0&|lr—y|=02-y=0&2=y.

2) d(z,y) = |z —yll = lly — =] = d(y, ).

3) d(z,z) = |lv — 2| =[[(z —y) + (y = 2)|| < |z —yll + ly — 2[| = d(z, y) + d(y, 2).
d est effectivement une distance sur E.

Dans ’espace vectoriel normé (E, ||.|), la boule ouverte de centre xo € E et de rayon

r >0 est définie par
B(xg,r)={z € E, ||z — x| < 1}.
La boule femée de centre xqg € E et de rayon r > 0 est définie par
Bl(xo,r) ={z € E, ||xr — x| <r}.
La spheére de centre xo € E et de rayon r > 0 est définie par

S(zg,r) ={x € E, ||x — x| =71}

Remarque 5.2.2 Tout espace normé (E, ||.||) est un espace métrique dont sa mé-

triqgue métrique est la distance asociée a la norme de E.

5.3 Normes équivalentes

Définition 5.3.1 Deuz normes ||.||1,||-||2 sur un méme espace vectoriel E sont

dites equivalentes sl existe a > 0 et 3 > 0 tel que
Ve e E, a|zl < |zl < Bl
Exemple 5.3.2 o Les normes ||.||1, ||.]|2 et ||.]|« sont équivalentes sur R™.

Proposition 5.3.3 (Produit d’espaces vectoriels normés).

Soient (E1, ||.]]1), (Ea, ||.||l2) deuz espaces vectoriels normés. On définit sur E = Ey X
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5.3. Normes équivalentes

Ey lapplication norme ||.|| par

w By xEy, — Ry
(@1, 22) V= [[(z1, @) = [zl + 222
Alors, ||.|| est une norme sur E et (E,||.||) est appelé espace vectoriel normé produit.
Preuve.
1) 8oit (x1,x2) € E, On a ||(z1,22)|| =0, d.e. ||x1||1 + |z2|la = 0, d’ot ||z1]|1 =0 et
lz2la = 0 et puisque ||.||1,||-||2 sont des normes sur E, on a alors x1 =0 et x5 =0,
par conséquent (x1, ) = (0,0).

2) Soient (x1,29) € E, A€ K

Az, 22l = [[(Ay, Az

= [[Az1|ls + [[Az2]2

ALzl + flz2ll2)

= Ay, z2)]]

3) Soient ((x1,22), (Y1,y2)) € E X E

(21, 22) + (v, 1)l = [[(21 + y1, 22 + 1) |
= |lor + oyl + |72 + vl
< ol + lwll + llzell2 + 2l

= [z, 22l + [ (yr, g2) -

Donc ||.|| est une norme sur E X E.

Définition 5.3.4 (Espace de Banach,).

On-appelle un espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.
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5.4. Exercices

5.4 Exercices

Exercice 01 : Soit l'application N : R* — R telle que N(z,y) = sup |z + ty|.
t€[0,1]
1). Montrer que N est une norme sur R2.

2) Dessiner la sphére unité.

Exercice 02 : On définit sur R? les deuz applications suivantes :

Ni(z,y) =zl + |yl Neo(z,y) = max(|z], |y[).

1) Montrer que N1, Ny, définissent deux normes sur R?.

2) Prouver que l'on a : Va € R? N(a) < Ni(a) < 2N, (a).

3) N1, No sont-elles équivalentes.

Exercice 03 : Soit E ’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] a valeurs

dans R. On définit pour f € E

[flloe = Sup{lf ()], z € [0,1]}  [Ifl}x Z/If(t)ldt-

1) Vérifier que |.||oo €t ||.|1 sont deux normes sur E.

2)-Montrer que pour tout f € E, || fll1 < ||f]]oo-
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