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Introduction

Le capitaine James T.Kirk et Monsieur Spoke prirent chacun une place
dans le téléporteur, qui en comptait cing ou six. D’une voix autoritaire le
capitaine ordonna ”Energie!”. Le chef mécanicien Scotty s’executa et poussa
une manette sur la console centrale en face de lui. Il vit les corps des deux
officiers se dématerialiser et disparaitre petit a petit. Le capitaine et son
second venaient d’étre téléportés sur la planete autour de laquelle orbitait le
vaisseau spatial USS Enterprise.

Tous les amateurs de science fiction, a la Star Trek, se souviennent de
cette scene présente dans pratiquement tous les épisodes. Peu d’entre eux
savent que cette téléportation est maintenant une possibilité (ne serait-ce
que théorique). Il n’est bien sur pas question de téléporter des objets ou des
individus (pas encore) mais il est possible de téléporter 1'état de ce qu’on
appelle un qubit, un systeme quantique a deux dimensions. Et encore peu
d’entre eux savent que l'ingrédient mathématique essentiel qui rend cette
téléportation possible est notre bon vieux produit tensoriel (ici entre espaces
vectoriels complexes).

Il est amusant de savoir que la plupart des physiciens ne connaissent ni la
définition ni la construction du produit tensoriel. Mais ils savent le manipuler
car ses regles de calcul sont assez simples. Le but de ce travail est de remédier
a la situation en donnant la définition exacte du produit tensoriel et tous les
détails de sa construction. Le cadre naturel de cette définition est la catégorie
des R-modules pour R un anneau commutatif. Le produit tensoriel de deux
R-modules y est alors défini comme étant un objet de la catégorie qui vérifie
une propriété universelle et qui est le seul a la vérifier. En général un tel
objet peut ne pas exister mais nous montrons qu’ici le produit tensoriel existe
toujours et nous le construisons explicitement sans (que le lecteur se rassure)
utiliser le langage catégorique.

Ce mémoire est organisé de la maniere suivante. Dans le premier chapitre



on donne la définition d'un R-module pour R un anneau commutatif avec
quelques rappels au début du chapitre sur les notions de groupe, d’anneau
et de corps. Un soin particulier a été donné a la notion de suite exacte de
modules qu’on utilise pour caractériser les modules projectifs comme consti-
tuants, dans des sommes directes, de modules libres. Quand 'anneau R est
un corps K, un R-module n’est autre chose qu'un K-espace vectoriel et on
retrouve ainsi toute l'algebre linéaire des espaces vectoriels.

Dans le second chapitre, outre la définition du produit tensoriel, on donne
aussi une maniére générale pour le construire [2, 3, 4]. La définition du
produit tensoriel utilise les applications bilinéaires entre modules (et plus
généralement les applications multilinéaires). Nous donnons quelques exemples
pour illustrer 'utilisation du produit tensoriel.

Mais I’exemple le plus important fait ’objet du troisieme chapitre. C’est
celui de la téléportation quantique [7]. Ici 'anneau est le corps C des nombres
complexes et les modules sont des espaces vectoriels complexes, plus exacte-
ment des espaces de Hilbert (munis donc d’un produit scalaire hermitien).
Ces espaces sont ceux donnés par le premier postulat de la mécanique quan-
tique et décrivent donc des systemes physiques concrets. Aprés le rappel
de quelques notions de calcul quantique nous présentons le protocole de
téléportation quantique et nous verrons comment le produit tensoriel in-
tervient de maniere systématique dans sa formulation.



Chapitre 1

Modules sur un anneau

Dans ce premier chapitre on donne la définition d’un module sur un an-
neau commutatif R. Quand l'anneau est un corps c’est la définition d’un
espace vectoriel. On commence par rappeler les différentes notions dont on
aura besoin par la suite, en donnant notamment les définitions et principales
propriétés des groupes et anneaux. Nous présentons aussi les modules libres
et les modules projectifs qui sont des facteurs de sommes directes dans des
modules libres. Cette caractérisation utilise la notion de suite exacte de mo-
dules en remarquant qu’une somme directe est une suite exacte particuliere.
Nos références pour ce chapitre sont [1] et [2]

1.1 Groupes et Anneaux

1.1.1 Groupes

Soit G un ensemble. Une loi de composition interne *x sur G est une
application G x G — G qui a deux éléments x,y € G, associe un troisieme
élément x * y. On dit aussi que * est une opération sur GG et on parle du
couple (G, x). Comme exemple on peut prendre x = addition dans N, Z ou Q
ou encore * = U ou N dans G = P(A), 'ensemble des parties d'un ensemble
quelconque A.

La loi * est associative si z % (y * z) = (z *y) * 2,Vx,y,z € G. Elle est
commutative si v xy = y * x,Vo,y € G. Soit e € G. On dit que e est un
élément neutre pour * si zxe = exx = x,Vor € (G. Si e existe, il est alors
unique. En effet supposons que € soit un autre élément neutre. On a alors



exe =e (¢ est lément neutre) et exe’ = ¢ (e est élément neutre) et donc
e = ¢ . Un couple (G, *) ayant un élément neutre est appelé monoide. Par
exemple (N, +) est un monoide d’élément neutre 0.

Soit e un élément neutre de (G, *). Soient z,z" deux éléments de G. On
dit que 2" est le symétrique de x pour la loi * si zx 2 = 2 xz = e. Le
symétrique, s'il existe, est unique si * est associative. En effet si 2’ et 2" sont
deux symétriques de 7, on az” = exz” = (z'sx)x2" = 2'x(xx2") = 2'xe = 2,
Par exemple, dans (N, +), aucun élément autre que 0 n’a de symétrique.
Le symétrique de 0 est 0. Dans (Z,+), tout élément a un symétrique : le
symétrique de x est —z. Dans (Z, x), 1’élément neutre est 1 et c’est le seul
élément qui ait un symétrique.

Définition 1.1.1. (G, %) est un groupe si
® x est associative.
e x admet un élément neutre e.
e tout élément x de G admet un symétrique = pour .
Si x est commutative, on dit que (G, %) est un groupe commutatif ou abélien.

Par exemple (Z,4+), (Q, +), (R, +) sont des groupes. L’élément neutre est
0 et le symétrique de x est —z. L’associativité est évidente. (N, +) n’est pas
un groupe car aucun élément autre que 0 n’a de symétrique. (Z, x) n’est pas
un groupe. La multiplication est associative dans Z d’élément neutre 1, mais
si x # 1, alors x n’a pas de symétrique. (Q* = Q — {0}, X) est un groupe
ainsi que (R* = R — {0}, x). L’élément neutre est 1 et le symétrique de x est
7l =~
x
Définition 1.1.2. Soit (G, *) un groupe et soit H une partie non vide de G.

On dit que H est un sous-groupe de G si :
o H est stable pour la loi x : v,y e H=xxy € H.
e muni de la loi x, H est lui-méme un groupe.

On note H < G. En pratique pour montrer que H est un sous-groupe
de G, il suffit de vérifier que =,y € H = xy~! € H. Remarquer aussi que
G et H ont méme élément neutre : eq = ey. Par exemple pour * = +, on
a des inclusions de sous-groupes : Z < Q < R < C. Pour % = X, on aussi
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des inclusions : {1} < {—1,1} < Q* < R* < C*. Tout sous-groupe de (Z, +)
est de la forme nZ pour n € N. En effet nZ est clairement un sous-groupe
de Z. Inversement soit H un sous-groupe de Z. Soit n le plus petit élément
positif non nul de H. Si x € H, la division euclidienne de x par n donne
r=kn+raveck € Zet 0 <r<n.Comme H est un sous-groupe, on doit

avoir x — kn = r € H. Par définition de n, on doit avoir r = 0 et x = kn.
Donc H = nZ.

Définition 1.1.3. Soient (G,*) et (H, L) deux groupes. Une application
f: G — H est un morphisme de groupes si f(xxy) = f(x)Lf(y) Vz,y € G.

Autrement dit f préserve les structures de groupes de G et H. Si f est
bijective, on dit que c’est un isomorphisme. Si G = H et ¥ = 1, on parle
d’endomorphisme et d’automorphisme. Noter que f(eq) = ey. Le noyau du
morphisme f est :

Kerf={z €G: f(z)=en} = f"(en).

C’est un sous-groupe de GG. Le noyau est utile pour detecter si f est injective
ounon. En effet on a : f injective <& Kerf = {eg}. Par exemple le morphisme
f:Z — Z donné par f(x) = 3x est injectif puisque Kerf = {0} (la loi de
groupe est ’addition).
Soit (G, *) un groupe et soit H un sous-groupe de G. On définit une
relation sur G par :
xRy =z —yeH.

On vérifie facilement que R est une relation d’équivalence. On a donc ’en-
semble quotient, ensemble des classes d’équivalence :
G G

G
Définissons * par T * § = = x y. On a donc une loi * sur I qui devient

ainsi un groupe (commutatif si G l'est) appelé le groupe quotient de G par
H. En effet 'associativité de * découle de celle de x par définition, I’élément
neutre de * est € avec e 'élément neutre de * et le symétrique de T est 2’
avec x le symétrique de .

On a automatiquement un morphisme surjectif canonique de groupes :

G
¢.G—>E

10



qui a x associe T, de noyau Ker¢ = H. Si on prend (G,*) = (Z,+) et
H=nZavecn e N.OnazRy < x—y € nZ < x =y mod(n) et

G Z _
— 0,1,. —1
A =1
Dans la suite un groupe (G, %) sera noté multiplicativement : * = - et e = 1.

Le symétrique = de z sera noté z~'. Si la loi est commutative, on le notera
additivement : * = +, e = 0 et le symétrique  de z sera noté —z.

1.1.2 Anneaux

Soit maintenant A un ensemble muni de deux lois de composition interne
+ et -

Définition 1.1.4. On dit que le triplet (A,+,-) est un anneau si :
o (A, +) est un groupe abélien d’élément neutre 04.
e La loi - est associative et admet un élément neutre 14 # 04.

o La loi - est distributive a gauche et a droite par rapport a la loi + :
Vr,y,z € A, on a :

r-(y+z2)=x-y+a-z
(x+y)-z=a-2+y-z

St la loi - est commutative, [’anneau est dit commutatif ou abélien. On notera
le plus souvent x -y = zy.

On a appelé ici anneau ce que d’autres appelent anneau unitaire : au-
trement dit dans la définition d’un anneau, la loi - n’est pas obligée d’avoir
un élement neutre 1,. Comme les anneaux que nous allons rencontrer sont
tous unitaires, cela ne pose pas vraiment de probleme. Dans un anneau, on a
04z = 04, Vx € A. Eneffet Opz = (z—2)z = zx—xx = 04. (Z,+,-), (Q, +, )
et (R, +,-) sont des exemples bien connus d’anneaux commutatifs. Un autre
exemple est A = P(FE) l'ensemble des parties d'un ensemble E. On prend
+ =Uet - =n. (A +,) est alors un anneau commutatif avec 04 = 0 et
1, =FE.
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Définition 1.1.5. Soit (A, +,-) un anneau soit B une partie de A contenant
14 et stable pour les lois + et -. On dit que B est un sous-anneau de A si
muni de ces deuz lois B est lui-méme un anneau.

Remarquer que la condition 14 € B est nécessaire. Par exemple 27 n’est
pas un sous-anneau de Z car il ne contient pas 1. Par contre B = {a +
bv/2,a,b € Z} est un sous-anneau de (Q, +, -). Dans la pratique pour montrer
que B est un sous-anneau de A, il suffit de vérifier que 14 € B et que
Vr,y € B,onax—yetaxyeB.

Définition 1.1.6. Une partie I d’un anneau A est appelé idéal a gauche
(respectivement a droite) si :

o [ est un sous-groupe de (A,+).
o Va € AVx € I,ax €I (respectivement za € I).

Si I est un idéal a gauche et a droite a la fois de A, on dit que c’est un idéal
bilatere de A.

Si A est commutatif, les idéaux a gauche et a droite coincident. Remarquer
que {04} et A sont des idéaux de A. Ils sont appelés idéaux triviaux. Les
autres idéaux de A sont dits propres. Un idéal de A n’est pas forcément un
sous-anneau de A, car il ne contient pas en général 1,. Plus précisément on
a:

lyelesl=A

Dans la suite, on va considérer uniquement des anneaux commutatifs. On
dira donc anneau pour anneau commutatif.

Définition 1.1.7. Soit A un anneau et soit a € A. Alors l’ensemble I =
aA = {ax,z € A} est un idéal de A. On lappelle l'idéal principal engendré
par a. L’anneau A sera dit principal si tous ses idéaux sont principauzr. Par
exemple (Z,+,.) est un anneau principal. En effet, on a vu que tous les sous-
groupes de Z sont de la forme nZ pour n € N et ce sont donc les seuls
idéaux de Z. L’intersection d’un nombre quelconque d’idéaux est un idéal.
Plus généralement lintersection de tous les idéauzr contenant une partie G
de A est un idéal. On 'appelle 'idéal engendré par la partie G. Ses éléments
sont les sommes finies ZZ:1 apry, avec ap € A et x, € G. La somme de deux
idéaux I et Iy est lideal I + Iy = {x +y,x € I,y € I1}. On peut aussi
le définir comme étant lidéal engendré parl, U Iy. En particulier il contient
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I, et I,. De maniére plus générale la somme ), I\ d’une famille d’idéaux
Iy est le plus petit idéal de A contenat chacun des Iy. Enfin le produit de
deux idéaux I et J est [idéal 1.J engendré par les produits xy avec x € I et
y € J. Concrétement ses éléments sont les sommes finies » | x;y; avec x; € I
et Y; € J.

Définition 1.1.8. Soient a,b € A. On dit que a divise b ou que b est un
multiple de a s’il existe c € A avec b = ac. L’idéal I = aA est donc [’ensemble
des multiples de a. Remarquer que a divise b si et seulement si bA C aA. Un
élément a est une unité s’il a un inverse a=* pour la multiplication. a est dit
premier ou irréductible si a = be implique que b ou ¢ est une unité. a # 0 est
un diviseur de 0 sil existe b # 0 tel que ab = 0. Les anneauz qui n’ont pas de
diviseurs de zéro sont appelés des anneaux intégres. Par exemple dans Z, les
éléments premiers sont (au signe prés) les nombres premiers p. L’equation
ab =0 n’a pas de solution non nulle dans Z qui est donc un anneau integre.

Définition 1.1.9. Un idéal propre I d’un anneau A est dit premier si ab € 1
implique a € I oub € 1.1 est dit maximal s’il n’est contenu dans aucun autre
idéal propre de A.

Proposition 1.1.1. Un idéal mazximal est premier. Les idéaux premiers de
7 sont de la forme pZ avec p un nombre premier et ils sont tous marimauz.

Preuve. Soit I un idéal maximal. Soient a,b € A avec ab € I. Supposons que
a ¢ I. Alors I'idéal I + aA est égal a A, car I est maximal. Il existe alors
deletxe Aavee (d+ a)xr =1 et donc d(b+ a)bx = b € I (rappelons
que A est commutatif). Ceci montre que I est premier. Tout idéal propre de
Z est de la forme nZ avec n # 0 € N. Supposons que nZ premier. ab € nZ
implique a € nZ ou b € nZ s’écrit n divise ab implique n divise a ou n divise
b, ce qui par le lemme de gauss veut dire que n = p un nombre premier. Enfin
nZ, C mZ si et seulement si m divise n. Ceci montre que tout idéal premier
de Z est maximal. O

Proposition 1.1.2. Une application f : A — B entre deux anneaux est un
morphisme si :

flx+y) = flx)+ f(y)
flxy) = f(2)f(y)
f(la) =15



pour tous x,y € A. Autrement dit f préserve les opérations d’anneau.

Si f est de plus bijective, on dit que c’est un isomorphisme entre A et B.
Si A = B, on parle d’endomorphisme et d’automorphismes, respectivement.
Le noyau d’un morphisme f est :

Kerf={reA: f(x) =05} = f(0s)

C’est un idéal de A. L’image de f est :

Imf = {f(x).x € A} = f(A)

C’est un sous-anneau de B.
Soit A un anneau et soit I un idéal de A. On définit une relation R sur
A par :
Ry r—yel

On verifie facilement que R est une relation d’equivalence sur A. Sur [’en-
semble quotient

%z?z{f,xeA},
on définit deuzx opérations + et~ en posant : T +y =x +y et Ty =Y. Ces
deux opérations sont bien définies et font de ? un anneau. C’est l'anneau
quotient de A par I. Remarquer que T = x + I. En particulier 0 = [ est

I’élément neutre de +.
On a un morphisme canonique surjectif d’anneaux :

A

qui a x associe sa classe modulo I, T = x+ I et de noyau Ker¢ = I. De plus
il y a une correspondance bijective entre les idéaux J de A qui contiennent I

— A —
et les idéaux J de T donnée par J = ¢~ (J).

Exemple 1.1.1. Onprend A=Z et I =nZ. On a alorsx—y € nZ <= x =
y mod(n). L’ensemble quotient est donc ’ensemble des classes de congruence
modulo n :

Z — = -
— =10,1,...,n—1
TLZ {77 y TV }

et les opérations d’anneau sont celles bien connues de l'addition et de la
multiplication des congruences.
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Proposition 1.1.3. L%déal I est premier si et seulement si [’anneau quotient

— est integre.
I g

Preuve. Un anneau est integre s’il n’a pas de diviseurs de 0. Supposons [
premier et soient @ et b tels que @b = 0. donc ab € I. Comme [ est premier,
cela veut dire que a € T ou b € I, c’est a dire que @ = 0 ou que b = 0 et donc
que 'anneau quotient est integre. Inversement supposons ’anneau quotient
integre et soient a,b € A avec ab € I. Donc @b = 0 et donc @ = 0 ou b = 0,
c’est a dire que a € I ou b € I. Ceci montre que I est premier. O

1.1.3 Corps

Définition 1.1.10. Un corps K est un anneau non nul dans lequel tout
élément différent de 0 a un inverse pour la multiplication.

Ainsi K* = K — {0} muni de la loi de multiplication devient un groupe
qu’on appelle groupe multiplicatif de K. On a déja rencontré des exemples
de corps : Q, R, C, etc. Un sous corps de K est une partie L de K stable pour
les lois 4 et . et qui est, pour ces lois, elle-méme un corps. Par exemple Q
est un sous-corps de R. Un corps K est automatiquement integre. En effet
soit ab = 0 et supposons a # 0. On a alors a~tab = b = 0.

Remarque 1.1.1. Un corps K n’a pas d’idéal propre. Autrement dit les seuls
idéaux de K sont {0} et K lui-méme. En effet soit I un idéal de K non nul
et soit x # 0 € I, alors x™'o =1 € I et donc I = K. En particulier tout
morphisme non nul f : K — L entre deux corps est injectif puisque, Kerf
etant un idéal, il doit-étre égal a {0}.

Proposition 1.1.4. Un idéal I d’un anneau A est maximal si et seulement

st ['anneau quotient T est un corps.

_ A
Preuve. Supposons I maximal et soit T # 0 € T Nous devons montrer que

Z a un inverse pour la multiplication. Comme T # 0, x ¢ I. L’idéal I + zA
doit donc étre égal a A car I est maximal. Il existe donc a € A et b € [
avec b+ xa = 1 ou encore za = 1 —b € 1 + 1 = 1. Ce qui veut dire que

Za = 1 et donc T a un inverse. Inversement supposons que T est un corps.

Pour montrer que I est maximal, il suffit de montrer que pour tout = ¢ I,
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I'idéal I + zA doit étre égal a A. Pour cela il faut montrer que 1 € I + zA.
Or z ¢ I équivaut 2 T # 0 et donc T a un inverse i : Ty = 1. Donc zy € 1+ 1
et 1 € [+ xA. O

On a vu que les idéaux maximaux de Z sont de la forme pZ avec p un
nombre premier. Donc pour tout nombre premier p, les congruences modulo

p: 7

— =10,1,...,p—1

7 { p—1}
forment un corps fini qu’on appelle le corps premier a p éléments et qu’on
note [F,,.

1.2 Module sur un anneau

1.2.1 Définition

Soit R un anneau unitaire d’élement neutre 1 pour la multiplication et
soit M un groupe abélien.

Définition 1.2.1. On dit que M est un module a gauche sur R si on a une
application (une opération d gauche de R sur M)

RxM—M
(r,m) — rm
telle que :

1. r(m+n)=rm+rn
2. (r+s)m=rm+sm
3. (rs)m=r(sm)

4. Im=m

pour tous r,s € R et tous m,n € M.
On dit que M est un module a droite sur R si on a une opération a droite

de R sur M :
RxM—M

(r,m) — mr

telle que :
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1. (m+n)r=mr+nr
2. m(r+s)=mr+ms
3. m(rs)=(mr)s
4. ml=m
pour tous r,s € R et tous m,n € M.

Si R est un anneau commutatif, tout module M a gauche sur R est aussi
un module a droite sur R en posant :

mr =nrm

Dans la suite de ce mémoire, on travaillera uniquement avec des anneaux
commutatifs. On ne fera donc pas de distinction entre module a gauche et
module a droite. On parlera tout simplement de module sur un anneau.

Quand R = K est un corps cette définition n’est autre que celle d'un
espace vectoriel sur le corps K. C’est ainsi que toute l'algebre linéaire des
espaces vectoriels rentre dans le cadre de la théorie des modules.

Exemple 1.2.1. 1. Tout groupe abélien G est un Z-module avec Z [’an-
neau des entiers en posant :

ng=g+g+---+g

nfois
pour n € Z et g € G, laddition + est l'addition dans le groupe G.

2. Tout idéal I d’un anneau R est un R-module. En effet comme I est un
idéal de R, on ara € I pour toutr € R et tout a € I (le multiplication
est celle de l’anneau R). Ceci définit une opération de R sur I qui a
les propriétés requises.

3. Soit S un sous-anneau de R. Soit M est un R-module. En prenant
comme opération de S sur M la restriction de 'opération de R sur M,
M devient un S-module.

4. Soit ¢ : R — S un morphisme d’anneaux et soit M un S-module.
Alors M devient aussi un R-module en posant :

rm = ¢(r)m
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5. Soit M = R[X] l'anneau des polynomes a une variable a coefficients
dans R. Alors M est un R-module. Si P = ay+a1 X+...4a, X" € R[X]
avec aop, . ..,a, € R, on pose

rP=ray+ra; X +...+ra, X"
La multiplication est celle de l’anneau R.

Définition 1.2.2. Soit R un anneau et soit M un R-module. Une partie
N C M est appelée un sous-module de M si N est un sous-groupe de M et
pour tout (r,n) € R x N on arn € N. Autrement dit N est un sous-groupe
de M et N est stable sous l'action de R.

Si M un R-module et si N, N' sont des sous-modules de M on peut définir
leur somme N + N' = {z +y/x € N,y € N'}. C’est un sous-module de M
avec 'opération évidente

rx+y)=re+ry

L’intersection de N et N est aussi un sous-module de M. Plus généralement,
une intersection quelconque de sous-module de M est un sous-module de M.
L’ensemble des sommes finies d’éléments de la forme ax ou a € [ est un idéal
de R et x € M est aussi un sous-module de M, noté I M. L’opération est ici

r(ax) = (ra)x
r(ax) = a(rzx)

au choix (c’est le méme résultat par le fait que I est un idéal et que R est
commutatif).

Si N est un sous-module de M, c’est en particulier un sous-groupe de
M. Comme on est dans le cas abélien (ou tout sous-groupe est invariant) on

peut parler du groupe quotient N des classes d’équivalence modulo N qui

est aussi abélien. On a alors la

Proposition 1.2.1. Soit M un R-module et soit N un sous-module de M,

M
alors le groupe quotient N est aussi un R-module.

18



Preuve. Soit m = m+ N la classe de m modulo N. On définit une opération
M
de R sur N en posant rm = 7m. Cette opération est bien définie. En effet

— 7 N . ’ ’
supposons m = m’ c’est a dire que m —m € N, alors an a rm —rm =
’ . —_ - 7 s
r(m—m') € N puisque N est un sous-module et donc 7m = rm’ et on vérifie
facilement que cette opération vérifie bien les propriétés de la définition d’un

module. O

Définition 1.2.3. Soient M et N deur R-modules. Un morphisme de mo-
dules est une application ¢ : M — N qui vérifie :

1 g(m+m’) = ¢(m) + ¢(m)
2. ¢(rm) = r¢(m)

pour tous m,m’ € M et pour tout r € N.

Quand R = K est un corps c’est la définition d’une application linéaire
entre espaces vectoriels.

Le noyau de ¢ est ker¢p = {m € M/¢p(m) = Oy }. C’est un sous-module de
M. L’'image de ¢ est Im¢p = {n € N/Im € N/n = ¢(m)}. C’est aussi un sous-
module de N. L’application est injective si et seulement si ker(¢) = {0}
Remarquer que {0y} est un sous-module de M. De méme le morphisme ¢
est surjectif si et seulement si Im(¢) = N. ¢ est un isomorphisme si elle
est aussi bijective. Un morphisme induit toujours un isomorphisme comme
le montre la proposition suivante

Proposition 1.2.2. Soit ¢ : M — N un morphisme de R-modules, alors
on a un isomorphisme canonique

m=m+ kerg — ¢(m)

Preuve. ¢ est bien définie. En effet si m = m’, alors m — m’ € kerg et
donc ¢(m —m') = ¢(m) — ¢(m’) = 0 et donc ¢(m) = ¢(m’). Si ¢p(m) = 0
alors ¢(m) = 0 et donc m € ker¢ = 0. Ceci montre que m = 0 et que ¢
est injective. Soit n € Img. 1l existe donc m € M avec ¢(m) = n. Donc

~ M -
o(m) = ¢(m) = n. 1l existe donc m € herd avec ¢(m) = n. Ceci montre que

5 est surjective. O
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1.2.2 Sommes directes et suites exactes

Définition 1.2.4. Soient M et N deux R-modules. Leur somme directe est :
M@&N={(m,n),me MneN}

avec l'opération de R :
r(m,n) = (rm,rn)

La proposition suivante caractérise la somme directe par une propriétée
universelle.

Proposition 1.2.3. Soient L, M, N trois R-modules. Alors L = M & N
si st seulement si il existe des morphismes de R-modules m : L — M,
i1: M — L, mg: L — N etio: N — L avec

1. m 01, = Idy et 9 019 = Idy
2.moi;=0si1F#]
3. ’ii07T1+’i2 OWQZIdL

Preuve. Pour tous R-modules M, N on a des morphismes injectifs (des in-

clusions) :
w:M—M®N

envoyant m vers (m,0) et

io: N— M®&N
envoyant n vers (0,n). On a aussi des projections :

mM&eN— M
envoyant (m,n) vers m et

o MO N — N

envoyant (m,n) vers n. Ces morphismes verifient les trois propriétées de la

proposition. Donc si ¢ : L = M @ N est un isomorphisme, alors m; o ¢ et
¢~ o4, fournissent ces applications sur L pour j = 1,2.
Inversement étant donnés les 7; et les i;, on définit

W:Me&N—L
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en posant
¥((m,n)) =ir(m) +iz(n)

On vérifie facilement que ce sont des morphismes. De plus on a :

¢ 0 p((m,n)) = ¢(ir(m) +iz(n)) = (m,n)

et
Yo d(x) =(m(x), m(x)) ==

Ceci montre que ¢ et 1 sont inverses I'une de 'autre. O]

La propriété universelle dégagée par cette proposition est la suivante :
étant donnés deux R-modules M, M; et un R-module N avec des mor-
phismes f; : M; — N, alors il existe un unique R-morphisme f : M; @
My — N tel que f; = f oi;. L’application f est donnée par f((mq,msa)) =
fi(ma) + fa(ma).

Une autre caractérisation des sommes directes utilisé le notion de suite
exacte.

Définition 1.2.5. Soient M;,i € Z des R-modules et soit :

fi—2 fic1

R Mi—l Ji Jiry

— M, — Mi+l — e

Une suite de morphismes de modules. Cette suite est dit exacte en M; si
Kerf; = Imf;_1. La suite est dite exacte si elle est exacte en M; pour tout i.

Une suite exacte pour laquelle M; = 0 pour | i |> 1 est dite suite exacte
courte :
0—L-L ML N—0

L’exactitude vent dire ici que f est injective, g est surjective et que kerg =
Imf.

Exemple 1.2.2. 1. Toute somme directe M1® M de deux R-modules fait
partie d’un suite exacte courte :

0—>M1L>M1@M2%M2—>O
avec 11 : My — M, @ M,y linclusion et w9 : My © My — M,y la

projection.
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2. Soit N un sous-module d’un R-module M. Alors la suite
M
0 —N—M— N — 0

est exacte (le premier morphisme est linclusion de N dans M et le
second est la surjection canonique de M wvers son quotient par N). En
posant N = IM pour un idéal I de R on obtient une suite exacte :

M
0 —IM —M-— — —0
IM

Définition 1.2.6. Une suite exacte courte de R-modules :
0—L-LMm5N-—0

est scindée s’il existe une morphisme s : N — M tel que go s = Idy;. Le
morphisme s est appelé le scindage de la suite exacte.

La proposition suivante montre le lien entre suites exactes courtes scindées
et sommes directes.

Proposition 1.2.4. : Soit :
0 — M, — M — My, —0

une suite exacte courte scindée, alors
M = M, & M,

Preuve. Soit s : My — M un scindage de la suite exacte courte. On définit
des applications :

o M — M,y m+— [~ (m — sog(m))

o : M — My m+— g(m)
’il . M1 — M my —— f(ml)
ig: My — M mo —— S(mg)

On a g(m — sog(m)) = g(m) —gosog(m) = g(m)—g(m) = 0. Donc
m — sog(im) € Kerg = Imf. Ceci montre que i; est bien définie. Ces
applications vérfient les propriétés 1, 2 et 3 de la proposition 1.2.3 et font
donc de M la somme directe de M; et Ms. O
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1.3 Modules libres et Modules projectifs

Définition 1.3.1. : Soit M un R-module et soit X C M une partie de M.
On dit que X engendre M si :

k
m = E T:2;
=1

pour tout m € M, avec r; € R et x; € X. Autrement dit tout élément m de
M s’écrit comme combinaison linéaire finie sur R d éléments de X. On dit
que M est un modules de type fini s’il est engendre par une partie finie X.

Exemple 1.3.1. 1. Le Z-module Z est de type fini engendré par X = {1}.

2. Le Z-module 7" est de type fini engendré par X = {eq,ea, ....,e,} avec
e; =(0,...,1,...,0).

Z _
3. Le Z-module 7 est engendré par X = {1} et aussi par X = {m} avec
n
pged(m,n) = 1.

4. ST R = K est un corps et M =V un K-espace vectoriel, une partie
génératrice de 'V est une partie génératrice au sens de [’algebre linéaire.

Si M un R-module de type fini engendré par X = {z1,z9,...,2,} C M,
alors on a une application :
n
¢o:R"— M (rl,..,rn)r—>27’,»xi
i=1
¢ est un morphisme surjectif de modules. Remarquer que R"™ est aussi un
R-module engendré par X = {eq,...,e,}.

Définition 1.3.2. : Soit M un R-module engendré par X C M. On dit
que X est une base de M si tout élément m € M s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire finie (sur R) des éléments de X :

k
m = E ;X
i=1
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ou de maniere équivalente

irimi:()én :O,VZ

i=1

pour toute partie finie {x1,za,...,x,} C X. Autrement dit X est une base de
M si toute sous-partie finie de X est linéairment indépendante sur R.

Cette définition généralise le notion de base d’un espace vectoriel en
algébre linéaire.

Soit R un anneau et soit I un ensemble d’indices. Soit {M;,i € I} un
ensemble de R-modules indexé par I. On définit le module somme directe
des M; noté @;c; M; comme étant 'ensemble des tuples (m;);c; avec m; € M;
et m; = 0 pour presque tout i. Presque tout i veut dire que tous les m;
sont nuls sauf un nombre fini. L’opération de R sur @®;c;M; est donnée par
r((mi)icr) = (rm;)ier. Soit par exemple R® = @,enR = ©° R. Donc ici
I = N et M; = R pour tout i. R* a une base (infinie) formée des éléments
e; ={0,...,1,...,0} avec 1 en position i € N.

Proposition 1.3.1. : Soit M un R-module et soit X C M une base de M,
alors on a un isomorphisme :

M= EBIEXR

Preuve. On définit une application

O PrexR— M (re)eex — Z Ty
reX

L’application ¢ est bien définie car r, = 0 pour presque tout z et donc la
somme a droite est bien finie. Comme X engendre M, ¢ est surjective. Il
nous reste a montrer que ¢ est injective (¢ est clairement un morphisme de
modules). Supposons ¢((7y)zex) = 0 donc )y 7,2 = 0. Comme X est une
base, on doit avoir r, = 0, pour tout z € X et donc (r;),ex = 0. ]

Définition 1.3.3. Un R-module M est dit libre s’il a une base X C M.

Par exemple pour tout n > 1, le R-module R" = R X R X ...... X R est
libre engendré par X = {ey,ea, ....,e,} avec e; = (0,...,1,...,0). La base ici
est finie.
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Soit M un R-module, alors il existe un R-module libre F' et un morphisme
surjectif f : F© — M. En effet Soit X une partie génératrice de M (on peut
toujours prendre X = M). L’application :

f : 6axEXR — M (rx)xeX — Z Ty X
zeX

est bien un morphisme surjectif et F' = @, x R est libre.
Une classe importante de R-modules est constituée par les modules pro-
jectifs.

Définition 1.3.4. Un R-module P est dit projectif si pour tout R-module
M, tout morphisme surjectif g - M — P a un scindage s : P — M et
donc go s = Idp.

Leur interét provient de le proposition suivante

Proposition 1.3.2. Soit P un R-module, alors P est projectif si et seulement
il existe un R-module Q) tel que

pour un certain ensemble X. Autrement dit un module P est projectif s’il
rentre dans une somme directe d’un module libre. Si P est de type fini alors
X peut étre choisi fini.

Preuve. On sait qu’il existe un module libre F' et un morphisme surjectif
g: F — P.Si X est une partie génératrice de P (par exemple X = P),
on peut prendre F' = @,cx R et g est Uapplication qui envoie (r,)zex vers
Y zex Tzx. Comme P est projectif, il existe un scindage s : P — F. Si on
pose (Q = Kerg, on obtient une suite exacte courte scindée

0—Q—F—P—0

et donc P® Q = F. O

Par exemple tout module libre P est projectif. En effet il suffit de prendre
@ = {0} le module nul.

Une autre définition des modules projectifs souvent utilisée est donnée
par le proposition suivante :
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Proposition 1.3.3. Soit P un R-module, alors P est projectif si pour tous
morphismes f : P — M et g : N — M avec g surjective, il existe un
morphisme h: P — N tel que goh = f.

Preuve. Supposons P projectif. Il se situe dans une suite exacte scindée
0—Q—F—P—0

Notons s : P — F'le scindage de [ : FF — P.Si g: N — M est surjective
on obtient une suite exacte courte

0 — Kerg — N — M — 0

Par surjectivité de g, on peut trouver un morphisme k : F' — N tel que
(gok)(z) = (fol)(z) pour tout = € F. En effet il existe y € N tel que g(y) =
f(p) (car g est surjective). On pose k(x) = y. On définit alors h : P — N

en posant h(p) = k(s(p)). On a bien g(h(p)) = g(k(s(p)) = (f(I(s(p)) = f(p)
et donc g o h = f. Inversement Soit g : M — P surjective. En appliquant

I’hypothese a M = N et Idp : P — P, on obtient qu’il existe h =s: P —
M telle que g o s = Idp. C’est la définition d’'un module projectif. m

Si M et N sont des R-modules, ’ensemble Hompg(M, N) des morphismes
entre M et N est un groupe abélien pour I'addition des applications :

(f +9)(m) = f(m) + g(m)
Si M est fixé alors I'application :
Homp : N — Hompg(M,N)

associe a un R —moduleN, un groupe abélien. Tout morphisme ¢ : N — L
de R-modules induit un morphisme de groupes abéliens :

¢s : Homgr(M,N) — Hompg(M, L) f——o¢of

En utilisant ces Hom, on peut donner une autre caractérisation des modules
projectifs faisant intervenir les suites exactes courtes.

Proposition 1.3.4. Le R-module P est projectif si et seulement si pour toute
suite exacte courte de R-modules :

0—M-25N L0
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le suite :
0 — Homp(P, M) -2 Homp(P, N) -2 Homp(P,L) — 0
est une suite exacte des groupes abéliens.

Preuve. 11 suffit d’utiliser la proposition précédente. Nous laissons les détails
O

au lecteur.
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Chapitre 2

Produit tensoriel de modules

Ce chapitre constitue le coeur de ce travail. On y définit le produit tenso-
riel de deux modules par une propriété universelle et on construit explicite-
ment ce produit tensoriel en montrant notamment qu’il est unique a isomor-
phismes prés. L’outil technique utilisé tant dans la définition que la construc-
tion est la notion d’application bilinéaire ( et multilinéaire) de deux modules
vers un troisieme module. Nous donnons quelques exemples d’utilisation du
produit tensoriel qui peuvent étre utiles en Algebre. Enfin nous mentionnons
rapidement les deux opérations importantes de restriction et d’extension des
scalaires quand on dispose d’'un morphisme d’anneaux R — S. Pour ce
chapitre nous avons utilisé [2], [3] et [4].

2.1 Applications bilinéaires

Soit R un anneau et soient M, N, P des R-modules.
Définition 2.1.1. Une application b : M x N — P est dite bilinéaire si :
1. b(my + ma,n) = b(my,n) + b(ma,n) et b(rm,n) = rb(m,n) pour tous
my,mo,m e M,ne N etr € R.
2. b(m,ny + ng) = B(m,ny) + B(m,ns) et b(m,rn) = rb(m,n) pour tous
m & M;ny,ny,n € N etr € R.

Autrement dit b(m,.) est un morphisme (application linéaire) de N — P et
b(.,n) est un morphisme (application linéaire) de M — P pour tout m € M
et tout n € N. L’ensemble des applications bilinéaires M x N — P sera
noté Bil(M, N, P). Il a une structure naturelle de R-module.
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Exemple 2.1.1. 1. Prenons M = N = P = R wvu comme module sur
lui-méme. Alors la multiplication d’anneau :

RxR—R
est une application bilinéaire.
2. Soit M un R-module. Alors la multiplication par les scalaires :
RxM —M
est bilinéaire (R est vu comme module sur lui-méme).

3. Soit Homg(N, P) l’ensemble des morphismes de N wvers P. Il a une
structure naturelle de R-module. Soit f : M — Hompg(N, P) un mor-
phisme de R-modules. Alors lapplication :

b:MxN-—P (m,n) — f(m)(n)
est une application bilinéaire.

Il existe bien str des fonctions non bilinéaires. Par exemple si M est un
R-module, alors I'addition :

Mx M — M (mq, mg) — my + my
n’est pas bilinéaire puisqu’en général :
(mq1 +ma) +m # (my +m) + (ma +m)
Les applications multilinéaires généralisent les applications bilinéaires.

Définition 2.1.2. Soient M, My, M, ...... , My des R-modules. Une applica-
tion

f : Ml X o X Mk — M (ml, 7mk) — f(ml, ,mk)

est dite multilinéaire si elle est linéaire en chaque m; avec les autres variables
fixées.

Remarquer que contrairement aux morphismes de modules, les applica-
tions bilinéaires (et multilinéaires) n’ont pas de noyau (car M x N n’est pas
un module en général) et leurs images ne forment pas des sous-modules non
plus.
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2.2 Définition et Construction du produit ten-
soriel

Définition 2.2.1. Soient M et N deux R-modules. On appelle produit ten-
soriel de M et N (sur R) un R-module noté M ®r N muni d’une appli-

cation bilinéaire M x N —=s M ®@p N telle que pour toute application bi-
linéaire M x N -2 P, il existe un morphisme (application linéaire) unique
M®RNL>P tel que B = Lo ®.

Nous allons montrer que le produit tensoriel M ®z N existe toujours et
est unique (& isomorphisme prés).

Définition 2.2.2. Soit X un ensemble. Le groupe abélien libre sur X est le
groupe
F(X) = @pexZ

C’est I’ensemble des sommes finies

k
E nx;
i=1

avec x; € X etn; € Z. SiY C X, le sous-groupe de F(X) engendré par'Y
est l’ensemble des sommes finies

k
E niYi
i=1

avec y; € Y et n; € 7.

Si M et N sont deux R-modules, on applique cette définition a X = M x N
pour obtenir le groupe abélien libre F'(M x N). Ses éléments sont les sommes

finies
Z ai(mu nz)

=1
avec a; € Z, m; € M et n; € N.
Soit G C F(M x N) le sous-groupe engendré par les éléments de la forme :

. (m+m/,n) — (m,n) — (m/,n)
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o (m,n+n)—(mmn)—(mn)
e (rm,n) — (m,rn)
avec m,m € M, n,n € N et r € R. Posons

def F(M x N)
M N=——
“n G

La classe d’équivalence de (m,n) modulo G sera notée m @ n :

m®n=(m,n)
L’application quotient sera notée :
7: F(MxN)— M®grN (m,n) — w(m,n) =men
Remarquer que 7(G) = 0.

Proposition 2.2.1. Le groupe abélien M @ N est engendré par les éléments
de la forme m®@n avecm € Metn € N. Ces éléments satisfont aux relations :

e (m+m)@n=men+m en
em®@(n+n)=men+men
e MmN =mern

De plus M @ N est un R-module.

Preuve. Les éléments m ® n engendrent M ®p N car les éléments (m,n)
engendrent F'(M x N) et parce que 'application :

F(M x N) — M ®g N
est surjective. Les relations d’écoulent de la définition de G. Par exemple :
(m+m)@n—men—m @n=n((m+m,n)—(m,n)—(m,n))=0
car (m+m',n) — (m,n) — (m',n) € G,... etc. Pour r € R, on pose :
rm®n)=(rm)®n=m®e (rn)

Ceci définit une opération de R sur M @z N qui fait de celui-ci un R-module.

[]
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Remarquer qu’on a automatiquement une application bilinéaire :
@ :MxN-—M®&rN (m,n) — m®n
On peut maintenanténoncer le résultat principal de ce chapitre :

Théoreme 2.2.1. Le produit tensoriel de deux R-modules M et N existe et
est unique a isomorphisme preés.

Preuve. On pose
F(M,N)

G

On a vu que c’est un R-module et qu’il est muni d’une application bilinéaire :

M ®r N =

®:MxN-—MerN (m,n) — m®n

Il reste a montrer que pour toute application bilinéaire M x N By Pil existe

un unique morphisme
L:M®rN— P

tel que B = L o®. Définissans L par L(m ®n) = B(m,n). L est bien définie
car B étant bilinéaire, elle s’annule sur G C F'(M, N) et on a bien :

B(m,n) = Lo®(m,n) = L(m®n)

Si L' est un autre morphisme tel que B = L' o ®, on doit avoir L(m ® n) =
L'(m,n) et donc L = L. Ceci prouve I'unicité de L.

Soient T, 7" deux produits tensoriels de M et N (sur R). Nous devons
montrer qu'il existe un isomorphisme f : T —» T . Par hypothése on a

des applications bilinéaires M x N LT et Mx N 2 T qui vérifient la
propriété universelle du produit tensoriel. Pour toutes applications bilinéaires
B:MxN — Pet B : M x N — P, il existe des morphismes uniques
L:T— PetL :T — P qui vérifient B = Lobet B = L' ob. En
prenant pour P respectivement T et T avec B = b et B = b, on obtient
deux morphismes L' : T — T et L: T — T . Deb=L'ob et b = Lob,
on tire b = (L'oL)obetb = (LoL)ob. Par unicité des morphismes
de la propriété universelle du produit tensoriel, on doit avoir Lo L' = I dp
et L' o L = Idy. On obtient donc un isomorphisme L : T — T d’inverse

L. O
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Exemple 2.2.1. 1. Dans M @gr N, on am® 0 =0 et 0®@m = 0. En
effet oname@0=m®(0+0)=m®0+m®®O0 et doncm®0=0.
On montre de méme que 0 @ m = 0.

2. Soit A un groupe abélien dont tout élément est d’ordre fini. Regardons
A comme un Z-module. Alors on a Q ®z A = 0. En effet soita € A et
soit n € N/na = 0. Alors on a dans Q ®z A :

r®a:n(£)®a:—®na:—®020
n

3. m®n =0 si et seulement si toute application bilinéaire sur M x N
s’annule en (m,n).

4. M ®r N =0 st et seulement si toute application bilinéaire sur M x N
est l’application nulle

Pour finir cette section remarquons que le produit tensoriel se généralise a
un nombre quelconque de modules. Si My, ..., M, sont des R-modules le pro-
duit tensoriel M1 ®pg. .. Rz Mj est un R-module qui vérifie une propriété uni-
verselle concernant les applications multilinéaires. L’image de (my, ..., my)
est notée m; ® ... ® my. La construction de M; Qg ... ®gr M, se fait de le
méme maniére que dans le cas de deux modules.

2.3 Exemples de produit tensoriel

Pour illustrer le théorie générale, on présente ici quelque exemples de
produits tensoriels.

2.3.1 Congruences

Soient a et b deux entiers positifs et soit d = pged(a,b). Les groupes

abéliens de congruences — et — peuvent étre vus comme des Z-modules

aZ bZ

7 Z
et on peut donc parler du produit tensoriel — Rz A On a alors :
a

Z Z Z

Z% vz az

2
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7 7 7 7
n particulier 7 Rz 7 0 < pgcd(a,b) n effet 7 et v sont

tous deux engendrés par (la classe de) 1. Donc 1 ® 1 engendre 7 ®z 07 et
a
on a:

a(l®l)=a®1=0®1=0
H(I1®1)=10b=1®0=0

Donc l'ordre de 1 ® 1 divise a et b et donc aussi d = pgced(a, b). Donc 'ordre

7 Z
de — ®z — est au plus d. Soit 'application bilinéaire :
aZ. bZ,

5. Y/ y 7 N A
“al VL dZ.
Par la propriété universelle du produit tensoriel, il existe un unique

Z Z Z

I z® g —a

tel que f(r ® y) = zy. En particulier f(z ® 1) = z et donc f est surjective.
7

— ®yz — a donc au moins d éléments. Par exemple

aZ bZ

(x (mod a),y (mod b)) — zy (mod d)

2.3.2 Anneaux quotients

Soit R un anneau (commutatif) et soient I et J deux ideaux de R. Les

anneaux quotient T et 7 sont des R-modules de maniere naturelle et on a :

R_R_ R

T A ]

En pratique en prenant / = J =0, on a :

(Z,y) — 7y

R®rR=R TRYr— Y
(Si R = Z,1 = aZ et J = bZ on retrouve l'exemple précédent). Ceci se
montre comme suit. Soit 'application bilinéaire
R R R

B: [XJ—>I—|——J (x (mod I),y (mod J))— zy (mod K)
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avec K = I + J. Par la propriété universelle du produit tensoriel il existe un
unique

f.§® R_ R
T g I+J

tel que f(z (mod I) ® y (mod J)) = zy (mod K). Considérons I’applica-
tion :

R R -
g:R—>7®Rj r—r(1®1)=r(1 (modI)®1 (mod J))

g est linéaire. De plus :

Lrel=gr)=r(le®l)=rTel=001=0
22.reJ=g9(rN=rlel)=107=10=0
donc I + J € Kerg et g passe au quotient :
R R - - ==
g:H——J—>7®R7 r (mod K)r—r(l®1)=7T®1=1®T

Montrons que g est 'inverse de f. On a :
f(g(r (mod K)))=f(T®1)=7r (mod K)

et donc fog=1d p . Pour calculer go f, remarquons que tout tenseur

I+J

12 . R_ R
¢élémentaire T ® y de 7®R7 s’écrit :

donc

et done

I J
Ceci montre que :
fR R R
TR T+



2.3.3 Modules quotients

Soient R un annueau I un idéal de R. ? est un R-module. Si M est un
R-module alors on a un isomorphisme :
1 Qp M — M TRm+— Tm
7 ®r i T®m Tm

En particulier si I = (0), alors RQp M = M par r@m — rmet RQgR = R
par 7 @ r — rr . En effet soit I'application bilinéaire :

R M
BITXM—)W (T,m)r—)W
Par la propriété universelle du produit tensoriel, il existe un unique
R M
g M —
fogenM = o5

tel que f(T ® m) = 7m. Montrons que f est un isomorphisme. Soit I’applica-
tion

R _
g:]\/[—>7®ROM mr——1®m

g est linéaire en m. I'M est engendré par les rm pour r € I et m € M et on
a:
grm)=1@rm=7@m=0®@m =0

donc g annule I M et passe donc au quotient :
g:— — —Qr M m——1®m

On a f(g(m)) = f(T® m) = Im =m. Donc fog = Id ) - Pour calculer
. M
go f, remarquons que tout tenseur de T ®r M est de la forme 1®m, puisque

un tenseur élémentaire est de la forme
FOmM=1Qrm

et tout tenseur est somme de tenseurs élémentaires
Siem=ToYm
i i
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On a alors

et donc

2.3.4 Commutativité et associativité
Soient M et N des R-modules. On a un isomorphisme :
M®@rN = N®@zrM (m®n)—nem
De méme si M, N et P sont des R-modules, on a un isomorphisme :
(M ®@r N)®r P — M ®p (N ®5 P) (M®n)@pr— m® (n® p)

Pour voir tout cela on procede de la méme maniére que dans les exemples
précédents utilisant toujours la propriété universelle du produit tensoriel. Ces
isomorphismes expriment les propriétés de commutativité et d’associativité
du produit tensoriel au niveau des modules. Mais le produit tensoriel n’est
pas commutatif au niveau des éléments. En général m @ n # n ®@ m

2.4 Extension de la base

Soit f : R — S un morphisme d’anneaux commutatifs. Soit N un S-
module. On peut utiliser f pour regarder N comme un R-module en posant

rn = f(r)n (r,n) € Rx N
En particulier S lui-méme est un R-module en posant
rs = f(r)s

Cette opération du passage d'un S-module a un R-module est souvent ap-
pellée la restriction des scalaires et tire son nom du cas particulier ot f est
une inclusion (R est un sous-anneau de S) :

f:R¥ S

et on se restreint ainsi de S a R.
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Exemple 2.4.1. En utilisant l"inclusion R & C, tout module (espace vecto-
riel)sur C est aussi un module (espace vectoriel) sur R.

Le processus inverse, le passage d'un R-module a un S-module, est appelé
I’extension des scalaires ou l'extension de la base. Soit M un R-module.
Si f: R — S est un morphisme d’anneaux, S devient un R-module via
lopération rs = f(r)s. On peut donc parler du produit tensoriel S ®r M
(qui est un R-module). Le groupe additif S ® g M a une unique structure de
S-module en posant :

S(s@m)=ssm V(s,s,m) € S*x M

Cette structure de S-module est compatible avec la structure de R-module
dans le sens que :

rt = f(r)t Vse RVte S®@r M

Définition 2.4.1. S®r M (en tant que S-module) est appelé ’extension des
scalaires de M (de R a S).

De la méme maniére M ®pr S est aussi un S-module et on a un isomor-
phisme :
SRrM — M Qg S S@m—m®Es

Exemple 2.4.2. En utilisant toujours 'inclusion f : R & C, tout module
(espace vectoriel) V sur R devient un module V®@rC sur C. Si V- =R", alors
on a:

R"®@rC=C"

Si M, (R) est l’espace des matrices carrées sur R d’ordre n, on a

M,(R)® C = M,(C)
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Chapitre 3

Téléportation Quantique

Nous voulions trouver une application spectaculaire du produit tensoriel
(quelque chose qui touche a la vie de tous les jours). On ne pouvait pas
mieux choisir que la téléportation quantique. Il s’agit ici de téléporter 1’état
d’un qubit d’un endroit & un autre. Cette technique, qui fait partie du calcul
quantique dans le cadre de la théorie de 'information quantique, utlise les
lois de la mécanique quantique et en particuliers les propriétés mystérieuses
de certains états quantiques dits intriqués. On commence donc par rappeler
les postulats de la mécanique quantique qui sont au nombre de quatre. C’est
dans le quatriéme qu’on voit apparaitre le produit tensoriel (ici les modules
sont des espaces vectoriels complexes). Nous donnons ensuite les définitions
des qubits et des ordinateurs (ou registres) quantiques avec quelques exemples
qui montrent les subtilités du calcul quantique. Le protocole de téléportation
quantique est présenté a la fin du chapitre. Pour ce dernier chapitre nous
avons utilisé [5] et [6] et les articles originaux [7] et [8].

3.1 Notions de Calcul Quantique

3.1.1 Postulats de la mécanique quantique

Postulat 1 : A tout systeme physique isolé est associé un espace de Hil-
bert H sur C (espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire hermitien,
donc linéaire en le second vecteur et antilinéaire en le premier vecteur). H
est I'espace des états du systeme. Le systeme est completement determiné
par son vecteur d’état qui est un vecteur ¢ € H tel que (¢,¢) = 1. ¢ € H

39



est noté [1).

Postulat 2 : L’évolution du systeme dans le temps est décrite par un
opérateur unitaire U : H — H ou de maniere équivalente par un opérateur
H ('hamiltonien) tel que :

L dy)

v 7=H|¢>

avec h la constante de Planck. La relation entre U et H est :

—iH).

Si U* représente ’adjoint de U, alors U unitaire veut dire que UU* = U*U =
Idy (en particulier U est inversible). U* est défini par I’égalité

Uy, 0) = (,U"9)

La matrice de U* est la transposée conjuguée de la matrice de U. Un opérateur
unitaire preserve le produit scalaire hermitien. Un opérateur hermitien est
un opérateur aut-adjoint et donc égal a son propre adjoint.

Postulat 3 : Toute mesure quantique est décrite par une collection { M,, }
d’opérateurs hermitiens opérant sur ’espace des états du systeme. m refere
& une mesure possible. Soit [¢) I'état du systeme avant la mesure, alors la
probabilité qu’on obtienne la mesure m est :

P(m) = (¢ | My, M| )

U = exp(

avec M l'adjoint de M,,. L’état du systeme aprés la mesure est :

Mole) M)
VDL~ /Pm)

Les M, ne sont pas quelconques. Ils doivent verifier :

> MM, = Idy

ce qui est une autre maniere d’écrire ) P(m) = 1. Toute mesure est des-
tructrice : si Iétat |¢)) est une superposition, la mesure va détruire cette
superposition et projeter I’état sur un sous-espace de tout ’espace des états.
Si on pose E,, = M M,,,ona ) E, = Ideton peut utiliser les opérateurs
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{E,,} pour la mesure. Le plus souvent les E,, sont des projecteurs E,, = P,
(P = Py, Py, = Py et P*, P, =0 pour m # m’). Dans ce cas la mesure est
dite projective ou orthogonale. Par exemple si |v) est un élément d’une base
de H alors P,= projection sur |v) est un projecteur.

Postulat 4 : L’espace des états d'un systeme physique composé est le
produit tensoriel (sur C) des espaces des états des composants :

H=H&H ®...H,.

Létat 1) = 1) ® |[12) @ ... ® |1by,) sera le plus souvent écrit [¢11)s ... 1y,).
Dans ce dernier postulat le produit tensoriel intervient de maniere décisive.
Ici on a donc R = C qui est un corps et le produit tensoriel est celui des
espaces vectoriels sur C. On écrira le plus souvent

VReW=VeW

pour V et W deux C-espaces vectoriels en omettant le C.

3.1.2 Qubits et Registres quantiques

Un qubit est une extension naturelle au monde quantique de la notion
classique de bit (0 ou 1) qui est a la base de 'informatique.

Définition 3.1.1. On appelle qubit tout systéme physique dont l’espace des
états a une base orthonormale formée de deux éléments (le chat de Schrodin-

1
ger par exemple). Donc H = C? et on peut prendre pour base |0) = ( ) et

0-(2) |

Tout état 1)) du systeme s’écrit alors comme une superposition :
) = al0) +b[1)

avec a et b, les amplitudes de probabilités, des nombres complexes verifiant
la)* +|b]> = 1 (condition de normalisation). Le produit scalaire hermitien est
ici donné par

<¢, ¢’> —da + Db
si

) =d 0+ b )
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La condition de normalisation équivaut a (i,¢) = 1.
D’aprés le troisieme postulat la mesure d’un état en mécanique quantique
signifie le projeter sur une base. La mesure depend donc de la base choisie.

La base |0) = ( (1) ) et 1) = ( (1) ) est appelée base calculatoire. Mais il
existe d’autres bases possibles, par exemple la base {|+),|—)} avec
0) +11)
= 02
V2
et
0) —11)

=) 7
Si aucune base n’est specifiée il sera toujours entendu que la mesure est faite
dans la base calculatoire.
Une mesure de |1) dans la base calculatoire donnera |0) avec la probabilité
la|?, ou |1) avec la probabilité |b|%. Cette mesure est realisée mathematique-
ment en utilisant les deux projecteurs Py et P; associés aux éléments |0) et

|1) de la base du qubit :
10
n=(00)

00
r= (1)

On a bien P,P; = 6;;P; avec §;; = 1 si i = j et 0 sinon. De plus Fy [¢)) = a0)
et Py [¢) = b|1). La probabilité de trouver |¢) a I’état |0) ou |1) est pr(0) =
[P [9) [ = [al* ou pr(1) = Py [¢)|” = |b]".

Aprés la mesure [1)) devient (avec resultat |0)) :

)= Pol) _ el

V@ fep

ou (si la mesure est |1))

V(@) \/W

(Des états [¢) et ‘ei9¢> sont équivalents car ils ont méme norme et produisent
les mémes mesures. On dit qu'ils different par une phase globale).
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Ce petit exemple fait apparaitre un des mysteres de la mécanique quan-
tique : beaucoup d’information est contenue (ou cachée) dans 'etat. Dés
qu’on essaie d’y acceder (par une mesure) toute I'information disparait. Une
fois qu’on a effectué la mesure, on ne peut plus récupérer ’etat initial. On le
voit d’ailleurs en remarquant que les projecteurs ne sont pas unitaires donc
non reversibles.

Définition 3.1.2. : Un registre quantique ou ordinateur quantique est une
collection de n qubits.

D’aprés le postulat 4, I'espace des états d'un registre quantique est donc :
H=C*’®C*...®C*=C".

Par exemple pour n = 2, on a H = C?>® C? = C* avec |00),]01),|10) et |11)
pour base avec

1
0
00) = 10) & 10) = |
0
0
1
o =0em=|
0
0
0
) =eo)=|
0
et
0
0
w=me=|
1
Le produit scalaire de deux états composés est le produit des produits
scalaires

(wyl), [0 o)) = (b)) - (lev o))

L’information est généralement représentée dans les registres sous forme bi-
naire. Par exemple le nombre 6 est représenté par I'état [1) ®|1) ®]0) (6 = 110
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en binaire). De maniere générale on pose |a) = |a,_1) ® |ap_2) @ ... R |ag) si
a= 2%+ 2'a; + ...+ 2" a,_;. L’état d'un registre quantique s’écrit donc
en toute généralité

on_1
W)= D ale) =) ale)
ze{0,1}" =0

avee 3. |a,|? = 1. L’éeriture 2 € {0,1}" veut dire que = parcourt I'ensemble
des mots de longueur n qu’on peut former avec les lettres 0 et 1. Les |x)
forment donc une base du registre, et on peut utiliser le phénomene de su-
perposition pour stocker plusieurs nombres en méme temps dans un registre.

Exemple 3.1.1. Dans un registre de taille 3, on peut représenter des nombres
seuls comme 3 ou 7 :

3) = 1011) = [0) ® |1) ® |1)
7) =111 = ) @ 1) @ |1)

Mais on peut aussi les représenter ensemble dans un état superposé :

%um Fem e = %uom 1)) = %u?» 1)
De méme :
(10} + 1)) © —=(10) + 1)) & —=([0) +|1))
2 V2 V2

= 272(10) + [1) + [2) + [3) + [4) +15) +16) + 7))

> lz)

=0

Nl

— 9

En plus du phénomene de superposition, celui de l'intrication est aussi
largement utilisé en calcul quantique : un état est dit intriqué si on ne peut
pas I’écrire comme produit tensoriel de deux autres états separés.

Exemple 3.1.2. Soit l’état [¢) = \/Li(|00>+\11>). Soient [11) = a1 |0)+by 1)
et [the) = a|0) + by |1). Supposons que |[1) = |1b1) ® [1hg). Donc \/LE(|OO> +
|11)) = a1a2|00) + a1b2 |01) + bras [10) 4+ b1bs |11) et a1be = 0 et biag = 0. Ce
qui implique ajas = 0 ou biby = 0, ce qui est impossible. 1) représente donc
l’état de deuz qubits intriqués. On dit que cette paire de qubits est un EPR
pour Finstein, Podolsky et Rosen.
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Ces états représentent des situations pour lesquelles il n’y a pas d’analogue
classique et pour lesquelles on a aucune intuition. Ils sont aussi a 1’origine
de I'explosion exponentielle de la taille des registres quantiques quand on
rajoute des qubits. Une définition equivalente des états intriqués est en terme
de mesure. Deux particules sont non intriquées si la mesure de I’état de I'une
n’influe pas sur la mesure de 1’état de I'autre. La dimension de I'espace des
états d’un registre quantique formé de n qubits est 2. Une augmentation
linéaire du registre a donc pour conséquence une augmentation exponentielle
de la dimension de son espace d’états. C’est la I'un des interéts majeurs du
calcul quantique sur le calcul classique.

3.1.3 Portes Quantiques

La dynamique d’'un systeme quantique (et donc d’un qubit ou d’un re-
gistre quantique) est, d’aprés le deuxieme postulat, régie par I'equation de
Schrodinger a travers un opérateur unitaire U qui vérifie donc U*U = UU* =
Id. Un opérateur unitaire est en particulier inversible, ce qui veut dire que
le processus physique qu’il décrit est reversible. Le calcul quantique est basé
sur le modele de circuits quantiques qui étend le modele classique des portes
logiques de la logique booléenne. Ainsi toute transformation unitaire sera
représentée par un circuit quantique. Les transformations unitaires les plus
simples sont celles qui portent sur un seul qubit. En voici quatre données par
les matrices correspondantes dans la base calculatoire

(1)
(1)
(21)
(3 2)

Par exemple Y est la transformation |0) — |—1) et |1) — |0) et on a bien :

o [0 =1 0 1Y)
= (1 ) (o) -
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Un autre exemple important de transformation sur un seul qubit est la trans-
formation de Hadamard H de matrice :

=51 4)

On a donc )

H(0) = —(10) +11)
et

H(|1) = —=(0) — 1))

V2

Le non-controlé est une transformation sur 2 qubits. Elle change le second si
le premier est mis a 1 sinon elle ne fait rien :

1 000
0100
Chot = 0001
0010

Par exemple

Cnot(’00>) = |OO>

et
Crot(]10)) = [11)

Un dernier exemple est la transformation de Walsh-Hadamard HR H®.. . @ H
avec n facteurs H. Appliquée a [00...0) elle donne :

277.—1

(HoH®...©H)[00...0) = \%Zm

Autrement dit a partir de |00...0), elle génere une superposition de tous les
2™ états d’un registre quantique comportant n qubits. Le produit tensoriel
de deux operateurs A et B est défini par

(A® B)(l¢) ®|¢)) = Ald) © Blé)

Par exemple pour deux qubits, on a

(H @ H)[00) = H(|0}) ® H(|0))
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— ﬁ E
_ %(|00> +101) +[10) + [11))

(10) + 1) @ —=(]0) + (1))

Exemple 3.1.3. L’intrication dans l’état |1)) = \%(!00) +|11)) se voit mieux
au moment de la mesure. Supposons qu’on mesure le premier qubit de |1) et
qu’on trouve 0. Quel est le nouvel état obtenu aprés la mesure ? Mesurer le
premier qubit avec resultat 0 équivaut a utiliser lopérateur Py®1 sur |1)) avec
I la matrice identité (correspondant donc a ne rien faire au second qubit).
Rappelons que

Fo(]0)) = 10)
et

Py(|1)) =0
le vecteur nul dans C2. On a donc

(Py@ ) |) = % 100)

La probabilité d’obtenir le resultat O lors de la mesure du premier qubit est
donc

1
pr(0) = (B D)) P =
L’état aprés la mesure est donc

(P ®1)[¥)
pr(0)

Donc si on mesure le premier qubit de l’état intriqué |¢) et qu’on trouve 0

on est certain que la mesure du second qubit donnera aussi 0. De méme si

on mesure le premier qubit a 1 on est certain de trouver le second qubit aussi
al.

|9) = = 100)

3.2 Téléportation quantique

Messaouda veut envoyer un qubit |¢) = a|0) + b|1) & Kaddour pour des
besoins de communication, par exemple en cryptographie quantique. Elle ne
connait pas I’état du qubit puisque pour le connaitre elle doit le mesurer et
en mécanique quantique la mesure détruit I’état |¢). Elle ne peut pas non
plus le copier ou le cloner a cause de la
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Proposition 3.2.1. [8] Supposons qu’il existe un opérateur unitaire de clo-
nage U. Autremnat dit U est un opérateur sur deux qubits qui copie ou clone
le premier qubit en le second

Ulp)ls) = 1) 14)

avec |s) un qubit arbitraire. Alors U ne peut cloner que des états paralléles
ou orthogonauzx a ).

Preuve. Soit un autre état |¢) avec

Ul)|s) = |} [6)

En prenant le produit scalaire de ces deux équations ensemble on obtient

{Ud)|s), Uld)s) = ([9) [¥) ;192 |9))

et donc

() 1s), UU @) [s)) = ([9) 1), |9) |9))

Ce qui donne en utilisant 'unitarité de U

() 1), 10) |s)) = (¥} [¥) , |¢) 1))

([9) s 18)) - (Is),[s)) = () [¥) . |#) [9))
On obtient donc
(). o)) = ([¥), 19))”

(Rappelons que (|s) , [s)) = 1 et que (|0} [¢) ,[0) |9)) = (|9} ,[9)) - {[¥) ,[9)))-
On doit donc avoir (1, ¢) = 0 ou 1. Et donc |¢) est orthogonal ou parallele

a ) 0

Messaouda ne peut donc pas utiliser un quelconque canal de commu-
nication classique pour envoyer le qubit a Kaddour puisqu’elle ne connait
pas le qubit et qu’elle ne peut pas le copier ou le cloner. Comment peu-elle
donc faire ? Dans un article célebre [7] de seulement quelques pages quelques
spécialistes de la théorie de l'information quantique ont mis au point une
technique assez simple ne faisant intervenir que la transformation de Ha-
damard H et le non-controlé C,, qui permet quand méme a Messaouda
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d’envoyer le qubit a Kaddour. Ils ont appelé cette technique la téléportation
quantique.

Messaouda et Kaddour commencent par preparer et partager une paire
EPR de deux qubits. Pour cela ils appliquent la transformation H ® I au
2-qubit |00)

(H®1)]00) =H|0)® I]0)
1

= 50+ 1)el0)

1
V2

Ici I est la matrice unité correspondant donc a 'operateur identité Idc2 sur
C2. IIs appliquent ensuite un non-controlé sur le premier qubit

(100) +[10))

1 1
V2 V2

C’est leur EPR paire de qubits partagée. L'etat |1)) = a|0) +b]|1) est ensuite
composé avec la paire EPR pour obtenir le 3-qubit

Chot(—(100) + [10))) = —=(]00) + [11))

1

[9) © (—5(100) + |11)))

Sl

2
1
V2

1
= —=(a|000) + a|011) + b[100) + b|111
\/ﬁ(l ) +a|011) + 5]100) + b [111))

auquel on applique un non-controlé sur le premier et le second qubit

= (a]0) +b[1)) @ (—=(]00) + [11))

(Cror ® 1)(%@ 1000) + @ [011) + b [100) + b [111)))

1
= E(a |000) 4+ @ |011) 4+ b|110) + b |101))

A ce 3-qubit on applique une transformation de Hadamard sur le premier
qubit pour obtenir le 3-qubit

V) = (H®I®I)(—=(a]000) + a|011) 4+ b|110) + b|101)))

1
NG
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1
= 5(a|000) +a[100) +a|011) + a[111) +b]010) —b[110) — b 101) +b|001))

= %(!00} (@]0)+b[1))+[01) (a[1)+010))+[10) (a |0)=b |1))+[11) (a [1)=b]0)))

Ici les deux premiers qubits appartiennent a Messaouda et le troisieme qubit
appartient & Kaddour. Messaouda a commencé avec les qubits [¢)) et |0)
et Kaddour a commencé avec le qubit |0). Les deux qubits |0) ont servi a
produire la paire EPR.

Messaouda va maintenant mesurer ses deux (premiers) qubits dans 1'etat
|¥), ne touchant pas au troisieme qubit de Kaddour qui, remarquons le, est
une superposition. Nous sommes dans un systeme a trois qubits et on ne veut
mesurer que les deux premiers qubits. Cela revient a mesurer dans un systeme
a deux qubits et tensoriser par la matrice identité (2 x 2) I correspondant
a ne rien faire au troisieme qubit. La base calculatoire d’un systeme a deux
qubits est formée de |00),|01),|10) et |11). Par le troisieme postulat de la
mécanique quantique, mesurer dans cette base calculatoire revient a operer
les operateurs Pyo @ I, Pyy @ I, Pio @ I et Py ® I sur I'état |U). Ici P, est
la projection sur le sous espace engendré par |ij) avec i = 0 ou 1 et j =0
ou 1. Par exemple Py |00) = |00) et le vecteur nul 0 pour les autres. De
méme Fy; [01) = |01) et le vecteur nul 0 pour les autres et ainsi de suite. Les
mesures possibles sont donc

(Poo ® 1)) = 2 [00) (a]0) +5]1))
(P @ 1)) = 5101} (a 1) +5[0))
(P ® 1)) = 7 [10) (a0} — 1))

(P ® 1)) = 7 [11) (a1} — b]0))

En mesurant les deux premiers qubits Messaouda va donc obtenir i5(00, 01, 10, 11)
avec la probabilité

. 1
pr(if) = |(Py @ D[ 9) P = -
Les etats possibles obtenus aprés la mesure sont donnés par la formule
(P @ 1) W)
W) = L
pr(ij)
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et sont donc

[Woo) = |00) (a|0) + b[1))
[Wo1) = [01) (a[1) + b]0))
[W10) = |10) (a|0) — b[1))
[W11) = |11) (a 1) — b[0))

[Y00) = a0) +0[1)
[Y01) = a[1) +6]0)
[¥10) = a[0) = b]0)

[11) = al1) = b]0)
Pour savoir dans lequel il suffit a Messaouda de lui envoyer le resultat de sa
mesure par un canal classique (par exemple par lettre ou par email).

Si Messaouda mesure 00, Kaddour sait que son qubit est |gy) = a|0) +
b|1) qui est égal & |1) et qui est exactement 1'état que Messaouda veut lui
envoyer. L’état a donc bien été teleporté.

Si Messaouda mesure 01, Kaddour sait que son qubit est |g1) = a|1) +
b|0). 11 lui applique X et recupere ainsi 1'état |¢)

X W01> = W)

Si Messaouda mesure 10, Kaddour sait que son qubit est |¢10) = a |0) —
b|1). 11 lui applique Z et recupere ainsi 'état |1))

Z WlO) = |¢>

Si Messaouda mesure 11, Kaddour sait que son qubit est |¢11) = a|1) —
b10). 11 lui applique ZX et recupere ainsi I'état [1))

zZX |1/J11> = |1/’>

Remarquer que Messaouda n’a plus I'état |1), qui n’a donc pas été cloné.
Cette technique ne contredit pas le principe de la relativité restreinte qui
stipule que rien ne peut voyager a une vitesse supérieure a celle de la lumiere
puisque Messaouda doit envoyer son résultat a Kaddour par un canal de
communication classique.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons défini le produit tensoriel dans son cadre le plus
naturel et le plus général, Celui des modules sur un anneau commutatif. Le
produit tensoriel de deux modules est un autre module qui vérifie une certaine
propriété universelle et qui est le seul a la vérifier. Cette unicité est clairement
mise en evidence lors de sa construction que nous avons détaillée et illistrée a
travers quelques exemples. L’exemple de la téléportation quantique, que nous
donnons en dernier, montre clairement 1'utilité du produit tensoriel.
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Résumé : Le produit tensoriel est trés utile et largement utilisé tant en
Mathématiques qu’en Physique. Nous définission ici dans un cadre trés général, celui des
modules sur un anneau commutatif. Quand I'anneau est un corps on retrouve toute
I'algebre linéaire des espaces vectoriels. Quand I'anneau est I'anneau des entiers on
retrouve toute la théorie des groups abéliens. Suivant Bourbaki, nous montrons comment
construire le produit tensoriel de deux modules. Nous illustrons son utilisation a travers
I'exemple de la téléportation quantique qui utilise des espaces vectoriels complexes de
dimension finie munis d’un produit scalaire hermitien (des espaces de Hilbert).

ABSTRACT : The tensor product is very useful and widely used in both Mathematics
and Physics. We define it here in a very general framework, that of modules on a
commutative ring, When the ring is a field we find all the linear algebra of vector space.
When the ring is the ring of integers we find the whole theory of abelian groups. Following
Bourbaki, We show how to construct the tensor product of two modules. We illustrate its
use through the example of quantum teleportation which uses complex finite-dimensional
vector spaces equipped with a Hermitian scalar product (Hilbert spaces).

G el s ol )l e IS (8 il s Gl o aadiug g as lada Sigall ey 1 padla
Yo Adall oS8 Larie Aol dals e 33 ga gall ilaa gl Ul g8 5 Jas ple jlal 8 La ladass
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Aal il i ian o) 55 sal) gmiiall oLy AES e Sl s el AalY) e sanall ALUS)
Ty B jeaa g 83 s3na gl I3 Badas dgatia Glaliw addiiy A KU SV Jal) JBe A (g
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