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RESUME

Notre objectif principal dans ce mémoire est 1'étude de la controlabilité et de 1'ob-
servabilité de quelques systemes dynamiques chaotiques, Nous commengons par pré-
senter une introduction générale sur la controlabilité et 1'observabilité, ensuite nous
aborderons les types et les méthodes utilisées en contrdle et observateurs, ainsi que
les définitions des systemes dynamiques chaotiques, Nous appliquerons ensuite le
contrdle par mode glissant au systéeme chaotiques d’Arneodo, enfin nous utiliserons la
méthode de Runge-kutta pour appuyer nos résultats obtenus.

Mots clés : La controlabilité, 1’observabilité, systeme dynamique linéaire et non linéaire,

systémes dynamiques chaotiques, le controle mode glissant, observateur.
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ABSTRACT

Our main objective in this thesis is to study the controllability and observability of
certain chaotic dynamical systems, We will begin by providing a general introduction to
controllability and observability, Subsequently, we will discuss the types and methods
used in control and observers, as well as the definitions of chaotic dynamical systems,
We will then apply sliding mode control to the chaotic systems of Arneodo, and finally,
we will use the Runge-Kutta method to support our obtained results.

Keywords : Controllability, observability, linear and nonlinear dynamical systems,

chaotic dynamical systems, sliding mode control, observer.

v



TABLE DES MATIERES

Introduction 1
1 La cotrdlabilité 4
1.1 Systémedynamique . ... ... . ... ... .. ... .. L. 4
1.1.1  Systéme dynamique discret . . . . ... ... ... ... ... ... 5

1.1.2 Systeme dynamique continu . . ... .. ... ........... 5

1.1.3 Systéme autonome et non autonome . . . . .. ... ... L. 6

12 Systtmedecontrolé . . . .. .. ... ... ... L oL 6
1.2.1 Ensembleaccessible . . . ... ... ... .. ... .. ... ... 8

1.2.2 Existence et unicité de la solutions . . . ... ... ... ...... 9

1.3 Controélabilité non linéaire . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 11
1.3.1 Contodlabilitélocale . . . . . ... ... ... ... . ... ... 12

1.3.2 Testlinéaire . . . ... . .. .. . ... 12

1.3.3 [Itégralepremiére . . . ... ... ... .. ... ... 14

1.4 Controélabilité linéaire . . . . . . . . . . . ... .. 15
1.4.1 CriteredeKalman . . ... ... ... ... ... . ...... 16

1.4.2 Matrice de controlabilité . . . ... ... ... ... ... ..., 18

143 FormedeBrunovsky . ... ... ............... ..., 19

1.5 Equivalence linéaire de systéme . . . . . . ... .. ... ... ... 20



Table des matieres

TABLE DES MATIERES

1.6

1.7 Controdle du systeme a temps discret

21

2.2

2.3

24

2.5

2.6 Observabilité des systemes au temps discret

3.1
3.2

3.3
34

3.5

Stabilité du systéme contrélé . . ... ... ...

L" Observabilité
Notion d’bservabilité . . . . ... ... ... ...
2.1.1 Principe del'observation ... ... ...

L’observabilité non linéaire . . ... .. .. ...

2.2.1 Notion de I'observabilté non linéaire

222 Espaced’observabilité . . ... ......

2.2.3  Observabilité et condition de rang

Observateurs des systemes non linéaires . . . .

2.3.1 Observateur de Luenberger étendu

2.3.2  Filtre de Kalman étendu (EKF) ... ..
2.3.3 Observateurs mode glissant . . . . ...
Observabilité linéaire . . . . ... ... .....
2.4.1 Equivalence linéaire . ... ........
Observateurs des systemes linéaires . . . . . . .
2.5.1 Observateur de Luenberger: . ... ...

2.5.2 Observateurs asymptotiques . . ... ..

Controle par mode glissant
Généralité sur les systemes chaotiques . . . . . .
Systéme dynamique chaotique . . ... ... ..
3.2.1 Concept mathématique . ... ... ...

3.2.2 Caractérisationduchaos ... ... ...

Test du chaos dans un systéme dynamique

Criteresduchaos . .. ... ... .........
3.4.1 Exposantsde Lyapunov . ... ... ...
Exemples de systemes chaotiques . . . ... ..

3.5.1 Systéme chaotique de Lorenz . . . . . ..

vi



Table des matieres

3.5.2 Systeme chaotique de Genesio-Tesi. . . . . ... ... ... .... 46

3.5.3 Systeme chaotiquede Arneodo . . ... ... ... ..... ... 47

3.6 Controle des systemes dynamiques chaotiques . . . . . ... ... .... 49
3.6.1 Problemes de stabilisation . . . . . ... ... ... ... . ... .. 50

3.7 Techniques de contrdle des systéemes chaotiques . . . . . ... ... ... 51
3.8 Synchronisation . . ... ... ... .. ... .. ... L 51
3.9 Généalités Le controle par mode glissant . . . . .. ............ 52
3.10 Principe de contrdle par mode glissant . . . . . . ... ... ... ..... 52
3.10.1 Choix des surfaces de glissement . . . . ... ... ........ 53
3.10.2 Condition d’existence et de convergence . ... .......... 54
3103 Calculdecontrdle . . .. ... ... . ... ... . oL, 54

3.11 Déterminelaloidecontrdle . . . .. ... ...... ... .. ....... 55
3.12 Phénomene de chattering . . . . .. ...... ... ... .. ... 58
3.12.1 Elimination du phénomeéne de Chattering . . . .. ... ... .. 58

3.13 Application du mode glissant pour le systeme d’arneodo . . . . . . . .. 59
3.13.1 Stabiliser les systémes en orbites périodiques . . . . . . ... ... 60
3.13.2 Lecontrdle au point d’origine . . ... ... .. ... ... .... 62
Conclusion 68

vii



TABLE DES FIGURES

1.1 Shéma du systéme de controle . . . . . ... .. ... .. ... ... .. ... 7
1.2 Probléme de controlabilité . . . . . . .. ... .. ... ... . ... 7
1.3 Ensemble accessible . . . . . . . . . ... 9
1.4 Controlabilité non linéaire . . . . . ... ... ... 11
2.1 Esemble systéme-observateur . . . . . . .. ... o e 27
3.1 Attracteurdeloranze . . . . . . ... ... o 46
3.2 Attracteur de Genesio-Tesi . . . . . . .. .. ... .o 47
3.3 Attracteurde Arneodo . . . . . ... Lo 48
3.4 Simulation de I'état x1, x2, x3 par aux temps . . . . . ... ... ... 49
3.5 Modes de fonctionnement dans leplan . . . . . .. ... ... ... L. 53
3.6 Controle appliquée au systeme . . . . . . . . ... oo 55
3.7 La valeur continue prise par le controle lors des commutations entre Umin et
Umax . . . ..o e 56
3.8 Définition de la fonction sign(s(t)) . . . .. ... ... .. .. ... 57
3.9 Lephénomene de "Chattering” . . . . . ... ... ... . 59
3.10 Lafonction adoucie . . . . . . . .. .. .. e 60
3.11 Attracteur Arnodo controlépartl . . . . .. .. ... 62
3.12 Les série temporelle de X1, Xp, X3 . o o o o oo 63



Table des matieres

3.13 Les systemes équations différentielles controlé par U . . . . . .. . ... ... 64
3.14 La convergence entre les courbes Ureet x1 . . . . . ... . ... ... .... 65
3.15 Convergence des états vers le point d’équilibre pour le systéme d’Arneodo . . . 66
3.16 Simulation du systeme équations différentielles controlé par U . . . . . . . .. 67

ix



INTRODUCTION

La controlabilité d’un systeme dynamique fait référence a la capacité de guider ce
systeme de son état initial a son état final en utilisant des instructions appropriées.
Ces instructions sont appelées la controlabilité du systeme dynamique. Cela seleve des
questions telles que : "Est-il possible d’atteindre tous les états du systéme en utilisant
des instructions acceptables?”, et "Dans quelles conditions peut-on contrdler le sys-
teme?".

D’autre part, I’observabilité d"un systeme dynamique signifie sa capacité a déterminer
son état interne en fonction de ses sorties observables. Cela pose des questions telles
que : "Est-il possible de reconstruire complétement 1’état du systeme sur la base des
sorties observées?", et "Quels sont les criteres a prendre en compte pour évaluer la
conformité du systéme ?".

Dans les années 1950 et 1960, le domaine du controle dynamique des systemes a vu
I’émergence des concepts de possibilité de contrdle et d’observabilité. Les définitions
et les résultats théoriques initiaux liés a ces concepts ont été développés par des figures
clés telles que Richard Kalman, Rudolf Kalman et Peter Falk [1][13][29]. Divers cher-
cheurs ont également proposé des concepts variés pour le controle et 1’observabilité.
Ces concepts influencent différents domaines de la vie, y compris le génie de controle,
la navigation spatiale et aérienne, les robots, la biologie, la médecine, I'automatisation

industrielle, I'énergie et I’environnement.



Introduction

La fonction implique la gestion des phénomeénes chaotiques et contribue grandement
a la stabilité des systémes dynamiques et a leur controle, facilitant ainsi leur étude et
leur gestion, A travers des applications telles que le controle des missiles, des drones
et des satellites, cette spécialisation est particulierement utile.

La capacité d’observation et de contrdle sont des concepts fondamentaux dans 1’analyse
des systemes dynamiques chaotiques et leur gestion. Malgré les défis comme la sen-
sibilité aux conditions initiales et un comportement a long terme imprévisible, divers
outils et techniques sont disponibles pour les analyser et les appliquer dans différents
domaines.

La caractéristique principale du chaos est qu’il se manifeste par un comportement
spécifique d'un systeme dynamique déterministe non linéaire, Contrairement a la
déterminabilité, ce systeme est entierement défini par ses conditions initiales et sa
dynamique.[40],[38],[33] .

Les mathématiciens et physiciens comme Edward Lorenz, Robert Smale et Norbert
Wiener ont joué un role clé dans 1’essor de 1’étude du controle du chaos dans les an-
nées 1960. Lorenz a découvert un comportement chaotique sensible aux conditions
initiales lors de I’analyse d'un modéle mathématique élémentaire de la convection at-
mosphérique. Cette découverte a été cruciale pour comprendre le chaos et a encouragé
la recherche sur son controle. Et Norbert Wiener, en 1948, il écrit un livre dans lequel
il connait le controle et la communication des animaux et des machines et établit la
relation entre Théorie du controle et de la physiologie [11].

Ce mémoire se concentre sur 1’optimisation des concepts fondamentaux de I'observabi-
lité et de la controdlabilité, qu’ils soient linéaires ou non, en mathématiques appliquées.
Et L'accent aussi est mis sur la théorie indispensable, les techniques d’analyse et de
calcul.

En plus des différentes applications dans le domaine du mode glissant, le controle
en mode glissant (CMD) fait partie du contrdle de structure variable et constitue une
technique de contrdle puissante utilisée pour réguler les systemes dynamiques non
linéaires, en particulier ceux impliquant des incertitudes ou des perturbations. Cette

méthode repose sur 1'idée de développer un systeme le long d'une surface dans l'es-
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pace d’état, appelée surface de glissement, congue pour pousser le systeme vers l'état
souhaité.[22]

Dans ce mémoire, nous avons focalisé sur I'implémentation de la controlabilité et de
'observabilité dans les systémes dynamiques chaotiques. Il est organisée de la maniére
suivante :

Premier chapitre : les concepts des systémes dynamiques et les notions fondamentales
de la controlabilité des systemes dynamiques sont abordés ce mémoire. Dans le but de
rendre plus compréhensibles les sections suivantes de ce mémoire.

Deuxiéme chapitre : L'objectif de ce chapitre est d’explorer 1’observabilité des sys-
temes dynamiques. Les définitions de 'observabilité linéaire et non linéaire et la dé-
tinition d’observateur. Ensuite, nous examinons les méthodes les plus indispensables
employées pour évaluer la validité d"un systéme.

Troiséme chapitre : nous abordons les définitions indispensables des systémes dyna-
miques chaotiques, ainsi que la compréhension du contréle par mode glissant. Nous
nous concentrons spécifiquement sur son utilisation dans le systeme dynamique chao-

tique d’arneodo.



CHAPITRE 1

LA COTROLABILITE

Dans ce chapitre, on a défini le systeme dynamique et la controlabilité des systéemes
dynamiques continu et discret et on a donné les conditions fondamentales pour le
contrdle et on a cité plusieurs types de contrdlabilité (linéaire et non linéaire). Nous
avons mentionné les éléments les plus importants sur lesquels chaque type se concentre,
ainsi que certains types de controlabilité, représentés par la méthode de controlabilité
des systemes dynamiques. Nous avons mentionné comment simuler et enfin comment

stabiliser les systémes non linéaires.

1.1 Systéme dynamique

Définition 1.1.1 Du point de vue mathématique, un systeme dynamique est défini a partir
d’un ensemble de variables qui forment le vecteur d’étatX = {x; € R}, i=1,...,noun
représente la dimension du vecteur.

Ces variables caractérisent completement I'état instantané du systeme dynamique. En associant
en plus un systéme de coordonnées, on obtient I'espace d’état qui est également appelé I’espace
de phase.

En plus de I'espace d’état, un systéme dynamique est défini par une loi d’évolution, généralement

4



Contrélabilité des systémes dynamiques

désignée par dynamique, qui caractérise I'évolution de I'état du systeme au cours du temps.

La notion de déterminisme provient du fait que le systeme considéré est completement caractérisé
par son état initial et sa dynamique.[23]

Les systemes dynamiques sont classés en deux catégories :

- Systemes dynamiques discrets, - Systemes dynamiques continus.

1.1.1 Systéme dynamique discret

Un systeme dynamique discret est représenté par des équations aux différences de
la forme :

x(k +1) = G(x(k), k),

ou G : R" X Z* — R"désigne la dynamique du systéme en temps discret.
Si on associe a cette dynamique un état initial xo = x(ko), alors pour chaque couple

(x0, ko) donné, on peut identifier une solution unique

q)G(-/ X0, k()) /AN ]Rn,

telle que :
D¢ (ko; X0, ko) = x0 et Dg(k + 1;x0, ko) = G(@c(k; X0, ko), k),

en temps discret, on définit également le systeme autonome comme une dynamique

qui ne Ne dépend pas de l'instant k : x(k + 1) = G(x(k)). [23]

1.1.2 Systéme dynamique continu

Un systeme dynamique continu est décrit par un systeme d’équations différentielles
de la forme:

xX(t) = F(x(t), ),

ou F : R" x R* — R"représente la dynamique du systéme.

Si on associe a cette dynamique un état initial xo = x(fy), alors pour chaque couple

5



Contrélabilité des systémes dynamiques

(x0, to) on peut identifier une solution unique®(., xy, tp) : R — R"telle que :
Dr(to; x0, to) = Xo,

(DF(tl Xo, tO) = F((Dp(t, Xo, tO)l t)/

I’évolution des ensembles d’états successifs occupés par le systeme a chaque instant t

représente la trajectoire du systeme.[23]

1.1.3 Systéme autonome et non autonome
Soit le systeme dynamique suivant :

dx(t)
dt

x(t) =

flx,b),

lorsque le champ de vecteurs f ne dépend pas explicitement du temps, on dit que le
systeme dynamique est autonome. Dans le cas contraire, il est non autonome.

Par un changement de variable approprié, on peut toujours transformer un systeme
dynamique, non autonome de dimension n en un systéme dynamique autonome équi-

valent de dimension (1 + 1).[23]

1.2 Systéme de controlé

Systeme de controlé, un syseme au temps t est décrit par son état x(f) et on modélise
I’évolution du vecteur x(f) au cours du temps, par systéme controlé (ou commandé).[15]

Dans ces notes, on consideére systéme de controlé :

X = f(x(t), u(t)), (1.1)

la signification de I’équation (1.1), ot x € R" est I'état du systeme et x(.) est solution
de I'équation différentielle controlée , une fonction u(t) définie un intervalle [0, T] avec

T > 0 (ot u € R™) est Apple loi de contrdle. A une loi de contrdle u(.) est associée une

6



Contrélabilité des systémes dynamiques

Contrdle u Systé me Sortiey

— dx >

= = f(x(t), u(t))

F1Gure 1.1 — Shéma du systéme de controle

équation différentielle ordinaire.

La fonction f : R" X R" — R" est supposée de classe C*. [27][15]

* Probléme de contrdlabilité : est-il possible de trouver un contréle u : [0,T] — R"
nous permettant de passer de I'état a a I'état b, c’est-a-dire que si x : [0,T] — R", est

solution de :

X(T)

u(t) ?

X(0)

FiGcure 1.2 — Probléme de contrdlabilité

x = f(x(t), u(t),

x(tO) = Xo,

(1.2)

7



Contrélabilité des systémes dynamiques

alors x(T) = b Le temps T est fixé ou arbitraire suivant les cas considérés.

Définition 1.2.1 [37](Trajectoire d’un systéme contrélé) On appelle trajectoire du systeme
de controle (1.2) toute fonction réguliere t € I — (x(t), u(t) € R" x R™), qui satisfait identi-

quement sur un intervalle d’intérieur non vide.I de R les équations (1.2).

Définition 1.2.2 [37](Le point d’équilibre du systéme :) Un équilibre du systeme de controle
x = f(x,u) est un couple (x,, u,) = (0,0) tel que :

f(xe,ue) = 0.

1.2.1 Ensemble accessible

Dans cette partie nous nous intéressons au probleme générale suivant : soient n
et m deux entieres naturels non nuls et I un intervalle de R", A et B deux applica-
tions de L sur I, a valeurs respectivement dans M, et M, ,; Soit {J un sous-ensemble

de R" et soit xg € IR", le syst éme de contrdle linéaire auquel on s’intéresse est donné par:

x = A(t)x(t) + B(tH)u(t),
(£)x(t) + B(t)u(t) (1.3)
x(to) = Xo-
I1 s’agit de I'ensemble de contdle U considéré : qui comprend toutes les applications
mesurables et localement bornées sur I, et dont les valeurs sont dans le sous-ensemble.

Avant de discuter de la notion de contro6labilité linéaire, il est nécessaire de 1’ensemble

accessible.

Définition 1.2.3 [37](I'ensemble accessible)
On peut définir I'ensemble du point accessible a partir de xo en un temps T > 0 de la maniére

suivante :

Acca(xg, T) = x,(T) \ uinL™([0,T], ), (1.4)

oit x,(.) est la solution du systéme (1.4) associée au controle u.

En d’autres termes, Accq(xo, T) est I'ensemble des extrémités des solutions (1.4) sur le temps

8



Contrélabilité des systémes dynamiques

T. Lorsqu’on modifie le controle u (voir figure 2.1). Pour maintenir la cohérence, on pose

Acca(xg, 0) = xo.

Ficure 1.3 — Ensemble accessible

Définition 1.2.4 : Le systeme controlé x = A(t)x(t) + B(t)u(t) est dit contrdlable en temps T
si Acca(xo, T) = R i.e, pour tout xo,x1 € R" ile existe un contrdle u tel que la trajectoire

associée relie xo a x1 en temps T.

1.2.2 Existence et unicité de la solutions

Soit I un intervalle deR et V un ouvert delR". Considérons le probleme de Cauchy.
[12]
x(t) = f(t, x(#)),

x(to) = xo,

(1.5)

ou f est une application de I X V dans R" et xyp € V .D’apres le théoreme de Cauchy-
Lipschitz usuel, une solution maximale peut étre trouvée si f est continue et localement
lipschitzienne par rapport a x.Mais en théorie du controle, ces hypotheéses doivent étre
affaiblies car on est amené a considérer des contrdles non continus (au mieux, continus
par morceaux), et donc la continuité du second membre n’est plus assurée. Notamment,
la solution, si elle est disponible, n’est pas en général dérivable partout, et il est donc

essentiel de redéfinir de maniere adéquate le concept de solution.

9



Contrélabilité des systémes dynamiques

Définition 1.2.5 [12] On suppose que pour tout x € U la fonction t — f(t,x) est mesurable,
et que pour tout t € I la fonction x v f(t,x) est continue. On appelle solution du probleme de
Cauchy (1) tout couple (], x(.)), oit | est un intervalle tel que | C I et ty € ], et oit x(.) est une

fonction absolument continue de | dans V telle que, pour tout t € |,

x(t) = xg + f f(s,x(s))ds,

ce qui est équivalent a
x(t) = f(t, x(8)) p.p. sur],

x(to) = xo,

(1.6)

une solution (J,x(.)) est dite maximale si, pour toute autre solution (J,x(.)), ona J C | et

x(.) = x(.) sur].

Théoreme 1.2.1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz).[12]

On suppose que la fonction f : I X V. — V vérifie les deux hypotheses suivantes :

1. f est localement lipschitzienne par rapport a x au sens suivant :

VxeV JIr>0,Bx,r)cV, Facll (IR,

loc

Vtel VYy,zeB(x,r) |ftt,y) - fE2I <a®) lly -z,

2. f est localement intégrable par rapport a t, i.e :

VxeV 3JAgel, (I,R") Vtel|f(t x)l < pH).

loc

Alors pour toute donnée initiale (ty, xo) € I XV, il existe une unique solution maximale (], x(.))

du probleme de Cauchy ((1.5) ).

Théoreme 1.2.2 (Théoreme d’explosion)

[12] Sous les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz, soit (la,bl,x(.)) une solution

10
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maximale. Si b < supl , alors pour tout compact K contenu dans V , il existe un réel 1 > 0

tel que x(t) ¢ K, pour tout t€lb—n,b[.

Théoreme 1.2.3 [12] Sous les hypothéses du théoreme de Cauchy-Lipschitz, on suppose de

plus que V = R" et que f est globalement lipschitzienne par rapport a x, i.e.

Ja e Ll

loc

(LRY|Vtel VYy,zeR" |If(t,y)— f(t,2)I < a(®)lly -zl

Alors | = I.

1.3 Controlabilité non linéaire

On considere le systeme (f étant une fonction réguliere) :

[0, T]2t—> u(t)?

Espace d’état x

FiGure 1.4 — Controlabilité non linéaire

t= f(x(t),u(®), x(t)€R", u(t)€R". (1.7)

11



Contrélabilité des systémes dynamiques

1.3.1 Contdlabilité locale

Parlons maintenant de la controlabilité de systemes de controle non linéaires. C’est
un sujet tres complexe, en particulier le controle global. C’est pourquoi nous vous
proposerons la définition que nous utilisons dans ce livre pour la controlabilité locale
d’un petit temps (nous devrions en fait dire la contrdlabilité locale d"un petit temps

avec des controles proches de 1,).

Définition 1.3.1 [25](controlabilité locale) Soit f(x,, u,) € R, X Ry, un équilibre du systéme de
conrdle (1.2). Le systeme de controle (1.2) est contrdlable localement en petit temps a I'équilibre
(xe, u.) si, pour tout nombre réel ¢ > 0, il existe un nombre réel n > 0 tel que, pour chaque

Xo, X1 € By(x.) = {x € Ry;; |x — X<y} il existe une fonction mesurable u : [0, €] — R,, tels que :
lu(t) —u,| < &,Vt €0, &].

(= (x, u(t)), x(0) = x0) = (x(¢) = x1).

1.3.2 Test linéaire

Dans cette partie, nous prouvons que si un systéme de controle linéarisé a un
équilibre, (resp. Le long d’une trajectoire) est controlable, alors le systeme de controle
non linéaire est Controlable localement a cet équilibre (resp. Le long de cette trajectoire).
Nous présentons un application de ce résultat utile. Nous supposons que l'application

f est uniquement de classe C' sur R” € R™. Nous étudions dans cette partie[25].
-La controlabilité locale le long d’une trajectoire.
-Contrdlabilité locale a un point d’équilibre.

1-La controlabilité locale le long d’une trajectoire

Définissons maintenant la notion de (controlabilité locale le long d"une trajectoire ).

Définition 1.3.2 Soit (%, i) : [Ty, T1] une trajectoire du systéme de controle x = f(x(t), u(t))

Le systeme de controle (1.2) est contrdlable localement le long de la trajectoire (X, it) si, pour tout

12
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e > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout (a,b) € R" X R™ avec |a — %(Ty)| < net |b— x(Th)| < 1,

il existe une trajectoire (x,u) : [Ty, T1] — R" X R™ tel que :
x(To) = a,x(Ty) = b,

Iu(t) - ﬂ(t)l g te [to, tl]

Théoreme 1.3.1 [27] Si le linéarisé autour de la trajectoire (X, i) est controlable, alors le

systeme de controle ,x = f(x,u) est localement controlable le long de la trajectoire (X, if).

Définition 1.3.3 Le systeme de contrdle linéarisé le long de la trajectoire (%,1)[To, T1] —

R" x R™ est le systeme de contrdle linéaire variable dans le temps.

._of

Y aan+ Laaytem,T
X = g(x,u) + B_u(x'u)' € [To, T1],

o, au temps t € [Ty, T1] I'état est x(t) € R" et le controle est u(t) € R™.

Théoreme 1.3.2 Soit, (%, 1) : [Ty, T1] — R" X R™ une trajectoire du systéme de (1.2), Suppo-
sons que le systéme de contrdle linéarisé le long de la trajectoire (X, i) est contrdlable. Alors le

contrdle non linéaire le systéme (1.2) est controlable localement le long de la trajectoire (X, i1).

2-Controdlabilité locale a un point d’équilibre [25]

On a (%, #1) une trajectoire constante, et (¥(t), i1(t)) = (x., ue)t € [To, T1], (%, tte) est un
point équilibre du systeme de contrdle (voir définition (1.2.2)).

Nous présentons la définition suivante :

Définition 1.3.4 Le systeme x = f(x, u) est localement contrdlable au point d’équilibre (x,, u,)
si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout (a,b) € R" X R" avec | a — x, |< n et

| b—x, |< nil existe u € C([0, e]; R™) tell que :
(k= flx,u(t)) et x(0)=a) = (x(¢) =)

| u(t) —u, < e, Vt e |0, ¢]

13
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Le linéarisé au point déquilibre (x,,u,) € R" X R" du systeme x = f(x,u) est le systeme de
contrdle linéaire stationnaire :

of

ng

af
(e, Ue)x + E(xe, Up U,
ot x € IR" est I'état et u € R" le controle .

Théoreme 1.3.3 Soit (x,, u,) un point d’équilibre du systeme de contrdle (1.2) Supposons que
le systeme de controle linéarisé du systeme de controle (1.2) a (x., u.) est controlable. Alors, le

systeme de contrdle non linéaire (1.2) est petit temps contrdlable localement a (x,, u,).

Considérons le systeme controlé (1.2) :

2= f(x(t), u(t)) t>0,

x(to) = Xo,

ol f : R"XR"”R" estlisse et f(0,0) = 0. Le systéeme linéarisé a x = 0, u = 0 est le suivant

[11]:

'—afOO +8f00 t>0
r= &x( /0 Qu( O)u ’ (1.8)
x(tO):O/
ou:
_9f _9f _
A= a(0,0), B = a(o, O), xo = 0.

Par conséquent, la condition de rang :
rang = [A,AB,AB?, ..., AB" '] = n,

C’est celui qui garantit la controlabilité de (1.3).

1.3.3 Itégrale premiére

Intégrale premiere sont des outils nécessaires pour analyser et controler les systémes

dynamiques, et elle cantine qui demeure constante le long des trajectoires du systéme,

14
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peu importe le controle appliquée, Pour le dire autrement, 'application du controdle
ne modifie pas la valeur de I'intégrale premiere, Cela implique qu’une fonction a une
dérivée nulle par rapport au temps le long des trajectoires du systeme.

e- La définition de l'intégrale premiere pour les systémes controlés :

Définition 1.3.5 Une fonction réguliere (t,x) € R X R" — h(t, x) € R, est appelée intégrale
premiere du systeme (1.3) , si elle est constante le long de toute trajectoire du systeme, une

intégrale premiére est dite triviale si c’est une fonction constante sur R X R" [37].

Si h(t) est une intégrale premiere, sa dérivée est nulle par rapport au temps le long des

trajectoires du systeme, c.-a-d :

dh  oh  Ohdx _

FTARETI YT

Remarque 1.3.1 : Si 'intégrale premiere non triviale h(x) est acceptée, alors (1.2) n’est pas
controlable. Autrement dit, si T > 0 cela signifie que pour tout p,q € R" et tout instant initial
t, h(t,p) = h(t + T, q) il existe une trajectoire reliant p a q sur t, (t + T), donc h est une fonction
périodique du temps et ne dépend pas de x. Cependant, la dérivée de h le long des trajectoires

h :
—, étant donné qu’elle est nulle, H est une constante ce qui va a

dt

du systeme correspond a

I'encontre de I’hypotheése.

Proposition 1.3.1 [37] Si le systeme (1.7) est contrdlable, alors ses intégrales premieres sont

triviales.

1.4 Controlabilité linéaire

A controlabilité linéaire est un concept fondamental en théorie du controle, qui
détermine si un systeme linéaire peut étre dirigé d'un état initial a un état final arbitraire
en utilisant des commandes appropriées. Pour un systeme linéaire invariant dans le
temps, la condition de controlabilité est généralement formulée a 1’aide du critere de

Kalman. Nous considérons ici les systemes linéaires stationnaires du type :[37]

() = Ax(t) + Bu(t), (1.9)
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ou:
e x(t) est le vecteur d’état de dimension # .

o1(t) est le vecteur de commande de dimension m .

e A est une matrice de transition d’état de dimension n X n .

e B est une matrice d’entrée de dimension n X m.

1.4.1 Critere de Kalman

Théoréme 1.4.1 Lesystéme invariant dans le temps est globalement controlable < la condition

de rang suivante est vérifiée :[15][9]
rang(C) = rang [B AB ... A"‘lB] =n.

Remarque 1.4.1 [15][9] La condition de Kalman ne dépend ni de T ni de xo. Autrement dit,
si un systeme linéaire autonome est controlable en temps T depuis x, alors il est controlable en

tout temps depuis tout point.

Lemme 1.4.1 [12] La matrice C est de rang n si et seulement si I'application linéaire

@ : L°([0, T], R") — R"

T
u|—>f e TP Bu(t) dt,
0

est surjective.

Preuve : Supposons tout d’abord que rang(C) < n, et montrons qu’alors @ n’est pas
surjective. L'application C étant non surjective, il existe un vecteur ¢ € R"\0 , que

I'on supposera étre un vecteur ligne, tel que ¢ C =0 . Par conséquent,
YB=9yAB=...=¢A"'B=0.
Or d’apres le théoreme d'Hamilton-Cayley, il existe des réels ag, a, ....... a,-1tels que

At =agl + ... +a,1 A"
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On en déduit par récurrence immédiate que, pour tout entier k,
kg —
YA"B =0,

et donc, pour tout ¢ € [0, T,
Ye*B = 0.

Par conséquent, pour tout contrdle u, on a:

T
L/Jf eT=D4By(t) dt = 0,
0

i.e. pP(u) = 0, ce qui montre que Y n’est pas surjective. Réciproquement, si i n’est pas

surjective, alors il existe un vecteur 1) € IR"\0 tel que pour tout controle u on ait :

T
Y f eT=DBu(t)dt = 0.
0
Ceci implique que, pour tout t € [0,T],
e T=94B = 0.

Ent =T on obtient B =0
Ensuite, en dérivant par rapport a t, puis en prenant t = T', on obtientyyBA = 0 . Ainsi,

par dérivations successives, on obtient finalement
YB=yAB=...=y¢pA"'B=0,

donc iC = 0, et donc rangC < n. Grace a ce lemme, il est maintenant facile de démontrer
le théoreme. Lorsque la matrice C a un rang n, alors, selon le lemme, I'application est
surjective, i.e®(L*”) = R". Or, pour tout contrdle u , 'extrémité au temps T de la

trajectoire associée a u est donnée par :
T
x(T) =™ + f eT=D4(Bu(t) + r(t)) dt,
0

17
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de maniere a ce que I’'ensemble accessible en temps T depuis un point x, € R" soit
T
Accrn(T, x) = e™xg + f T4 dt + D(L™) = R".
0

Cela prouve que le systeme peut étre contrdlé.
Si le systéme est contrdlable de maniere réciproque, il est en particulier controlable
depuis x0 défini par : )
xg=—e 4 f eT=Dp(t) dt.
0

Or en ce point I'ensemble accessible en temps T s’écrit :
ACC]Rm(T, XO) = (I)(LOO)

Comme le systeme est controlable, I’ensemble est égal a IR" . Ceci prouve que @ est

surjective dong, selon le lemme , la matrice C est de rang = n .

1.4.2 Matrice de controlabilité

La matrice de controlabilité est un concept clé en théorie du contrdle qui permet
de déterminer si un systeme linéaire invariant dans le temps est controlable. Elle est
utilisée pour évaluer si I’état d'un systeme peut étre transféré de n'importe quel état
initial & n'importe quel état final en utilisant des commandes appropriées. La matrice

de controlabilité est définie comme suit .[15] :

C=[B AB ... A”‘lB],

e si le rang de C est égal a n (la dimension de 1'espace d’état), alors le systeme est
contrdlable. Cela signifie qu’il est possible de choisir une séquence de commandes u(t)
pour déplacer le systeme de n’importe quel état initial x(0) a n'importe quel état final
x(T) en un temps fini.

e Silerang de C est inférieur a n, le systeme n’est pas completement controlable, c’est-a-
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dire qu’il existe certains états finaux qui ne peuvent pas étre atteints a partir de certains
états initiaux.

Exempel : Considérons un systéme linéaire continu avec :

01 0
A= , B=
00 1
La matrice de contrdlabilité est :
0 1
C= [B AB] =
10
Calculons le rang de C :
rang(C) = 2

Puisque le rang de C est égal a la dimension de 1'éta

1.4.3 Forme de Brunovsky

Théoréme 1.4.2 Forme de Brunovsky [37] Si (B, AB, ..., A"'B), la matrice de controlabilité
de

X = Ax + Bu,

est de rang n = dim(x) et si B est de rang m = dim(u), alors il existe un changement d’état
z = Mx (avec M une matrice inversible n X n) et un bouclage statique régulier u = Kz + Nov
(avec N une matrice inversible m X m), tels que les équations du systéme dans les variables
(z,v) admettent la forme normale suivante (écriture sous la forme de m équations différentielles

d’ordre > 1).

(a1) _

yl =01,
(am) _
ym - Um/ (1].0)
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avec comme état

1 -1 1 1
z:(yl,yg),...,ygal ),...,ym,yﬁn),...,yﬁs )),

les o; étant des entiers positifs. Les m quantités y;, qui sont des combinaisons linéaires de I'état
x, sont appelées sorties de Brunovsky. Les indices de controlabilité oy et les m entiers a; de la
forme de Brunovsky sont intimement liés : la connaissance des uns est équivalente a celle des

autres.

1.5 Equivalence linéaire de systéme

Définition 1.5.1 [12] Les systemes de controle linéaires X1 = A1x1 + Bruy et X, = Ayxp + Boup
sont dits semblable (équivalence linéaire uo similitude de systemes) s’il existe P € GL,(IR) tel

que A2 = PA1P_1 et Bz = PBl,

remarque : x, = Pxy,

Proposition 1.5.1 de kalman est intrinseque i.e :
(Bz,Asz,....,Ag_l) = P(Bl,AlBl, ..... ,AT_lBl),

en particulier, le rang de la matrice de Kalman est invariant par similitude(équivalent linéaire).

Considérons une paire (A, B) oit A € M,(R) et B € M, ,(R).

Proposition 1.5.2 La paire (A’, B’) est semblable (équivalent linéaire) a une paire (A’, B") de

e
0

Ou A7 € M,(R), B} € M,..,(R), r étant le rang de la matrice de Kalman de la paire (A, B). De
plus la paire (A’, B) est contrdlable .[12]

la forme :

A4 A

0 A

A =

Démonstration :[12] Supposons que le rang r de la matrice de Kalman C de la paire
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(A, B) soit strictement plus petit que 7 (sinon, il n'y a rien a montrer).Le sous-espace :

F = ImC = ImB + ImAB + .... + InA"'B,

est de dimension r, et d"apres le théoréme d’Hamilton-Cayley il est clairement invariant
par A. Soit G unsupplémentaire de F dans R, et soient (fi, ..., f;) une base de F, et
(fr+1, .-, fu) une base de G. Notons P la matrice de passage de la base (fi, ..., f,) a la base
canonique de R. Alors, puisque F est invariant par A,on a:

A A

0 A

A’ =PAP =

7

et d’autre part, parce que ImB C F,on a:

B
B =PB=|'|.
0

Enfin, on voit facilement que le rang de la matrice de Kalman de la paire (A}, B1’) est

égal a celui de la paire (A, B).

1.6 Stabilité du systéme controlé

Considérons le systéme de controle non linéaire :

x = f(x(t), u(x)),

Ce parti est dans les suivantes, on se donne f € C*(R" x R";IR") vérifiant :

£(0,0) = 0.

Définition 1.6.1 On dit que le systeme X = f(x(t), u(t)) est localement (resp. globalement)
asymptotiquement stabilisable a I'aide d’'un feedback s'il existe u € CO(R"; R™) s’annulant en

0 tel que 0 € (IR") est localement (resp. globalement) asymptotiquement stable pour le systeme
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X = f(x(t), u(t)).

Proposition 1.6.1 Silelinéariséde x = f(x(t), u(t)) en (0,0) est localement stabilisante a I’aide
d’un feedback, alors le systeme % = f(x(t), u(t)) est localement asymptotiquement stabilisante a

'aide d"un feedback.

Comme un systéeme linéaire & = Ax+Bu contrdlable est globalement asymptotiquement

stabilisante a I’aide d"un feedback .[27]

Corollaire 1.6.1 Si le linéarisé de x = f(x(t), u(t) en (0,0) est controlable, alors le systeme

x = f(x(t), u(t)) est localement asymptotiquement stabilisé a I’aide d"un feedback.

Montrons maintenant la proposition (1.3.1) On suppose donc que le systeme linéaire :
X = Ax + Bu,

ot le controle est u € R™ et I'état y € R" et our :

_of _of
A=~5-0,0) B=5-(0,0),

est localement asymptotiquement stabilisante..

1.7 Controle du systéme a temps discret

Dans la littérature, plusieurs définitions de la controlabilité existent en fonction de
la classe des systemes dynamiques étudiés. Un systéme, qu’il soit continu ou discret,
est dit contrdlable s’il existe une entrée permettant de conduire I’état d'un point a a
un point b quelconque. Si cela est vrai pour toute condition initiale et a n'importe quel
moment initial, le systeme est controlable.[36] Considérons le systeme non linéaire

discret décrit par I’équation vectorielle suivante :

x(k+1) = Fx(k), u(k)), (1.11)
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aveck € IN.x(k) € R" estle vecteur d’état. u(k) € R estle vecteur d’entrée. f : R"XIR" —
IR" est une fonction donnée. La condition initiale du vecteur non linéaire((1.11) ) est
donnée par :

x(0) = xg € R", (1.12)

soit U c R™ un ensemble arbitraire donné. La suite d’entrée.

w=fk); 0<k<L u(k)el, (1.13)

est appelée la suite d’entrées admissibles. L'ensemble de toutes les suites d’entrées ad-
missibles des controles forment 1’ensemble admissible de controle, noté U;. Notons par
U. € R™ le convexe fermé avec un sommet a zéro et U = U° () Q0 est un voisinage de
zéro. Pour une condition initiale donnée ((1.12)), et pour une suite d’entrées arbitraires
admissibles 1.13, il existe une solution unique de 1'équation de récurrence non linéaire
(1.11), qui peut étre calculée par des itérations successives. Pour étudier la controlabilité
du systeme (1.11), le systeme a temps discret linéaire associé est décrit par 1"équation
suivante :

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k).
Exemple 1.7.1 Soit | équation :
ImO(t) = mgsin(O(t)) — umcos(0(t)), Yt > 0.

- Etudier la controlabilité du systeme :

» La solution : étudier la contrdlabilité du systeme, on pose :

x1(f) = 6(), 0= xf),
=

)= 0. |xnb)= 07(),

ona:

0" = %sin(@(t)) - %cos(@(t))
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- % sin(x;(t)) — % cos(x1(t)).

Donc :

X = X
xy = —Isin(xi() — & cos(xi(t)),

non linéaire . » Linéarisation de systéme au point(0.0) :

,_x;_Ol
x_x’_ZO
2 I

0o =
C=(B,AB)C = H=
20

=

X+

det(C) =7 20 =
rang(C) = 2.

Le systéme est localement controlable .
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CHAPITRE 2

[ OBSERVABILITE

On a défini I'observabilité des systemes dynamiques linéaires et non linéaires, conti-
nus et discrets, ainsi que 1’observateur et son importance fondamentale dans ’observa-
bilité. Nous avons évoqué les principes de base sur lesquels reposent ces deux types.

Enfin, nous avons mentionné les types d’observateurs.

2.1 Notion d’bservabilité

La capacité d'un systeme dynamique a recréer 1’état interne a partir des entrées et des
sorties mesurées est ce qu'on appelle 1'observabilité. L'observabilité est une propriété
fondamentale des systemes dynamiques qui détermine la possibilité de reconstruire
I'état complet du systeme a partir des sorties mesurées et des entrées appliquées.

Et on appelle observabilité d'un systeme, la possibilité d’évaluer le vecteur d’état x
a partir de mesures effectuées. On dit qu'un systeme est observable a l'instant #; si a
partir de la connaissance du vecteur de sortie y et du vecteur d’entrée u, il est possible

en un temps fini t, > t; de déterminer 'état x(t;).[32]
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2.1.1 Principe de I'observation

Soit un systeme dynamique décrit par les équations d’état et de sortie suivantes :

X = f(x(t),u(t)) t>0,
y = h(x,u),

2.1)

-ou x(t) € M représente I'état du systeme ( ou 1'espace d’état).

-u(t) € U C R™ est 'entrée (ou 'espace entrée), et y(t) € R? est la sortie (ou 'espace
sortie).

-t € R et M est une variété différentiable C* appelée espace d’état.

- Nous notons f,(x) = f(x,u), f, est un champ de vecteurs C* défini sur M pour tout
u dans U, que nous supposerons complet. L'application /1 définie de M dans IR” est de
classe C*, h et f sont des fonctions non linéaire.[4]

I1 est nécessaire de reconstruire les variables d’état non mesurées en utilisant les va-
riables d’entrées et de sorties du systéme pour élaborer la commande. En conséquence,
I'idée est d"utiliser un observateur.

* Un observateur (ou reconstructeur d’état)[5][37] : est un systéme dynamique capable
de reconstituer 1'état du systeme a partir des entrées et des sorties du systéme réel, ce
qui veut dire qu’il Un observateur est une copie du systeme originale, qui a des gains
correcteurs et des limites de commutation, et que I'on peut identifier comme un cap-
teur informatique, car il est fréquemment connecté a un ordinateur pour reconstituer
ou estimer en temps réel 'état actuel d'un systeme.

Les entrées d’un observateur sont donc les entrées u(t) et les sorties y(f) du systeme

originale, et la sortie d'un observateur est 'état estimé x(b), ayant la forme suivante :

20 = fz(), u(t), y(t)) t>0

A (2.2)
x(t) = h(z(t), u(t), y(t)),

I'observateur convergent asymptotiquement vers I'état réel du systéme. En d’autres

termes, l'erreur entre le vecteur d’état x(t) et x(f) tend asymptotiquement vers zéro,
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formule mathématique :
Ile(®) lI=Il x(t) = x(t) ||l 0, quant  t — co.

* L'objectif d'un observateur[5][32] : est impératif de définir les fonctions z(t) =
ﬂz(t),u(t), y(t) et x(t) = /h\(z(t),u(t), y(t)), afin de garantir la convergence de 1'erreur
d’estimation vers zéro. Peut le considérer comme un “espion” qui observe le compor-
tement du systéme et essaie de déduire son état interne.

eRemarque : Avant de commencer a concevoir un observateur pour un systeme dy-

Entrée u(t) Systém e Sortie y(t)

Estimé X(t)

Observateur

>
>

F1GURE 2.1 — Esemble systéme-observateur

namique, il est crucial de vérifier si I'état x(t) peut étre évalué a partir des entrées et
sorties du systéeme.(Autrement dit, le systeme est observable ).

Cette partie présente un apercu du probleme d’observateur de 1’état des systémes
linéaires et non linéaires. Nous rappelons quelques définitions concernant la notion

d’observabilité.

2.2 L’observabilité non linéaire

L'observabilité d"un systéme garantit la possibilité de reconstruire 1’état initial en

se basant uniquement sur les entrées et sorties disponibles sur une période de temps
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donnée. Un systéme est considéré comme observable lorsque 1’état initial peut étre
reconstitué a partir des mesures des entrées et des sorties.[41]

L’observabilité des systemes non linéaires, contrairement aux systemes linéaires, n’a
pas de définition unique et universelle. En effet, la nature non linéaire des interactions
entre les variables du systéme rend difficile I'établissement d 'une notion générale d’ob-
servabilité [32].

Considérons les systemes non linéaires de la forme :

x(t) = f(x(t), u(t)),
y = h(x(t)),

(2.3)

avec x € R", u € R" et y € R €, les fonctions f et h étant régulieres[5] Dans ce qui
suit, les différentes définitions d’observabilité. Avant de définir 1’observabilité, il est

important d’abord de définir la notion de distinguable .[37]

2.2.1 Notion de I’observabilté non linéaire

La notion d’observabilité non linéaire repose sur la capacité de distinguer deux
conditions initiales distinctes. On parle alors de la distinguable d"un couple de condi-

tions initiales.[32][21]

Définition 2.2.1 Pour le systeme (2.3) est dit observable sur I'intervalle [t,, t1], si toute condi-
tion L'initiale x(t,) est uniquement déterminée par l'entrée u(t) et y(t) la sortie correspondant

au Systeme pour tout t € [ty, t1].
Pour définir I'observabilité, il convient d’abord de définir la notion de distinguable.

Définition 2.2.2 (Distinguabilité[32][44]) : Deux états initiaux x(ty) = xo1 et x(to) = Xop
tel que xy1 # xop sont dits distinguables pour le systeme (2.3) si Vt > t,, on a les sorties

correspondantes yi(t) et y»(t) vérifient y1(t) # ya(t).
Réciproquement, on peut également définir le terme indistinguable.

Définition 2.2.3 (Indistinguabilité[32][44]) : deux états initiaux x(ty) = xp1et x(tp) = Xoo
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sont dits indistinguables pour le systeme (2.3) si Yt > ty, on a les sorties correspondantes

y1(t)etya(t) sont identiques.

I est maintenant possible de donner une définition de 'observabilité d'un systeme en

un point,et par extension, de définir un systeme observable.

Définition 2.2.4 (Observabilité[32][44]) : Le systeme (2.3) est dit observable en x si x( est

distinguable de tout x € R". Le systeme (2.3) est observable, si Vx, € R", xy est distinguable.

2.2.2 Espace d’observabilité

Définition 2.2.5 [32][30] Considérons Le systeme (2.3). L'espace d’observabilité, Iespace O
est défini par le plus petit espace vectoriel contenant les sorties hy, hy, ..., h, et qui soit fermé sous

l'opération de la dérivation de Lie par rapport au champ de vecteur f(x,u), u étant fixe.

On note dO 'espace des différentielles des éléments de O .[32][30]

o> Le systeme (2.3) est dit satisfaisant la condition de rang d’observabilité en x, si
dimO(xp) =n .

o> Le systeme (2.3) satisfait la condition de rang d’observabilité si, pour tout x € R"
dimO(x) = n.

o> On dit que le systéme (2.3) satisfait la condition le rang d’obsrvabilité si :
Vx € v,dim(dO) = n < rang(dO) = n.

* Si le systeme (2.3) vérifie la condition de rang, alors il sera localement observable.

2.2.3 Observabilité et condition de rang

Dans cette section, nous exposons les cas particuliers ainsi que les conditions suffi-
santes d’observabilité pour le systéme (2.3).
Pour vérifier 1’observabilité des systémes non linéaires, il est possible d’utiliser les dé-
rivées de Lie, qui dépendent des entrées appliquées.[12][20]. Rappelons que selon les

besoins, un champ de vecteurs f peut étre interprété de deux manieres :
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& Premiere étape : lorsque interprete un champ de vecteurs f, comme une application
qui associe a chaque point x un vecteur f(x) on peut ’écrire dans la base canonique de

la maniere suivante[37][3] :

f1(x)

o =|

fu(X)
les f; sont considérés comme les composantes du champ de vecteurs. Dans cette repré-

sentation, on affirme également que le champ de vecteurs régit un systeme d’équations

différentielles, ou une dynamique, ot les trajectoires(courbe) tangentes x(t) satisfon t :

x = f(x,t).

On dit que x(t) est une courbe intégrale de f.
& Deuxiéme étape : Lorsqu’on le considére comme une dérivation, il doit étre écrit de

la maniére suivante :

0 J J
f_fla_acl+f28_x2+'”+f”8xn'

Dans ce contexte, il agit sur une fonction réelle h(x) de la maniére suivanté :

oh oh oh
th _fla_xl +f28_x2 + ...+fna—xn.

La fonction L¢h est appelée la dérivée de Lie de h dans la direction de f :

I
ax,v 4

si: f=< alorsL¢h = En reconnaissant les dérivées partielles, il est clair que :
ax,v f

dy

Lih = dh(f) = Vhf = =7 = §.

Ou dh est la différentielle de h, et Iif est le produit scalaire du gradient Vf de h avec f
A présent, nous sommes préts a formuler une définition "faible" de la notion d’obser-
vabilité telle que présentée par. [3]

Pour le systeme dynamique de la forme (2.3), la paire (f, h) est dite observable au sens
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du rang si la différentielle de la sortie I, avec les différentielles de ses dérivées de Lie
successives dans la direction de f jusqu’a l'ordre n, sont linéairement indépendantes

(dans un voisinage de 0).

Définition 2.2.6 [20] Considérons le systeme dynamique de la forme (2.3) On dit que la paire

(f,h) est observable au sens du rang si la condition donnée par (2.4) est satisfaite.

dh
dL¢h
rang(0) = rang| =mn, (2.4)
n-1
dL i h
ou:
dh
dL¢h
0= Sl (2.5)
n—1
dL ? h

étre égal a la dimension du vecteur d’état n, L¢h étant le dérivé de Lie de h d’ordre k le

long de f(x,u). L'écriture de dL’}h est donnée par le coefficient suivant :

k k k
JdL fh JdL fh JdL fh

k -_ —_— —_— —_—
ALS = (s 5= oo )

Exemple 1 : Soit, le systeme non linéaire suivant :

2
X

X1=5+ exp(xz) + X2,
c a2
X2 —xl,
Yy =X

Dans ce systeme, h = [x; O] etdh =[1 0]. Appliquons la condition du rang d’obser-

vabilité donnée en (2.4) : D’apres (2.5), on a:

th [ 10 ]
_ . (2.6)
dL¢h x1 exp(xy) +1
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Alors rang(O) = 2 = n. Le systéeme est donc localement observable .

2.3 Observateurs des systémes non linéaires

2.3.1 Observateur de Luenberger étendu

Ce type d’observateur intervient soit directement sur le systeme original avec un
gain constant, soit par le biais d"un changement de coordonnées avec un gain dépendant
de I’état a estimer. Dans le premier cas, 1'idée repose sur la linéarisation du modele et
l'utilisation de la théorie du placement de podles pour calculer le gain, a condition que

I’état reste toujours proche de I'état d’équilibre.[17]

2.3.2 Filtre de Kalman étendu (EKF)

Le filtre de Kalman étendu est 1'une des techniques d’estimation les plus populaires
et largement étudiées pour les systemes dynamiques non linéaires. Ce filtre consiste
a appliquer les équations du filtre de Kalman standard a un modele non linéaire,
linéarisé a I'aide de la formule de Taylor au premier ordre. Le filtre de Kalman étendu
a été utilisé avec succes sur divers types de processus non linéaires. Cependant, les
preuves de stabilité et de convergence établies pour les systemes linéaires ne peuvent

généralement pas étre étendues aux systémes non linéaires.[17]

2.3.3 Observateurs mode glissant

Tout comme la commande par modes glissants, le principe des observateurs a modes
glissants consiste a utiliser des fonctions discontinues pour contraindre les dynamiques
d’un systéme d’ordre 1 a converger vers une variété S de dimension (n — p), appelée
surface de glissement, o1 est la dimension du vecteur de mesure. L'attractivité et
I'invariance de cette surface sont garanties par la condition de glissement. Dans le cas
des observateurs a modes glissants, les dynamiques concernées sont celles des erreurs

d’observation, définies par : ¥ = £ — x .[17][30]
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2.4 Observabilité linéaire

Le cas linéaire autonome :[12]

() = Ax(t) + Bu(t) -

y(t) = Cx(t) + Du(b),

ou, x(t) € R", u(t) € R",y(t) € R*,A € M,(R) , B € M, ,,(R), C € M, ,(R) et D € M, ,(IR)
On peut supposer que D = 0, cela ne change rien aux résultats qui suivent.

La solution du systeme ((2.7) )est donnée par[10] :
t
z(t) = z(t, xo, 1) = Cexy + C f e "(A)Bu(v)do, t € [0, T] dv.
0

Théoreme 2.4.1 [2][12] Le systéeme ((2.7) ) est observable (en temps T quelconque) si et

seulement si :
C

CA
rangl  |=mn,

CAn—l

faisons une démonstration directe de ce théoréme. On montre d’abord le lemme fon-

damental suivant.

Lemme 2.4.1 [12] Le systéeme ((2.7) ) est observable en temps T si et seulement si, pour le
systeme observé x(t) = Ax(t), y(t) = Cx(t), x(0) = xo, on a
xo # 0= y(-) #0sur[0,T]

Preuve. Le systéeme ((2.7) ) est observable en temps T si et seulement si :

(xl * xZ) = due LOO([O’ T]/ Rm) tq ]/u('/ xl) # ]/u(‘/ xZ) sur [0/ T]

(x; # %) = Ju € L=([0, T], R™)3t € [0, T]|
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t t
= Ce''xy + Cet f e~ Bu(s) ds # Ce'x, + Ce' f e~ Bu(s)ds
0 0
= (xg=x1—x #0) = It € [0, T]|Ce”xy # 0
& (x0 #0) = y(-) # Osur [0, T] pour le systeme x(t) = Ax(t), y(t) = Cx(t), x(0) = xo,

on est maintenant en mesure de montrer le théoréme.

Si ((2.7) ) n’est pas observable en temps T, alors
dxo # 0|Vt € [0, T]y(t) = 0;

c’est-a-dire :

Vt e [0,T] Cexy = 0,

d’oti, par dérivations successives, en prenant t = 0,

CXO = CAXO == CAn_l.?Co = 0,
c’est-a-dire
C C
CA CA
xo =0, etdonc rang . <n,
CAn—l CAn—l

réciproquement, si le rang de cette matrice est strictement inférieur a 7, alors il existe
xo # 0 tel que :
C.Xo = CAX() == CAn_le = 0,

et donc par le théoréme d’Hamilton-Cayley,

Vit e RCe'xy = 0,

et par conséquent le systeme ((2.7) ) n’est pas observable. m
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Remarque [12] On a:

C

CA
rang| =n<:>rang(cT ATCT L. A”—lTCT):n,

cA!

et par conséquent, le systeme X = Ax + Bu, y = Cx est observable si et seulement si
le systeme ¥ = ATx + C"u est controlable. C’est la dualité controlabilité/observabilité.
Ce fait, trés important, permet de transférer aux systemes observés tous les résultats
établis sur les systemes controlés.

On aurait pu prouver cette équivalence directement en utilisant ’application entrée-
sortie, et en remarquant qu’'une application linéaire E : > — R” est surjective si et
seulement si l'application adjointe E* : R" — L? est injective.

Corollaire [12] Le systeme ((2.7) ) est observable en temps T si et seulement si la matrice
T t
O(T) = f e S M CCe™ds
0

est inversible.

2.4.1 Equivalence linéaire

Définition :(équivalence linéaire)[12]

Les systemes suivants :

X1 = A1x1 + B1u1 Xy = A2x2 + lexlz
et

= Cix1, Y2 = Caxa,

sont dits linéairement équivalents s’il existe une matrice P € GL,(IR) telle que :

A, = PA,P"'!, B,=PB;, C,=CP!
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(et dans ce cas, on a x, = Pxy, up = 11, Yo = Y1).

Exemple2 : Soit | équation :

() | dx) _

5 — = ulb) (2.8)

- Etudier 1 observabilité du systéme : avec y = x .

» La solution : Etude |'observabilité de systeme : si: y=x, donc on pose:

D’prés I'équation on (2.8) :

Px(t)  kdx(h)  u(t)

a2 m dt m

Donc:

R\

Il
—_—
= =
NS =S
~—————
Il
—_
o O
Sl g

LasortiSiy=x=[1 0]X. le systeme est observable si :

<)

10
01

U = rangO = 2.

On det(O) = 1 # 0. Donc le systéme est observable .
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2.5 Observateurs des systemes linéaires

2.5.1 Observateur de Luenberger:

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k),

x(0) = Xo,

ou x(k) € R”, u(t) € R™, et y(t) € R? représentent, respectivement, le vecteur d’état,
le vecteur d’entrée, et le vecteur de sortie. A € R™", B € R™™, et C € RP*" sont des
matrices constantes.[36] L'observateur de Luenberger se base sur les techniques de

placements de poles. Il s’écrit sous la forme suivante :

2(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + L(y(k) — (k)
j(k) = C2(k),

ou %(k) est I’état estimé de x(k) et L est un gain assurant
oneta?o,]}i_)r?o(x(k) — %(k)) = 0.
L’erreur d’estimation entre I'état réel x(k) et 1’état estimé £(k) est exprimée par :
e(k) = x(k) — z(k). (2.9)
En partant de I’équation 2.9, la dynamique de l’erreur d’estimation est calculée :
e(k+1) = (A — LC)e(k).

Pour assurer la stabilité de 1'erreur d’estimation, il suffit de trouver un gain L tel que
la matrice (A — LC) soit Schur stable, c’est-a-dire toutes ses valeurs propres sont a
I'intérieur du cercle unité. La détectabilité du couple (4, C) est une condition nécessaire

et suffisante de l'existence du gain L.[36]
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2.5.2 Observateurs asymptotiques

Comme on I’a déja dit, il est classique de noter par £(f) une estimation de la quantité
x(t). Nous cherchons ici a obtenir une estimation de 1’état sans utiliser les dérivées de
y et u. La premiere idée qui vient a l'esprit est de copier la dynamique du systeme. On
integre directement [36]

ax

E=A32+Bu,

a partir d'une condition initiale £, et des valeurs connues du contrdle u a chaque
instant. Si la matrice A est stable, alors £ peut étre pris comme estimation de x car
Verreur e, = £ — x tend naturellement vers 0 puisque %e, = Ae,.
Si A est instable cette méthode ne marchera pas. En effet, une petite erreur initiale e,(0)
sera amplifiée exponentiellement. Intuitivement, si I’erreur £ — x devient grande alors,
le systeme étant observable, I'erreur sur les sorties 77 — y deviendra grande également.
Comme y est connue, il est alors tentant de modifier
das
— = AX + Bu(}),
r (t)
par l'ajout d'un terme du type —L(# — y) qu’on connait et qui correspond a l'erreur
d’observation. Le probléeme suivant se pose : peut-on choisir la matrice L de fagon a ce
que la solution £ du systeme
dax . . . .
i AX+Bu(t)-L(—y), ©§=C%,
converge vers x Puisque y = Cx, la question se pose ainsi : peut-on ajuster la matrice L

de fagon a obtenir une équation différentielle d’erreur stable

d
aex = (A - LC)ex.

Soyons plus exigeants encore, par un choix judicieux de L, peut-on imposer a A — LC
d’avoir toutes ses valeurs propres a partie réelle strictement négative . Or, les va-

leurs propres restent inchangées par la transposition : A — LC admet le méme spectre
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que AT — CTL™. De plus, la paire (A, C) est observable si, et seulement si, la paire
(AT,CT) est controlable (comme on 1’a déja évoqué, on obtient le critere de Kalman
de controlabilité en transposant celui de l'observabilité). Ainsi, le théoreme 25 se
transpose de la maniere suivante. Placement de poles. Observateur asymptotique.
% Placement de poles. Observateur asymptotique :

Théoreme : Si (A, C) est observable, il existe L, une matrice n X p, telle que le spectre de

A —LC soit le méme que celui de n'importe quelle matrice réelle n X n librement choisie.

2.6 Observabilité des systemes au temps discret

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques définitions de I'observabilité pour
une classe de systemes non linéaires a temps discret.[36] Soit les ystéme non linéaire
décrit par :

xX(k +1) = (x(k), u(k)),
y(k) = h(x(k)),

avec x(k) € R", u(k) € R" et y(k) € R". Pour chaque entrée u(k) constante, f(x(k), u(k))

(2.10)

est un champ de vecteur C* sur R", et 'ensemble h(x(k)) , k = 1.....P sont des fonctions

C* de R" sur R. La suite d’entrée admissibles est exprimée comme suit :
w=uk),0<k<p uk)el,

la solution a l'instant k <> 0 du systéeme (2.10) soumis a la controle u; et partant de

condition initiale x(0) = x a l'instant k = 0 est désignée par x()'*) = (k, 0, xo).

Définition 2.6.1 [36] Soit deux états distincts x et Xy. Ces deux états sont discernables, si
k > N et pour toute suite d’entrées admissibles uy, les trajectoires h(x;(k, 0, xo)) et h(x;(k, 0, %))
sont différentes sur un méme domaine de définition. x; distingue donc les points x, et ¥y . Le
systeme (2.10) est dit observable en x, € IR", si I'ensemble des états indiscernables de x, ne

contient que X .
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CHAPITRE 3

CONTROLE PAR MODE GLISSANT

On a défini les systémes dynamiques continus, discrets, autonomes et non au-
tonomes. Nous avons également défini les systémes dynamiques chaotiques et les
théories fondamentales. Le principe de base du chaos est représenté par l'exposant de
Lyapunov. Nous avons expliqué et donné quelques exemples de systemes dynamiques
chaotiques, notamment en contrdle et dans les techniques des systemes chaotiques. En-
tin, nous avons donné la méthode du mode glissant et les principes les plus importants
qui reposent sur cette méthode, ainsi qu'une application sur le systeme dynamique

chaotique d’Arneodo.

3.1 Généralité sur les systémes chaotiques

Pendant plusieurs siecles de 1'histoire de la science et jusqu’a la fin du dix-neuvieme
siecle, les scientifiques interprétaient les phénomeénes naturels par la physique déter-
ministe. Dans la conception déterministe, I’état présent d'un phénomene physique est
I'effet d'un état antérieur et la cause d'un état futur. Néanmoins, plusieurs compor-
tements complexes qui existaient a cette époque, tels que les phénomenes météorolo-

giques, ne trouvaient pas d’explication dans cette vision déterministe. Au début du
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vingtiéme siecle, Henri Poincaré a expliqué ces phénomenes par leur sensibilité aux
conditions initiales. En 1967, Edward Lorenz a présenté un systeme dynamique dé-
terministe ayant un comportement complexe manifesté par un attracteur étrange et
caractérisé par une forte sensibilité aux conditions initiales. Quatre ans plus tard, James
York a introduit pour la premiere fois le terme chaos pour décrire les systemes détermi-
nistes et imprévisibles. Depuis ces découvertes, la théorie du chaos a trouvé diverses
applications en mathématiques, en physique, en électronique, en biologie, en médecine

et plus récemment en télécommunications.

3.2 Systeme dynamique chaotique

La terminologie liée aux modeles chaotiques n’est pas encore standardisée, et il
existe plusieurs définitions des systémes chaotiques. Nous présentons ici l'une des

plus simples. Imaginons un systeme dynamique en temps continu.[28]

x(t) = F(x),
y(t) = h(x), (3.1)
x(to) = xo,

ol : x(t) € R"est le vecteur systéme ,0 <t < 0.
Pour représenter ces systémes dynamiques, nous allons introduire des concepts et

des définitions qui nous aideront & mieux comprendre les phénomeénes chaotiques.[18]

3.2.1 Concept mathématique

Il est caractérisé par les définitions suivantes[7][33] :

Définition 3.2.1 L'ensemble fermé () € R" est appelé attracteur du systeme si (a) il existe un
ensemble ouvert (g C Q) tel que toutes les x(t) du systéme (3.1) commengant par sont définis
pour tous t > 0 et tendent a () pour t — oo c’est-a-dir dist(x(t), Q) — 0, pour t = oo, si
x(0) € Qo, ot dist(x, Q) = infeq || x — y || est la distance du point x a 'ensemble O, et (b)

aucun seuil propre de () posséde cette propriété .
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Définition 3.2.2 Un attracteur est appelé chaotique s’il est borné et toute trajectoire qui com-

mence est une trajectoire instable de Lyapunov.
Définition 3.2.3 [28] Un systeme est appelé chaotique s’il a au moins un attracteur chaotique.

L’instabilité de Lyapunov est la caractéristique principale des oscillations chaotiques, se
traduisant par une sensibilité extréme aux conditions initiales. En d’autres termes, deux
trajectoires initialement trés proches vont nécessairement s’éloigner 1'une de l'autre de

maniére significative au fil du temps.

Définition 3.2.4 Un systeme chaotique est un systeme dont I'exposant de Lyapunov est stric-

tement positif.

3.2.2 Caractérisation du chaos

Le chaos dans les systémes dynamiques se caractérise par plusieurs propriétés dis-
tinctives qui nous permettent de les identifier. Et ces caractéristiques sont [23] :
1 — %) Sensibilité aux conditions initiales : communément appelée « effet papillon »
elle a été popularisée par le météorologue Edward Lorenz, un battement d’aile d'un
papillon a Paris peut provoquer une tempéte a New York. Elles sont tres sensibles
aux conditions de départ, ce qui signifie que méme des conditions initiales presque
identiques entrainent une séparation rapide des trajectoires.
2 — %) La non-linéarité : Un systeme chaotique est un systéme dynamique non li-
néaire, contrairement a un systeme linéaire qui ne peut pas étre chaotique. La notion de
systeme dynamique concerne tous les systemes dont I’évolution dépend du temps. En
regle générale, pour prédire les phénomenes réels générés par ces systémes, on construit
un modele mathématique qui établit une relation entre un ensemble de causes et un
ensemble d’effets (causes/effets). Si cette relation est une opération de proportionnalité,
le phénomene est linéaire. En revanche, dans le cas d'un phénomene non linéaire, I'effet
n’est pas proportionnel a la cause .[33]
3 — %) Le déterminisme : Un systéme chaotique est caractérisé par des regles fon-

damentales déterministes plutdt que probabilistes. En général, il est décrit par des
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équations différentielles non linéaires bien définies.

4—%) L'imprévisibilité : Du fait de la sensibilité aux conditions initiales, qui ne peuvent
étre connues qu’avec une précision limitée.

5 — %) L’irrégularité : En plus de la sensibilité aux conditions initiales, les systemes
chaotiques se caractérisent par un comportement imprévisible et aléatoire, se traduisant

par une évolution complexe, non périodique et non prédictible.

3.3 Test du chaos dans un systeme dynamique

Certains tests sont nécessaires pour déterminer si un systéme est chaotique ou
non. Dans un systeme dynamique, cette détermination se fait en éliminant les com-
portements. Si le comportement d'un systéme dynamique n’est ni un point fixe, ni
périodique ou quasi périodique, on en conclut qu’il est chaotique. Cette méthode n’est
pas applicable dans le cas d’un systéme perturbé par du bruit. L'exposant de Lyapu-
nov est utilisé pour quantifier la divergence des trajectoires d"un systeme dynamique
provenant de conditions initiales différentes, et sa valeur est un indicateur utilisé pour

tester le chaos dans le systeme.[18]

3.4 Critéres du chaos

3.4.1 Exposants de Lyapunov

Les valeurs propres de la matrice dynamique des systemes linéaires permettent de
caractériser les points d’équilibre et leur stabilité.
Les exposants de Lyapunov sont une généralisation de ces valeurs propres et permettent
de caractériser un attracteur w, Les exposants de Lyapunov sont des grandeurs qui
mesurent la divergence entre différentes trajectoires au sein d'un attracteur. [14][33]

Soit un systeme dynamique autonome :

X1 = f(xe), (3.2)
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on considere d’abord que ce systeme est de dimension n = 1. Soient deux condition
initiales trés proches ,x et x).La trajectoire issue de la condition initiale x est xx = f¥(xo),
et celle issue de la condition initiale xj est : x; = fk(xé) Si les trajectoires s’écartent a un

rythme exponentiel apés k itérations ,alors :
|xt = xil = |xg — X0l - exp(kA),

A € R correspond au taux de divergence des deux trajectoires ,il vient :

si I'on considére que les deux conditions initiales sont tres proches , leur différence

€ = |x; — xo| tend vers 0 et, lorsque k tend vers l'infini , il vient :

X —X
AL = hmlhmln( f k),

k—co k -0 xO — X0

cette relation est équivalente a :

o1 X, — X X . — Xk_1 X —x
Ap = lim - limIn| — . lfl } ,
k—oo K ¢—0 xk_1 — Xk—1 Xk_2 — Xk=2 XO — X
ce qui se réécrit aussi :
k-1
X; f () — flx z)

k— o0 e—0
i=

Xiy
AL = hmlhm ln|l+1—| = hm —11 Zl
xi_xl x — X

finalement ,cette relation devient :

k-1
1 af(x;)
A= fim ) Inl=7

Le terme A est appelé exposant de Lyapunov de la trajectoire x; = f*(xy) et ne doit
pas étre confondu avec A ou A;, valeur propre d'un systéme linéaire .A;, mesure le

taux moyen de convegence ou de divergence de deux trajectoires issues de conditions
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initiales tres proche.S’il est positif , les trajectoires divergent .Trés souvent dans la
littérature, si A > 0, le systéme est dit chaotique .Intuitivement, cela refléte la sensibilité
aux conditions initiales.

La relation se généralise aux systemes de dimension n > 1,qui possedent alors n
expossants de Lyapunov .Chacun d’entre eux mesure le taux de divergence suivant
un axes de I'espace de phase .On a alors x; = f*(x() avec x; = [x,((l) ...... x]((”)]T € R" et

f=1Ifie f.]".Les n exposants de Lyapunov Ay; s’écrivent :

Ai(Jk.......J1) représente la ieme valeur propre du produit des matrices (Ji.......J1).Les Ji
sont les matrices jacobiennes; issues de la linéarisation de f autour de x;. Une condi-
tion nécessaire pour qu'un systeme dynamique atemps discret (3.2)soint chaotique est
qu’au moins un de ses exposants de Lyapunov soit positif [14][33].

Tableau 1.1 Signe de 1'exposant de Lyapunov et ses significations :

Etat Attracteur | Dimension Exposants de Lyapunov
Point d’équilibre Point 0 A <. <A <0
Périodique Cercle 1 AM=01,<...<4, <0
Période d’ordre 2 Tore 2 AM=A=0 A,<.... <A3<0
Périod d’ordre k K-Tore K AM=.. =0 A, < ... <A1 £0
Chaotique Non entiere AM>0 Y, A<0
Hyper chaotique Non entiére M>0A,>0 Y, A <0

3.5 Exemples de systemes chaotiques

3.5.1 Systéme chaotique de Lorenz

En 1963, le météorologue Edward Lorenz a été le premier a mettre en évidence le

caractere vraisemblablement chaotique de la météorologie. Le modele de Lorenz, éga-
lement appelé systéme dynamique de Lorenz . constitue une modélisation simplifiée

de phénomenes météorologiques . Ce modeéle tridimensionnel engendre un compor-
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tement chaotique dans certaines conditions, démontrant les limites de la prédiction a
long terme de 1’évolution climatique et météorologique.Le modéle mathématique du

systeme de Lorenz est donné par [31] :

x=o0(y—x),
y=0-2x-y, (33)
Z=xy-—bz

x , y etz sont les variable d’état du systeme. o ,r et b sont des parametres du systeme. La
gravité de ce systeme de Lorenz est représentée sur la figure (3.1), dans laquelle nous

montrons la sensibilité du systéme aux conditions initiales qui ont provoqué le chaos.

Lorenz Adtractar

Ficure 3.1 — Attracteur de loranze

3.5.2 Systéme chaotique de Genesio-Tesi

Le systéme chaotique proposée par Genesio et Tesi, souvent appelé systeme Genesio-

Tesi, est un exemple fascinant de dynamique chaotique dans les systéemes dynamiques,
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ce systéme tridimensionnel est généralement représenté par un ensemble d’équations

différentielles non linéaire suivant :

x=y,
v=1z (3:4)

z=—az—by—cx—x?

la représentation graphique de ce ystéme est donnée par la figure (3.2), ot1 on voit
I'évolution des états de 'attracteur de Genesio-Tesi x1, x2, et x3 en fonction du temps
pour des conditions initiales différentes xo = 0.2, yp = —03 et zp = 1. On voit clairement

le comportement chaotique due aux sensibilités des conditions initiale.

Genesio equation

Ficure 3.2 — Attracteur de Genesio-Tesi

3.5.3 Systéme chaotique de Arneodo

Le systéme Arneodo est un systeme dynamique non linéaire qui a été introduit par

les chercheurs francais Alain Arneodo et Marc Barthélémy dans les années 1980. Ce
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systeme est caractérisé par des propriétés chaotiques et des comportements complexes,
ce qui en fait un sujet d’étude intéressant en théorie du chaos et en dynamique non
linéaire.[8] [43]

Nous considNous considérons le systéme dynamique chaotique 3 — D Arneodo :

X1 = X,
X2 = X3, (3.5)
X3 = —T1X1 — T2Xp2 — T3X3 + T4X$,

ou x1, x2, x3 sont les états du systeme,7;, 7, et 74 sont des paramétres connus. Les

Arneodo attractor

-10 -4

Ficure 3.3 — Attracteur de Arneodo

condition initaile de cette attracteur est:(x; =1;x, = -1;x3=0).
La figure (3.3) représente graphiquement 1’évolution des états de l'attracteur d’Ar-

neodo. La figure (3.4) représente graphiquement 1’évolution des états x1, x,, x3 Pour le
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temps.

15

Simulation du systéme équations différentielles
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3.6 Contrdle des systemes dynamiques chaotiques

Les problemes du controle du chaos attiraient I’attention de plusieurs chercheurs
et ingénieurs depuis le début de I’année 1990. Plusieurs publications avaient apparues
durant les deux dernieres décennies, étant surpris par la découverte de J.A.Yorke et
ses collaborateurs . En 1990, des recherches ont été développé concernant la possibi-
lité de varier les caractéristiques du systéme dynamique pour une petite variation des
parametres du systeme. En utilisant le modele discret de M. Hénon, ils ont démontré
qu’il suffit d’une petite variation dans les parametres du systéme pour transformer les

trajectoires chaotiques en trajectoires périodique et inversement. Ceci a été confirmé ex-

10

20

Ficure 3.4 — Simulation de I'état x1, x2, x3 par aux temps

30 40 50 60 70
Temps
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périmentalement par d’autres publications dans une variété de domaine d’application
tel que, les lasers, les systémes de communications, systémes chimiques, technolo-
giques et médicales. La conclusion paradoxale est que le chaos; est imprédictible mais
controlable. Il a fait 'objet d"un intérét immense des chercheurs en utilisant toujours
des modéles mathématiques, confirmant la possibilité de variation substantielle des
caractéristiques pour une variété des systemes chaotiques naturels et artificiels par une

petite variation relative externe dans ses parametres .[33]

3.6.1 Problémes de stabilisation

Les problémes de stabilisation de la solution périodique instable (orbite) surviennent
dans la suppression de bruit ou élimination des harmoniques dans les systémes de
communication, appareils électroniques, et ainsi de suite. Ces problemes sont distingués
pour le fait que le systeme controlé est fortement oscillatoire, c.a.d. les valeurs propres
de la matrice du systeme linéarisé sont proches de I'axe imaginaire, ces vibrations
peuvent étre régulieres ou quasi régulieres ou méme chaotique. Les problémes de
suppression des oscillations chaotiques ou les réduire aux oscillations régulieres ou les

supprimer complétement, [33] peut étre formalisé comme suit :

i F(x, u). (3.6)

Si x(t) est une trajectoire oscillatoire périodique du systéme (3.6) sous la condition
initiale x,.£(0) tel que,

X(t+T) = x(t).
Pour stabiliser ce mouvement on doit ramener la solution x(t) du systeme (3.6) vers
xref(O) c.a.d.
lim (x(t) - %,4(0)) = 0,
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ou conduire la sortie du systéme y(t) vers une fonction donnée

Yier(®)  Im(y(B) = e (0)) = 0.

3.7 Techniques de controle des systemes chaotiques

Les techniques de contrdle des systemes chaotiques sont des méthodes visant a sta-
biliser et maitriser le comportement complexe et imprévisible des systemes chaotiques.
Elles cherchent a réduire l'instabilité et la sensibilité aux conditions initiales de ces
systemes en utilisant des signaux de contrdle adaptatifs ou en ajustant les parametres
pour les ramener vers un état souhaité ou maintenir leur dynamique dans des limites
acceptables. Ces techniques sont appliquées dans différents domaines tels que la mé-
téorologie, la finance, la biologie ou l'ingénierie afin de prévenir les comportements
non désirés et d’optimiser les performances des systemes complexes. Les principes de

cette technologie sont le controlabilité et I’observabilité.controle

3.8 Synchronisation

La synchronisation du chaos est un type spécial de contrdle du chaos. Il apparait
généralement dans deux systémes chaotiques constitués, d’un systeme maitre et d'un
systeme esclave. Elles sont de structure et de parametres identiques, sauf pour diffé-
rentes conditions initiales . Synchroniser deux systemes linéaires couplés linéairement
est impossible. En effet, par principe de superposition toute fréquence présente en
sortie du systeme doit étre présente en entrée du systéme. Si la synchronisation n’est
pas effective a I'instant initial elle ne le sera jamais. Par contre, pour les systémes non
linéaires, la réponse est loin d’étre évidente. Pour que deux systemes chaotiques iden-
tiques puissent se synchroniser, il faut que leur attracteur soit le méme. Ils doivent
donc avoir les mémes équations, les mémes parametres et le méme point de repos.
L’opération de synchronisation consiste a rapprocher les trajectoires des deux systémes

jusqu’a ce qu’elles finissent par étre confondues.
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3.9 Généalités Le contrdle par mode glissant

Les modes glissants ont fait 1’objet de nombreuses études et développements pour
les systemes non linéaires depuis leur introduction. C’est une méthode de controle
non linéaire qui vise a stabiliser un systeme dynamique en le contraignant a suivre
une trajectoire prédéfinie, appelée surface de glissement. Cette approche repose sur
l"utilisation d"une loi de contrdle qui produit une force de correction permettant au
systeme de demeurer sur cette surface de glissement malgré les perturbations et les
incertitudes. L’objectif est d’assurer la convergence du systéme vers un état d’équilibre
souhaité dans un laps de temps déterminé.[16][22]

La loi de contrdle par modes glissants est simple et robuste face a certaines pertur-
bations, mais elle présente des inconvénients tels que la réticence et la brutalité du
controler discontinue. Ces aspects peuvent avoir des conséquences néfastes sur le mo-
teur en entrainant un échauffement significatif des enroulements. Pour remédier a ce
probléme, on peut remplacer les fonctions de "signe" par des fonctions "sigmaides" plus
douces ou utiliser des controles par modes glissants d’ordre supérieur au degré relatif

du systeme par rapport a la variable de glissement choisie.[16] [22]

3.10 Principe de controle par mode glissant

La conception des controleurs par mode de glissement prend en compte les pro-
blemes de stabilité et possede des bonnes performances de fagon systématique dans
son approche, qui est divisée en trois étapes principales :[6] [33]

- Choix de surfaces.
- L’établissement des conditions d’existence et de convergence.

- Détermination de la loi de controle .
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2

Chattering

F1GUrE 3.5 — Modes de fonctionnement dans le plan

3.10.1 Choix des surfaces de glissement

Le choix de la surface de glissement ne se limite pas uniquement a déterminer
combien de ces surfaces sont nécessaires, mais également a définir leur forme, ce
qui dépend de l'application spécifique et des objectifs de controle visés, de maniere

générale, pour un systéme caractérisé par 1’'équation d’état suivante :
X = Ax + Bu. (3.7)

Le calcul de la surface de glissement s’appuie sur une équation proposée par J.J. Slotine.
Cette équation offre une formule universelle permettant de déterminer la surface de
glissement nécessaire a la convergence d’une variable vers sa valeur souhaitée. Et donné
sous la forme suivante :

50 = (5 4+ 2y e(w),

avec :

e(x) = Xper — X,

- x : variable a réguler.
- e(x) : L’écart de la variable a régler.

-A : Constante positive qui interpréte la bande passante du controle désiré .
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- r :Degré relatif, égal au nombre de fois qu’il faut dériver la sortie pour faire apparaitre

le controle.

3.10.2 Condition d’existence et de convergence

Les conditions de convergence permettent aux dynamiques du systéme, dans le
plan de phase de converger vers la surface de glissement, nous retenons deux condi-
tions de la littérature : Il s’agit de formuler une fonction scalaire positive v(x) > 0 pour
les variables d’état du systeme et de choisir une loi de commande qui fera décroitre

cette fonction v(x) # 0 La fonction de Lyapunov doit étre comme suit :[42]

o) = 55%),

sa dérivée sera

9(x) = S(x)S(x),

pour une bonne dynamique de systeme et une convergence suitable il suffit d’assurer
que [34] :
v(x) = S(x)S(x) < 0.

3.10.3 Calcul de contrdle

Une fois la surface de glissement sélectionnée et la vitesse de convergence détermi-
née, il reste a calculer le controle requise pour amener la variable controler vers cette
surface, puis vers son point d’équilibre (I'origine du plan de phase), tout en préservant
la condition d’existence du mode de glissement .

Une des hypotheses fondamentales dans la conception des systémes a structures va-
riables pour le contrele par mode de glissement est que le contrdle doit commuter entre
les valeurs maximales 4, et u,;, varie de maniere instantanée, avec une fréquence
infinie, en fonction du signe de la surface de glissement, tel que présenté dans la figure

TI.2.[42].
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U A

Umax

>
S(x)

Umin

Ficure 3.6 — Controle appliquée au systeme

3.11 Détermine la loi de controle

Apres le choix de la surface de glissement et des conditions de convergence, il nous
reste maintenant a déterminer la loi de contrdle. Dans le contrdle a structure variable,
il y a différentes manieres de choisir les parametres pour définir la loi de controle. Il
y a trois types de structures tres répandues : le controle par contre-réaction linéaire a
gains commutés, le controle par relais et le contrdle équivalente. Les deux dernieres

approches sont les préférées dans le controle des machines électriques.

Un vecteur de controle équivalente u,, se définit comme celui qui produit le régime

glissant idéal. Le vecteur u est composé de deux grandeurs u,, et un soit[22]

u() = e (t) +

u : La grandeur de controle.
Uy, :le controle équivalente.

u, : La composante non-linéaire (grandeur de controle discontinue).

On calculele controle équivalente et par la suite, on fait le calcul de controle attractive

55



L’application du contréle par le systéme dynamique chaotique

du systeme défini dans1’espace d’état par I'équation Lorsque la surface de commutation
est atteinte, c’est-a-dire :

1-Le trajectoire d’état reste sur la surface de commutation S(x) = 0.

2-La dérivée de la surface S(x) = 0.

Alors on peut écrire u = u,; avec u, = 0. Le contrdle peut étre interprétée comme la
valeur moyenne que prend le contrdle u lors des commutations entre (,ax) €t (Uyin)-

Le vecteur u nous permet de régler les dynamiques des modes de fonctionnement :

u
4 Ueq

Umax-——)yl_———_______
AT TN i /

>
\\\ / N / Temps (s)

Umin I I 1 I S | 6y 8 I

Ficure 3.7 — La valeur continue prise par le contrdle lors des commutations entre Umin et
Umax

-U, : elle a une influence sur le mode glissant; on la détermine grace aux conditions
d’invariance; u, : elle a une influence sur le mode d’approche; elle garantit I’attractivité
de la variable vers la surface de glissement. Maintenant, on va s’intéresser au calcul
de controle équivalente et de le contrdle attractive du systéme. On a 'équation qui est
donnée comme suit :

x = Ax + Bu

et aussi :

u(t) = uey(t) + uy.
On peut écrire :

. ds Jds dx Js ds
S(X, t) = E = ag = g[A(X) + Bueq] + a[BZ/ln], (38)
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dans le mode glissant en régime permanent ,x = 0 et S(x) = 0. On trouve a u, = 0 et
ds ds
o = —[=—B] '[==A .
ey = ~[ 5Bl IS AG)] (39)
On remplace 'équation (3.8)dans (3.9), alors on aura

.. 0s
s(x) = —|[B(x, t).u,,
(1) = 2B, .ty
le controle un est définie durant le mode de convergence et doit satisfaire la condition

$ < 0. Afin de satisfaire cette condition, le signe de u, doit étre opposé a celui de

s(x, t).g—iB.

s(x)s(x) = s(x)[g—iBun] <0, (3.10)

le contrdle u, est donnée par la forme de base qui est celle d"un relais représenté par
une fonction sign :

u, = k.sign(s(x)), (3.11)

aveck > 0. La fonction est représentée dans la figure en remplacant1’équation(3.11)dans

uE) A
+K

Ficure 3.8 — Définition de la fonction sign(s(t))
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(3.10), on obtient
: ds
s(x)s(x) = |s(x)|$k.B <0,

le facteur 2B est toujours négatif pour la classe de systémes que nous étudions. Le gain
k doit étre positif afin de vérifier les conditions de 'attractivité et de stabilité. Le choix
du gain k a une tres grande influence sur le temps de réponse du régulateur; si :

k : est trés petit, on aura un temps de réponse tres grand.

k : est trés grand, on aura un temps de réponse tres petit.

Pendant, I'utilisation de controle de type relais peut provoquer des dynamiques indé-
sirables et de fortes oscillations au niveau de 'organe de contrdle . Le phénomene des
oscillations de tres hautes fréquences sont appelées « Chattering » et peuvent exciter les

dynamiques, méme détériorer I'organe de contrdle ou endommager les actionneurs.

3.12 Phénomene de chattering

Un régime glissant idéal suppose une fréquence d’oscillation infinie et aussi des
éléments idéaux de commutation (relais sans seuil, ni hystérésis, ni retard de com-
mutation), ce qui n’est pas le cas en pratique. Donc, durant le régime glissant, les
discontinuités appliquées au controdle, elles peuvent donner un phénomeéne de brou-
tement appelé aussi «chattering ». [22] Ce phénomeéne est caractérisé par des fortes
oscillations des trajectoires du systéme autour de la surface de glissement. L’origine
de ce phénomene est le caractere discontinu de la composante du contrdle de la forme
«k.sign(S(x))» qui permet au point de fonctionnement d’osciller. autour de la surface

de glissement, lorsque le régime permanent est atteint.

3.12.1 Elimination du phénoméne de Chattering

Le phénomene de Chattering, se produit lors de 1'utilisation de techniques de modes
glissants, est causé par une commutation non infiniment rapide de contrdle, ce phé-
nomene est considéré comme indésirable, car il introduit des composantes de haute

fréquence dans le spectre de controle,et 1'origine du phénomene des commérages est
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FiGure 3.9 — Le phénomene de ”Chattering”

la fonction sign savoir ce qui suit : U,, = K,sign(5(x)) .
Afin de résoudre le probléeme de “Chattering”, on remplace la fonction signe par une
fonction continue “adoucie” définie pres des limites des surfaces de glissement. [42]

définition de la fonction sign :

1 si: s(x)>0
Sign(s) =4 0 si:s(x) =0, (3.12)

-1 si:s(x) <0,

et La fonction adoucie est définie comme suit :
ef—e™

Smooth(5(x)) = tanh(s(x)) = e

3.13 Application du mode glissant pour le systeme d’ar-

neodo

L’objectif du contrdle du chaos consiste a stabiliser les systémes en orbites pério-
diques ou en points d’équilibre en maintenant ou en ajustant les parametres. Dans

cette section, nous présentons une stratégie de controle non-linéaire basée sur le mode
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U A U 4
+K

A J

+:§ S(x)

Ficure 3.10 — La fonction adoucie

glissant d’ordre un (classique). Afin de tester l'efficacité de cette technique de controdle,
nous avons effectué des simulations appliquées a un systeme dynamique non linéaire
représentatif, c’estt le systéme Arneodo.

Le modele mathématique du systeme Arneodo est donné par :

X = X
X = xztu, (3.13)
X3 = —T1X1 — TaXp — T3X3 + T4X§’,

avec: T, = —5.5;1, = 3.5;73 = 1; 74 = —1.u est ’entrée de controle.

Hypothése : Le systéme de Arneodo est controlable.

3.13.1 Stabiliser les systemes en orbites périodiques

Calcul de 1a loi de contréle :
€1 X1

Soient e = |¢,| La sortie du systeme est définie comme suit : y = [ 1 00 ] X2

€3 X3,
ou y est 'état de sortie. Le signale de référence choisi est représenté comme suite

Uy = 2.5sin(wt).

La dynamique de l'erreur représentée comme suit
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€1 =Y — Uy,
e =€ = ]/ — Upe, (314)

e =6 =6 =~ i,

alors la surface de glissement est donnée comme suit :

s =¢1 + Aey,
la dérivée est donnée par
s=¢é1+ Aey
$=0.

La loi de contrdle de mode glissant est donnée comme :

Ueg = —X3 + Ure — /\(XZ - ure)/

U = gy — ksign(s),
U = —x3 + tiy — AX2 — tlye) — ksign(s),

La structure que nous voyons a la figure (3.11) est appelée attracteur Arnodo (chao-
tique). Dans les conditions initiales (1, -1, 0).

D’apres la programmation de MATLAB et dans les conditions initiales (1,—-1,0). La
figure (3.12) et figure(3.13) est présenté la simulation du systeme d’équations différen-

tielles controlé par U,
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Ameodo attractor

B

b

Ficure 3.11 — Attracteur Arnodo contrdlé paru

3.13.2 Le contréle au point d’origine

La dynamique de l'erreur représentée comme suit :

er =x — X",
€ = Xp — x’ef, (315)

e3 = x5 — X"/,

.. ref ref

€1—X1—x1 —xz—xl ,

. . re re

eZ:xz—xzf:x3+u—x2f, (3.16)

é5 = 5.5x1 — 3.5%) — X3 — X3 — x;ef.

s(x) = % + Ae,
s(x) = é1(x) + Aey,
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" 10 20 0 40 a0 all 0 i 0 100

Ficure 3.12 — Les série temporelle de x1, x3, X3

s(x) = (x, — X)) + A(x; — X)),

8(x) = & + Aey,
$(x) = x3 + u — X" + Aoy — x'),
$(x) =0
=ty = =X3 + X = Mg = '),
U= Uy — Uy.
u=—x3+x% = A(xy — x'%) — ksign(s(x)),
u = —x3 — Axp — ksign(s).
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Ficure 3.13 — Les systemes équations différentielles controlé par U

la figure 3.14 présente correspondance approximative entre les courbes Ure et x1 en

fonction du temps , avec une erreur presque nulls.

La structure que nous voyons a la figure.3.15 est appelée la convergence des états
vers le point d’équilibre(0.0.0), de plus la stabilité asymptotique est garantie.
La structure que nous voyons a la figure 3.16 est appelée simulation du systeme

équations différentielles controlé par U, convergence vers le point d’équilibre(0.0.0).

64

100



L’application du contréle par le systéme dynamique chaotique

sin

— e

" 10 20 0 40 a0 B0 0

temps

Ficure 3.14 — La convergence entre les courbes Ure et x1
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Ficure 3.15 — Convergence des états vers le point d’équilibre pour le systeme d’Arneodo
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1 T T T T T T
— X
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t
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t
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0 50 100 150 200 250 300 350
t

Ficure 3.16 — Simulation du systeme équations différentielles controlé par U
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CONCLUSION

Cette mémoire se concentre sur 1'étude la contrdlabilité et I’observabilité d"un sys-
teme dynamique, pour atteindre les objectifs fixés, le travail a été divisé en trois cha-
pitres : le premier chapitre présente les concepts clés concernant, on a défini le systeme
dynamique la controlabilité les systemes dynamiques, leurs caractéristiques, ainsi que
une telle stabilité contrdle des systemes dynamiques, Le deuxiéme chapitre aborde la
théorie de l'observation des systémes dynamiques, en détaillant les différents types
et les types d’observateurs. Enfin, le dernier chapitre se consacre aux définitions des
systemes dynamiques chaotiques et a I'application de la méthode du mode glissant au

systeme d’Arneodo .
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