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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions l'estimateur de quasi-maximum vraisemblance d'un
processus APARCH avec erreur GED. Pour cela, nous commengons par un apercu gé-
néral sur les notions de base et les définitions (processus stochastique, le bruit GED,
processus APARCH,...). Par la suite, nous nous intéressons a 1’étude de la consistance
et la normalité asymptotiques de l'estimateur de quasi-maximum de vraisemblance
pour les parametres de modele APARCH avec erreur GED. Enfin, nous ajoutons un
autre intérét de la consistance forte et la normalité asymptotique de cet estimateur pa-
ramétrique en présentant une application numérique concernant la modélisation d"une
série chronologique simulée APARCH a base d’erreurs GED avec différentes valeurs

des parametres.

Mots clés :
Modele APARCH, Estimation du quasi-maximum de vraisemblance, La distribution

Généralisée des Erreurs (GED), Consistance forte, Normalité asymptotique .
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Abstact

In this thesis, we study the quasi-maximum likelihood estimator of an APARCH pro-
cess with GED errors. To do this, we begin with a general overview of basic concepts
and definitions (stochastic process, GED noise, APARCH process, ...). Subsequently, we
focus on studying the consistency and asymptotic normality of the quasi-maximum
likelihood estimator for the parameters of the APARCH model with GED errors. Fi-
nally, we add another aspect of the strong consistency and asymptotic normality of this
parametric estimator by presenting a numerical application concerning the modeling
of a simulated time series of APARCH based on GED errors with different parameter

values.

Keywords :
APARCH process, Quasi-maximum likelihood estimator, GED noise, Strong consis-

tency , Asymptotic normality .
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NOTATIONS GENERALES

Notations
(Q,A,P) Espace de probabilité.

Ensemble et espace

IN Les entiers positifs.

Z. les entiers.

R les nombres réels.

Fonction

VX La fonction d’auto-covariance de (X;).

r La fonction Gamma.

Processus

i.i.d Indépendant et identiquement distribué.
N(0,0?) La loi normale de moyenne 0 et variance o°.
p.s Presque str.

iX
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Estimation

arg Argument.

r La forme de parametre.

7 Estimateur de r.

Probabilité

5 La convergence presque stire.
Y La somme.

I1 Le produit.

f L’intégrale.

|- La valeur absolue.

[X] La partie entiere de X.

X, Suite de variables aléatoires.
E(-) L’espérance.

V() La variance.

Cou(+) La covariance.



INTRODUCTION

Les séries chronologiques sont des outils de données essentiels dans plusieurs domaines tels
que I'économie, la finance, la médecine et la démographie. Ces séries fournissent des
informations précieuses sur I'évolution des phénomenes au fil du temps, justifiant ainsi une
étude spécialisée pour les comprendre et les analyser de maniere efficace. Parmi les modeles
utilisés dans I'analyse des séries chronologiques, le modele APARCH se distingue en

permettant de traiter les variations de I'écart type des données au fil du temps.

Ce mémoire vise a explorer le modele APARCH en utilisant I'erreur GED dans I'analyse des
données chronologiques. La recherche se concentre sur I'impact de I'utilisation de cette erreur
sur les performances du modele APARCH dans I'estimation et la prédiction des séries
chronologiques, contribuant ainsi a améliorer notre compréhension du comportement de ces

séries et a affiner nos prévisions pour I’ avenir.

Le mémoire comprend une introduction aux concepts de base des séries chronologiques et des

1



Introduction

modeles APARCH, ainsi qu’une analyse pratique de la performance du modele en utilisant des
logiciels statistiques disponibles. Il espere apporter une contribution tangible au domaine de
'analyse des données chronologiques et a ses diverses applications dans la recherche et les

applications pratiques.



CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET NOTATIONS

Dans ce premier chapitre, nous exposons un petit rappel de quelques notions de

basses concernant les processus stochastiques.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1. Un processus stochastique est un modele de probabilité permettant I'étude

d’un phénomene aléatoire au cours du temps.

Définition 1.1.2. Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (X, t € T),
définie sur un espace probabilisé (Q3, A, P) oi1 T est un ensemble d’indices (comme IN ou Z., ou

3



définitions et Notations

bien une partie de N ou Z.).

— Si T =N, le processus stochastique est a temps discret.

— Si T =Ry, le processus stochastique est a temps continu.

Définition 1.1.3. (I'opérateur de retard) L'opérateur L (L Lag noté aussi B pour Backward )

est dit I'opérateur de retard s’il décale le processus d une unité de temps vers le passé :

LXt = Xt—l Vt > 1.

Si on applique m fois cette I'opérateur, on décale le processus de m unités de temps :

L(L(L(Xt))) = Lth = Xt—m-
—_————

L'opérateur de retard possede les propriétés suivantes :

L(BX;) = B(LX}). (commutatif)

L]Xt = Xt_]'.

X; = C € R pour tout t € Z, alors L'X; = LIC = C, pour tout j € Z.

LIL"Xy) = L™"X; = Xo_jom.

L(Xt + Yt) = L(Xt) + L(Yt) (dlstrlbutlf)

(L] + Lm)Xt = L]Xt + Lth = Xt_]‘ + Xt—m'

1.1.1 stationnarité:

La stationnarité joue un role central dans la théorie des processus. Elle se carac-

térise par une série chronologique qui implique que le comportement de la série ne
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dépend pas du temps. Plus formellement, on distingue deux types de stationnarité, a

savoir forte et faible.

Espérance Mathématique

Définition 1.1.4. L'espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle est -intuitivement-
la valeur que l'on s’attend a trouver -en moyenne- si I'on répete un grand nombre de fois la

méme expérience aléatoire. Elle se note E(X) et se lit espérance de X.

e Dans le cas continu :

Définition 1.1.5. Soit X un variable aléatoire réelle continue qui admet une densité de
probabilité f, si :

f |x|fy (x)dx < +oo.
R

L’espérance mathématique de X est défini par :

f Xdp,

Q

f xfy (xX)dx,

R

E(X)

avec () I'ensemble des variables aléatoires et P la loi de probabilité.

e Dans le cas discret :

Définition 1.1.6. Soit X un variable aléatoire réelle discréte définit sur un espace de

5
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probabilité (Q2, A, P) tq : X(Q) = (x1, Xy, ....) elle est dite intégrable si :

Z |X1|P(X = xi) < +o00.

L’espérance mathématique de X est défini par :

E(X) = Z xiP(X = Xi).

1

L’espérance mathématique posséde les propriétés suivantes :

o EAX +Y) = AE(X) + E(Y),
o E(X-Y)=EX)-E®Y),

e E(XY) = EX)E(Y).

Moment d’ordre r

Définition 1.1.7. Soit X une variable aléatoire réelle quelconque et r € IN* on dira que la

variable aléatoire réel X a un Moment d’ordre r si X" a une espérance finie.

e Dans le cas continu :

EX) = [xfy(x)dx.
R

6
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e Dans le cas discret :

E(X") = Z XP(X = x,).

1
Remarques :

1. Le moment d’ordre 0 d’une variable aléatoire existe toujours et vaut
EX% =EQ1) =1.

2. Le moment d’ordre 1 est 1’espérance de X.

Moment centré

Définition 1.1.8. Soit X une variable aléatoire a densité, admettant une espérance. On dit que
X admet un moment centré d’ordre r si la variable aléatoire centrée X' = X — E(X) admet un

moment d’ordre 1.

Le moment centré d’ordre r de X est :
E(X") = E[(X - E(X))'],
e Dans le cas continu :

EX") = [x"f(x)dx.
R

7
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e Dans le cas discret :

E(X") = Z X'P(X = x;).

1

La stationnarité stricte

Soit un processus stochastique (X;,t € Z) :

Définition 1.1.9. Le processus (X;,t € Z) est dit strictement stationnaire, ou fortement
stationnaire, ou stationnaire au premier ordre, si quel que soit le n-uplet du temps t; < t, <
. < ty,, tels que t; € Z et pour tout temps h € Z avec ti, € ZNi = 1,...,n la suite (

Xiyopr oo Xt,,,) a la méme loi que la suite ( Xy, ..., Xy,).

La stationnarité au second ordre

Définition 1.1.10. Un processus (Xi)iez est dite stationnaire au second ordre , si les trois

conditions suivant sont satisfait

— VteZ E(X?) < +co (existence de I'espérance de X;)
— VteZ E(X;) =m indépend de t (m constant par apport t )
—VteZ, he”Z

vx = c0v(Xy, Xiin)
= E((X¢ = E(X)(Xee = E(X114)))
Un processus est stationnaire au second ordre si I'ensemble de ses moments sont indépendants

du temps.



définitions et Notations

La relation entre la stationnarité strict et la stationnarité au second

ordre
Un processus strictement stationnaire avec un moment d’ordre 2 fini est stationnaire
au second ordre.

La réciproque n’est pas général vraie.

1.1.2 Le processus bruit blanc

Parmi les classes des processus stationnaire il existe des processus particulier que

sont les processus BB.

Définition 1.1.11. (&;);ez est un BB faible, s’il satisfait les deux conditions suivant :

(i)VteZ, EX;) =0 (centrée),

o
(ZZ) V(t, h) € ZZ/ COU(Xt/ Xt—h) = E(Xt-Xt—h) = Vx(h) =

0 sinon.

Remarques :

1. Onappelle bruitblanc fort tout bruit blanc faible tel que les variables (¢;) sont (i,i,d)
et un bruit blanc gaussien tout bruit blanc fort (¢&;).cz tel que V¢, (/) ~ N(0, 02).

2. Un BB faible est faiblement stationnaire.

3. Un BB fort est fortement stationnaire.

9
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1.1.3 Causalité

Un processus stochastique X; est dit causal s’il existe une suite de constantes (a)r=o

telle que : ) |ax| < o0 avec:
keZ

(o]
X = Z QkEt—ks
k=0

1.1.4 Les séries chronologiques

La théorie des séries chronologiques (ou temporelles) est appliquée de nos jours

dans des domaines variés que 1’économétrie, la médecine ou la démographie.

Définition 1.1.12. Une série chronologique est un ensemble d’observations d'un processus X;,

chacun étant enregistrée a un instant t.

Remarques : Noter aussi qu'une série chronologique est une observation d'un

processus stochastique a temps discret.

Obijectifs principaux dans I’étude des séries chronologiques

L’étude d’une série chronologique permet d’analyser, de décrire et d’expliquer un
phénomene au cours du temps. Mais I'un des objectifs principaux de I'étude d'une
série chronologique est la prévision, qui consiste a prévoir les valeurs futures X,
(h =1,2,3,...), de la série chronologique a partir de ses valeurs observées jusqu’au
temps t = Xi, Xp, ..., X:.

10
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domaines d’application des séries chronologiques

On trouve des exemples des séries chronologiques dans des trés nombreux do-

maines. La liste suivante n’est qu’un échantillon :

- Finance et économétrie : évolution des indices boursiers, des productions agricoles
ou industrielles, des données économiques des entreprises,
- Assurance : analyse des sinistres,

- Médecine/biologie : suivi des évolutions des pathologies, analyse d’électroencé-

phalogrammes et d’électrocardiogrammes.

Science de la terre et I'espace : évolution des taches solaires, phénomenes d’ava-

lanches, variations des phénomenes physiques (météorologie),

Traitement de signal : signaux de communications, de radars, analyse de la parole,

Traitement des données : mesures successives de position ou de direction d'un
P

objet mobile (trajectographie),

Meétéorologie : analyse de données climatiques,
- Démographie : analyse de 1’évolution d"une population,

- Agriculture : la quantité d’un produit.

Modélisation d’une série chronologique

Un modele est une image simplifiée de la réalité qui vise a traduire les mécanismes
de fonctionnement du phénomene étudie et permet de mieux les comprendre. On
distingue principalement deux types de modeéles :

11
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1. Les modeles déterministes : Ces modeles relevent de la Statistique Descriptive.
IIs ne font intervenir que de maniére sous-jacente le calcul des probabilité et
consistent a supposer que 'observation de la série a la date t est une fonction du
temps t et d"une variable ¢; centrée faisant office d’erreur au modeéle, représentant

la différence entre la réalité et le modeéle proposé :

Xt = f(t, €t).

On suppose de plus que les €; sont décorées.

Les deux modeles de ce type les plus usité sont les suivants :

e Le modele additif : C’est le modele classique de décomposition dans le
traitement des modeles d’ajustement. La variable X; s’écrit comme la somme
des trois termes :

Xt:Zt+St+€t/

Ou Z; est la composante tendancielle (déterministe), S; la composante sai-
sonniere (déterministe aussi) et €; les composantes aléatoires i.i.d (erreurs au

modele).

e Le modéle multiplicatif : La variable X; s’écrit au terme d’erreur prés comme

le produit de la tendance et d'une composante de saisonnalité :

Xt = Zt(l + St)(]. + et).

12
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Ou Z; est la composante tendancielle (déterministe), S; la composante sai-

sonniere (déterministe aussi) et ¢; représente l'erreur.

2. Les modeéles stochastiques : IIs sont du méme type que les modeles déterministes
A ceci prés que les variables de bruit €; ne sont pas i.i.d mais possédent une
structure de corrélation non nulle : €; est une fonction des valeurs passées (+

lointaines suivant le modéle) et d"un terme d’erreur 1,

€ = g(et—ll €t-2, .00y Tlt)

1.2 La distribution gaussienne généralisée

Définition 1.2.1. La distribution gaussienne généralisée est une distribution de probabilité uti-
lisée pour modéliser une grande variété de phénomenes dans des domaines tels que le traitement
du signal, le traitement d’image et la statistique. C’est une famille de distributions de probabilité
qui inclut a la fois la distribution gaussienne (également connue sous le nom de distribution

normale) et la distribution de Laplace en tant que cas particuliers.

La fonction Gamma

Définition 1.2.2. La fonction Gamma (notée par la lettre grecque I') est une fonction mathéma-

tique qui est une extension de la fonction factorielle a des valeurs non entieres. Elle est donnée

13
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par :

+00

I'(x) = f ' exp(—t)dt,

0

oil x est un nombre complexe.

Remarques :

- La fonction Gamma est définie pour tous les nombres complexes sauf les entiers non
positif.

- Pour tout x réel positif, on a la récurrence xI'(x) = I'(x + 1).

- Pour tout entier n positif, on a I'(n) = (n — 1)!.

1.3 Le maximum de vraisemblance

A coHté de la méthode des moindres carrés ordinaires, le maximum de vraisem-
blance est une méthode générale permet aussi d’estimer les parametres d'un modele
statistique. Cette méthode a été développée par le statisticien Ronald Aylmer Ficher en

1922.

1.3.1 Estimateur

Définition 1.3.1. Un estimateur est une statistique permettant d’évaluer un parametre inconnu

relatif a une loi de probabilité.

Définition 1.3.2. Un estimateur est une valeur(0,) calculée sur un échantillon tiré au hasard,

la valeur (0,,) est donc une variable aléatoire possédant une espérance E(0,), et une variance

14
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V(B,).
On comprend alors que sa valeur puisse fluctuer selon I’échantillon. Elle a de trés faibles chances
de coincider exactement avec la valeur Oy qu’elle est censée représenter. L'objectif est donc de

mattriser I'erreur commise en prenant la valeur de 0,, pour celle de O.

1.3.2 La vraisemblance

Définition 1.3.3. La vraisemblance est utilisé pour construire des estimateurs de parametre
caractérisant une loi de probabilité ou un modele stochastique a partir d'un échantillon de
mesures.

La fonction de vraisemblance est définie en fonction d'un vecteur de parametres inconnus 0
comme la densité des données observées par rapport a une mesure de probabilité discréte ou

continue.

e casX variable discrete : Dans un premier temps, on suppose que X est une variable
discrete suivant la loi L(0) avec un parametre inconnu.On rappelle que 'on veut
estimer O a partir des données (xi, ..., x,), le vecteur des données (x;, ..., x,) étant
une réalisation d’un n-échantillon (X3, ..., X;;) de X.

On peut définir la vraisemblance des données x, ..., x,, par la fonction de 0 :

L(6) = P((X1, ooy Xy = X1, v X), )

. Comme (Xj, ..., X,) est un n-échantillon, par l'indépendance et la distribution

15
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identique des variable (Xj, ..., X,,) on peut aussi écrire :

Lu(0) = P(OL,X; = x;,0) = | [ P(X; = x;,0),
i=1

e Cas X variable continue : Soit X une variable aléatoire suivant une loi continue
décrite par la densité de probabilité f dépendant d'un parametre 0. La vraisem-
blance est une fonction de 6, étant donné une réalisation x de la variable aléatoire

X, qui s’écrit alors :

LH(G) = fg(xl, ceey Xn).

Comme (Xj, ..., X;;)est un n-échantillon, par I'indépendance et la distribution iden-

tique des variable (X1, ..., x,) on peut aussi écrire :

Lu(0) = foxr, ., x0) = [ | fo.
i=1
1.3.3 La fonction de log-vraisemblance

Définition 1.3.4. On appelle fonction de log-vraisemblance pour (x1, ..., x,) toute fonction de
O définie par :

Ly(x1, ..., x4, 0) = log(L(x1, ..., X4, 0)).

La fonction logarithme népérien étant croissante.
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1.3.4 Estimateur du maximum de vraisemblance

Définition 1.3.5. En général, la fonction de vraisemblance pour un processus X n’est pas
calculable car le passé du phénomeéne (Xo, X_1, ...) est généralement inconnu. C’est pourquoi on
utilise la quasi-vraisemblance qu’on obtient en remplacant le passé du processus par des zéros.

L’estimateur de quasi vraisemblance maximale (EQMYV) est défini par I’expression suivante :

—_—

0, = arg, o maxlog(xy, ..., x,),

1.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Définition 1.4.1. Soient (U, ..., U,) et (V5, ..., V,,) des réels(ou des complexes). Alors : :

Y UV < (Zn]ukﬁ)%(zn')vkﬁ)%
k=1 k=1 k=1

1.5 Convergence presque siirement des variables aléa-

toires

Définition 1.5.1. Nous disons que la suite Xn converge presque siirement vers X si :

Ve, lim P( sup|Xi — X| > 8) =0
n—o00

k>n

17
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Ceci est noté X, 2 x

n— oo

1.6 Le bruit GED

La distribution Généralizée des Erreurs (GED)est un type de distribution statistique
utilisée dans l’analyse des données, représentant des variations hétérogenes et un
symétrie altérée. Elle a été introduite par Subbotin et utilisée par Nelson dans le contexte
des modeles de comportement financier pour représenter les fluctuations des données

financiéres.

Définition 1.6.1. La densité gaussienne généralisée également connue sous le nom de distri-
bution d’erreur généralisée (GED(r) avec r > 0 ) ou la distribution gamma de puissance est

donnée par :

rl—l/r W
g,(x) = 2F(1/r)e ; x € R, (1.1)

Ot x est la variable aléatoire,r est le parametre de forme et T'(1/r)est fonction gamma de (1/r)

On a, pour (r = 1) g; est la densité de Laplace, pour (r = 2) g, est la densité gaussienne.

E(Z)=0 et E(Z|)=1, (1.2)
On a le résultat :
, T(E)
m,(p) = E(1Z,I) = 7’7_1@ Yp > 0. (1.3)
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CHAPITRE 2

PROCESSUS PUISSANCE
ASYMETRIQUE ARCH

MODELE-APARCH-

Les séries temporelles sont des outils essentiels dans I’analyse des données finan-
cieres et économiques, nous permettant de comprendre et d’analyser les variations
temporelles des prix et des actifs financiers. Au fil des ans, de nombreux modéles
statistiques ont été développés pour l'analyse des séries temporelles, et parmi ces mo-

deles, le modéle APARCH (Asymmetric Power ARCH) se distingue comme un modele

19



Le processus APARCH avec le bruit GED

avancé et amélioré.

Le modele APARCH a été initialement présenté par Ding, Granger et Engle en
1993[¢], et il représente une évolution significative du modele ARCH classique. Le
modéle ARCH est basé sur I'idée que la volatilité peut varier dans le temps et dépend
des valeurs précédentes des variations. En introduisant une caractéristique asymé-
trique dans la volatilité, le modele APARCH peut représenter les variations positives

et négatives de maniere différente.

Apres le développement du modele APARCH, son application a été étudiée avec
différentes formes d’erreurs possibles. L'une de ces erreurs est l'erreur de distribution
généralisée (GED), qui est utilisée pour représenter les erreurs non gaussiennes dans

les séries temporelles.

Dans ce chapitre, nous concentrons sur le modele APARCH (Asymmetric Power
ARCH) et son utilisation pour 1’analyse des séries temporelles. Nous expliquons le
concept du modele et comment utiliser I’erreur GED (Generalized Error Distribution)

avec celui-ci.

En utilisant une trajectoire observée d"un processus causal nous estimons le para-
meétre r de la densité du bruit blanc. Cette classe de séries chronologiques a été étudiée
dans les travaux antérieure de Duchenes et Francq (2008)[7], Bardet et Wintenberger
(2009)[3] . nous travaillons avec un échantillon observé (Xj, ..., X,,) ou (X;); € Z repré-

sente une solution de I'équation suivante :
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X = 00, (Xi—t)i=1) €1, teZ, (2.1)

e 0y € ® C R de N, c’est un vecteur de parametre inconnu, également appelé le

parametre "vrais" (mais d est connu).

® (&1)wez est une séquence de variables aléatoires (i.i.d.) indépendantes centrées et
distribuées de facon identique avec symétrique distribution de probabilité, et tel

qu'il existe ry > 1 et h > min(2, r) satisfaisant

E(e0) =0, E(leo))=1 et E(eol") < co. (2.2)

e pour x= (X,)uen € R™ ott R™ est I'espace de séquences réelles avec un nombre fini

de termes non nuls, (0, (x,)xen) = 0o((Xn)nen) € (0, 00) est une application connue.

Nous présentons une méthode novatrice en deux phases pour obtenir un estimateur

PGGQMLE gaussien généralisé dans le cadre général d"un processus causal affine.

1. supposons que (¢;) dans 1’équation (2.1) suit un bruit blanc distribué selon une
loi GED(r), ot ¥ > 1 est un parametre inconnu. En utilisant conjointement les
estimateurs QMLE gaussiens et laplaciens de 0y, nous estimonsr avec l’estimateur

7, qui présente une forte consistance.

2. Apreésavoir établi la forte consistance de I’estimateur GGQMLE (Quasi-Maximum
de Vraisemblance Gaussien Généralisé) de 6, construit en utilisant une densité

instrumentale basée sur une loi GED(r), nous remplacons r par # pour obtenir un
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PGGQMLE (Quasi-Maximum de Vraisemblance Gaussien Généralisé Pénalisé).

La consistance de cet estimateur est également démontrée.

2.1 Processus APARCH

Définition 2.1.1. Le modele APARCH (p, q) a été introduit comme solution de systeme d’équa-

tions :

Xf = 0&y
p q (2.3)
00 =ag + Zl a;i(1Xiil = yiXio)® + .Zl Bioy_j
i= =
avec 6 > 1, a0 >0, -1 <y;<leta;>0pouri=1,...,p pj>0pourj=1..,4
q
satisfaisant Y, B; < 1.
j=1

On note le vecteur des parametres par : 0 = (6,0, 1, ..., Qp, V1, -+, Vp, P11 Bg)-

Ce modele inclut les modeles ARCH et GARCH, en modifiant les parameétre, nous pouvons
obtenir différents modeles

e Lorsque 6 = 2, B; = 0 (pour j=1,...,p) et y; = 0 (pour i=1,...,q), le modele APARCH est
un modele ARCH.

o Lorsque 6 =2, y; = 0 (pour i=1,...,p), le modéle APARCH est un modele GARCH.

o Lorsque 6 = 2, le modele APARCH est un modéle GIR-GARCH.

o Lorsque 6 =1, le modéle APARCH est un modele TARCH.

e Lorsque B; = 0 (pour j=1,...p) et y; = 0 (pour i=1,...,q), le modele APARCH est un
modele TARCH.

e Lorsque 6 = oo, le modele APARCH est un modele Log-ARCH.
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(Plus de détails peuvent étre trouvés dans Ding et al 1993)

2.2 causalité

Proposition 2.2.1. Soit X; le processus APARCH définie par (2.3), en utilisant L I'opérateur

q .
retard habituel tel que LX; = X;—q et (1 - ), ﬁjlj)‘1 existe, alors pour t € Z la variance

j=1
conditionnelle peut s’écrit sous la forme :
o = by + Z b (max(X,-;, 0))° + Z by (max(—X,_;, 0))° (2.4)
i>1 i>1

q
oitby = (1=, B;) g et les coefficients (b}, b;); > 1 sont définis par les relations de récurrence :
j=1

q
b = k; Bbl, +a(l—y)° avec ai(1-y)*=0 pour i>p,

q
b; = k; B, +a(l +y)° avec ai1+7y)°=0 pour i>p,
avec b = b; = 0 pour i <0.

Preuve 2.2.1. (preuve de la proposition )

On a pour t € Z la variance conditionnelle est définie par :

p q
o =ap+ Z ai(lxei] — vixi) + Z Bio, (2.5)
i=1 j=1

En remplagant X; = max(X;,0) + min(Xy, 0) et |X;| = max(X;,0) — min(X;,0) dans (2.5) on
obtient :
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q P
(A=Y BiLNod = o+ Y a1 =y (max(Xe—i, 0))° + (1 + 3)°(=min(X,i, 0’ (2.6)

j=1 i=1
5 1 - 5 ) o : o
o) = ———lao + Z ai(1 =)’ (max(Xi—;, 0))° + ai(1 + ;)" (—min(X;-;, 0))°]
a-LpL) A
]:

9 p
ot = () BilM)lao+ Y ai(1 =y (max(X,;, 0))° + (1 + y;)°(~min(X,;,0))°]
j=0 i=1

on remarque que (2.6) peut s’écrire sous la forme :
B(L)o? = ay + @ (L)(max(X,,0))° + O (L)(max(=X,, 0))° (2.7)

aoec

q
B(L)=(1-) BiL)
j=1

p p
O*(L) = Z (1 =)L = Z 67L

i=1 i=1

p o p »
O (L)=Y al+y)L = Z 6:L

i=1 i=1

q .
comme (1 Y, ;L))" éxiste, on’a :
=1

a% =by + Z biLi(max(X,,0))° + Z b; L' (max(—X;,0))° (2.8)

i1 i>1

pour déterminer les coefficients by et (bY,b;); > 1 onade (2.7) et (2.8) :

B(L) Y. b;L' = ag + ©*(L)
=0 (2.9)
B(L) Y. b;L' = ap + ©7(L)

i>0
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implique que
by = b5 = by = g = (1 - Zﬁ;) ay

Le systeme (2.9) est équivalent au systeme

1—ZWﬁZWU—2$U

i>0 =

1—2ﬁ;02bﬂ—26ﬂi
i=0

i>0

, avec B = ag

Z bZ+Ll Z Z ﬁ]b+Ll+] Z 9+Ll

i0 1>0] 1

, avec 6o = ag
Y L - zzmuw—zey
i>0 i>0 j=1

de la premiere équation on a :

bz— = ,Blba— + 011(1 + )/1)(S
b3 = Bibl + Baby + an(1 +9,)°

b; = ﬁlb;— + ﬁzl’ff + 531’)8- + a3(1 + 7/3)6

de la deuxieme équation on a :

bl_ = ,Blba + 011(1 + )/1)6

[y
N

5 = Piby + Baby + aa(1 + y2)°

b; = ﬁlbz_ + ﬁzbl_ + 531’)6 + 0(3(1 + 7/3)6

w
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Alors les coefficients (b, b7); > 1 sont définis par les relations de récurence :
q , :
b =Y, Bbt + ai(1 — )" avec ai(1 = y;)° = 0 pour i > p;
k=1
q
b; = k§1 Bibr, + ai(1 + y:)° avec a;(1 + y;)° = 0 pour i > p,

Lemme 2.2.1. s0it 0 < pg < 1, en définir U = {0, f1 + o + 3 +..... + B, < po} pour tout 0 € U
ona:

b <Cip] 0<i<oo (2.10)
by < Copl 0<i<oo. 2.11)

C1,C2 >0

Preuve 2.2.2 (Preuve de Lemme). On va montrer ce lemme par récurence.

e Pouri=0Qona:

(0% Qo

1—Zﬁ_

j=1

by =b, =

(2.12)

S o

relation vérifié.

e Pouri>1:
Supposons que le lemme est vérifie pour tout j > R = max(p,q) tel que j < i et on va

montrer qui est reste vrais pour i :
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De (2.10) trouve,
bl < (Bo + P1 + ... + Bg) max big
1<k<q
i
< poCipy’
< Cip)]
et de (2.11)
by < (Bo +pi1 + ... + ;) maxb;_,
1<k<q
i
< poCapy’
< Cop)]

ce qui achéve la preuve.

2.3 Définition et hypothéses

2.3.1 Existence et stationnarité

Selon Doukhan et Wintenberger[”?] et Bardet et Wintenberger[3], I'obtention de
'existence et de la r-stationnarité (définie dans [2]) d"une solution causale et ergodique
de (2.3) nécessite plusieurs inégalités de type Lipschitz sur la fonction og. Pourk = 0,1, 2
et un certain espace ® de R, la condition Lipschitzienne sur la fonction oy est définie.
Cette condition Lipschitzienne est cruciale pour assurer la stabilité et la convergence

de la solution dans l'espace des parameétres ©.
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hypothese 2.3.1. (Ai(K,®)) : ¥x € R®, 0 € © - 0g(x) € CX(®) et 0 satisfait
||8’éog(0)” o < et il existe une suite (aﬁk)(a, 6))]‘ de nombres non négatifs telle que

Yx, y € R®

||alé(79(X) — 8’509(}/)”6 < Z ai.k)(ot, O)lx; — yjl, avec Z ag.k)(at, 0) < .
j=1 j=1

Afin d’assurer 'existence d une solution stationnaire d’ordre v (r > 1) pour (2.3), l'ensemble
O(r) définit par :

AU o

O(r) = {6 € RY, (Aq(0, {0))) est verifice, —) Ll i+ KL <1

Proposition 2.3.1. Si 0, € ©, alors le processus APARCH(p,q) a base d’erreurs GED défini

par le systeme (2.3) est stationnaire.

Preuve 2.3.1 (Preuve de la proposition). Soit X; le processus de APARCH(p,q). La fonction

de densité de probabilité est :

zl’

e_lr

frx) =

ri=r
ZF(%)

La condition de lexistence de E(0;)° et E |x;|° est :

p q
Y aE(Eid - ya)’ + Y pi<1 (2.13)
j=1

i=1

D’apres la définition de E{x}°, on a :
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E(1Eil - y&rs) = f (Il = yix) Flxdx

R
0 rl‘% e
= [ (-7) e
R
= 5 _ X
= D (Ixl = yix) e |~lrdx
- 2}(;)(f<x—yx> Lo+ [ (- e L)
R R
7" _% S (X N S (X
= 3o (1-9 [ T+ @y [ e L)
4 R R

2.3.2 Définition de l’estimateur

Soit (Xj, Xy, ..., X;;) une série de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées (iid) provenant d"une distribution de probabilité P(X) de I'équation (2.3) et
soit O la quantité inconnue a estimer telle que 6, € © c R”.
g est une fonction des données observées qui produit une estimation de 0. L’estimateur
est calculé a partir des données et peut étre basé sur différentes méthodes, telles que la
méthode des moments, la méthode du log-vraisemblance ou la méthode des moindres
carrés.

Nous appliquons la méthode de log-vraisemblance :

e La forme générale de la loi de log-vraisemblance avec l'utilisation de l'errure
GED (le log-vraisemblance conditionnelle) d’observer (Xj,---,X,) étant donné

(Xo, X_1,--+)etil s’exprime comme suit :
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1
Og

n

log L(e}) = ¥ log (¢(22)),
t=1

log L(0},) : le logaritheme de la vraisemblance.

n : la taille de I’echantillon.

X; : la valeur observée des données.

g(f—é) : est la densité de probabilité conditionnelle.

La densité de probabilité conditionnelle g(f—é) varie en fonction du modéle statistique

utilisé et de la distribution supposée des données. Dans le cas 1'utilisation de l'erreur

GED, la densité de probabilité conditionnelle utilisée est celle de la distribution d’erreur

GED.

e Un estimateur de vraisemblance quasi-maximale (QMLE) de 0, peut étre défini

avec le respect du choix de g par :
0¥ = Argmax,_g log (QLE?)(XL e ,Xn)).

Le QMLE (Quasi-Maximum Likelihood Estimation) est généralement élaboré en
utilisant la distribution gaussienne standard avec g = g, (appelée QMLE gaus-
sienne) ou, moins fréquemment, en utilisant la distribution laplacienne standard
avec g = g, (appelée QMLE laplacienne). Ce pendant, dans cette formulation

alternative, nous considérons généralement g = g,

En conséquence, pour tout 1 < r < havec h défini en (2.1), alors I’équation (2.1) peut
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s’écrire a nouveau :

X, = 09 (X1, Xi—p, -+ ) €7, tez, (2.14)

t

avec eir) = &1(E(leol")) ™", impliquant E(|e§r)|7) = 1 et gg, = (E(l&o|"))/"0g,. Ensuite, nous

pouvons définir le généralisé Quasi-maximum de vraisemblance gaussien oV par:
/8\,(1) = Argmin,_g Z/q\t(Q),
t=1
ou
n
7:(0) = ) log(IG,1) + 511X (2.15)
t=1

En d’autres termes, cet estimateur est égal a 5519 ) lorsque g = g, la densité GED(r).

2.3.3 Hypotheses additives requises pour 1’estimation

Fixons un sous-ensemble compact © de ©(s) C R?. Nous considérerons les hypo-

theses suivantes :
(Ainf) J 0 > 0 tel que infyeo 0o(x) > 0, Vx € R™.
(Id) VO €O, (0}, = agoa.s.) = 0 =0,.

(Var) La famille (8020 /90i)1<i<q est a.e. linéairement indépendant, ot :

La condition (Id) est une condition usuelle d"identifiable alors que la condition (Var)
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est nécessaire pour assurer la finitude de la variance asymptotique du résultat sur la

normalité asymptotique.

2.4 Estimation du parametre de la forme rj

Dans cette section,nous proposons pour estimer la forme du parametre r, lorsque

(&1) est censé suivre exactement un GED () avecry > 1

2.4.1 Consistance asymptotique de 7,

Nous étudions maintenant la consistance asymptotique de l'estimateur proposé 7,

pour le parametre de forme 7.

Théoreme 2.4.1. Soit X la stationnaire solution de I'équation (2.3) o &y suit une distrubition
GED (ry) et Oy € ©, un sous-ensemble compact de ®,. Supposons également que hypotheses

(Ag(0, D)),(Ainf) et (Id) sont satisfaites avec

(o, @) = O( j‘f) pour certains € > 3/2, (2.16)

. — . < q. o~ a.s.
alors l'estimateur 1, est fortement consistant, c’est-a-dire r, —— 1y.

n— oo
ot \2
Preuve 2.4.1. Il est clair que e,(6,,0,) := (:1) = H(ro) pour tout t € Z, par définition
t
o
02

n

de 0y et O,. Par conséquent, h,(61,0,) := % Y. ei(61,0,) = H(r). Mais puisque la fonction
=1

0 € R? — 0g(x) est supposée étre une fonction continue pour tout x € R*, la fonction
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(01,0,) € R¥ + h,(01,0,) est également presque stirement une fonction continue.

Bardet et Wintenberger (2009)[3] ont montré que é:% — 0, lorsque n — oo, et Bardet

et al. (2017) ont montré que é\}l — 0, lorsque n — oo sous les hypothéses.

Par conséquent, hn(é:%, é%) — hn(é;, 52) 2250, cest-a-dire hn(éjli, é:zq) —2 5 H(ry). Puisque

n—

la fonction H™! est également une fonction continue, la preuve est établie.

2.5 Estimateur de 0,

2.5.1 Construction de I’estimateur dans le cas de bruit blanc GED

Supposons maintenant que ¢, suit un GED (r) et que (X, ...... , Xn) est une trajec-
toire observée de (X;) qui satisfait (2.3).Dans ce cas ,une relation simple peut etre établie

entre gg, et ogo) :

Lemme 2.5.1. pour tout r > 1,1lorsque (Xy, ....., X,) et une trajectoire observée de (X;) qui

satisfait (2.3) et &¢ suit une GED (rq) , Alors :

1
11 L\
T1fr(i+=)
Gg, = 01" 10 r+710 (2.17)
r
(=)
Preuve 2.5.1. Ici, nous utilisons la relation fournie par la réécriture de (2.3) c’est-a-dire
-t
oo, = 0o,(Elleol’]) 7 (2.18)
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et I'égalité des moments (2.6) qui induisent (2.17)
Dans la suite,nous examinerons deux cas particuliers,r = 1 correspondant au laplacien QMLE
et r = 2, correspondant au QMLE gaussien classique. Ainsi, en utilisant les résultats du lemme

(2.3.1) ,nous obtenons :

2
t FZ(—)
(aezf) _ . T )r(3 = H(ro) (2.19)

7o
— Cette fonction H est une fonction continue et croissante, donc elle est inversible.

La figure 1 a venir présente le graphe de H

— La relation 2.19 conduit a la définition d’un estimateur 7, du parametre de forme
1o donné par I’expression
n

= H—l(l Y (Ufz)z) (2.20)

n
— o7
t=1 0@

Puisque 0, et 0, sont inconnus et peuvent étre estimés l'aide des estimateur QMLE.

2.5.2 Hypotheses nécessaire pour la convergence d’EQMV

La convergence et 'asymptotique gaussienne de L'EQMV-Normale pourraient étre
réalisables avec certaines hypotheses supplémentaires sur © et la fonction oy :
e Hj(compacité) :© est un ensemble compact.
e H,(Borne inférieur de la variance conditionnelle) :il existe un constante a, positif
tel que, YO € © alors 0y(x) > ap pour tout x € R".
o Hy:E{lnd'} =1
e H,(Identifiabilité) : Le fonction oy est telle que pour tout 0, 0, € ©, alors g, = 0¢,.
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2.5.3 Consistance asymptotique de 5;1

Théoréme 2.5.1. Supposons que les hypotheses sont satisfaites, alors la suite d’EQMV-

Normale (5,1) converge fortement, c’est-a-dire

Preuve 2.5.2. ( preuve du Théoreme)

Nous prouvons ce théoréeme en deux étapes dans la premiere étape une forte loi uniforme des
grandes nombres sur O satisfaite par %E(Q) qui converge vers L(0) = —E{q:(0)} est établi. Par
suite, dans la deuxieme étape nous prouvons que L(0) admet un maximum unique en 0.

On démontre I'étape(1) par le méme facon de la preuve du théoreme 1 de Bardet, Boularouk et
Djaballah (2017)[9], la loi uniforme forte des grands nombre satisfaite pour la moyenne d’échan-

tillon (g;)sen- est obtenu en prouvant que E|qy(6)| < oo. Pour tout t € Z et sous I'hypothese H2,

ona:
19:(6)] = llog(ab) + (o)™ (X, = ()Y
< [log(op)| + (Xt(gg)%l ~ 1)
< loy] + (X — (04)2)?
Xt 2
S|Gt|+(){1}+ 1_1 )
( )2 )
Donc :

X 2
suplgil < loul + (X + ( ; - 1) (2.21)
Q)2
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oit, E{X?} < oo, d'apres la proposition 2.2.1 et E{o')} < oo d’apres le Lemme 1 de Bardet et

Wintenberger (2009) ([3]) ce qui implique que E{|g:(0)|} < oo, d’oir on conclut que :

|%Ln(6)—L(9)| —i;» 0. (2.22)

Maintenant nous allons montrer que :

LL(6) - Lo 2 o, (2.23)

n— oo

En effet, pour tout 0 € © et t € IN".

4(6) — 4:(6) = log(}) + (@) (X, — (G})7) — log(ah) + (05) ™ (X; = (95)?)?
s
= o8 () (%@ -1 - (x @ -
0
b
= log (%) + (Xt@)_%) - Xt(’a\te)_%)(xt(g\fe)_% + Xt@)_% - 2)
0

°
<1og (22) + (x:@)H - X G ) (x,@ + @)
0

T

< o 1+ (@)™ = (oh)™)x?

_ ;te -y -1 F=1) 2

= +(@) = (0l )X

Alors :
7:(0) — q:(0)] < 0%, — oplag” + |0ty — oplag*IXi|
< Clot, — abl(1 + X))
avec C positif.
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D’apres le corollaire 1 de Kounias et Weng(1969)([10]), il suffit de montrer que il existe un

k € [0,1] telle que :

2 :—kE{W@) — qi(0)[} < o0

t>1

De I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec k = 1

E{[7:(0) — q:(0)I"} < CE{(1 + X227 x E{(|<;2 _ Otel)z}%

D’apres (2.24) on a E{|Xi*} < co et E{fo;|*} < 0.

Par conséquent :

ElIG(0) - q(0)l} < CEIXoP13() . ol (), ©))

tel que C' = C X max(Cy,Cy) et p =

Nous avons donc :

Y5
t>1

’

avec'T =

1-p

>t

< C(Z %0}, ©))

j=t

SCij

=t

<C'ph.

1
12
Po-

(17:6) — O < T P?
t>1

Cette série est fini car 0 < p < 1, par conséquent, nous obtenons :
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commeona:

1~ 1~ 1 1
[2L(6) = L(O) = |-L.(6) = ~L,(6) + ~L.(6) - L(©)

<1-0(6) = LO)] + |2 L,(6) - L(O)

donc :

L0) 5 1) (225)

n— oo

Pour prouver I’étape(2) on suppose que L(0) admet deux maximum O et O, telle que O # 0,

pour O €e@ona:

L(0) = ~Elq.(0)}
= —E{log(0}) + (Xi(o}) ™2 = 1)’}
= —Eflog(a}) + (05) (X — (05)?)?)
= ~Eflog(0}) + (05) " (15(05,)?) = (0)2))
- Bty + (2o - )
D’autre par on a :
L(0o) = ~E{q:(60)}
= —E{log(a},) + (Xi(0h,) 7 = 1)}
= ~Ellog(o,) + (75,)™' (X, = (05,)1)?)
= —E{log(a},) + (m: = 1%}

= —E{log(ogo) -1}
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Par suite en utilisant I’hypothése H3, nous obtenons :

L(6g) — L(O) = —E{ log(o},) + (n: — 1)} + E{log(ag) + (%)(”f (G_(io))%ﬁ
fa) 7}
Tg, ol o,
= E{log(a—te) — (e =17+ (0—50)(77f - (OT:(]))}
= E{log ()} - 1+ Ef(n - (52)' +1-1))
0o 6o
= E{log(a—f)} -1+ E{(’?t -+ (1 - (578)%)2}
6o %o

mais pour un 1, suivant une distribution de probabilité symétrique, nous avons pour tout
m € R, E{(n; = 1 + m)*} > E{(n; — 1)*} = 1,dou :

avec H(x) = —log(x) — 1 + x. Mais pour tout x € [0, 1[U]1, +oo[, H(x) > 0 et H(1) = 0. Par
Ut

conséquent si 0 # Oy, on a H(G—?’) > 0. Cela implique, de I'hypothese H4 (identifiabilité), que
0

L(6y) — L(0) > 0 presque sfirement pour tout 0 € ©, 0 # 0. D’oit une borne supérieur de L(0)

est atteinte seulement pour O = 0y qui est un maximum unique.

2.6 Normalité asymptotique de 0,

Théoréme 2.6.1. Soit X; une solution stationnaire de (2.3), avec 0y € ©, si la fonction de

probabilite cumulée de ¢ est continfiment différentaible alors :

Vi(0, — 6)) —— N40,F'GF™) (2.26)
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oit les matrices F(0,) et G(0y) sont définit par

9°q:(00) .
F(6p) =E pour 1<i, j<p+q+1 (2.27)
° (aaﬁej)
29:(60) 9q:(60) .
G(6y) =E 1<i1, j<p+g+1 (2.28)
o) = 20; 90, )

dL,(0) ; 9*L,(6)
20 o o0

pour tous O € ©.Leurs propriétés asymptotiques sont décrites dans les deux lemmes suivants

Pour démontrer ce théoreme, On a les fonctions sont mesurables et p.s. Fini

Preuve 2.6.1. (Preuve du théoreme)

La premiere dérivée de L, est donnée par :

dL, _ - aqt

20, d0;

avec
I _,do _,do 1 1 _1pd0 1
8_61. = 0; 18—82 - GtZa—QZ(Xt - O'tz)2 + 0y 1Ot 1/280i(xt — (Ot)z)
En utilisant l'extension de Taylor de %ag(gi 2 on obtient :

LaLn(Qn) _ LaLn(GO) + laZLn(Gn/
\/ﬁ 891 B \/ﬁ 891 n 39891

) Jn(@, - 00)

Avec n suffisamment grand, de sorte que (0,,1) € © se situe entre O, et 6. En utilisant la

consistance de 6, et le résultat du lemme (2.6.2) on peut déduire que :

a:—lf““@”

" TET) lﬁgﬁFw“
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Tel que F(0y) défini dans (2.27), et

azqu(e) _ (920t 8Gt 8(7,} _ @% _ Ot

1\2
89i89j = (o) 18909 = (01)” 286 86 [(2(@) Baej 36, (0:0)" 2(9@ 6 )( - (Gt)Z)

(0025 G (o - (001

Et comme ona E(ot‘1|Xt — at|) = E(|e — 1|) =1, et E(sign(Xf — at)) = E(sign(e — 1)) =0, alors

on obtient

q,(6) ,90, 0 00,0
E(a;taej)‘_’s( agtagt) 2f(DE(o zagtagt)

En utilisant le lemme (2.6.1), nous obtenons le théoréme (2.6.1) puisque aL”(e”) =0

©)
96,00

(0, est un extremum local de L,). De plus, puisque E [ ] < 09, la loi uniforme des grands

*4:(0)

nombres pour 30,90,

implique que :

1

A _ IL.(0,) IL.(0y)
— = — 1 _ —
Vn(6, — 0y) = —nF'(6y) Nz ( 30 30 (2.29)
on peut conclure que E [—\}_ AL _ aLg(Qé”) ] — 0.

dqu(0)  Iq(0)| _ |- dor 1ft(X g%)z +g—1@<m _ 1) — (0—1% —O‘_lﬁ(xt -0
t

00, 90, | |° 20, ° 90, t 0; t o0, °t 96,
do;
5 G =1)
20;
. do; __,do, 2 __ . do, . do . do 2
= tha_et th%,t(n 1) +0tla_é(nt_1>_(Utla_é_0tla_é(nt—l)
__. do,
+ 0, 1(99t (77t — 1))‘

dJo? do? Jdo? 002

t —2

— 1i(,\ 289 -G, 0. )nt (0;28_62 ~5;2 aeti)(m _ 1)2)
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11,5 9 i@ 0
< zalza, 3. (58 ~ 36,0~

| d2 d?, 5 do?
< —(iz—g%llmlﬂa% o |(m 1))

2a2\196 26,
On peut écrire o7 sous la forme causale o7 = Y., ¢;X> ., 0il
2c0) _
a0, < Cail;

pour tout 0 € ® et i <0 < oo. Donc,

29(6) 9q0)| _ 1 N
' gtei - (g@i = 202 (|Tlt| +(1 +77t)2) Z ;X2 ..

t<i<oo

Iq:(0) _ 99:(0)
Donc, E o~ oo

0| <

Lemme 2.6.1. Soit Oy = (Ao, X1, wveeey Qgy Y1y oooes Vs Py oonees Bg) AVEC Xy une solution stationnaire

de (2.3), alorson a :
L dL,.(6y) D
\n 20

- N4(0, G(0)) (2.30)

avec G(0y) la matrice définie dans par

949:(6y) aqt(@o)}

G(00) = E{ 90, 00,
1 ]

our 1<i, j<p+g+1 (2.31)

Preuve 2.6.2 (Preuve du lemme 2.6.1). Pour prouver le lemme :

1. premierement, prouvons que (9q,(0)/90;; F;) = 0(X;-1) est une martingale de différences

et pour prouver cela nous devons montrer les deux point suivants :
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pourt € Z

i) E[?—G/Ft] p.s

ii) E|%| < o0

Nous démontrons ces deux points :

E{a—qf} = E{aglﬁ o220, gty 0;18 t(m - 1)}

20, 20, ' 30,
= Elo —133(1—( f= 1%+ (- 1)
=0
£ 551} = Bl 35 - 7 ol et St )
=E{|a;1§gt(nt 17 + 0712 39 -1}
= Ef|oy 8Gth (e - 1)?]}
< Ef|o;! ae 22+ (e = 1))
<crl| k)

Donc (9q:(0)/90;; F;) est un martingale différences.
deuxiémement nous avons appliqué le théoreme centrale limite pour les martingales de diffe-

rences.

8%(9)}
d20;

pour appliquer cette théoréme nous prouvons que E{
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_1 aat

~)f

(t—1)2+0t

89
[ ‘13(5) (1= =12+ =)

- (e 55V -7}
do?
0]

< C’E{

< 00

par suite

20:0) 2 < 9q:(0)
Ef Ztei = L Ef gtei f <o

dq: 9q; 2 _,00; do
E{é)et 89t E{( t289t 89t

{<t§g§§}Ek4m—1f+mf}

)= =12+ 1+ 1 - 17,

00 d
Corexl

La théoreme centrale limite pour les différences de martingale implique que :

i dL,(6p) D
86 n— 0o

N0, G(60) (2.32)

tell que G(0y) définie dans (2.31)

Lemme 2.6.2. Soit X; une solution stationnaire de (2.3),avec 6, € ®, alors on’a

|| 12L,.(6) a2L(9)|

n 0000’ 9600’ e

n— oo 8686’ - 8686'

(2.33)
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92
Preuve 2.6.3. Le deuxieme processus dérivé ( q > )ier est stationnaire ergodique (c’est une

fonction mesurable de (X, X;_,, ...) par conséquent, il satisfait a une loi uniforme des grands
nombres, si son permier moment uniforme est borné .Par conséquent, en utilisant la borne
V< agl, il existe ¢ > 0 telque

&zqt(6)|sc[( 820t | 80t||(90t|) ( aZUt | aat“aotD

891-89]- 891-89 (991,0’)9 | X; — 0t|]

°9:(0)
20,00

|<+oodepuis,toutt€Z,1Si,jsdtqd=i+j+1
(3)|

Nous concluons que E |

d
E|X} |<+09,E | o1 ]< +oo,E| 25 |< +

aZﬁlt( )
20

En conséquence, le LUGN pour
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CHAPITRE 3

APPLICATION NUMERIQUE

Dans ce chapitre nous concentrons sur ’application pratique a travers des exemples
numériques des séries temporelles APARCH.Ces exemples démontreront a quel point

il est efficace d’utiliser ’erreur GED avec le modeéle APARCH.
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3.1 Les points importants dont nous avons besoin

Nous avons :

), (3.1)

ol 07 est défini en utilisant (X;)en = 0.
et nous utilisons 'estimateur quasi-maximum de vraisemblance gaussien généralisé

0" pour estimer la valeur de 0, défini comme suit :

- - 11X
o .= Argmin,_g Z Big(log [0}, + = B?t )
t=1 nro

3.2 Application numérique

”_ 7’
r

Dans le but d’étudier I'importance de l'estimation du parametre dans les pro-

cessus APARCH, nous réaliserons des expériences de Monte-Carlo en utilisant les
méthodes Gaussian QMLE, Laplace QMLE et Pseudo Generalized Gaussian QMLE,
avec différentes tailles d’échantillons (7 = 100, n = 1000 et n = 5000) et différents types
de distributions de probabilité pour (&) :

— Distribution gaussienne centrée notée N;

— Distribution laplacienne centrée notée L;

— Distribution uniforme centrée notée U ;

— Distribution de Student centrée avec 5 degrés de liberté, notée t5;
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Le modele considéré est :

e un processus APARCH (1, 6, 1) défini par :

X = 018

0? = ap + a1 (1Xi| = yXi-1)° + Bod

avecap=0.2, a; =04 y=0.8 p=02etd=12(0est censé étre connu).

Nous commengons d’abord par considérer le bruit blanc (&;):cz tel que la distri-
bution de ¢ soit une distribution gaussienne généralisée pour plusieurs valeurs
de r (r = 1 (distribution de Laplace),r = 1.3, r = 1.7, r = 2 (distribution gaus-
sienne) et r = 2.6). En utilisant 1000 réplications indépendantes de cette processus
(APARCH), r est estimé par 7, et son erreur quadratique moyenne (RMSE) est

calculée et rapportée dans le tableau suivant :

r=1 r=13 r=17 r=2 r=2.6

n =100 0.52 0.67 1.56 2.95 2.39
n =1000 0.07 0.09 0.76 0.22 0.27
n =5000 0.03 0.04 0.07 0.09 0.12

TasLe 3.1 — Erreur quadratique moyenne des composantes de 7, pour les processus
APARCH1, 1)

conclusion des résultats numérique

Les résultats des simulations indiquent que lorsque la taille de 1’échantillon 7 aug-

mente, 'erreur quadratique moyenne de I'estimateur de forme 7,, diminue.
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De plus, ils montrent que plus la valeur du parametre de forme r est élevée, plus l'er-

reur quadratique moyenne de 7, augmente. Pour étre plus précis, il semble que I'erreur

quadratique moyenne de (7,/r) soit uniquement fonction de n. En suite, nous avons

les résultats sont présentés dans le tableau :

calculé I'erreur quadratique moyenne (RMSE) de /9\,(11) /6\512) et O}

pour ces processus et

L N ts Uu
o 0, 67|06y 00 0)]0y 0, 6|6 0, 0
n=100 a 025 0.07 0.08]0.10 0.06 0.06|0.21 0.07 0.080.03 0.05 0.04
a 041 020 021]022 015 014|036 019 021|007 0.11 0.10
)4 039 029 031]024 022 021|035 028 030|013 0.18 0.16
B 022 020 020018 017 017|022 020 020009 014 0.12
somme | 1.27 076 080|074 060 058|114 074 079|032 048 042
Tn 1.24 247 1.59 8.79
n=1000 a 0.030 0.03 0.03|002 002 00103 0.03 0.03|0.01 0.02 0.01
a; 0.07 0.07 0.07]0.05 0.05 005|008 006 008|002 0.04 0.03
)4 012 012 013]0.09 010 0.10|0.11 011 0.13|0.03 0.08 0.07
B 0.08 0.08 0.09]0.05 0.06 005|008 007 0.09 002 0.05 0.04
somme | 0.30 030 032|021 023 021|030 027 033)|0.08 019 0.15
Ty 1.02 2.03 1.23 9.74
n=5000 a 0.01 0.01 0.01]0.01 0.01 0.01{0.01 001 001|001 001 0.01
ay 0.03 0.03 0.03)|0.02 0.02 0.02)0.03 003 0.04]0.02 002 0.01
)4 005 0.05 0.06|0.04 0.04 004|005 005 007001 0.03 0.03
B 0.03 0.03 0.04]0.02 0.03 0.02]0.03 0.03 0.04|0.01 0.02 0.02
somme | 0.12 012 0.14|0.09 010 0.09]0.12 0.12 0.16 | 0.05 0.08 0.07
T 1.00 2.01 1.19 9.00
TasLE 3.2 — Erreur quadratique moyenne des composantes de 9;", o et 6 pour les

processus APARCH (1,1).
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CONCLUSION

Cette étude se concentre sur I’analyse du modele de séries chronologiques APARCH,
introduit par Ding, en mettant I'accent sur 'application du modele GED pour les er-
reurs. Les définitions clés du modele ont été présentées, ainsi qu'une analyse des pro-
priétés des processus aléatoires dans les séries chronologiques, en plus d"une discussion
sur les concepts de base. L'estimation et la probabilité ont également été étudiées, y
compris un examen des propriétés de 1’estimation de la vraisemblance maximale avec
des conclusions liées au modele GED. En conclusion, une application pratique des sé-
ries chronologiques simulées a été présentée, avec une comparaison des résultats entre

le modeéle APARCH avec les erreurs GED et le modeéle APARCH sans celles-ci.
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