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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions l’estimateur de quasi-maximum vraisemblance d’un

processus APARCH avec erreur GED. Pour cela, nous commençons par un aperçu gé-

néral sur les notions de base et les définitions (processus stochastique, le bruit GED,

processus APARCH,...). Par la suite, nous nous intéressons à l’étude de la consistance

et la normalité asymptotiques de l’estimateur de quasi-maximum de vraisemblance

pour les paramètres de modèle APARCH avec erreur GED. Enfin, nous ajoutons un

autre intérêt de la consistance forte et la normalité asymptotique de cet estimateur pa-

ramétrique en présentant une application numérique concernant la modélisation d’une

série chronologique simulée APARCH à base d’erreurs GED avec différentes valeurs

des paramètres.

Mots clés :

Modèle APARCH, Estimation du quasi-maximum de vraisemblance, La distribution

Généralisée des Erreurs (GED), Consistance forte, Normalité asymptotique .
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Abstact

In this thesis, we study the quasi-maximum likelihood estimator of an APARCH pro-

cess with GED errors. To do this, we begin with a general overview of basic concepts

and definitions (stochastic process, GED noise, APARCH process, ...). Subsequently, we

focus on studying the consistency and asymptotic normality of the quasi-maximum

likelihood estimator for the parameters of the APARCH model with GED errors. Fi-

nally, we add another aspect of the strong consistency and asymptotic normality of this

parametric estimator by presenting a numerical application concerning the modeling

of a simulated time series of APARCH based on GED errors with different parameter

values.

Keywords :

APARCH process, Quasi-maximum likelihood estimator, GED noise, Strong consis-

tency , Asymptotic normality .
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 ملخص:
مع أخطاء   APARCHفي هذه المذكرة، ندرس مقدر الاحتمالية الشبه القصوى لعملية     

GED ،لفعل ذلك، نبدأ بنظرة عامة على المفاهيم الأساسية والتعريفات )عملية عشوائية .
، ...(. بعد ذلك، نركز على دراسة استقرارية وتوزيع  APARCH، عملية GEDضوضاء 
مع أخطاء  APARCHاعتباري لمقدر الاحتمالية الشبه القصوى لمعلمات نموذج احتمالي 
GED  وأخيرًا، نضيف جانبًا آخر من الاستقرارية القوية والتوزيع الاحتمالي اعتباري لهذا .

  APARCHالمقدر المعلمي بتقديم تطبيق عددي يتعلق بنمذجة سلسلة زمنية محاكاة لعملية 

 .بقيم مختلفة للمعلمات GEDبناءً على أخطاء 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الكلمات المفتاحية : 

 , تقدير الاحتمالية شبه القصوي, التوزيع العام للاخطاء. APARCHالنموذج 

 

 



NOTATIONS GÉNÉRALES

Notations

(Ω,A,P) Espace de probabilité.

Ensemble et espace

N Les entiers positifs.

Z les entiers.

R les nombres réels.

Fonction

γX La fonction d’auto-covariance de (Xt).

Γ La fonction Gamma.

Processus

i.i.d Indépendant et identiquement distribué.

N(0, σ2) La loi normale de moyenne 0 et variance σ2.

p.s Presque sûr.
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Estimation

ar1 Argument.

r La forme de paramètre.

r̂ Estimateur de r.

Probabilité

p.s
→ La convergence presque sûre.∑

La somme.∏
Le produit.∫
L’intégrale.

| · | La valeur absolue.

[X] La partie entière de X.

Xn Suite de variables aléatoires.

E(·) L’espérance.

V(·) La variance.

Cov(·) La covariance.
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INTRODUCTION

Les séries chronologiques sont des outils de données essentiels dans plusieurs domaines tels

que l’économie, la finance, la médecine et la démographie. Ces séries fournissent des

informations précieuses sur l’évolution des phénomènes au fil du temps, justifiant ainsi une

étude spécialisée pour les comprendre et les analyser de manière efficace. Parmi les modèles

utilisés dans l’analyse des séries chronologiques, le modèle APARCH se distingue en

permettant de traiter les variations de l’écart type des données au fil du temps.

Ce mémoire vise à explorer le modèle APARCH en utilisant l’erreur GED dans l’analyse des

données chronologiques. La recherche se concentre sur l’impact de l’utilisation de cette erreur

sur les performances du modèle APARCH dans l’estimation et la prédiction des séries

chronologiques, contribuant ainsi à améliorer notre compréhension du comportement de ces

séries et à affiner nos prévisions pour l’avenir.

Le mémoire comprend une introduction aux concepts de base des séries chronologiques et des

1



Introduction

modèles APARCH, ainsi qu’une analyse pratique de la performance du modèle en utilisant des

logiciels statistiques disponibles. Il espère apporter une contribution tangible au domaine de

l’analyse des données chronologiques et à ses diverses applications dans la recherche et les

applications pratiques.
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CHAPITRE 1

DÉFINITIONS ET NOTATIONS

Dans ce premier chapitre, nous exposons un petit rappel de quelques notions de

basses concernant les processus stochastiques.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1. Un processus stochastique est un modèle de probabilité permettant l’étude

d’un phénomène aléatoire au cours du temps.

Définition 1.1.2. Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (Xt, t ∈ T),

définie sur un espace probabilisé (Ω,A,P) où T est un ensemble d’indices (commeN ou Z, ou

3



définitions et Notations

bien une partie deN ou Z).

— Si T =N, le processus stochastique est à temps discret.

— Si T = R+, le processus stochastique est à temps continu.

Définition 1.1.3. (l’opérateur de retard) L’opérateur L (L Lag noté aussi B pour Backward )

est dit l’opérateur de retard s’il décale le processus d’une unité de temps vers le passé :

LXt = Xt−1 ∀t > 1.

Si on applique m fois cette l’opérateur, on décale le processus de m unités de temps :

L(L(...L(Xt)...))︸            ︷︷            ︸ = LmXt = Xt−m.

L’opérateur de retard possède les propriétés suivantes :

• L(βXt) = β(LXt). (commutatif)

• L jXt = Xt− j.

• Xt = C ∈ R pour tout t ∈ Z, alors L jXt = L jC = C, pour tout j ∈ Z.

• L j(LmXt) = L j−mXt = Xt− j−m.

• L(Xt + Yt) = L(Xt) + L(Yt). (distributif)

• (L j + Lm)Xt = L jXt + LmXt = Xt− j + Xt−m.

1.1.1 stationnarité :

La stationnarité joue un rôle central dans la théorie des processus. Elle se carac-

térise par une série chronologique qui implique que le comportement de la série ne

4
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dépend pas du temps. Plus formellement, on distingue deux types de stationnarité, à

savoir forte et faible.

Espérance Mathématique

Définition 1.1.4. L’espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle est -intuitivement-

la valeur que l’on s’attend à trouver -en moyenne- si l’on répète un grand nombre de fois la

même expérience aléatoire. Elle se note E(X) et se lit espérance de X.

• Dans le cas continu :

Définition 1.1.5. Soit X un variable aléatoire réelle continue qui admet une densité de

probabilité fX si : ∫
R

|x|fX(x)dx < +∞.

L’espérance mathématique de X est défini par :

E(X) =
∫
Ω

Xdp,

=

∫
R

xfX(x)dx,

avec Ω l’ensemble des variables aléatoires et P la loi de probabilité.

• Dans le cas discret :

Définition 1.1.6. Soit X un variable aléatoire réelle discrète définit sur un espace de

5
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probabilité (Ω,A,P) tq : X(Ω) = (x1, x2, ....) elle est dite intégrable si :

...∑
i

|xi|P(X = xi) < +∞.

L’espérance mathématique de X est défini par :

E(X) =
...∑
i

xiP(X = xi).

L’espérance mathématique possède les propriétés suivantes :

• E(λX + Y) = λE(X) + E(Y),

• E(X − Y) = E(X) − E(Y),

• E(XY) = E(X)E(Y).

Moment d’ordre r

Définition 1.1.7. Soit X une variable aléatoire réelle quelconque et r ∈ N∗ on dira que la

variable aléatoire réel X a un Moment d’ordre r si Xr a une espérance finie.

• Dans le cas continu :

E(Xr) =
∫
R

xrfX(x)dx.

6
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• Dans le cas discret :

E(Xr) =
...∑
i

xr
i P(X = xi).

Remarques :

1. Le moment d’ordre 0 d’une variable aléatoire existe toujours et vaut

E(X0) = E(1) = 1.

2. Le moment d’ordre 1 est l’espérance de X.

Moment centré

Définition 1.1.8. Soit X une variable aléatoire à densité, admettant une espérance. On dit que

X admet un moment centré d’ordre r si la variable aléatoire centrée X′ = X − E(X) admet un

moment d’ordre r.

Le moment centré d’ordre r de X est :

E(X′r) = E[(X − E(X))r],

• Dans le cas continu :

E(X′r) =
∫
R

x′rfX(x)dx.

7
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• Dans le cas discret :

E(X′r) =
...∑
i

x′ri P(X = xi).

La stationnarité stricte

Soit un processus stochastique (Xt, t ∈ Z) :

Définition 1.1.9. Le processus (Xt, t ∈ Z) est dit strictement stationnaire, ou fortement

stationnaire, ou stationnaire au premier ordre, si quel que soit le n-uplet du temps t1 < t2 <

... < tn, tels que ti ∈ Z et pour tout temps h ∈ Z avec ti+h ∈ Z,∀i = 1, . . . ,n la suite (

Xt1+h , . . . ,Xtn+h) a la même loi que la suite ( Xt1 , . . . ,Xtn).

La stationnarité au second ordre

Définition 1.1.10. Un processus (Xt)t∈Z est dite stationnaire au second ordre , si les trois

conditions suivant sont satisfait

— ∀t ∈ Z E(X2
t ) < +∞ (existence de l’espérance de Xt)

— ∀t ∈ Z E(Xt) = m indépend de t (m constant par apport t )

— ∀t ∈ Z, h ∈ Z

γX = cov(Xt,Xt+h)

= E((Xt − E(Xt))(Xt+h − E(Xt+h)))

Un processus est stationnaire au second ordre si l’ensemble de ses moments sont indépendants

du temps.

8



définitions et Notations

La relation entre la stationnarité strict et la stationnarité au second

ordre

Un processus strictement stationnaire avec un moment d’ordre 2 fini est stationnaire

au second ordre.

La réciproque n’est pas général vraie.

1.1.2 Le processus bruit blanc

Parmi les classes des processus stationnaire il existe des processus particulier que

sont les processus BB.

Définition 1.1.11. (εt)t∈Z est un BB faible, s’il satisfait les deux conditions suivant :

(i) ∀t ∈ Z, E(Xt) = 0 (centrée),

(ii) ∀(t, h) ∈ Z2, cov(Xt,Xt−h) = E(Xt.Xt−h) = γX(h) =


σ2 si h = 0

0 sinon.

Remarques :

1. On appelle bruit blanc fort tout bruit blanc faible tel que les variables (εt) sont (i,i,d)

et un bruit blanc gaussien tout bruit blanc fort (εt)t∈Z tel que ∀t, (εt) ∼ N(0, σ2).

2. Un BB faible est faiblement stationnaire.

3. Un BB fort est fortement stationnaire.

9
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1.1.3 Causalité

Un processus stochastique Xt est dit causal s’il existe une suite de constantes (αk)k≥0

telle que :
∑

k∈Z
|αk| < ∞ avec :

Xt =
∞∑

k=0
αkεt−k,

1.1.4 Les séries chronologiques

La théorie des séries chronologiques (ou temporelles) est appliquée de nos jours

dans des domaines variés que l’économétrie, la médecine ou la démographie.

Définition 1.1.12. Une série chronologique est un ensemble d’observations d’un processus Xt,

chacun étant enregistrée a un instant t.

Remarques : Noter aussi qu’une série chronologique est une observation d’un

processus stochastique a temps discret.

Objectifs principaux dans l’étude des séries chronologiques

L’étude d’une série chronologique permet d’analyser, de décrire et d’expliquer un

phénomène au cours du temps. Mais l’un des objectifs principaux de l’étude d’une

série chronologique est la prévision, qui consiste à prévoir les valeurs futures Xt+h,

(h = 1, 2, 3, . . .), de la série chronologique à partir de ses valeurs observées jusqu’au

temps t = X1,X2, . . . ,Xt.

10
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domaines d’application des séries chronologiques

On trouve des exemples des séries chronologiques dans des très nombreux do-

maines. La liste suivante n’est qu’un échantillon :

- Finance et économétrie : évolution des indices boursiers, des productions agricoles

ou industrielles, des données économiques des entreprises,

- Assurance : analyse des sinistres,

- Médecine/biologie : suivi des évolutions des pathologies, analyse d’électroencé-

phalogrammes et d’électrocardiogrammes.

- Science de la terre et l’espace : évolution des taches solaires, phénomènes d’ava-

lanches, variations des phénomènes physiques (météorologie),

- Traitement de signal : signaux de communications, de radars, analyse de la parole,

- Traitement des données : mesures successives de position ou de direction d’un

objet mobile (trajectographie),

- Météorologie : analyse de données climatiques,

- Démographie : analyse de l’évolution d’une population,

- Agriculture : la quantité d’un produit.

Modélisation d’une série chronologique

Un modèle est une image simplifiée de la réalité qui vise a traduire les mécanismes

de fonctionnement du phénomène étudie et permet de mieux les comprendre. On

distingue principalement deux types de modèles :

11
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1. Les modèles déterministes : Ces modèles relèvent de la Statistique Descriptive.

Ils ne font intervenir que de manière sous-jacente le calcul des probabilité et

consistent à supposer que l’observation de la série à la date t est une fonction du

temps t et d’une variable εt centrée faisant office d’erreur au modèle, représentant

la différence entre la réalité et le modèle proposé :

Xt = f (t, ϵt).

On suppose de plus que les ϵt sont décorées.

Les deux modèles de ce type les plus usité sont les suivants :

• Le modèle additif : C’est le modèle classique de décomposition dans le

traitement des modèles d’ajustement. La variable Xt s’écrit comme la somme

des trois termes :

Xt = Zt + St + ϵt,

Où Zt est la composante tendancielle (déterministe), St la composante sai-

sonnière (déterministe aussi) et ϵt les composantes aléatoires i.i.d (erreurs au

modèle).

• Le modèle multiplicatif : La variable Xt s’écrit au terme d’erreur prés comme

le produit de la tendance et d’une composante de saisonnalité :

Xt = Zt(1 + St)(1 + ϵt).

12
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Où Zt est la composante tendancielle (déterministe), St la composante sai-

sonnière (déterministe aussi) et ϵt représente l’erreur.

2. Les modèles stochastiques : Ils sont du même type que les modèles déterministes

Ã ceci prés que les variables de bruit ϵt ne sont pas i.i.d mais possèdent une

structure de corrélation non nulle : ϵt est une fonction des valeurs passées (±

lointaines suivant le modèle) et d’un terme d’erreur ηt,

ϵt = 1(ϵt−1, ϵt−2, ..., ηt).

1.2 La distribution gaussienne généralisée

Définition 1.2.1. La distribution gaussienne généralisée est une distribution de probabilité uti-

lisée pour modéliser une grande variété de phénomènes dans des domaines tels que le traitement

du signal, le traitement d’image et la statistique. C’est une famille de distributions de probabilité

qui inclut à la fois la distribution gaussienne (également connue sous le nom de distribution

normale) et la distribution de Laplace en tant que cas particuliers.

La fonction Gamma

Définition 1.2.2. La fonction Gamma (notée par la lettre grecque Γ) est une fonction mathéma-

tique qui est une extension de la fonction factorielle à des valeurs non entières. Elle est donnée

13
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par :

Γ(x) =

+∞∫
0

tx−1 exp(−t)dt,

où x est un nombre complexe.

Remarques :

- La fonction Gamma est définie pour tous les nombres complexes sauf les entiers non

positif.

- Pour tout x réel positif, on a la récurrence xΓ(x) = Γ(x + 1).

- Pour tout entier n positif, on a Γ(n) = (n − 1)!.

1.3 Le maximum de vraisemblance

A côté de la méthode des moindres carrés ordinaires, le maximum de vraisem-

blance est une méthode générale permet aussi d’estimer les paramètres d’un modèle

statistique. Cette méthode a été développée par le statisticien Ronald Aylmer Ficher en

1922.

1.3.1 Estimateur

Définition 1.3.1. Un estimateur est une statistique permettant d’évaluer un paramètre inconnu

relatif à une loi de probabilité.

Définition 1.3.2. Un estimateur est une valeur(θ̂n) calculée sur un échantillon tiré au hasard,

la valeur (θ̂n) est donc une variable aléatoire possédant une espérance E(θ̂n), et une variance
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V(θ̂n).

On comprend alors que sa valeur puisse fluctuer selon l’échantillon. Elle a de très faibles chances

de coïncider exactement avec la valeur θ0 qu’elle est censée représenter. L’objectif est donc de

maîtriser l’erreur commise en prenant la valeur de θ̂n pour celle de θ.

1.3.2 La vraisemblance

Définition 1.3.3. La vraisemblance est utilisé pour construire des estimateurs de paramètre

caractérisant une loi de probabilité ou un modèle stochastique à partir d’un échantillon de

mesures.

La fonction de vraisemblance est définie en fonction d’un vecteur de paramètres inconnus θ

comme la densité des données observées par rapport à une mesure de probabilité discrète ou

continue.

• casX variable discrète : Dans un premier temps, on suppose que X est une variable

discrète suivant la loi L(θ) avec un paramètre inconnu.On rappelle que l’on veut

estimer θ à partir des données (x1, ..., xn), le vecteur des données (x1, ..., xn) étant

une réalisation d’un n-échantillon (X1, ...,Xn) de X.

On peut définir la vraisemblance des données x1, ..., xn par la fonction de θ :

Ln(θ) = P((X1, ...,Xn = x1, ..., xn), θ)

. Comme (X1, ...,Xn) est un n-échantillon, par l’indépendance et la distribution

15
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identique des variable (X1, ...,Xn) on peut aussi écrire :

Ln(θ) = P(∩n
i=1Xi = xi, θ) =

n∏
i=1

P(Xi = xi, θ),

• Cas X variable continue : Soit X une variable aléatoire suivant une loi continue

décrite par la densité de probabilité f dépendant d’un paramètre θ. La vraisem-

blance est une fonction de θ, étant donné une réalisation x de la variable aléatoire

X, qui s’écrit alors :

Ln(θ) = fθ(x1, ..., xn).

Comme (X1, ...,Xn)est un n-échantillon, par l’indépendance et la distribution iden-

tique des variable (X1, ..., xn) on peut aussi écrire :

Ln(θ) = fθ(x1, ..., xn) =
n∏

i=1

fθ(xi).

1.3.3 La fonction de log-vraisemblance

Définition 1.3.4. On appelle fonction de log-vraisemblance pour (x1, ..., xn) toute fonction de

θ définie par :

ln(x1, ..., xn, θ) = log(Ln(x1, ..., xn, θ)).

La fonction logarithme népérien étant croissante.
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1.3.4 Estimateur du maximum de vraisemblance

Définition 1.3.5. En général, la fonction de vraisemblance pour un processus X n’est pas

calculable car le passé du phénomène (X0,X−1, ...) est généralement inconnu. C’est pourquoi on

utilise la quasi-vraisemblance qu’on obtient en remplaçant le passé du processus par des zéros.

L’estimateur de quasi vraisemblance maximale (EQMV) est défini par l’expression suivante :

θ̂n = argθ∈Θmax log(x1, ..., xn),

1.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Définition 1.4.1. Soient (U1, ...,Un) et (V1, ...,Vn) des réels(ou des complexes). Alors : :

n∑
k=1

|UkVk| ≤

( n∑
k=1

|Uk|
2
) 1

2
( n∑

k=1

|Vk|
2
) 1

2

1.5 Convergence presque sûrement des variables aléa-

toires

Définition 1.5.1. Nous disons que la suite Xn converge presque sûrement vers X si :

∀ε, lim
n→∞

P
(

sup
k≥n
|Xk − X| > ε

)
= 0

17
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Ceci est noté Xn
p.s
−−−−→
n −→ ∞

X.

1.6 Le bruit GED

La distribution Généralizée des Erreurs (GED)est un type de distribution statistique

utilisée dans l’analyse des données, représentant des variations hétérogènes et un

symétrie altérée. Elle a été introduite par Subbotin et utilisée par Nelson dans le contexte

des modèles de comportement financier pour représenter les fluctuations des données

financières.

Définition 1.6.1. La densité gaussienne généralisée également connue sous le nom de distri-

bution d’erreur généralisée (GED(r) avec r > 0 ) ou la distribution gamma de puissance est

donnée par :

1r(x) =
r1−1/r

2Γ(1/r)
e−
|x|r

r x ∈ R, (1.1)

Où x est la variable aléatoire,r est le paramètre de forme et Γ(1/r)est fonction gamma de (1/r)

On a, pour (r = 1) 11 est la densité de Laplace, pour (r = 2) 12 est la densité gaussienne.

E(Zr) = 0 et E(|Zr|
r) = 1, (1.2)

On a le résultat :

mr(p) = E(|Zr|
p) = r

p
r−1
Γ(p+1

r )

Γ( r+1
r )

∀p > 0. (1.3)
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CHAPITRE 2

PROCESSUS PUISSANCE

ASYMÉTRIQUE ARCH

MODÈLE-APARCH-

Les séries temporelles sont des outils essentiels dans l’analyse des données finan-

cières et économiques, nous permettant de comprendre et d’analyser les variations

temporelles des prix et des actifs financiers. Au fil des ans, de nombreux modèles

statistiques ont été développés pour l’analyse des séries temporelles, et parmi ces mo-

dèles, le modèle APARCH (Asymmetric Power ARCH) se distingue comme un modèle
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avancé et amélioré.

Le modèle APARCH a été initialement présenté par Ding, Granger et Engle en

1993[8], et il représente une évolution significative du modèle ARCH classique. Le

modèle ARCH est basé sur l’idée que la volatilité peut varier dans le temps et dépend

des valeurs précédentes des variations. En introduisant une caractéristique asymé-

trique dans la volatilité, le modèle APARCH peut représenter les variations positives

et négatives de manière différente.

Après le développement du modèle APARCH, son application a été étudiée avec

différentes formes d’erreurs possibles. L’une de ces erreurs est l’erreur de distribution

généralisée (GED), qui est utilisée pour représenter les erreurs non gaussiennes dans

les séries temporelles.

Dans ce chapitre, nous concentrons sur le modèle APARCH (Asymmetric Power

ARCH) et son utilisation pour l’analyse des séries temporelles. Nous expliquons le

concept du modèle et comment utiliser l’erreur GED (Generalized Error Distribution)

avec celui-ci.

En utilisant une trajectoire observée d’un processus causal nous estimons le para-

mètre r de la densité du bruit blanc. Cette classe de séries chronologiques a été étudiée

dans les travaux antérieure de Duchenes et Francq (2008)[7], Bardet et Wintenberger

(2009)[3] . nous travaillons avec un échantillon observé (X1, ...,Xn) où (Xt)t ∈ Z repré-

sente une solution de l’équation suivante :
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Xt = σθ0((Xt−k)k⩾1) εt, t ∈ Z, (2.1)

où :

• θ0 ∈ Θ ⊂ Rd, d ∈ N∗, c’est un vecteur de paramètre inconnu, également appelé le

paramètre "vrais" (mais d est connu).

• (εt)t∈Z est une séquence de variables aléatoires (i.i.d.) indépendantes centrées et

distribuées de façon identique avec symétrique distribution de probabilité, et tel

qu’il existe r0 ⩾ 1 et h ⩾ min(2, r) satisfaisant

E(ε0) = 0, E(|ε0|
r) = 1 et E(|ε0|

h) < ∞. (2.2)

• pour x= (xn)n∈N ∈ R∞ oùR∞ est l’espace de séquences réelles avec un nombre fini

de termes non nuls, (θ, (xn)n∈N)→ σθ((xn)n∈N) ∈ (0,∞) est une application connue.

Nous présentons une méthode novatrice en deux phases pour obtenir un estimateur

PGGQMLE gaussien généralisé dans le cadre général d’un processus causal affine.

1. supposons que (εt) dans l’équation (2.1) suit un bruit blanc distribué selon une

loi GED(r), où r > 1 est un paramètre inconnu. En utilisant conjointement les

estimateurs QMLE gaussiens et laplaciens deθ0, nous estimonsr avec l’estimateur

r̂, qui présente une forte consistance.

2. Après avoir établi la forte consistance de l’estimateur GGQMLE (Quasi-Maximum

de Vraisemblance Gaussien Généralisé) de θ0, construit en utilisant une densité

instrumentale basée sur une loi GED(r), nous remplaçons r par r̂ pour obtenir un
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PGGQMLE (Quasi-Maximum de Vraisemblance Gaussien Généralisé Pénalisé).

La consistance de cet estimateur est également démontrée.

2.1 Processus APARCH

Définition 2.1.1. Le modèle APARCH (p, q) a été introduit comme solution de système d’équa-

tions : 
Xt = σtεt

σδt = α0 +
p∑

i=1
αi(|Xt−i| − γiXt−i)δ +

q∑
j=1
β jσδt− j,

(2.3)

avec δ ≥ 1, α0 > 0, −1 < γi < 1 et αi ≥ 0 pour i = 1, . . . , p, β j ≥ 0 pour j = 1, . . . , q

satisfaisant
q∑

j=1
β j < 1.

On note le vecteur des paramètres par : θ = (δ, α0, α1, . . . , αp, γ1, . . . , γp, β1, . . . , βq).

Ce modèle inclut les modèles ARCH et GARCH, en modifiant les paramètre, nous pouvons

obtenir différents modèles

• Lorsque δ = 2, β j = 0 (pour j=1,...,p) et γi = 0 (pour i=1,...,q), le modèle APARCH est

un modèle ARCH.

• Lorsque δ = 2, γi = 0 (pour i=1,...,p), le modèle APARCH est un modèle GARCH.

• Lorsque δ = 2, le modèle APARCH est un modèle GJR-GARCH.

• Lorsque δ = 1, le modèle APARCH est un modèle TARCH.

• Lorsque β j = 0 (pour j=1,...,p) et γi = 0 (pour i=1,...,q), le modèle APARCH est un

modèle TARCH.

• Lorsque δ = ∞, le modèle APARCH est un modèle Log-ARCH.
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(Plus de détails peuvent être trouvés dans Ding et al 1993)

2.2 causalité

Proposition 2.2.1. Soit Xt le processus APARCH définie par (2.3), en utilisant L l’opérateur

retard habituel tel que LXt = Xt−1 et (1 −
q∑

j=1
β jL j)−1 existe, alors pour t ∈ Z la variance

conditionnelle peut s’écrit sous la forme :

σδt = b0 +
∑
i≥1

b+i (max(Xt−i, 0))δ +
∑
i≥1

b−i (max(−Xt−i, 0))δ (2.4)

où b0 = (1−
q∑

j=1
β j)−1α0 et les coefficients (b+i , b

−

i )i ≥ 1 sont définis par les relations de récurrence :


b+i =

q∑
k=1
βkb+i−k + α(1 − γi)δ avec αi(1 − γi)δ = 0 pour i > p,

b−i =
q∑

k=1
βkb−i−k + α(1 + γi)δ avec αi(1 + γi)δ = 0 pour i>p,

avec b+i = b−i = 0 pour i < 0.

Preuve 2.2.1. (preuve de la proposition )

On a pour t ∈ Z la variance conditionnelle est définie par :

σδt = α0 +

p∑
i=1

αi(|xt−i| − γixt−i)δ +
q∑

j=1

β jσ
δ
t− j, (2.5)

En remplaçant Xt = max(Xt, 0) + min(Xt, 0) et |Xt| = max(Xt, 0) − min(Xt, 0) dans (2.5) on

obtient :
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(1 −
q∑

j=1

β jL j)σδt = α0 +

p∑
i=1

αi(1 − γi)δ(max(Xt−i, 0))δ + αi(1 + γi)δ(−min(Xt−i, 0))δ. (2.6)

σδt =
1

(1 −
q∑

j=1
β jL j)

[α0 +

p∑
i=1

αi(1 − γi)δ(max(Xt−i, 0))δ + αi(1 + γi)δ(−min(Xt−i, 0))δ]

σδt = (
q∑

j=0

β jL j)[α0 +

p∑
i=1

αi(1 − γi)δ(max(Xt−i, 0))δ + αi(1 + γi)δ(−min(Xt−i, 0))δ]

on remarque que (2.6) peut s’écrire sous la forme :

B(L)σδt = α0 + Θ
+(L)(max(Xt, 0))δ + Θ−(L)(max(−Xt, 0))δ (2.7)

avec

B(L) = (1 −
q∑

j=1

β jL j)

Θ+(L) =
p∑

i=1

αi(1 − γi)δLi =

p∑
i=1

θ+i Li

Θ−(L) =
p∑

i=1

αi(1 + γi)δLi =

p∑
i=1

θ−i Li

comme (1
q∑

j=1
β jL j)−1 éxiste, on’a :

σδt = b0 +
∑
i≥1

b+i Li(max(Xt, 0))δ +
∑
i≥1

b−i Li(max(−Xt, 0))δ (2.8)

pour déterminer les coefficients b0 et (b+i , b
−

i )i ≥ 1 on a de (2.7) et (2.8) :

B(L)
∑
i≥0

b+i Li = α0 + Θ
+(L)

B(L)
∑
i≥0

b−i Li = α0 + Θ
−(L)

(2.9)
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implique que

b0 = b+0 = b−0 =
α0

B(L)
= (1 −

q∑
j=1

β j)−1α0

Le système (2.9) est équivalent au système


(1 −

q∑
j=1
β jL j)

∑
i≥0

b+i Li =
p∑

i=0
θ+i Li

(1 −
q∑

j=1
β jL j)

∑
i≥0

b−i Li =
p∑

i=0
θ−i Li

, avec θ0 = α0

⇔


∑
i≥0

b+i Li
−

∑
i≥0

q∑
j=1
β jb+i Li+ j =

p∑
i=0
θ+i Li

∑
i≥0

b−i Li
−

∑
i≥0

q∑
j=1
β jb−i Li+ j =

p∑
i=0
θ−i Li

, avec θ0 = α0

de la première équation on a :

b+1 = β1b+0 + α1(1 + γ1)δ

b+2 = β1b+1 + β2b+0 + α2(1 + γ2)δ

b+3 = β1b+2 + β2b+1 + β3b+0 + α3(1 + γ3)δ

de la deuxième équation on a :

b−1 = β1b−0 + α1(1 + γ1)δ

b−2 = β1b−1 + β2b−0 + α2(1 + γ2)δ

b−3 = β1b−2 + β2b−1 + β3b−0 + α3(1 + γ3)δ
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Alors les coefficients (b+i , b
−

i )i ≥ 1 sont définis par les relations de récurence :


b+i =

q∑
k=1
βkb+i−k + αi(1 − γi)δ avec αi(1 − γi)δ = 0 pour i > p;

b−i =
q∑

k=1
βkb−i−k + αi(1 + γi)δ avec αi(1 + γi)δ = 0 pour i > p,

Lemme 2.2.1. soit 0 < ρ0 < 1, en définir U = {0, β1+β2+β3+ .....+βρ ⩽ p0} pour tout θ ∈ U

on a :

b+i ≤ C1ρ
i
q

0 0 ≤ i < ∞ (2.10)

b−i ≤ C2ρ
i
q

0 0 ≤ i < ∞. (2.11)

C1,C2 > 0

Preuve 2.2.2 (Preuve de Lemme). On va montrer ce lemme par récurence.

• Pour i = 0 on a :

b+0 = b−0 =
α0

1 −
q∑

j=1
β j

≤
α0

1 − ρ0
ρ

0
q

0 (2.12)

relation vérifié.

• Pour i ≥ 1 :

Supposons que le lemme est vérifie pour tout j > R = max(p, q) tel que j < i et on va

montrer qui est reste vrais pour i :
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De (2.10) trouve,

b+i ≤ (β0 + β1 + ... + βq) max
1≤k≤q

bi−k

≤ ρ0C1ρ
i−q
q

0

≤ C1ρ
i
q

0

et de (2.11)

b−i ≤ (β0 + β1 + ... + βq) max
1≤k≤q

bi−k

≤ ρ0C2ρ
i−q
q

0

≤ C2ρ
i
q

0

ce qui achève la preuve.

2.3 Définition et hypothèses

2.3.1 Existence et stationnarité

Selon Doukhan et Wintenberger[2] et Bardet et Wintenberger[3], l’obtention de

l’existence et de la r-stationnarité (définie dans [2]) d’une solution causale et ergodique

de (2.3) nécessite plusieurs inégalités de type Lipschitz sur la fonction σθ. Pour k = 0, 1, 2

et un certain espace Θ de Rd, la condition Lipschitzienne sur la fonction σθ est définie.

Cette condition Lipschitzienne est cruciale pour assurer la stabilité et la convergence

de la solution dans l’espace des paramètres Θ.
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hypothèse 2.3.1. (Ak(K,Φ)) : ∀x ∈ R∞, θ ∈ Θ 7→ σθ(x) ∈ Ck(Θ) et ∂k
θσθ satisfait∥∥∥∂k

θσθ(0)
∥∥∥
Θ
< ∞ et il existe une suite

(
α(k)

j (σ,Θ)
)

j
de nombres non négatifs telle que

∀x, y ∈ R∞

∥∥∥∂k
θσθ(x) − ∂k

θσθ(y)
∥∥∥
Θ
≤

∞∑
j=1

α(k)
j (σt,Θ)|x j − y j|, avec

∞∑
j=1

α(k)
j (σt,Θ) < ∞.

Afin d’assurer l’existence d’une solution stationnaire d’ordre r (r > 1) pour (2.3), l’ensemble

Θ(r) définit par :

Θ(r) =
{
θ ∈ Rd, (A0(σt, {θ})) est vérifiée,

rδ+1− 1
r Γ( δ+1

r )
2Γ( 1

r )
∑p

i=1 αi +
∑q

j=1 β j < 1.

Proposition 2.3.1. Si θ0 ∈ Θ, alors le processus APARCH(p,q) à base d’erreurs GED défini

par le système (2.3) est stationnaire.

Preuve 2.3.1 (Preuve de la proposition). Soit Xt le processus de APARCH(p,q). La fonction

de densité de probabilité est :

fr(x) =
r1− 1

r

2Γ(1
r )

e−|
x
r |

r

La condition de l’existence de E(σt)δ et E |xt|
δ est :

p∑
i=1

αiE
(
|ξt−i| − γξt−i

)δ
+

q∑
j=1

β j < 1 (2.13)

D’après la définition de E{x}δ, on a :
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E
(
|ξt−i| − γξt−i

)δ
=

∫
R

(
|x| − γix

)δ
f (x)dx

=

∫
R

(
|x| − γix

)δ r1− 1
r

2Γ( 1
r )

e−|
x
r |

r
dx

=
r1− 1

r

2Γ( 1
r )

∫
R

(
|x| − γix

)δ
e−|

x
r
|
rdx

=
r1− 1

r

2Γ( 1
r )

( ∫
R

(x − γix)δe−( x
r )r
Ix≥0 +

∫
R

(−x − γix)δe( x
r )r
Ix<0

)
=

r1− 1
r

2Γ( 1
r )

(
(1 − γi)

∫
R

(x)δe−( x
r )r
Ix≥0 + (1 + γi)δ

∫
R

(−x)δe−(− x
r )r
Ix<0

)

=
rδ+1− 1

r Γ
(
δ+1

r

)
2Γ

(
1
r

) (
(1 − γi)δ + (1 + γi)δ

)

2.3.2 Définition de l’estimateur

Soit (X1,X2, ...,Xn) une série de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées (iid) provenant d’une distribution de probabilité P(X) de l’équation (2.3) et

soit θ la quantité inconnue à estimer telle que θ0 ∈ Θ ⊂ Rd.

g est une fonction des données observées qui produit une estimation de θ. L’estimateur

est calculé à partir des données et peut être basé sur différentes méthodes, telles que la

méthode des moments, la méthode du log-vraisemblance ou la méthode des moindres

carrés.

Nous appliquons la méthode de log-vraisemblance :

• La forme générale de la loi de log-vraisemblance avec l’utilisation de l’errure

GED (le log-vraisemblance conditionnelle) d’observer (X1, · · · ,Xn) étant donné

(X0,X−1, · · · ),et il s’exprime comme suit :
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log L(σt
θ) =

n∑
t=1

log
(
1
(Xt

σt
θ

))
,

log L(σt
θ) : le logaritheme de la vraisemblance.

n : la taille de l’echantillon.

Xt : la valeur observée des données.

1
(

Xt
σt
θ

)
: est la densité de probabilité conditionnelle.

La densité de probabilité conditionnelle 1
(

Xt
σt
θ

)
varie en fonction du modèle statistique

utilisé et de la distribution supposée des données. Dans le cas l’utilisation de l’erreur

GED, la densité de probabilité conditionnelle utilisée est celle de la distribution d’erreur

GED.

• Un estimateur de vraisemblance quasi-maximale (QMLE) de θ0 peut être défini

avec le respect du choix de g par :

θ̂(1)
n = Argmaxθ∈Θ log

(
QL(1)

(θ)(X1, · · · ,Xn)
)
.

Le QMLE (Quasi-Maximum Likelihood Estimation) est généralement élaboré en

utilisant la distribution gaussienne standard avec 1 = 11 (appelée QMLE gaus-

sienne) ou, moins fréquemment, en utilisant la distribution laplacienne standard

avec 1 = 12 (appelée QMLE laplacienne). Ce pendant, dans cette formulation

alternative, nous considérons généralement 1 = 1r

En conséquence, pour tout 1 ≤ r ≤ h avec h défini en (2.1), alors l’équation (2.1) peut
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s’écrire à nouveau :

Xt = σθr(Xt−1,Xt−2, · · · ) ε
(r)
t , t ∈ Z, (2.14)

avec ε(r)
t = εt(E(|ε0|

r))−1/r, impliquant E(|ε(r)
t |

r) = 1 et σθr = (E(|ε0|
r))1/rσθ0 . Ensuite, nous

pouvons définir le généralisé Quasi-maximum de vraisemblance gaussien θ̂(r)
n par :

θ̂(r)
n = Argminθ∈Θ

n∑
t=1

q̂t(θ),

où

q̂t(θ) =
n∑

t=1

log(|̂σt
θ|

r) + |̂σt
θ|
−r
|Xt|

r. (2.15)

En d’autres termes, cet estimateur est égal à θ̂(1)
n lorsque 1 = 1r la densité GED(r).

2.3.3 Hypothèses additives requises pour l’estimation

Fixons un sous-ensemble compact Θ de Θ(s) ⊂ Rd. Nous considérerons les hypo-

thèses suivantes :

(Ainf) ∃ σ > 0 tel que in fθ∈Θ σθ(x) ⩾ σ, ∀x ∈ R∞.

(Id) ∀θ ∈ Θ, (σt
θ = σ

t
θ0

a.s.)⇒ θ = θ0.

(Var) La famille (∂σt
θ0
/∂θi)1≤i≤d est a.e. linéairement indépendant, où :

∂σt
θ

∂θ
=
∂σθ
∂θ

(Xt−1, . . .).

La condition (Id) est une condition usuelle d’identifiable alors que la condition (Var)
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est nécessaire pour assurer la finitude de la variance asymptotique du résultat sur la

normalité asymptotique.

2.4 Estimation du paramètre de la forme r0

Dans cette section,nous proposons pour estimer la forme du paramètre r0 lorsque

(εt) est censé suivre exactement un GED (r0) avec r0 ⩾ 1

2.4.1 Consistance asymptotique de r̂n

Nous étudions maintenant la consistance asymptotique de l’estimateur proposé r̂n

pour le paramètre de forme r0.

Théorème 2.4.1. Soit X la stationnaire solution de l’équation (2.3) où ε0 suit une distrubition

GED (r0) et Φ0 ∈ Φ, un sous-ensemble compact de Φ2. Supposons également que hypothèses

(A0(σ,Φ)),(Ainf) et (Id) sont satisfaites avec

α0
j (σ,Φ) = O

(
j−ℓ

)
pour certains ℓ > 3/2, (2.16)

alors l’estimateur r̂n est fortement consistant, c’est-à-dire r̂n
a.s.
−−−−→
n −→ ∞

r0.

Preuve 2.4.1. Il est clair que êt(θ1, θ2) :=
( σ̂t
θ1

σ̂t
θ2

)2

= H(r0) pour tout t ∈ Z, par définition

de θ1 et θ2. Par conséquent, hn(θ1, θ2) := 1
n

n∑
t=1

êt(θ1, θ2) = H(r0). Mais puisque la fonction

θ ∈ Rd
→ σθ(x) est supposée être une fonction continue pour tout x ∈ R∞, la fonction
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(θ1, θ2) ∈ R2d
7→ hn(θ1, θ2) est également presque sûrement une fonction continue.

Bardet et Wintenberger (2009)[3] ont montré que θ̂2
n

a.s.
−−−−→
n −→ ∞

θ2 lorsque n→ ∞, et Bardet

et al. (2017) ont montré que θ̂1
n

a.s.
−−−−→
n −→ ∞

θ1 lorsque n→∞ sous les hypothèses.

Par conséquent, hn(θ̂1
n, θ̂

2
n)−hn(θ̂1, θ̂2) a.s.

−−→ 0, c’est-à-dire hn(θ̂1
n, θ̂

2
n) a.s.
−−−−→
n −→ ∞

H(r0). Puisque

la fonction H−1 est également une fonction continue, la preuve est établie.

2.5 Estimateur de θ0

2.5.1 Construction de l’estimateur dans le cas de bruit blanc GED

Supposons maintenant que ε0 suit un GED (r0) et que (X1, . . . . . . ,Xn) est une trajec-

toire observée de (Xt) qui satisfait (2.3).Dans ce cas ,une relation simple peut etre établie

entre σθ0 et σθ(r) :

Lemme 2.5.1. pour tout r ≥ 1,lorsque (X1, .....,Xn) et une trajectoire observée de (Xt) qui

satisfait (2.3) et ε0 suit une GED (r0) , Alors :

σθ0 = σθrr

1
r
−

1
r0


Γ
(
1 +

1
r0

)
Γ
(r + 1

r0

)


1
r

(2.17)

Preuve 2.5.1. Ici, nous utilisons la relation fournie par la réécriture de (2.3) c’est-à-dire

σθ0 = σθr(E[|ε0|
r])
−1
r (2.18)
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et l’égalité des moments (2.6) qui induisent (2.17)

Dans la suite,nous examinerons deux cas particuliers,r = 1 correspondant au laplacien QMLE

et r = 2, correspondant au QMLE gaussien classique. Ainsi, en utilisant les résultats du lemme

(2.3.1) ,nous obtenons : ( σt
θ1

σθ2
t

)2
=

Γ2
( 2
r0

)
Γ
( 1
r0

)
Γ
( 3
r0

) = H(r0) (2.19)

— Cette fonction H est une fonction continue et croissante, donc elle est inversible.

La figure 1 a venir présente le graphe de H

— La relation 2.19 conduit à la définition d’un estimateur r̂n du paramètre de forme

r0 donné par l’expression

r̂n = H−1
(1
n

n∑
t=1

( σ̂θ̂(1)
n

t

σ̂θ̂(2)
n

t

)2
)

(2.20)

Puisque θ1 et θ2 sont inconnus et peuvent être estimés l’aide des estimateur QMLE.

2.5.2 Hypothèses nécessaire pour la convergence d’EQMV

La convergence et l’asymptotique gaussienne de L’EQMV-Normale pourraient être

réalisables avec certaines hypothèses supplémentaires sur Θ et la fonction σθ :

• H1(compacité) :Θ est un ensemble compact.

• H2(Borne inférieur de la variance conditionnelle) :il existe un constante α0 positif

tel que, ∀θ ∈ Θ alors σθ(x) > α0 pour tout x ∈ Rn.

• H3 :E{|ηt|
r
} = 1

• H4(Identifiabilité) : Le fonction σθ est telle que pour tout θ1, θ2 ∈ Θ, alors σθ1 = σθ2 .
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2.5.3 Consistance asymptotique de θ̂n

Théorème 2.5.1. Supposons que les hypothèses sont satisfaites, alors la suite d’EQMV-

Normale (θ̂n) converge fortement, c’est-à-dire

θ̂n → θ0 p.s

Preuve 2.5.2. ( preuve du Théorème)

Nous prouvons ce théorème en deux étapes dans la première étape une forte loi uniforme des

grandes nombres sur θ satisfaite par
1
n

L̂n(θ) qui converge vers L(θ) = −E{qt(θ)} est établi. Par

suite, dans la deuxième étape nous prouvons que L(θ) admet un maximum unique en θ0.

On démontre l’étape(1) par le même façon de la preuve du théorème 1 de Bardet, Boularouk et

Djaballah (2017)[9], la loi uniforme forte des grands nombre satisfaite pour la moyenne d’échan-

tillon (q̂t)t∈N∗ est obtenu en prouvant que E|qt(θ)| < ∞. Pour tout t ∈ Z et sous l’hypothèse H2,

on a :

|qt(θ)| = |log(σt
θ) + (σt

θ)
−1(Xt − (σt

θ)
1
2 )2
|

≤ |log(σt
θ)| + (Xt(σt

θ)
−1
2 − 1)2

≤ |σt| + (Xt − (σt
θ)

1
2 )2

≤ |σt| + (Xt +
( Xt

(α0) 1
2

− 1
)2
.

Donc :

sup|qt| ≤ |σt| + (Xt +
( Xt

(α0) 1
2

− 1
)2

(2.21)
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où, E{X2
t } < ∞, d’après la proposition 2.2.1 et E{σt

θ} < ∞ d’après le Lemme 1 de Bardet et

Wintenberger (2009) ([3]) ce qui implique que E{|qt(θ)|} < ∞, d’où on conclut que :

|
1
n

Ln(θ) − L(θ)|
p.s
−−−−→
n −→ ∞

0. (2.22)

Maintenant nous allons montrer que :

1
n
|L̂n(θ) − Ln(θ)|

p.s
−−−−→
n −→ ∞

0. (2.23)

En effet, pour tout θ ∈ Θ et t ∈N∗.

q̂t(θ) − qt(θ) = log(̂σt
θ) + (̂σt

θ)
−1(Xt − (̂σt

θ)
1
2 )2
− log(σt

θ) + (σt
θ)
−1(Xt − (σt

θ)
1
2 )2

= log
( σ̂t
θ

σt
θ

)
+

(
Xt(̂σt

θ)
−

1
2 − 1

)2
−

(
Xt(̂σt

θ)
−

1
2 − 1

)2

= log
( σ̂t
θ

σt
θ

)
+

(
Xt(̂σt

θ)
−

1
2 ) − Xt(̂σt

θ)
−

1
2

)(
Xt(̂σt

θ)
−

1
2 + Xt(̂σt

θ)
−

1
2 − 2

)
≤ log

( σ̂t
θ

σt
θ

)
+

(
Xt(̂σt

θ)
−

1
2 ) − Xt(̂σt

θ)
−

1
2

)(
Xt(̂σt

θ)
−

1
2 + Xt(̂σt

θ)
−

1
2

)
≤
σ̂t
θ

σt
θ

− 1 +
(
(̂σt
θ)
−1
− (σt

θ)
−1

)
X2

t

=
σ̂t
θ − σ

t
θ

σt
θ

+
(
(̂σt
θ)
−1
− (σt

θ)
−1

)
X2

t

Alors :

|q̂t(θ) − qt(θ)| ≤ |σ̂t
θ − σ

t
θ|α
−1
0 + |σ̂

t
θ − σ

t
θ|α
−2
0 |Xt|

≤ C|σ̂t
θ − σ

t
θ|(1 + |Xt|)

avec C positif.
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D’après le corollaire 1 de Kounias et Weng(1969)([10]), il suffit de montrer que il existe un

k ∈ [0, 1] telle que : ∑
t≥1

1
tk

E{|q̂t(θ) − qt(θ)|k} < ∞

De l’inégalité de Cauchy-Schwarz avec k = 1

E{|q̂t(θ) − qt(θ)|k} ≤ CE{(1 + X2
t )2
}

1
2 × E{(|σ̂t

θ − σ
t
θ|)

2
}

1
2 (2.24)

D’après (2.24) on a E{|Xt|
2
} < ∞ et E{|̂σt|

2
} < ∞.

Par conséquent :

E{|q̂t(θ) − qt(θ)|} ≤ CE{|X0|
2
}

1
2 (
∑
j≥t

α(0)
j (σt

θ,Θ))

≤ C(
∑
j≥t

α(0)
j (σt

θ,Θ))

≤ C
∑
j≥t

ρ j

≤ C′ρt.

tel que C′ = C ×max(C1,C2) et ρ = ρ
1
p

0 .

Nous avons donc :

∑
t≥1

1
t

E{|q̂t(θ) − qt(θ)|k} ≤ T
∑
t≥1

ρt

t
.

avec T =
C′

1 − ρ
.

Cette série est fini car 0 < ρ < 1, par conséquent, nous obtenons :
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comme on a :

|
1
n

L̂n(θ) − L(θ)| = |
1
n

L̂n(θ) −
1
n

Ln(θ) +
1
n

Ln(θ) − L(θ)|

≤ |
1
n

L̂n(θ) −
1
n

Ln(θ)| + |
1
n

Ln(θ) − L(θ)|

donc :

1
n

L̂n(θ)
p.s
−−−−→
n −→ ∞

L(θ) (2.25)

Pour prouver l’étape(2) on suppose que L(θ) admet deux maximum θ et θ0 telle que θ , θ0,

pour θ ∈ Θ on a :

L(θ) = −E{qt(θ)}

= −E{log(σt
θ) + (Xt(σt

θ)
−

1
2 − 1)2

}

= −E{log(σt
θ) + (σt

θ)
−1(Xt − (σt

θ)
1
2 )2
}

= −E{log(σt
θ) + (σt

θ)
−1(ηt

θ(σ
t
θ0

)
1
2 ) − (σt

θ)
1
2 )2
}

= −E{log(σt
θ0

) +
(σt
θ0

σt
θ

)(
ηt − (

σt
θ

σt
θ0

)
1
2

)2
}

D’autre par on a :

L(θ0) = −E{qt(θ0)}

= −E{log(σt
θ0

) + (Xt(σt
θ0

)−
1
2 − 1)2

}

= −E{log(σt
θ0

) + (σt
θ0

)−1(Xt − (σt
θ0

)
1
2 )2
}

= −E{log(σt
θ0

) + (ηt − 1)2
}

= −E{log(σt
θ0

) − 1}
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Par suite en utilisant l’hypothèse H3, nous obtenons :

L(θ0) − L(θ) = −E
{

log(σt
θ) + (ηt − 1)

}
+ E

{
log(σt

θ) +
(σt
θ0

σt
θ

)(
ηt −

(σt
θ0

σt
θ

)) 1
2
)2}

= E
{

log
(σt
θ0

σt
θ

)
− (ηt − 1)2 +

( σt
θ

σt
θ0

)(
ηt −

( σt
θ

σt
θ0

))}
= E

{
log

( σt
θ

σt
θ0

)}
− 1 + E

{(
ηt −

( σt
θ

σt
θ0

) 1
2
+ 1 − 1

)2}
= E

{
log

( σt
θ

σt
θ0

)}
− 1 + E

{
(ηt − 1) +

(
1 −

( σt
θ

σt
θ0

) 1
2
)2}

mais pour un ηt suivant une distribution de probabilité symétrique, nous avons pour tout

m ∈ R∗, E{(ηt − 1 +m)2
} > E{(ηt − 1)2

} = 1,d’où :

avec H(x) = − log(x) − 1 + x. Mais pour tout x ∈ [0, 1[∪]1,+∞[, H(x) > 0 et H(1) = 0. Par

conséquent si θ , θ0, on a H
(σt
θ0

σt
θ

)
> 0. Cela implique, de l’hypothèse H4 (identifiabilité), que

L(θ0)−L(θ) > 0 presque sûrement pour tout θ ∈ Θ, θ , θ0. D’où une borne supérieur de L(θ)

est atteinte seulement pour θ = θ0 qui est un maximum unique.

2.6 Normalité asymptotique de θ̂n

Théorème 2.6.1. Soit Xt une solution stationnaire de (2.3), avec θ0 ∈ Θ, si la fonction de

probabilite cumulée de ε0 est continûment différentaible alors :

√
n(θn − θ0) D

−−−−→
n −→ ∞

Nd(0,F−1GF−1) (2.26)
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où les matrices F(θ0) et G(θ0) sont définit par

F(θ0) = E
(∂2qt(θ0)
∂θi∂θ j

)
pour 1 ⩽ i, j ⩽ p + q + 1 (2.27)

G(θ0) = E
(∂qt(θ0)
∂θi

∂qt(θ0)
∂θ j

)
pour 1 ⩽ i, j ⩽ p + q + 1 (2.28)

Pour démontrer ce théorème, On a les fonctions
∂Ln(θ)
∂θ

et
∂2Ln(θ)
∂θ2 sont mesurables et p.s. Fini

pour tous θ ∈ Θ.Leurs propriétés asymptotiques sont décrites dans les deux lemmes suivants

Preuve 2.6.1. (Preuve du théorème)

La première dérivée de Łn est donnée par :

∂Ln

∂θi
= −

n∑
t=1

∂qt

∂θi

avec

∂qt

∂θi
= σ−1

t
∂σt

∂θi
− σ−2

t
∂σt

∂θi
(Xt − σ

1
2
t )2 + σ−1

t σ
−1/2
t
∂σt

∂θi
(Xt − (σt)

1
2 )

En utilisant l’extension de Taylor de 1
√

n
∂L(θn)
∂θi

, on obtient :

1
√

n
∂Ln(θn)
∂θi

=
1
√

n
∂Ln(θ0)
∂θi

+
1
n
∂2Ln(θn, i)
∂θ∂θi

√
n(θ̂n − θ0)

Avec n suffisamment grand, de sorte que (θn, i) ∈ Θ se situe entre θ̂n et θ0. En utilisant la

consistance de θ̂n et le résultat du lemme (2.6.2) on peut déduire que :

Fn = −
1
n

(
∂2Ln(θn, i)
∂θ∂θi

)
1≤i≤d

→ F(θ0)
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Tel que F(θ0) défini dans (2.27), et

∂2qt(θ)
∂θi∂θ j

= (σt)−1 ∂
2σt

∂θ j∂θi
− (σt)−2∂σt

∂θi

∂σt

∂θ j
+

[(
2(σt)−3 ∂σt

∂θ j

∂σt

∂θi
− (σtθ)−2 ∂

2σt

∂θ j∂θi

)(
Xt − (σt)

1
2

)2

+
(
(σt)−2 ∂σt

∂θ j

∂σt

∂θi

)(
(σt)−1/2(Xt − (σt)1/2)

)]

Et comme on a E
(
σ−1

t

∣∣∣Xt −σt

∣∣∣) = E
(∣∣∣ε− 1

∣∣∣) = 1, et E
(
si1n(Xt −σt)

)
= E

(
si1n(ε− 1)

)
= 0, alors

on obtient

E
(∂2qt(θ)
∂θi∂θ j

)
== E

(
σ−2

t
∂σt

∂θi

∂σt

∂θ j

)
+ 2 fε(1)E

(
σ−2

t
∂σt

∂θi

∂σt

∂θ j

)
En utilisant le lemme (2.6.1), nous obtenons le théorème (2.6.1) puisque ∂Ln(θ̂n)

∂θ = 0

(θ̂n est un extremum local de Ln). De plus, puisque E
[
∂2qt(θ)
∂θ j∂θi

]
< ∞, la loi uniforme des grands

nombres pour ∂
2qt(θ)
∂θ j∂θi

implique que :

√
n(θ̂n − θ0) = −nF−1(θ0)

1
√

n

(
∂Ln(θ̂n)
∂θ

−
∂Ln(θ0)
∂θ

)
(2.29)

on peut conclure que E
[

1
√

n

∣∣∣∣∂Ln
∂θ −

∂Ln(θ̂n)
∂θ

∣∣∣∣]→ 0.

∣∣∣∣∣∂qbt(θ)
∂θi

−
∂qt(θ)
∂θi

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣̂σ−1
t
∂̂σt

∂θi
− σ̂−1

t
∂̂σt

∂θi

(
Xt − σ̂

1
2
t

)2
+ σ̂−1

t
∂̂σt

∂θi

(
ηt − 1

)
−

(
σ−1

t
∂σt

∂θi
− σ−1

t
∂σt

∂θi

(
Xt − σ̂

1
2
t

)2

+ σ̂−1
t
∂̂σt

∂θi

(
ηt − 1

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣̂σ−1
t
∂̂σt

∂θi
− σ̂−1

t
∂̂σt

∂θi

(
ηt − 1

)2
+ σ̂−1

t
∂̂σt

∂θi

(
ηt − 1

)
−

(
σ−1

t
∂σt

∂θi
− σ−1

t
∂σt

∂θi

(
ηt − 1

)2

+ σ̂−1
t
∂̂σt

∂θi

(
ηt − 1

))∣∣∣∣∣
=

1
2

∣∣∣∣∣(̂σ−2
t

∂̂σ2
t

∂θi
− σ̂−2

t

∂σ2
t

∂θi

)
ηt +

(̂
σ−2

t

∂̂σ2
t

∂θi
− σ̂−2

t

∂σ2
t

∂θi

)(
ηt − 1

)2
)∣∣∣∣∣
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≤
1

2α2

∣∣∣∣∣( ∂̂σ2
t

∂θi
−
∂σ2

t

∂θi

)
ηt +

( ∂̂σ2
t

∂θi
−
∂σ2

t

∂θi

)(
ηt − 1

)2
)∣∣∣∣∣

≤
1

2α2

(∣∣∣ ∂̂σ2
t

∂θi
−
∂σ2

t

∂θi

∣∣∣|ηt| +
∣∣∣ ∂̂σ2

t

∂θi
−
∂σ2

t

∂θi

∣∣∣(ηt − 1
)2
)

On peut écrire σ2
t sous la forme causale σ2

t =
∑

i≥1 ciX2
t−i, où

∂ci(θ)
∂θk
≤ C2ip∗i

pour tout θ ∈ Θ et i ≤ 0 < ∞. Donc,

∣∣∣∣∣∂qt(θ)
∂θi

−
∂qt(θ)
∂θi

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2α2

(
|ηt| + (1 + ηt)2

) ∑
t≤i<∞

ip∗i X
2
t−i.

Donc, E
∣∣∣∣∣∂qt(θ)
∂θi
−
∂qt(θ)
∂θi

∣∣∣∣∣ < ∞.

Lemme 2.6.1. Soitθ0 = (α0, α1, ......, αq, γ1, ...., γq, β1, ....., βq) avec Xt une solution stationnaire

de (2.3), alors on a :

1
√

n
∂Ln(θ0)
∂θ

D
−−−−→
n −→ ∞

Nd(0,G(θ0)) (2.30)

avec G(θ0) la matrice définie dans par

G(θ0) = E
{∂qt(θ0)
∂θi

∂qt(θ0)
∂θ j

}
pour 1 ⩽ i, j ⩽ p + q + 1 (2.31)

Preuve 2.6.2 (Preuve du lemme 2.6.1). Pour prouver le lemme :

1. premièrement, prouvons que (∂qt(θ)/∂θi; Ft) = σ(Xt−1) est une martingale de différences

et pour prouver cela nous devons montrer les deux point suivants :
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pour t ∈ Z

i) E
[∂qt

∂θi
/Ft

]
= 0 p.s

ii) E
∣∣∣∂qt

∂θi

∣∣∣ < ∞
Nous démontrons ces deux points :

E
{∂qt

∂θi

}
= E

{
σ−1

t
∂σt

∂θi
− σ−2

t
∂σt

∂θi
(Xt − σ

1
2
t )2 + σ−1

t
∂σt

∂θi
(ηt − 1)

}
= E

{
σ−1

t
∂σt

∂θi
(1 − (ηt − 1)2 + (ηt − 1))

}
= 0

E
{∣∣∣∂qt

∂θi

∣∣∣} = E
{
|σ−1

t
∂σt

∂θi
− σ−2

t
∂σt

∂θi
(X−σ

1
2
t )2 + σ−1

t
∂σt

∂θi
(ηt − 1)

∣∣∣}
= E

{∣∣∣σ−1
t
∂σt

∂θi
(ηt − 1)2 + σ−1

t
∂σt

∂θi
(1 + ηt − 1)

∣∣∣}
= E

{∣∣∣σ−1
t
∂σt

∂θi

∣∣∣∣∣∣ηt − (ηt − 1)2
∣∣∣}

⩽ E
{∣∣∣σ−1

t
∂σt

∂θi

∣∣∣ηt + (ηt − 1)2
}

⩽ CE
{∣∣∣∂qt

∂θi

∣∣∣}
< ∞

Donc (∂qt(θ)/∂θi; Ft) est un martingale différences.

deuxièmement nous avons appliqué le théorème centrale limite pour les martingales de diffe-

rences.

pour appliquer cette théorème nous prouvons que E
{∂qt(θ)
∂θi

}
< ∞
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E
{∂qt

∂θi

}2
= E

{
σ−1

t
∂σt

∂θi
(ηt − 1)2 + σ−1

t
∂σt

∂θi
(1 + ηt − 1)

}2

= E
{(
σ−1

t
∂σt

∂θi

)2(
1 − (ηt − 1)2 + (ηt − 1)

)2}
= E

{(
σ−1

t
∂σt

∂θi

)2(
ηt − (ηt − 1)2

)2}
⩽ C′E

{∂σ2
t

∂θi

}
< ∞

par suite

E
{∂qt(θ)
∂θi

}2
=

n∑
t=1

E
{∂qt(θ)
∂θi

}2
< ∞

E
{∂qt

∂θi

∂qt

∂θ j

}2
= E

{
(σ−2

t
∂σt

∂θi

∂σt

∂θ j
)(−(ηt − 1)2 + 1 + ηt − 1)2

}
,

= E
{
(σ−2

t
∂σt

∂θi

∂σt

∂θ j
)
}
E
{
(−(ηt − 1)2 + ηt)2

}
= E

{
(σ−2

t
∂σt

∂θi

∂σt

∂θ j
)
}

La théorème centrale limite pour les différences de martingale implique que :

n
−1
2
∂Ln(θ0)
∂θ

D
−−−−→
n −→ ∞

Nd(0,G(θ0) (2.32)

tell que G(θ0) définie dans (2.31)

Lemme 2.6.2. Soit Xt une solution stationnaire de (2.3),avec θ0 ∈ Θ, alors on’a

∥∥∥1
n
∂2Ln(θ)
∂θ∂θ′

−
∂2L(θ)
∂θ∂θ′

∥∥∥
Θ

p.s
−−−−→
n −→ ∞

0avec
∂2Ln(θ)
∂θ∂θ′

= −E
[∂2qn(θ)
∂θ∂θ′

]
(2.33)
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Preuve 2.6.3. Le deuxième processus dérivé (
∂2qn

∂θ2 )t∈𭟋 est stationnaire ergodique (c’est une

fonction mesurable de (Xt,Xt−1 , ...) par conséquent, il satisfait à une loi uniforme des grands

nombres, si son permier moment uniforme est borné .Par conséquent, en utilisant la borne

σ−1
θ ≤ α

−1
0 , il existe c > 0 telque

∣∣∣∂2qt(θ)
∂θi∂θ j

∣∣∣ ≤ C
[(∣∣∣ ∂2σt

∂θi∂θ j

∣∣∣ + ∣∣∣∂σt

∂θ j

∣∣∣∣∣∣∂σt

∂θi

∣∣∣) + (∣∣∣ ∂2σt

∂θi∂θ j

∣∣∣ + ∣∣∣∂σt

∂θ j

∣∣∣∣∣∣∂σt

∂θi

∣∣∣)|Xt − σt|
]

Nous concluons que E
∣∣∣∂2qt(θ)
∂θi∂θ j

∣∣∣ < +∞ depuis, tout t ∈ Z,1 ≤ i, j ≤ d tq d = i + j + 1

E | X2
t |< +∞,E | σt |< +∞,E |

∂σt

∂θi
|< +∞,E

∣∣∣∂2σt(θ)
∂θi∂θ j

∣∣∣ < +∞
En conséquence, le LUGN pour

∂2qt(θ)
∂θ

.
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CHAPITRE 3

APPLICATION NUMÉRIQUE

Dans ce chapitre nous concentrons sur l’application pratique à travers des exemples

numériques des séries temporelles APARCH.Ces exemples démontreront à quel point

il est efficace d’utiliser l’erreur GED avec le modèle APARCH.

46



Application numérique

3.1 Les points importants dont nous avons besoin

Nous avons :

r̂n = H−1
(1
n

n∑
t=1

σ̂2
t (θ̂(1)

n )

σ̂2
t (θ̂(2)

n )

)
, (3.1)

où σ̂2
t est défini en utilisant (Xi)i∈N = 0.

et nous utilisons l’estimateur quasi-maximum de vraisemblance gaussien généralisé

θ̂r̂n
t pour estimer la valeur de θ, défini comme suit :

θ̂(r̂n)
n := Argminθ∈Θ

n∑
t=1

Bi1(log |̂σt
θ| +

1
r̂n

∣∣∣∣Xt

σ̂t
θ

∣∣∣∣r̂n)
.

3.2 Application numérique

Dans le but d’étudier l’importance de l’estimation du paramètre ”r” dans les pro-

cessus APARCH, nous réaliserons des expériences de Monte-Carlo en utilisant les

méthodes Gaussian QMLE, Laplace QMLE et Pseudo Generalized Gaussian QMLE,

avec différentes tailles d’échantillons ( n = 100, n = 1000 et n = 5000) et différents types

de distributions de probabilité pour (εt) :

— Distribution gaussienne centrée notéeN ;

— Distribution laplacienne centrée notée L ;

— Distribution uniforme centrée notéeU ;

— Distribution de Student centrée avec 5 degrés de liberté, notée t5 ;
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Le modèle considéré est :

• un processus APARCH (1, δ, 1) défini par :


Xt = σtεt

σδt = α0 + α1(|Xt−1| − γXt−1)δ + βσδt−1,

avec α0 = 0.2, α1 = 0.4 γ = 0.8 β = 0.2 et δ = 1.2 (δ est censé être connu).

Nous commençons d’abord par considérer le bruit blanc (εt)t∈Z tel que la distri-

bution de ε0 soit une distribution gaussienne généralisée pour plusieurs valeurs

de r ( r = 1 (distribution de Laplace),r = 1.3, r = 1.7, r = 2 (distribution gaus-

sienne) et r = 2.6). En utilisant 1000 réplications indépendantes de cette processus

(APARCH), r est estimé par r̂n et son erreur quadratique moyenne (RMSE) est

calculée et rapportée dans le tableau suivant :

r = 1 r = 1.3 r = 1.7 r = 2 r = 2.6
n = 100 0.52 0.67 1.56 2.95 2.39

n = 1000 0.07 0.09 0.76 0.22 0.27
n = 5000 0.03 0.04 0.07 0.09 0.12

Table 3.1 – Erreur quadratique moyenne des composantes de r̂n pour les processus
APARCH1, 1)

.

conclusion des résultats numérique

Les résultats des simulations indiquent que lorsque la taille de l’échantillon n aug-

mente, l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur de forme r̂n diminue.
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De plus, ils montrent que plus la valeur du paramètre de forme r est élevée, plus l’er-

reur quadratique moyenne de r̂n augmente. Pour être plus précis, il semble que l’erreur

quadratique moyenne de (̂rn/r) soit uniquement fonction de n. En suite, nous avons

calculé l’erreur quadratique moyenne (RMSE) de θ̂(1)
n , θ̂(2)

n et θ̂r̂n
n pour ces processus et

les résultats sont présentés dans le tableau :

L N t5 U

θr̂n
n θ̂(1)

n θ̂(2)
n θr̂n

n θ̂(1)
n θ̂(2)

n θr̂n
n θ̂(1)

n θ̂(2)
n θr̂n

n θ̂(1)
n θ̂(2)

n
n = 100 α0 0.25 0.07 0.08 0.10 0.06 0.06 0.21 0.07 0.08 0.03 0.05 0.04

α1 0.41 0.20 0.21 0.22 0.15 0.14 0.36 0.19 0.21 0.07 0.11 0.10
γ 0.39 0.29 0.31 0.24 0.22 0.21 0.35 0.28 0.30 0.13 0.18 0.16
β 0.22 0.20 0.20 0.18 0.17 0.17 0.22 0.20 0.20 0.09 0.14 0.12
somme 1.27 0.76 0.80 0.74 0.60 0.58 1.14 0.74 0.79 0.32 0.48 0.42
r̂n 1.24 2.47 1.59 8.79

n = 1000 α0 0.030 0.03 0.03 0.02 0.02 0.01 0.3 0.03 0.03 0.01 0.02 0.01
α1 0.07 0.07 0.07 0.05 0.05 0.05 0.08 0.06 0.08 0.02 0.04 0.03
γ 0.12 0.12 0.13 0.09 0.10 0.10 0.11 0.11 0.13 0.03 0.08 0.07
β 0.08 0.08 0.09 0.05 0.06 0.05 0.08 0.07 0.09 0.02 0.05 0.04
somme 0.30 0.30 0.32 0.21 0.23 0.21 0.30 0.27 0.33 0.08 0.19 0.15
r̂n 1.02 2.03 1.23 9.74

n = 5000 α0 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
α1 0.03 0.03 0.03 0.02 0.02 0.02 0.03 0.03 0.04 0.02 0.02 0.01
γ 0.05 0.05 0.06 0.04 0.04 0.04 0.05 0.05 0.07 0.01 0.03 0.03
β 0.03 0.03 0.04 0.02 0.03 0.02 0.03 0.03 0.04 0.01 0.02 0.02
somme 0.12 0.12 0.14 0.09 0.10 0.09 0.12 0.12 0.16 0.05 0.08 0.07
r̂n 1.00 2.01 1.19 9.00

Table 3.2 – Erreur quadratique moyenne des composantes de θr̂n
n , θ̂(1)

n et θ̂(2)
n pour les

processus APARCH (1, 1).
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CONCLUSION

Cette étude se concentre sur l’analyse du modèle de séries chronologiques APARCH,

introduit par Ding, en mettant l’accent sur l’application du modèle GED pour les er-

reurs. Les définitions clés du modèle ont été présentées, ainsi qu’une analyse des pro-

priétés des processus aléatoires dans les séries chronologiques, en plus d’une discussion

sur les concepts de base. L’estimation et la probabilité ont également été étudiées, y

compris un examen des propriétés de l’estimation de la vraisemblance maximale avec

des conclusions liées au modèle GED. En conclusion, une application pratique des sé-

ries chronologiques simulées a été présentée, avec une comparaison des résultats entre

le modèle APARCH avec les erreurs GED et le modèle APARCH sans celles-ci.
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