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Abréviations et notations

Les notations suivantes seront utilisées dans ce mémoire :

c-a-d
resp
1. e.

min, max, inf, sup

b-p

—S Fww eI EE
TSI ET0 0y
CwisEa s

= (NS
\;_; Q)VE
— SN

C’est-a-dire.

Respectivement.

« C’est-a-dire ».

Minimum,Maximum,Infimum et Supremum respectivement.
Presque partout.

Egal a, par définition.

Ensemble des nombres réels.

=R u {—o0, +o0}.

Ensemble des parties de F.

Intérieur topologique de I’ensemble A.

Adhérence topologique ou fermeture de I’ensemble A.
Frontiere topologique de ’ensemble A.

Boule fermée centrée en z et de rayon r € 0, +0].
Boule ouverte centrée en x et de rayon r € |0, +o0l.
Boule unité fermée centrée en 0.

Enveloppe convexe d’'un sous ensemble A.

Norme sur X.

Espace de Hilbert.

Produit scalaire sur H.

Semi-continue inférieurement.

Semi-continue supérieurement.

Fonction indicatrice d’'un ensemble C'.

Fonction support d'un ensemble C.

Fonction distance a C.

Sous-différentiel de I’analyse convexe d'une fonction convexe f.
Cone normal de I'analyse convexe d’un ensemble convexe C' au point x.
Dual topologique d’un espace vectoriel normé F.
Application univoque définie sur X a valeurs dans Y.
Domaine effectif de la fonction f.

Epigraphe d'une fonction f.

Hypographe d’une fonction f.

Ensemble de sous-niveau r € R.

Ensemble de sur-niveau r € R.

Application multivoque de X vers Y.

Domaine effectif de application multivoque F'.
Image de I'application multivoque F'.

Graphe de 'application multivoque F'.
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Exces (de Pompeiu- Hausdorff ) ou écart de A sur B.

Distance de Hausdorff (Pompeiu-Hausdorff ) entre A et B.

Espace des fonctions continues définies sur [0, 7] a valeurs dans H.
Espace des fonctions mesurables de puissance p — iéme intégrable sur [0,7] .
Espace des fonctions essentiellement bornées sur [0, 7] a valeurs dans H.



Introduction Générale

L’analyse multivoque est une importante branche de I'analyse variationnelle. Elle étudie les pro-
priétés des relations F' d'un ensemble X dans un ensemble Y ; appelées applications multivoques qui,
a chaque élément x € X associent un sous-ensemble éventuellement vide de Y. Le besoin de ’analyse
multivoque s’est ainsi fait sentir pour la résolution de nombreux problemes émergeant dans divers
domaines comme : la théorie du contrdle, ’économie, la biologie, et théorie des graphes. L’analyse
multivoque et les inclusions différentielles et peuvent étre liées de plusieurs fagons, notamment dans
le cadre de la modélisation et de I'analyse de systémes dynamiques complexes.

Les inclusions différentielles peuvent étre considérées comme une généralisation du concept d’équa-
tion différentielle ordinaire (EDO) dans certains contextes. Généralement exprimées sous la forme

(1) € F(t,2(t)), 2(0) = wo. (1)

ou z(-) indique la dérivée temporelle de x(-), zg € X une condition initiale et F' : [0, T] x X — P(X)
est une application multivoque. Cela signifie que pour chaque point ¢ dans un certain domaine,
la dérivée de x(t) a ce point est contrainte a appartenir a un certain ensemble F'. Les équations
différentielles ordinaires spécifient une relation entre une fonction inconnue et ses dérivées dans
un certain domaine. Cependant, les inclusions différentielles permettent une généralisation de cette
relation en autorisant I’ensemble des dérivées possibles a chaque point a appartenir a un certain
ensemble (Pour plus de détails voir [3], [6], [T0], et [25])).

Les inclusions différentielles surviennent dans de nombreuses situations, y compris les inégalités
variationnelles différentielles, les systemes dynamiques, les processus de Rafle de Moreau, les systémes
dynamiques de complémentarité linéaire et non linéaire. Par conséquent, elles représentent un vaste
champ d’étude aussi bien en mathématiques pures qu’en mathématiques appliquées.

Contrairement aux équations différentielles ordinaires, I’existence de solution pour une inclusion
différentielle repose non seulement sur des conditions de régularité sur F' (i.e, les divers types de
continuité ou semi-continuité) mais aussi a des conditions de type topologique ou géométrique (comme
compacité, convexité) de son image. Les principaux résultats connus reposent sur des théorémes
de point fixe, des théoremes de sélection, d’approximation, ou par construction. Il est cependant
important de mentionner que les arguments de preuve utilisés varient beaucoup suivant les hypotheses
de continuité imposées a la fonction multivoque F'. Les trois plus fréquentes sont la semi-continuité
supérieure, la semi-continuité inférieure et une condition de Lipschitz.

Le probleme a été étudié par de nombreux auteurs dans le cas particulier ou la fonction F' est
univoque, dans ce cas, il s’agit en fait d’une équation différentielle ordinaire

#(t) = f(t,2(t)),2(0) = o, f € LM, X).

Aubin et Cellina (voir [6]), ont fait une étude originale pour linclusion différentielle ou F :

) x X 3 H est une application multivoques semi-continue supérieurement a valeurs convexes et
compactes (2 < R x X, X c H).



Introduction Générale

Les inclusions différentielles perturbées constituent une classe spécifique d’inclusions différentielles
ol un terme de perturbation est ajouté a I'inclusion de base. Elles peuvent étre utilisées pour modéliser
des systemes dynamiques sous l'influence de perturbations externes ou internes. Formellement, une
inclusion différentielle perturbée prend la forme générale suivante

z(t) e F(t,z(t)) + G(t, x(t)),

ou F' est une application multivoque représentant la dynamique principale du systéme et GG est un
terme de perturbation qui peut également étre univoque ou multivoque. Les théoremes d’existence
et d’unicité pour les inclusions différentielles perturbées peuvent étre plus complexes que pour les
inclusions différentielles classiques (sans perturbation).

Un autre cas particulier tres important, qui d’ailleurs justifie aussi le grand intérét suscité par
les inclusions différentielles est donné par le sous différentiel d’une fonction convexe, on obtient le
probléme connu sous le nom de processus de Rafle (En anglais : sweeping process) introduit dans les
années 70 par J.J. Moreau. Ce processus de Rafle est un probleme d’évolution cinématique lié¢ a la
modélisation des systemes élastoplastiques en mécanique et se présente sous la forme d’une inclusion
différentielle d’évolution du premier ordre associée a un cone normal

—i(t) € New(z(t) pp. te[0,17, (2)
1 2
z(0) = zo € C(0).

Telles que : H est un espace de Hilbert, C(-) : [0,7] =2 H une application multivoque définie sur
Iintervalle du temps [0,7] et dont les valeurs sont convexes fermées non vides de H. N (z(t))
est le cone normal au sens de 'analyse convexe a 'ensemble convexe C(t) au point x(t) avec une
condition initiale donnée xy € C(0).

Cette inclusion différentielle peut étre interprétée (dans un langage mécanique) de la maniere
suivante :

Si on suppose que le point z(t) se trouve a I'intérieure de ’ensemble mobile C(¢), le cone normal
Ne@y(z(t))) dans ce cas est réduit a zéro, ce qui signifie que la vitesse est nulle (@(t) = 0) et par
suite le point ne bouge pas. Tandis que, tout contact du point z(t) avec la frontiére conduit a un
mouvement opposé a la normale & C(t) au point z(t) (pour rester a l'intérieur de C(t) et satisfait
la contrainte). Cette visualisation mécanique conduit Moreau & appeler ce probléme le processus
de Rafle : (la particule est raflée par I’ensemble mobile ou le probléme décrit le mouvement d’un
ensemble qui traine un point).

Ce probleme d’évolution abstrait a été introduit et étudié par Jean Jacques Moreau dans les
années 70 dans une série d’articles [I8], [19], [20], [21] dans le cas ou les ensembles C'(t) sont supposés
convexes. Il joue un role important dans 1’élasto-plasticité, la quasi-statique, la dynamique, notam-
ment en mécanique [9], [22], [23]. Moreau a étudié I'existence d’une solution absolument continue
pour sous la convexité de C'(t) et sous I'hypothese que les ensembles (C(t)), bougent de fagon
absolument continue par rapport a la distance de Pompeiu- Hausdorff.

L’inclusion différentielle ci-dessus avec la contrainte z(t) € C'(t) peut étre énoncée pour presque
tout t € [0,T] sous la forme d’inégalité variationnelle d’évolution suivante

(—=x(t),y — z(t)) < 0 pour tout y € C(t),

(3)
x(0) = xg € C(0).

Le probleme s’écrit aussi
—a(t) € 0o (x(t) p-p. te[0,T7,

z(0) = xo,
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ot zg € C(0) et I (v) est le sous-différentiel de la fonction convexe v — 1) (v) 'indicatrice de
I'ensemble C(t) (i.e. Yo (v) = 0sive C(t) et +00 sinon).

Depuis les travaux de Moreau et vu les nouvelles techniques du traitement des inclusions dif-
férentielles gouvernées par le cone normal, plusieurs extensions et variantes du probleme ont
été introduites et largement étudiées par nombreux chercheurs. Beaucoup de ces nouvelles formes
touchent principalement I'ensemble des contraintes (C(t)); en considérant des ensembles non néces-
sairement convexes et dépendent a la fois du temps et de 1’état, i.e., de la forme C(t,u(t)) et les
processus de Rafle du second ordre et quelques autres variantes ([8], [12], [17], [I5]).

Dans ce mémoire, nous détaillons les résultats prouvés dans l'article de M. Kecies, T. Haddad,
et M. Sene intitulé "Degenerate sweeping process with a Lipschitz perturbation " ([I4]). Le but est
d’étudier une nouvelle variante du processus de rafle dans un espace de Hilbert H qui est connu sous
le nom de processus de Rafle dégénéré perturbé et qui correspond a l'inclusion différentielle suivante

—i(t) € Now(Az(t) + F(t) pp te[0,T],

()
x(0) = xq, Axg € C(0).

dont la perturbation f : [0,7] — H est une application univoque de L'([0,T], H). Le résultat de
I'existence et de 1'unicité de la solution a été établi en considérant les hypotheses suivantes :

(H1) Pour tout t € [0,T], (C(t)), sont des sous ensembles non vides convexes et fermés de H.
(Hz) C(t) varie d’'une fagon absolument continue, c’est-a-dire qu’il existe une fonction absolument
continue v(-) : [0, T] — R, telle que pour tout = € H et pour tous s,t € I, on ait

|d(z, C(t)) — d(z, C(s))] < Jo(t) —v(s)]. (6)
(Ha4) A: H — H est un opérateur linéaire, borné et symétrique et S—coercif, c’est-a-dire

(Az,z) = B.|z|* Vo e H. (7)

Ce mémoire comprend trois chapitres ordonné comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons les outils fondamentaux de ’analyse multivoque, no-
tamment la notion d’application multivoque, les notions de semi-continuité inférieure et supérieure
et quelques notions d’exces et de distance de Hausdorff qui sont sont nécessaires pour I’'étude des
inclusions différentielles.

Dans le deuxieme chapitre, nous donnons une revue courte sur 'analyse convexe et non convexe,
particulierement, nous présentons quelques définitions des fonctions univoques semi-continues in-
férieurement et supérieurement et propriétés d’ensembles et de fonctions convexes ainsi que des
propriétés de la sous-différentiabilité des fonctions convexes, cela est suivi par quelques résultats
classiques de 'analyse fonctionnelle.

Le troisieme chapitre comporte deux sections, la premiere consiste a traiter I’existence de solution
pour une inclusion différentielle du premier ordre sans perturbation. En utilisant ce résultat, nous
présentons, dans la seconde section de ce chapitre, I'existence de solution absolument continue pour
I'inclusion perturbée d’évolution ({5)).



Chapitre 1

Quelques notions d’analyse multivoque

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires nécessaires que nous utiliserons
dans ce mémoire. Il s’agit de résultats fondamentaux d’analyse multivoque. Notamment la notion
d’application multivoque, les notions de semi-continuité inférieure et supérieure et quelques notions
d’exces et de distance de Hausdorff qui sont deux outils importants en analyse multivoque permettant
d’évaluer I’écart entre deux ensembles.

1.1 Généralités sur les applications multivoques

Comme nous ’avons dit précédemment, nous nous intéressons dans cette section aux applications
dites multivoques. Ce sont des applications dont les images ne sont pas nécessairement des points
comme en analyse classique, mais des ensembles. Dans cette partie nous allons présenter quelques
définitions et propriétés relatives a ces applications.

Définition 1.1.1 Etant donné deuz ensembles E et G.

1. On appelle application multivoque (ou multi-application) F' d “efinie sur E d valeurs dans G toute
application qui d chaque élément x € E associe un sous ensemble F(x) de G, et on note F : E 3 G
ou F: E— P(G) ou P(G) est l'ensemble des parties de G.

2. On appelle domaine de I et on note dom(F') ’ensemble défini par

dom(F):={xe E: F(zx) + ¢}.
3. On appelle image de F' et on note Im(F) [’ensemble défini par

Im(F):={yeG,Jve E:ye F(x)} = UF(x)

zelE

Si A c E, alors l'image de A par F' est

F(A) := UF(x)z{yeG,ﬂxeA:yeF(x)}.

€A

Ainsi
Im(F) = F(E).

4. On appelle le graphe F' est le sous-ensemble de E x G défini par
gph(F) :={(z,y) e Ex Gy e F(z)}.

6
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F est dite non triviale si son graphe est non vide, c’est-a-dire s’il existe au moins un élément x € K
tel que F(z) soit non vide.
5. L’inverse de F est Uapplication multivoqgue F~' : G =3 E telle que

ve Fl(y) = ye F(r) = (z,y) € gph(F)
Nous donnons ici quelques exemples d’applications multivoques.

Exemple 1.1.1
1. L’application F' : R =2 R définie par
F(z) :=[a,0],

avec a,b € R tels que a < b, est une application multivoque (constante).
2. Considérons la multi-application F : R =3 R définie par

¢ six>0

{(—v=z,v/~z} siz<0.

F(z) :=

1l est clair que

(1) dom(F) :={xeR: F(z) + ¢} = R_
(i) Im(F) == | ) F(2)= |J {-V=2,v=2} =R

(1ii) gph(F) :zxe{d(ocz(g)) e R x ng:ﬂz € F(z)} = {(z,v/—2) 12 <0} U {(z,—V—2) : 2 < 0}.
De plus, application multivoque inverse est donnée par
F1:R3R_,
telle que
yeF(x) «= e F i (y) = {-y’}.

Nous considérons une autre classe importante des applications multivoques.

Définition 1.1.2

1. L’application multivoque F' : E =3 G est constante s’il existe un sous-ensemble C' de G tel que
F(z) = C pour tout x € E. Cela implique F(A) = C pour tout A c E.

2. Une application multivoque ' : E =3 G est dite a valeurs fermées, ouvertes ou compactes si, pour
chaque x € dom(F'), F(x) est respectivement un ensemble fermé, ouvert ou compact en G.

3. Une application multivoque F' : E =3 G est dite fermée, ouverte ou compacte, si son graphe est un
ensemble fermé, ouvert ou compact.

Définition 1.1.3 Soit F' : E =2 G une application multivoque. Pour tout V < G, on définit
1. L’image réciproque (large) de V' par Uapplication multivoque F par

FlV)y={zeE:F(x)nV + ¢}.
2. L’image réciproque (étroite) de V' par Uapplication multivoque F par

FY(V):={zeE:F(z)cV}.



Quelques notions d’analyse multivoque

Remarque 1.1.1 Si F': E =3 G une application multivoque. Alors pour tout sous-ensemble A < F,

on a
(4)

(i) FL(C4) = Ch
et »
(i) FN(CE) = Cp Y

Exemple 1.1.2 Soit l'application multivoque F' : R = R définie par
F(z):={ye[0,1]: 2 <y < +/z}.

1
Alors pour V := lO, 2], on a

F'V)={reR:F(x)nV % ¢} = {O,f@],
et

FoUV) = {zeR: Fz) < V) — [0, ﬂ |

Donnons quelques propriétés connues dans le cas univoque.

Proposition 1.1.1 [l Soit F': E = G une application multivoque. Soient A, B < E et V,W < G.
Alors on a les propriétés suivantes.

(a1) Ac B= F(A) c F(B).

(a2) F(A v B) = F(4) v F(B ) F(AnB) < F(A )ﬂF(B)
(az) FH(VOW) = F(V)u F7Y (W), F7H(V A W) < FH(V) n FH(W).
(@) BV OW) « FO(V) 0 FEHW), FOU(V) 0 By (W) FAV AW).

1.1.1 Opérations élémentaires avec les applications multivoques

Dans cette partie, nous étudions les propriétés des opérations élémentaires sur les applications
multivoques comme union, intersection et autres.

Définition 1.1.4 On consideére deux applications multivoques Fy, Fy : E =3 G, alors
1. L’union de Fy et Fy est l'application multivoque de E dans G définie par

F1 ) F2 ) = G
r — (FLuFB)(x):=F(z)u F(x).

2. L’intersection de Fy et Fy est l'application multivoque de E dans G définie par

F1 N F2 ) = G
r — (F1nF)(x):=F(x)n Fy(z).

3. Le produit cartésien de Iy et Fy est l'application multivoque de E dans G définie par

FixF,: FE 3 Gxd
r +—> ([} x F)(x) = Fi(zx) x Fy(z).

8
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4. 51 Fy: E 3G, Fy: G 3 H deux applications multivoques, alors le produit de composition de F
et Fy est Uapplication multivoque de E dans H définie par

F2 O Fl . E :; H
v > (FyoF)(z):= Fy(Fi(z)) = U Fy(y).
yeFi(z)
Exemple 1.1.3

1. Sotent F1, F5 : R 3 R deuz applications multivoques telle que

Fi(z) =z -1,z + 2]

Fy(z) == [z, 2 +2].
Alors, on a
(F1UFR)(z):=FA vl =[z-lLz+1l]uz,z+2]=[z—1,x+2]
(FynEy)(x) :=Fi(z)n Fy(z) =z —Lz+ 1] n|z,2+2] =[z,z +1].
2. Soient F1, Fy : R 2 R deux applications multivoques telle que

Fi(z) := {2 2% + 1}

Fy(z) := {mm}

Alors, pour tout x € R on a
(FioFy) ()= Fi(FR(@) = | A = AW |zDoR/]e+1]) = {lz], o] + 1z + 1], [z + 1| + 1},
yeFs(x)

et

(Fyo Fy) (x) := Fy(Fi(z)) = U Fy(y) = Fy(z?) 0 Fy(2® +1) = {|a:\ A2+ 1,722 + 2} .

yeF ()

On définit également, comme pour les applications univoques, une addition et une multiplication
par un scalaire pour les applications multivoques par.

Définition 1.1.5 Soient Fy, Fy : E =3 G deux applications multivoques, alors les opérations de base
avec les applications multivoques telles que ['addition et la multiplication par un scalaire peuvent étre
définies pour générer de nouvelles applications multivoques comme suit :

FF+F: F 3 G
r — (F1+ F)(z) = Fi(x)+ Fy(z) ={y1 +y2 : 11 € Fi(x) et yo € Fy(x)},

et
ol E 3 G

r — (a.F)(z):=aF(z) ={ay :y € Fi(z)},ae R

Si () : B — R une application univoque, alors

ol F 3 G
r — (a.F))(z):=a(x).Fi(x) ={a(x)y : y1 € Fi(z)}.

dom(Fy + Fy) = dom(Fy) n dom(F)

dom(aFy) = dom(Fy).
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1.1.2 Semi-continuités inférieure et supérieure des applications multi-
voques

Les applications multivoques semi-continues (inférieures ou supérieures) sont importantes dans
divers domaines des mathématiques, notamment en analyse convexe, en optimisation non convexe,
en théorie des jeux, etc. Elles jouent un réle particulierement significatif dans 1’étude des applications
multivoques.

Définition 1.1.6 (Semi-continuités supérieure)
Soient X,Y deux espaces topologiques et F': X 3 Y une application multivoque.
1. On dit que F est semi-continue supérieurement (en abrégé s.c.s) en x* € dom(F) si et seulement
st pour tout owvert U de Y contenant F(z*) (i.e, F(x*) c U) , il existe un voisinage V < X de z*
tel que F(V)) c U, c’est-a-dire

F(x)cUNzeV.

2. Lorsque la propriété est vérifiée a chaque point x* € X (Resp. x* € A, ou A < E), on dit que F
est s.c.s sur X (Resp. s.c.s sur A).

Définition 1.1.7 (Semi-continuités inférieure)
1. On dit que F: X 3Y est semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i) en x* € dom(F) si et
seulement si pour ouvert U de'Y wvérifiant F(x*) nU * ¢, il existe un voisinage V < X de x* tel que

F(z)nU % ¢,YVreV.

2. Lorsque la propriété est vérifiée a chaque point x* € X (Resp. x* € A, ou A < E), on dit que F
est s.c.i sur X (Resp. s.c.i sur A).

Définition 1.1.8 F' : X 3 Y est dile continue en x* € dom(F) si elle est a la fois semi-continue
inférieurement et semicontinue supérieurement en x* et elle est continue si elle est continue en tout
point x € dom(F).

Il n’est pas facile de prouver que les applications multivoques sont semi-continues supérieurement
ou inférieurement en utilisant les définitions de ces continuités. La proposition suivante exprime
la semi-continuité des applications multivoques en termes d’images inverses. Nous avons donc les
caractérisations suivantes pour ces définitions.

Proposition 1.1.2 [J] (Critéres de semi-continuité inférieure et supérieure)

Soit F: X 3Y une application multivoque. Alors

1. Les assertions suivantes sont équivalentes deux a deuz.

(a) F' est semi-continue supérieurement.

(b) F-Y(U) ={xe X : F(z) =V} est un ouvert de X pour tout ouvert U de Y.

(c) FF*(V)={ze X :F(z)nV % ¢} est un fermé de X pour tout fermé V de Y.
2. De méme les assertions (a’), (b’) et (¢’) suivantes sont deuz-d-deur équivalentes :
(a’) F est semi-continue inférieurement.

(b’) F~1(U) est un ouvert de X pour tout ouvert U de Y.

(¢’) F7N(V) est un fermé de X pour tout fermé V de Y.

10
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Exemple 1.1.4 Soit l'application multivoque suivante

F: R =3 R
[-1,1] siz +0
r — F(z):=

{0} siz=0.

Alors, on a F est s.c.t sur R mais nest pas s.c.s au point 0. En effet, soit V un fermé de R.
Montrons que
FY(V)={zeR:F(z) =V},

est un fermé de R. On a
Fl(V)y={zeR:Fz)cV}={z=0:{0}cV}u{z+0:[-1,1] < V}.

Alors

*Si V est un fermé de R ne contenant pas [—1,1] et contenant 0, alors F.' (V) = {0} qui est fermé
de R.

*8i V est un fermé de R contenant [—1,1], alors F-'(V) =R, qui est fermé de R.

*8i V est un fermé de R ne contenant pas [—1,1] et {0}, alors F;'(V) = ¢ , qui est fermé de R.

Autrement dit
¢, si [-1,1]E Vet {0}V
FA(V)=< R, si [-1,1]cV
{0}, si [-1,1] €V et {0} < V.

Donc, pour tout V' fermé de R, F;l(V) est un fermé de R. D’ou F' est bien s.c.t sur R.

—-11
Par ailleurs, on a F n’est pas semi-continue supéricurement en 0. En effet, il existe U := ]2, 2[

un ouvert de R tel que F(0) = {0} < U. Par contre

ve>0:F(-ce) = | F(x)z[—l,l]ct]_; 1[.

z€]—e,e|
Autrement dit, il n’existe pas de voisinage V de 0 tel que
F(x)cUNzeV.

Par conséquent, F' n’est pas semi-continue supérieurement en 0.

1.2 Exces et distance de Hausdorff

Pour passer a la version ensembliste de la notion de la Lipschitzité, on aura besoin d’introduire
la notion d’exces et la distance de Hausdorff qui sont deux outils importants en analyse multivoque
permettant d’évaluer (dans un certain sens) ’écart entre deux ensembles.

Définition 1.2.1 Soient (E,d) un espace métrique et A un sous ensemble non vide de E. La distance
du point x € E a l’ensemble A notée d(x, A) ou da(x) est définie par

d(x, A) = da(z) = injgd(m,a).
Si A = ¢, alors d(z, ¢) = +0.

11
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Si A est non vide, alors pour tout € > 0, il existe un élément y € A tel que

d(z,y) < d(z,A) +e.

Définition 1.2.2 Soient (E,d), (F,d') deuz espaces métriques, U un ouvert de E, et f : E — F
une fonction.
1. On dit que f est Lipschitzienne sur E de rapport | s’il existe un réel | € Ry tel que pour tous
r,ye k),

d(f(z), f(y)) < ld(z,y).

Exemple 1.2.1 Soient A un sous ensemble non vide d’un espace métrique (E,d) et x € E . Alors
la fonction x — d(z, A) est Lipschitzienne de rapport 1 pour la distance d, i.e.

de plus B
d(x,A) =0 <<=z € A.

Proposition 1.2.1 Soit (E,|-|) un espace normé et C un sous-ensemble de E. Alors, pour tous
r,ye E, ona
d(z,C +y) =dxz—y,C).

Preuve. Soient z,y € H, alors
dw,C +y) = inf o2 = inf | — (c-+ y)| = inf (2 ) — el = d(z ~,C).
]

Définition 1.2.3 Soit (E,d) un espace métrique et soient A et B deuz sous-ensembles de E.
1. On appelle excés (de Pompeiu- Hausdorff) ou écart de A sur B et on le note e(A, B), la quantité
sutvante

e(A, B) :=supd(z, B) = sup <inf(x,y)> . (1.1)

€A zeA \YEB
2. Dans le contexte de l’espace normé une définition équivalente de [’excés se donne par

e(A,B):=inf{r >0: Ac B +rB}, (1.2)

telle que
B+rB= u B(x,r).
zeB

et B = B[0,1] est la boule unité fermée centrée en 0.
3. Une autre formulation équivalente pour la fonction de l’excés en termes de distance d’un point d
un ensemble est donnée par

e(A, B) = sup (d(z, B) — d(x, A)) . (1.3)

el

Avec les conventions

e(¢p,B) =0, si B % ¢ (¢a revient au fait que le supremum sur un ensemble vide est 0).

e(A, ¢) = +oo pour tout A.
Alors 'exces prend ses valeurs dans U'intervalle [0, +o0].
e ¢(A, B) < 400 pour tout ensemble non vide B < E si et seulement si A est bornée.
e Il est a noter qu’en général les quantités e(A, B) et e(B, A) sont différentes. En effet, si A =
[0,10] et [12, 18], alors e(A, B) = 12 tandis que e(B, A) = 8.

12
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Proposition 1.2.2 (Propriétés)

Soit (E,d) un espace métrique et soient A, B,C et D des sous-ensembles de E. Alors
1.e(A,B)=0<= Ac B

2. e(A,C) <e(A,B) +e(B,C) (l'excés vérifie l'inégalité triangulaire).

Preuve.
1.On a

e(A,B) = 0« sugd(a:, B)=0<«<=d(z,B)=0,Vze A
xe

«— zreBVreA<— Ac B.
2. Soient x € A,y € B,z € C, d’apres l'inégalité triangulaire, il vient que
d(z,z) < d(xz,y) + d(y, 2).
En prenant alors la borne inférieure sur les z dans C) il vient

infd(z, 2) < d(x,y) + infd(y, 2).

On obtient
d(z,C) < d(x,y) +d(y,C).

Passant a la borne inférieure sur les y dans B, il vient

d(z,C) < intf?d(x,y) +d(y, C).
ye

Ce qui donne
d(z,C) < d(x, B) + supd(y, C)

yeB

En prenant la borne supérieure sur les z dans A, il revient

supd(z,C) < supd(z, B) + e(B, ().
zeA r€A

On obtient
e(A,C) < e(A,B) +e(B,C).

O

Définition 1.2.4 Soit (E,d) un espace métrique et soient A et B deux sous-ensembles non vides de
E. La distance de Hausdorff (Pompeiu-Hausdorff) de A a B, notée dy(A, B) est définie par

dy(A, B) := max {e(A, B),e(B,A)}.
2. La distance de Hausdorff dans un espace normé prend la forme suivante
dy(A,B) =inf{r >0: Ac B+rB et Bc A+ rB}.

3. Une autre formulation équivalente pour la fonction de Hausdorff en termes de distance d’un point
a un ensemble est donnée par

dy(A, B) = sup |d(z, B) — d(z, A)|

el
On peut facilement vérifier les propriétés suivantes.
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Proposition 1.2.3 (Propriétés)

Soit (E,d) un espace métrique. Alors la distance de Hausdorff vérifie les propriétés suivantes.
1.dy(A, A) =0, pour tout A € P(E).

) =dy(B,A), pour tout A, B € P(E).

) <dy(A,C)+dy(C, B), pour tout A, B,C € P(E).

s
svilley

Remarque 1.2.1
o Généralement, dyg ne vérifie pas la condition

dy(A,B) =0 < A = B.

Par conséquent dy n’est pas une métrique classique. sur P(E). Par exemple, si on se place sur R,
on voit que pour A = 10,1 et B =[0,1], on a

dH (A, B) = 07
mais
A+ B.

e La distance de Hausdorrff peut étre une métrique classique, lorsque nous travaillons par exemple
sur l’ensemble des parties fermées bornées de E.

Définition 1.2.5 (Applications Lipschitziennes)
On dit qu’une application multivoque F : X 3'Y est lipschitzienne relativement a un sous-ensemble
non vide D de dom(F), si elle est a valeurs fermées sur D et s’il existe une constante | = 0 telle
que

F(z) < F(2') + l.d(z,2"). By (1.4)

L’inclusion (1.4) peut étre réécrite en termes de distance de Hausdorff

dg(F(z), F(2") < ld(x,2'),Vz, 2" € X.

14



Chapitre 2

Eléments d’analyse convexe, Autres
résultats et définitions

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et outils de I’analyse convexe qui nous
seront utiles par la suite. Nous introduisons dans un premier temps la notion d’ensemble convexe,
donnons quelques leurs principales propriétés (géométriques et topologiques). Ensuite, nous abor-
dons une classe particuliere d’ensembles convexes : les cones convexes qui jouent un role particulier
dans la description des ensembles convexes. Nous proposons dans la deuxieme partie de ce chapitre,
I’étude de la semi-continuité des applications univoques a valeurs réelles étendues et ses propriétés.
Nous étudions également, les fonctions convexes et ses propriétés. Nous proposons 1’étude du sous
différentiel au sens d’analyse convexe d’une fonction convexe. Dans la derniére partie, nous donnons
des notions sur les opérateurs monotones, maximaux monotones et quelques résultats classiques de
I’analyse fonctionnelle qui nous serviront tout au long de ce travail.

2.1 Quelques concepts d’analyse convexe

L’analyse convexe est la branche des mathématiques qui étudie les propriétés des ensembles
convexes et des fonctions convexes. Les concepts de convexité jouent un role crucial dans de nom-
breux domaines des mathématiques appliquées et théoriques, ainsi que dans des domaines tels que
I'optimisation, I’économie, les sciences de 'ingénieur et les sciences sociales.

2.1.1 Ensembles et enveloppes convexes

L’ensemble convexe est le concept de base de l'analyse convexe, c’est une partie d’'un espace
vectoriel réel qui contient tout le segment compris entre deux quelconques de ses points. L’importance
des ensembles convexes réside dans leur role crucial dans de nombreux domaines des mathématiques
et des sciences appliquées, notamment : Optimisation convexe et Analyse fonctionnelle.

Définition 2.1.1 Soit E un espace vectoriel réel.
1. Un sous-ensemble C de E est dit convexe si convexe si et seulement si
Ve,ye C,Vae[0,1] :ax+ (1 —a)ye C

On dit parfois que le segment [x,y] est inclus dans C.
2. Dire que C' est convexe, c’est donc dire que C' contient un segment des qu’elle contient ses extré-
matés.
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x Y
e—————————=°
(&1
Non convexe
Non convexe
Convexe

FIGURE 2.1 — Ensembles convexes et non convexes
L’exemple suivant résume les propriétés élémentaire des ensembles convexes.

Exemple 2.1.1 (Opérations préservant la convexité)

1. La somme C1+Cy := {x1 + x5 : 1 € C, 29 € Cy} de deux convezes Cy et Cy de E est un conveze.
2. Le produit (I’homothétique) aC := {ax : x € C} d’un scalaire o € R par un conveze C' de E est
un convere.

3. Pour tout convexe C' de E et pour tout a € E, le translaté a + C := {a + x : x € C} est conveze.
4. ST {C;},.; est une famille quelconque de convexes de E, alors leur intersection est un conveze.

5. Le produit cartésien de deur ensembles converes C1 < E,Cy < FEy est convexe. C’est a dire
C1 x Cy:={(z,y) : x € C1,x9 € Ca} est un sous-ensemble convexe de F1 x FEj.

6. Soit C un sous-ensemble convexe dun espace normé E. Alors les ensembles C et int(C) sont
convezes.

Comme les ensembles convexes sont stables par intersection, on peut définir le plus petit ensemble
convexe (au sens de 'inclusion) contenant un ensemble donné.

Définition 2.1.2 Soit A une partie d’un espace vectoriel E. L’enveloppe convere de A (ou enveloppe
conveze engendré par A) est l'intersection de tous les convexes contenant A et elle est notée co(A).

co(A) := n{C : C est un conveze contenant A} .

Il est équivalent de dire que co(A) est l'ensemble de toutes les combinaisons convexes finies d’éléments
de A,

co(A) = {Zx\le n=lr,e AN = O’Z)‘i = 1} . (2.1)
1=1 i=1

2.1.2 CoOnes normaux convexes

Dans un espace vectoriel réel E, on va s’intéresser a certains convexes particuliers, les cones
convexes. Parmi tous les types de cOnes possibles, nous nous restreignons aux cénes normaux, qui
présentent un plus grand intérét pour notre propos.
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Définition 2.1.3
1. Soit EE un espace vectoriel réel. Une partie C' de E est un cone si si et seulement si

Vere C,Va>=>0:axe(C.

Autrement dit, oC' < C, pour tout o = 0.

2. 81 C' est convexe, alors on dit que C' est un cone conveze.

3. Une partie C' de E est un cone convexe si et seulement si elle est stable par addition et par
multiplication par les réels positifs, c¢’est a dire, si et seulement si

r+yeC c+CccC
Ve,ye C,Va =0 : et — Va=>0: et
areC aC cC

Exemple 2.1.2

1. Soit E un espace normé. L’adhérence d’un cone convexre C' de E est un cone conveze.

2. 1l est clair que l’intersection d’une famille quelconque de cones convezes est conveze.

3. Un produit cartésien de cones convexes est un cone convexe. La convexité conique est aussi stable
par combinaison linéaire.

Définition 2.1.4 Soit A une partie d’un espace vectoriel E. L’enveloppe conique de A ou le cone
convexe engendré par A est l'intersection de tous les cones convexes contenant A et elle est notée

cone(A).

cone(A) := n{C : C est un cone convezxe contenant A}

1l s’agit donc du plus petit cone convexe contenant A.
Il est équivalent de dire que cone(A) est l’ensemble de toutes les combinaisons coniques finies d’élé-
ments de A,

cone(A) = {Z)\sz n=lx,e AN = 0} (2.2)
i=1

Dans l'analyse convexe, les cones les plus connus sont les cones normaux qui jouent un role
important dans les inclusions différentielles et sont fondamentaux dans I’étude des probléemes d’op-
timisation.

Définition 2.1.5 Soit C' un sous ensemble non vide de H. Alors, un vecteur v € H est dit normal
a C au point a € C si
v,z —ay<0,YreC.

Ou d’une maniére équivalente si
sup{v,zy = (v,a).
zeC

Remarquons que si v est un vecteur normal a C, alors awv 'est aussi pour o = 0. Alors I’ensemble
de tous les vecteurs normaux a C' au point a € C' forme un cone appelé le cone normal a C' au point
a, noté N¢(a).

Définition 2.1.6 Soit C' un sous-ensemble convexe non vide de H et soit x € H. Le cone normal
(au sens de l'analyse conveze) a C en x noté N¢(z) est défini par

H : —x) <0,V '
No(x):{g{bg;/;xgé%,z r)<0,YzeC}, sizeC (2.3)

Ou d’une maniére équivalente

Neo(z) :={y € H : sup{y,C — z) < 0}.
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Remarque 2.1.1

1. Remarquons que les éléments du cone normal forment un angle obtus avec z — x pour tout élément
de l’ensemble C'.

2. Le cone normal de C est une application multivoque de H vers H, i.e

Ne(): H =3 H.

FI1GURE 2.2 — Cones normaux a un sous-ensemble convexe en différents points

Exemple 2.1.3
1. Soit C = [0,1] < R, alors
Nio,1)(1) = [0, +oof.

En effet, on a
Npy(1) ={yeR:y(z—1) <0,¥z€[0,1]}.

Ce qui donne
N[O,l](l) = [O, +OO[

2. Soit C = [0,1] = R, alors

R, six=0
Ry, siz=1
{0}, sixe]0,1]

¢, Par ailleurs.

Nc(l‘) =

Proposition 2.1.1 Siz € int(C), alors No(x) = {0} (Les seuls points intéressants sont ceuzx sur la
frontiére de C').

Preuve. Soit x € int(C'), alors il existe € > 0 tel que la boule centrée en x, de rayon e soit contenue
dans C, donc on a
z€int(C) < Je >: B(x,e) =z +B(0,1) < C.

D’autre part, soit v € No(z), montrons que v = 0. Alors
v € Ng(z) <= (v,y —x) <0,Vy e C.
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Puisque x € int(C'), alors on peut choisir y suffisamment proche de z. (y € B(x,e) < C). Considérons

y=2x+tu,
t > 0 est choisi de maniére que y € B(x,t).
On obtient
(v,y—x)y < 0= (v, tw) <0
— t|v]* < 0.
Par conséquent, v = 0. ]

Proposition 2.1.2 Soit C' un sous-ensemble convexe non vide de H. Alors Ng(z) est un sous-
ensemble convexe fermé de H contenant [’origine 0..

Preuve.
1. Par la définition du cone normal, on a 0 € N¢(z).
2. On prouve d’abord que N (x) est un coéne. Soient y € Ne(x) et a = 0, alors

{(y,z—x)<0,VzeC.
D’autre part, on a
loy,z—x) =aly,z—x)<0,Vze C.

Ce qui donne ay € Ne(z).
3. Montrons maintenant la convexité de No(x). Soient y1,ys € No(x) et a € [0, 1], alors
<y1a z = {L‘> <0
{ <y272fx><0 ,VzeC.
On obtient
layy + (1 —a)ya, 2z —x) = alyr,z —x) + (1 — ) (yo, 2 — ) < 0.
Il s’ensuit alors que ay; + (1 — a)ys € Ne(x) et done Ne(x) est convexe.
4. Montrons que N¢(x) est fermé. Pour cela, on considére une suite (y,), < N¢(x) convergeant vers

y. On obtient pour tout n € N,
Y,z —x) < 0,Vz e C.

En passant a la limite, on trouve
{(y,z—xy<0,¥zeC.

Ce qui montre le résultat recherché. O

Proposition 2.1.3 Soit C' un sous-ensemble convere non vide de H. Alors pour tout x € —C' et
y,z € H tels quey+ z€ C, on a

(O)Ne(y +2) = Neo-(y)
(ZZ) — N(j<—f[7) = N_C ZL‘)

Preuve. Soient z € —C' et y,z € H, alors
(1) Soit t € H, alors
teNc(y+z2)—=<(t,s—(y+2)<0,¥seC

—(t,(s—z2)—y)<0,¥seC
<= te No_.(y).

(17) Soit t € H, alors
te N ¢o(r) = (t,—s—x)<0,VseC

«— —(t,s—(—2))<0,Vse C

<= te—Ng(—x).
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2.2 Semi-continuité de fonctions a valeurs réelles étendues
et Fonctions convexes

2.2.1 Semi-continuité de fonctions a valeurs réelles étendues

On appellera ici fonction a valeurs réelles étendues sur un ensemble non vide E toute fonction de
E dans R := RuU {—o0, +o0}. Si F est muni d'une topologie T et si f(zo) est fini, i.e. f(zo) € R, alors
la continuité de f en xy revient a dire que pour tout réel € > 0 il existe un voisinage V' de z( tel que
pour tout x € V on ait

flzo) —e < f(x) < f(zo) + €. (2.4)

En découplant les deux inégalités ci-dessus, on aboutit aux deux concepts de semi-continuité.
Observons avant d’énoncer les définitions que pour f(zp) = +00 on a f(xg) —e = f(xy) et donc
au lieu de f(xg) — e on est conduit a considérer un réel r < f(x¢) pour la premiere inégalité. Une
remarque similaire est valable pour la seconde inégalité.

Définition 2.2.1 (Semi-continuité)

Soit f : E — R une fonction d valeurs réelles étendues d’un espace topologique dans R. Alors on
dit que

1. f est semi-continue inférieurement (s.c.i en abrégé) en un point a € E quand pour tout réel
r < f(a) il existe un voisinage V' de a dans E tel que pour tout x € V' on ait

flx) >r.

2. [ est semi-continue supérieurement (s.c.s en abrégé) en un point a € E quand pour tout réel
r > f(a) il existe un voisinage V' de a dans E tel que pour tout x € V on ait

flx) <.

3. Si [ est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) en tout point d’un ensemble A ¢ E
on dit que f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) sur A. Quand A = E, on dit
simplement que f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement).

Exemple 2.2.1 Soient E un espace topologique, f,q : E — R deux fonctions a valeurs réelles
étendues et a un point de E. Alors

1. Toute fonction réelle étendue continue en a est a la fois semi-continue inférieurement et semi-
continue supérieurement en a.

2. La borne supérieure (resp. La borne inférieure) d’une famille quelconque de fonctions réelles éten-
dues s.c.i (resp. s.c.s) en un point a € E est s.c.i (resp. s.c.s) en a.

3. La fonction f est s.c.s (resp. s.c.i) en a si et seulement si la fonction (—f) est s.c.i (resp. s.c.i)
en a.

4. Si f etg sont s.c.t (resp. s.c.s) en a et si f+ g est bien définie sur un voisinage de a, alors f +g¢
est s.c.i (resp. s.c.s) en a.

5. Soit a € R une constante réelle non nulle. Si f est s.c.t en a, alors la fonction af est s.c.t en a
pour o > 0 et s.c.s en a pour a < 0.

A une fonction réelle étendue f : E — R on associe son épigraphe noté epi(f) et son hypographe
noté hypo(f) définis comme sous-ensembles de F x R. On associe aussi a f et a chaque réel r € R
les ensembles {f < r} et {f > r} de sous-niveau et sur-niveau r respectivement.
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Définition 2.2.2 Soit E un espace topologique et f : E —> R une fonction a valeurs réelles éten-
dues. On appelle
1. Epigraphe de f, noté epi(f) le sous-ensemble de E x R défini par

epi(f) :={(z,r) e ExR: f(x) <r}.

Autrement dit, [’épigraphe est la partie "au-dessus" de la courbe représentative de f.
2. Hypographe de f, noté hypo(f) le sous-ensemble de E x R défini par

hypo(f) :={(z,r) e E xR : f(x) = r}.

Autrement dit, I’Hypographe est la partie "au-dessous"” de la courbe représentative de f.
3. Ensemble de sous-niveau de f, noté {f <r} le sous-ensemble de E défini par

{f<r}:={zxeFE: f(x)<r}.

{f < r} est Uensemble des points ou elle prend une valeur inférieure d un niveau r.
4. Ensemble de sur-niveau de f, noté {f =r} le sous-ensemble de E défini par

{fzr}={rxeFE: f(x)=r}.

{f = r} est ’ensemble des points ot elle prend une valeur supérieure d un niveau r.

Le résultat suivant établit certaines caractérisations alternatives de semicontinuité inférieure et
supérieure.

Théoréme 2.2.1 [Z]] Soit E un espace topologique et f : E —> R. Alors

1. Les assertions (a), (b) et (c) suivantes sont deux-d-deux équivalentes :

(a) La fonction f est semi-continue inférieurement.

(b) L’épigraphe epi(f) de f est fermé dans E x R.

(¢) Pour chaque réel r € R le sous-niveau {f < r} est fermé dans E.

2. De méme les assertions (d'), (V') et (') suivantes sont deuz-d-deuz équivalentes :
(d') La fonction f est semi-continue supérieurement,

(V') L’hypographe hypo(f) de f est fermé dans E x R.

(c') Pour chaque réel r € R le sur-niveau {f = r} est fermé dans E.

Maintenant on introduit la notion de la limite inférieure (resp. supérieure) pour une suite (ordi-
naire) de R.

Définition 2.2.3 Soit (z,,), une suite de R. On définit les limites inférieure et supérieure de (x,)n
comme suit

liminfz, := sup | infz, | ,limsupz,, := inf ( supzy | .
n——® neN \k=n n—sa0 neN \ g>n

Ces deux semi-limites vérifient les inégalités suivantes

liminfz, < lim x, < limsupz,.
n—--aoo

n—>=au n—>00

Exemple 2.2.2 Considérons la suite (x,,), définie comme suit

1 —3 4 -5
:27—7
Y {’2’3’4’
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1l est clair que

infr, = minz, = —
n n

2
supz, = maxw, = 2.
n n

On pose
i 1
Zp 1= SUPTk.
k=n
Alors
3 3 =5 _ 14 1
Yo = 27y1_ 27y2_ 47"'7yn_ m P
N 4 4
20 = 1 = Z,R2 = =,..y”n =
0 ) ~1 37 2 37 ) 2n+1

La suite (yn)n (resp. (zn)n) est croissante (resp. décroissante) alors

limsupzx,, = inf | supzy | = lim z, =1
PLn N PTk o~ )

n—-—o0 ne k}n

lim infz,, = sup (inka> = nlimooyn =—1.

n—>=uu neN \ k=n

La semi-continuité inférieure (resp. supérieure) peut aussi étre caractérisée par la limite inférieure
(resp. supérieure) dse fonctions.

Définition 2.2.4 Soit E un espace topologique et f : E — R une fonction d valeurs réelles éten-
dues. Alors
1. La limate inférieure de f en a est donnée par

liminff(z) := supinf {f(V) : V € V(a)} = sup (inff(a:)) : (2.5)

VeVv(a) \*€V

2. La limite supérieure de f en a est donnée par

limsupf(x) :=infsup {f(V) :V € V(a)} = inf <supf(x)> :

z—a VeV(a) \ zev

ou V(a) désigne l’ensemble des voisinages de a dans E.

Exemple 2.2.3 Si f : R — R une fonction d valeurs réelles étendues. Alors

liminff(x) = supinf {f(z) : |x —a| < r}.
T—a >0

limsupf(x) = ir;gsup{f(x) e —al <1}

Tr—>a

On donne maintenant un certain nombre de caractérisations de la semi-continuité inférieure (resp.
supérieure).
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Proposition 2.2.1 [27] SoientE un espace topologique, f : E — R une fonction a valeurs réelles
étendues et a € E. Alors

(1. Les assertions (a),(b) et (c) suivantes sont deuz-d-deuz équivalentes :

(a) La fonction f est sci en a,

(b) f(a) < limint f(z),

(¢) Pour toute suite (x,)nen de E convergeant vers a dans E on a f(a) < l}znggff(xn)

2. De méme les assertions (d' ), (V') et (c') suivantes sont deux-a-deux équivalentes :
(d') La fonction f est scs en a,

(V') limsupf(z) < f(a),

r—>a

(') Pour toute suite (x,)nen de E convergeant vers a dans E on a limsupf(z,) < f(a).

n—=ao

2.2.2 Fonctions convexes

Une différence importante par rapport aux sections précédentes est qu’on autorise ici les fonctions
a valeur +00 (mais pas —o0). Ainsi les fonctions considérées dans cette partie seront de la forme
f:H—RuU{+w}.

Définition 2.2.5
1. Soit E est un espace vectoriel, le domaine effectif (ou simplement domaine) d’une fonction f :
E — R u {+w} est l’ensemble des points o elle ne prend pas la valeur +00. On le note

dom(f):={re E: f(x) < +owo}.

2. Une fonction f: E —> R u {400} est propre si son domaine effectif est non vide.

Définition 2.2.6 Une fonction f: E — R u {400} est dite convexe si pour tous z,y dans E avec
f(z) <+, fly) < +00 et tout € [0,1], on a

flax + (1 —a)y) < af (@) + (1 - a)f(y). (2.6)

De maniére équivalente, f : E— Ru {400} est dite conveze si et seulement si son épigraphe epi(f)
est convezxe.

Remarque 2.2.1 Une fonction identiquement égale d +o0 est convexe et vérifie l'inégalité (12.6)),
mais présente peu d’intérét. Autrement dit

f =40 < epi(f) = ¢ < dom(f) = ¢.

Exemple 2.2.4

1. Soit (fi)ier une famille de fonctions converes de E dans R u {+0}, alors la fonction f := supf;
est également convexe. !
2. Si f et g sont des fonctions convexes de E dans R U {+x0}, et o, 5 des réels positifs, alors la
fonction af + Bg est conveze.

3. 80 f: E—> Ru{+w0} est convexe alors ses ensembles de niveaux {f < r} sont convezes.

4. Toute application de la forme v € E —— (x',x) + a avec 2’ € E' et a € R est conveze. Ce sont les
fonctions affines a valeurs dans R.

Proposition 2.2.2 [J/Soit E un espace normé, et soit C un sous-ensemble fermé non vide de E.
Alors la fonction distance d(-,C) est conveze si et seulement si C' est conveze.
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Fonction indicatrice

Les fonctions d’indicatrices jouent un role fondamental dans I'analyse convexe similaire au role
des fonctions caractéristiques des ensembles dans d’autres branches d’analyse.

Définition 2.2.7 Soit C' un sous-ensemble d’un espace vectoriel E.
1. On appelle fonction indicatrice de C, notée V¢, la fonction définie par

vo(): E — Ru{+ow}

N ¢C($)::{ 0, sizeC

+oo, six ¢ C.

2. On voit facilement que dom(¢¢) = C.
3. Il est clair que

epi(e) = C x [0, +o0] .

Proposition 2.2.3 [28/Soit C un sous-ensemble d’un espace vectoriel E. Alors

(i) La fonction indicatrice Yo (-) est propre si et seulement si C' est non vide.

(ii) La fonction indicatrice Y (-) est convexe si et seulement si C' est conveze.

(iii) Si E est un espace normé, alors Vo (-) est s.c.i. si et seulement si C' est fermé.

Preuve. Montrons la propriété (iii).Soit (z,), une suite de E’ convergeant dans E’ vers 2’ € E',
alors

Vye E: lim <xy,y) =@’ y).

Montrons que

oc(x') < lim ig)fac(x;).
D’apres la définition o¢(-), on a
Ve >0,32€ C: (', 2) = oc(2') — ¢,

de plus
@ 2) <oc(d)).

Ce qui donne
(&',2) < oc(a) <, 2) + e (2.7)

Par ailleurs
. / _ / _ . . /
i (al,2) = (o, 2) = liminf (af,, 2)
On obtient

. . / . . / / /
liminfoc(z;,) = liminf (z7,, 2y =2 z) = oc(a') —e.
Puisque cela est vrai pour tout € > 0, on voit que
lim ig}fac(x;) > oc(2)).
n—
En conséquence, on a o¢(.) est semi-continue inférieurement. ]
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Fonction support

Une autre fonction importante associée a C' est la fonction support.

Définition 2.2.8 Soient E un espace vectoriel normé et E' son dual topologique. Soit C un sous-
ensemble non vide de E. On appelle fonction support de C, notée oc () la fonction définie sur E'

par
oc(r): B — Ru{+w}

¥ — oo(2) =supld/,x).
zeC

Remarque 2.2.2

1. 11 est évident que cette fonction prend la valeur —oo lorsque le sup est pris sur un ensemble vide.
On peut donc considérer que oc(-) = —o0.

2. Par définition de la fonction support, si x € C' alors

Vo' e B (' x) < oc(2)).
3. 51 C = {z}, alors
Vo' e E' :op(2)) = (@ x).

La proposition suivante résume quelques propriétés élémentaires de la fonction support. Sa preuve
est standard et peut étre trouvée, par exemple, dans [13].

Proposition 2.2.4 La fonction support posséde les propriétés suivantes :
1. La fonction support est positivement homogene de degré 1, c’est-a-dire que
Vi'e E' Ya > 0: oc(ax’) = acc(2).
2. La fonction support est sous-additive, c¢’est-a-dire que
Vo', € B oc(2' + ) < oc(2) + oc(y).
3. 81 C1,Cy deux sous-ensembles de E, alors

(Z)VZE, er: 0C1+Cs (ZL‘/) =0 (:L“,) + OCz(x/>7
(1))V2' € ' \Va > 0: 040, (7)) = aoe, (7).

4. Pour tout sous-ensemble non vide C de E, la fonction oc(-) est convexe et semi-continue infé-
rieurement.

Sous-différentiel des fonctions convexes

La notion de dérivée est fondamentale en analyse car elle permet d’approcher localement des
fonctions par des modeles linéaires, plus simples a étudier. On rencontre beaucoup de fonctions
convexes qui ne sont pas différentiables au sens classique. Pour celles-ci, on dispose toutefois de
la notion de sous-différentiel. Le sous-différentiel d’'une fonction convexe est un outil fondamental
en analyse convexe. Il joue aussi un role crucial en optimisation convexe, en particulier dans les
algorithmes de sous-gradients pour minimiser des fonctions convexes non différentiables. Il généralise
la notion de dérivée a des fonctions qui ne sont pas nécessairement différentiables.
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Soit H un espace de Hilbert, plusieurs fonctions convexes f finies en xg € dom(f) et ne sont pas
différentiables en ce point admettent des éléments s € H satisfont

(s,x —xo) < f(x) — f(x0),Yx € H. (2.8)

Par exemple, la fonction convexe f:R — R avec f(z) = |z| n’est pas différentiable en 0 mais tous
les s € [—1, 1] vérifient (2.8)) pour zo = 0. D’autre part, il est clair que f atteint son minimum en x
si et seulement si I’élément s = 0 vérifie I'inégalité (2.8)).

Définition 2.2.9 Soit H un espace de Hilbert et soit f : H — R U {+00} une fonction conveze et
finie en xo € H (xg € dom(f)).
1. On définit le sous-différentiel de f (au sens d’analyse convexe) au point xo noté df(xg) comme le
sous ensemble de H donné par

Of (xg) :={s€ H :{(s,x —xo) < f(x) — f(x0),Vr € H}. (2.9)

2. Les éléments de 0f(xg) sont appelés sous-gradients de f en xq.
3. On dit que f est sous-différentiable en xo € H si 0f(xo) £ ¢. Par convention, 0f(xg) = ¢ si

xo ¢ dom(f).

Remarque 2.2.3 1. f(-) est une application multivoque, 0f(-) : H = H. Le domaine de l'opérateur
Of(+) est défini par

dom(0f()) ={x e H:0f(x) + ¢}.
Il est clair que dom(2f(-)) < dom(f).
2. Le sous-différentiel d’une fonction convexe peut étre un ensemble non vide méme si la fonction n’est
pas différentiable en xy. Cependant, si f est différentiable en xq, alors f est sous-différentiable en x
et 0f (xo) se réduit simplement a ’ensemble contenant le gradient de f en xg, i.e, 0f(xo) = {V f(z0)}

3. On peut interpréter géométriquement cette définition de la fagcon suivante :
La définition (2.2.9) exprime que la fonction affine continue notée gs ., définie par

Gs.ao(T) 1= (8,0 — w0) + f(20) = (5,2) + (f(20) — (5,70)) , 2 € H,

de pente s, minore f sur H, i.e.

9s.ao () < f(2),
et coincide avec elle en xg, i.e.

5,20 (T0) = f(0).

En termes simples, cela signifie que le sous-différentiel d’une fonction convexe fournit une description
de toutes les pentes possibles sous la courbe de la fonction a un point donné.

Exemple 2.2.5 Soit f : R — R,z f(x) = |z|. Calculons les sous-gradients de f en tout point
Xg € R.
Si xg =0, alors
6f(0) = [_17 1] :
En effet, on a
s€ 0f(0) «= (5,2) < f(x) — £(0), Yz e R
— sx <|z|,VreR
srx<x, six=0
— et
s < —x, stix<O0
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r(s—1)<0, siz>0
— et
z(s+1) <0, siz<0

s<1, stx>=0
— et
s=—1, six<0

— se[-1,1],

On obtient
sedf(0) =[-1,1].

Par conséquent, pour tout xq € R, on a
[—1,1], sizg=0

Of(xg) =< {1}, sixg >0
{—1}, sizp < 0.

Citons quelques propriétés fondamentales du sous-différentiel.

Proposition 2.2.5 [7/Soit f: H — R U {+00} une fonction propre et conveze.
1. Pour tout xo € dom(f), l'ensemble 0f (o) est un sous-ensemble convexe fermé de H.
2. Soit o > 0, alors pour tout xo € dom(f), on a

0 (af) (xg) = adf(xg).

Preuve.
1. Montrons la convexité de df(xy) pour tout xy € dom(f). Soient s1,s9 € 0f(z0) et o € [0, 1], alors
pour tout x € H, on a

(81,2 —x0) < f(x) — f(20), (2.10)
et
(89,2 —w0) < f(x) — f(20). (2.11)

Par suite
(as; + (1 —a) s9,x —wg) = s, —xg) + (1 — a) (59, — x0) .

Les relations , impliquent
(asi+ (1 —a) s, —mo) < a(f(z) = f(2o)) + (1 —a) (f(z) — f(z0))-

Ce qui donne
{asi + (1 —a) sy, xz —x9) < f(x) — f(20).

Ce qui implique
as; + (1 —a) se € 0f (xo).

Cela prouve la convexité de 0 f(zo).
Maintenant montrons que 0f(xg) est fermé. Soit (s,,),, . une suite de 0f(zo) telle que (s,) converge
vers s € H quand n tend vers +o0. Alors pour tout n € N,

Sp € af(‘r()) = <5n,$ - x0> < f(x> - f(x(])avx € H.
En prenant la limite comme n — +00, I'inégalité ci-dessus conduit a
<Sax - x0> < f(.fE) - f($0)7vm € H.
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Il s’ensuit que s € df(xg). Donc df(xg) est un sous-ensemble fermé de H.
2. Soient x € dom(f),s € H, alors

s' € adf(xg) < ;s’ € 0f(xo)

\
(Va)
2

|
2

o
\/
/AN
=
&
|
=
S
2
<
S
m

Sy

Donc 0 (af) (xg) = adf(xg). ]

Une autre interprétation géométrique du sous-différentiel d'une fonction peut étre donnée en
termes de cone normal a son épigraphe.

Théoréme 2.2.2 [7/Soit f: H — R U {+w0} une fonction propre et conveze. Soient xy € dom(f)
et se H. Alors
s€ df(xo) == (5,—1) € Nepi(y) (o, f(0)). (2.12)

Exemple 2.2.6 Sous-différentiel de la fonction de valeur absolue a l’origine.

by

a1(0) L

\J

Neyi(5(0,0)

FIGURE 2.3 — Sous-différentiel de valeur absolue via le cone normal a I’épigraphe.

On peut exprimer le cone normal a un ensemble via le sous-différentiel de la fonction indicatrice.
Le résultat suivant est fondamental pour notre étude et qui permet de calculer le sous-différentiel de
la fonction indicatrice.

Proposition 2.2.6 Soient C' un sous-ensemble convexe non vide de H et x € C. Alors, le sous-
différentiel de la fonction indicatrice V¢ (-) coincide avec le cone normal Ng(+), ¢’est-d-dire

ove(x) = No(x).
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Preuve. 1l est clair que dom(yc(+)) = C. D’autre part, on sait que No(x) £ ¢ si z € C.
Soit x € C, alors

s€ o(r) = (s,y — ) < vc(y) — Yo(z) =0,Yy e C
—(s,y—x)<0,YyeC
< s e Neo(x).
Si z ¢ C, alors
Neo(x) = ¢ = oo(x).

Théoréme 2.2.3 [7/Soient C' un sous-ensemble conveze fermé non vide de H et x € C. Alors

0dc(x) = No(z) N B.

2.3 Opérateurs maximaux monotones

Les opérateurs monotones jouent un réle fondamental dans I'optimisation et les inégalités varia-
tionnelles. Une classe particulierement importante d’opérateurs monotones est la classe des opérateurs
monotones maximaux, qui représentent une extension naturelle des sous-différentielles des fonctions
convexes. Nous rappelons dans ce paragraphe quelques notions et résultats concernant les opérateurs
maximaux monotones multivoques.

Définition 2.3.1 Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire {-,-) et de la norme |-|.
1. L'opérateur A : H — H est dit multivoque s’il est définit de H dans P(H) l'ensemble des parties
de H et on écrit A: H 3 H et le domaine (resp. image) de A est l’ensemble

D(A):={zx e H: Az % ¢} (resp. R(A) := uHAa:).
e
On identifiera l'opérateur multivoque avec son graphe dans H x H défini par
gph(A) == {(z,y) e H x H : y € Azx}.

2. Si pour tout x € H, l’ensemble Ax contient au plus un élément on dira que A est univoque.

Exemple 2.3.1

1. Soit C' un sous-ensemble conveze de H, alors l'opérateur cone normal A = N¢(-) associé a C' est
multivoque.

2. Pour toute fonction convexe f : H — R U {+00}, l'opérateur sous-différentiel A = 0f(-) est
multivoque.

Définition 2.3.2 Soient A, B : H =3 H des opérateurs multivoques, et soient o, 5 € R, alors
1. Lopérateur inverse de A, noté A™" est Uopérateur dont le graphe est symétrique de celui de A,
i.e.

re Ay« ye Ax.
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Il est défini sur R(A) et d’image D(A).
2. L'opérateur oA + BB est défini par

aA+fBB: H = H
r — (aA+BB)(x) = {ay + By: : y1 € Ax,y, € By,

D(aA + 8B) = D(A) A D(B).

Définition 2.3.3 Soit A: H =3 H un opérateur multivoque. Alors
(1. On dit que A est monotone si pour tous x1, x5 € D(A), on

<AZL’1 — AIL’Q,$1 — ZL‘2> = 0.
On écrit également

v(xlayl)a ($27y2) € gph(A) : <y1 —Y2,T1 — 96‘2> = 0.

Ou plus précisément,
Yy, € Axy,Vyo € Axy : (Y1 — Yo, 71 — 12) = 0.

2. A est dit maximal monotone s’il est maximal dans l’ensemble des opérateurs monotones. Ou d’une
maniére équivalente, A est monotone maximal si A est monotone et s’il n’existe pas d’opérateur
monotone B : H =3 H autre que A tel que gph(A) soit inclus dans gph(B).

Remarque 2.3.1 L’ensemble des opérateurs multivoques est ordonné par l’inclusion des graphes

Ac B« Vre H: Ax c Bx.

Exemple 2.3.2 Soit A: R =2 R un opérateur multivoque défini comme suit

{1}, siz>1
Ax) = {0}, six <1
Sc0,1], sixz=1.

Alors, A est mazimal monotone si et seulement si A(1) = [0, 1].

FIGURE 2.4 — Opérateur maximal monotone
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Exemple 2.3.3

1. Soient A, B deux opérateurs monotones, alors les opérateurs A™', A+ B et aA,a = 0 sont mono-
tones.

2. Soit C' un sous-ensemble convexe de H, alors l'opérateur cone normal N¢(-) est monotone.

3. Pour toute fonction conveze f : H — Ru{+w0}, l'opérateur sous-différentiel 0 f(-) est monotone.

Un cas particulier et tres important d’opérateurs maximaux monotones est donné par le sous-
différentiel.

Théoréme 2.3.1 [20/Soit H un espace de Hilbert. Alors le sous-différence 0f(-) d’une fonction
conveze propre et semi-continue inférieurement f: H — R U {+} est un opérateur mazximal mono-
tone.

Corollaire 2.3.1 Soit H un espace de Hilbert. Pour tout sous-ensemble conveze fermé non vide C
de H, l'opérateur come normal No(-) est un opérateur mazximal monotone.

Preuve. On sait que, pour tout sous-ensemble convexe fermé non vide C' de H on a
Ne(+) = de(t)

D’autre part, on a d’apres la proposition (2.2.3), ¥¢(-) est semi-continue inférieurement car C' est
fermé. Alors on applique le théoreme ([2.3.1)) précédent, on obtient que N¢(-) est maximal monotone.
O

2.4 Autres résultats principaux et définitions

Dans ce qui suit, on utilisera les résultats suivants.

Définition 2.4.1 Soit p € R avec 1 < p < 0. Soit Q un ouvert de R", alors on désigne par LP(§), R)
I’espace des fonctions mesurables de puissance p-éme intégrable sur €, i.e,

LP(Q,R) := < f:Q — R; f mesurable etf|f(x)\pdx < o0
0

Muni de la norme

[flge = | | [f(2) do
i

Sip = o, alors on définit
LP(Q,R) :={f : Q — R; f mesurable et, 3¢ > 0 telle que |f(x)| < ¢ presque partout sur 2}
Muni de la norme

|fll; = inf{c>0: |f(z)| < c presque partout sur 2}
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Définition 2.4.2 Soit x(-) une application définie sur un intervalle I < R dans un espace normé
(E,|I]l). On dit que z(-) est absolument continue sur [a, B] < I si pour tout € > 0, il existe 6 > 0,

k
pour tout s;,t; € (o, B] i =1,....k, avec s;—1 <1; < s; et Z(S’ —71i) <0, 0ona
i=1

Z lz(ss) — z(rs)| < e.

La fonction () est dite localement absolument continue sur I si sa restriction a tout intervalle [c, 5]
est absolument continue.

Il s’ensuit que toute application Lipschitzienne (resp. absolument continue) est absolument conti-
nue (resp : uniformément continue).

Théoréme 2.4.1 [71)
(a) Soit x(-) : I — H une application telle que

() = 2(to) + Jv(s)ds, o() e LMILH) etto,te I,

to

alors x(-) est absolument continue sur I et x(t) = v(t) pour presque tout t € I.
(b) Etant donné une application absolument continue z(-) : I — H, alors il existe une application
v(-) : I —> H telle que pour tout to,t € I,

t

z(t) = x(to) + fv(s)ds.

to

De plus, z(-) est presque partout dérivable et z(t) = v(t).

Lemme 2.4.1 [17]Soit x(-) : [0,T] — H une fonction absolument continue. Alors

T

| cate). (e ae -

0

(l=(T)1” = |2(0)]%) -

N —

Pour s(t) := |z(t)|, alors

Le résultat suivant est fondamental pour notre étude.

Corollaire 2.4.1 [T])] Soit z(-) : [0,T] — H wune fonction absolument continue. Soit A: H — H
un opérateur linéaire, borné et symétrique. Alors pour presque tout t € [0,T], on a

d .
7 (2(0), Az(t)) = 2¢a(?), Ax(?)) .
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Définition 2.4.3 (Mouvement des Ensembles)

Soit H un espace de Hilbert. On considére l'application multivoque C(-) de I = [0,T] dans H. Soit
t €[0,T], alors on dit que

1. Les ensembles (C(t)), varient (ou bougent) d’une fagon absolument continue par rapport d la
distance de Hausdorff s’il existe une fonction absolument continue v(-) : [0,T] — R telle que pour
tout x € H et pour tous s,t € I,

|d(xz,C(t) —d(z,C(s)| < |v(t) —v(s)]. (2.13)

2. Les ensembles (C(t)), varient (ou bougent) d’une facon Lipschitzienne par rapport a la distance
de Hausdorff s’il existe une constante réelle L > 0 telle que, pour tous s,t € [0,T],

d(w, O(t) — d(z,C(s)| < L|t — 5| . (2.14)
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Chapitre 3

Etude d’une inclusion différentielle
perturbée

Ce chapitre s’intéresse principalement a démontrer le caractére bien posé (I'existence et I'unicité)
du processus de rafle dégénéré perturbé donnée par I'inclusion différentielle suivante

—i(t) € Now(Az(t)) + f(t) pp te[0,T], (3.1)
3.1
x(o) = Zo, AIO € C(O)

dont la perturbation f : [0,7] — H est une application univoque de L'([0,T], H). Pour ce faire,
nous allons considérer la liste des hypotheses suivante :

e Hypotheéses sur 'opérateur A.
(Ha) A: H— H est un opérateur linéaire, borné et symétrique et S—coercif, c’est-a-dire

(Az,z) = B.|z|* Yz € H.

e Hypotheéses sur la fonction multivoque C(-).
(H1) Pour tout t € [0,T7], (C(t)), sont des sous ensembles non vides convexes et fermés de H.

(Hz) C(t) varie d’une fagon absolument continue, c’est-a-dire qu’il existe une fonction absolument
continue v(-) : [0, 7] — R, telle que pour tout z € H et pour tous s,t € I, on ait

jd(z, C (1)) = d(x, C(s)] < |v(t) —v(s)].

Ce chapitre comporte deux sections, dans la premiere section de ce chapitre, nous présentons un
résultat d’existence et d'unicité d’une solution absolument continue du probleme sans pertur-
bation. En utilisant ce résultat, nous présentons, dans la deuxieme section, l’existence de solution
absolument continue pour l'inclusion d’évolution (3.1)) (avec parturbation).

3.1 Processus de Rafle dégénéré sans perturbation

Le cas sans perturbation (f # 0) est traité par M. Kunze et M.D.P Monteiro Marques dans
([16]) le probleme considéré est

—a(t) € Nc(t)(Ax(t)) p-p t€[0,7], (3.2)
3.2
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Ce probléme est connu sous le nom "le processus de Rafle dégénéré" (En anglais : Degenerate sweeping
process) qui correspond au cas ou un opérateur linéaire ou non linéaire est ajouté « a U'intérieur » du
cone normal dans le processus de Rafle. Dans le cas du "processus de rafle dégénéré", la présence d’un
opérateur linéaire et d’'un opérateur non linéaire a l'intérieur du cone normal ajoute une complexité
supplémentaire au processus. Cela peut conduire a des comportements dynamiques intéressants et
souvent plus réalistes pour modéliser des systemes réels. Ce type de processus est étudié dans divers
domaines, notamment en théorie du controle, en économie mathématique et en physique statistique.

Le résultat d’existence et d'unicité de la solution du probléeme a été établi par Kunze et
Monteiro Marques [16], en supposant que le mouvement des ensembles (C'(t)); a un comportement
Lipschitzien par rapport a la distance de Hausdorff. Dans une telle situation la solution est Lipschit-
zienne. Dans le cas non convexe, précisément lorsque les ensembles (C(t)); sont prox-réguliers, une
version récente de tel probleme a été étudiée dans[2] ou les auteurs ont prouvé le caractere bien posé
de ce probleme en utilisant la réduction de la l'inclusion différentielle avec contrainte a l’inclusion
différentielle sans contrainte gouvernée par le sous-différentiel de la fonction distance dans un espace
Hilbertien de dimension finie.

Soit H un espace de Hilbert et 7" > 0 un nombre réel positif. Soit C(+) : [0, 7] = H une application
multivoque & valeurs non vides fermées et convexes de H. Supposons que t —> C'(t) varie d’une fagon
Lipschitzienne en fonction du temps, avec L comme constante de Lipschitz,. C’est-a- dire :

(H¢) 1l existe une constante réelle L > 0 telle que pour tout = € H,
Vo e H Vs, te[0,T]:|d(z,C(t)) — d(xz,C(s))| < L. |t — s]|,

pour tous s,t € [0,T]. Kunze et Monteiro Marques ont prouvé le résultat d’existence suivant pour le
processus de Rafle dégénéré.

Théoréme 3.1.1 [16/Soit H un espace de Hilbert réel. Soit T > 0 un nombre réel positif. Soit
A: H — H un opérateur linéaire borné et auto-adjoint tel que (Az,z) = f.|z|* pour tout z € H.
Si (He) est vérifiée pour C(-), alors pour toute valeur initiale ug € H telle que Aug € C(0), alors
linclusion différentielle suivante

—u(t) € New (Au(t)) p.p. [0,T]
(DS) :
u(0) = ug, Aug € C(0),

admet une solution unique et cette solution est Lipschitzienne.

Le résultat suivant généralise le théoréme (3.1.1) de Kunze et Monteiro Marques aux ensembles
(C(t)); qui varient d’'une maniére absolument continue par rapport a la distance de Hausdorff. Avant
d’énoncer ce résultat, faisons les hypotheses suivantes :

(Ha) A: H— H est un opérateur linéaire, borné et symétrique et S—coercif, ¢’est-a-dire qu’il
existe 5 > 0 tels que
(Az,z) = B.|z|* Yz € H.

(H1) Pour tout t € [0, T], C(t) sont des sous ensembles non vides convexes et fermés de H. (Hs) Il
existe une fonction absolument continue non négative v(-) : [0, 7] — R™ avec v(0) = 0 telle que

Vo e H,¥s,t e [0,T]:|d(z,C(t)) — d(z,C(s))] < |v(t) —v(s)]. (3.3)
On peut maintenant énoncer le résultat suivant.
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Théoréme 3.1.2 [T]|] Soit H un espace de Hilbert réel avec {-,-) comme un produit scalaire. Soit
T > 0 un nombre réel positif et C(-) : [0,T] =3 H une application multivoque. Supposons, que les
hypothéses (Ha), (Hi1) et (Hz) soient vérifiées. Alors pour toute valeur initiale ug € H telle que
Aug € C(0) linclusion différentielle

—u(t) € New (A (u(t) pp t€[0,T7],
(DS) :
u(0) = ug, Aug € C(0).
admet une solution unique absolument continue. De plus, pour presque tout t € [0,T] la solution
vérifie l'inégalité suivante
la(@)] < Z lo@)]- (3.4)

Preuve. La preuve du théoreme sera établie a travers plusieurs étapes.
Etape 1 : Soit
v(-): I =[0,T] — R,

une fonction absolument continue satisfaisant (3.3)). Soit ¢ > 0 fixé dans R, on considere la fonction
ve(+) 1 [0, T] — R,

définie par

va(t) = f (Jo(r)| + £) dr. (3.5)

0

Il est clair que
v:(0) = 0.

On observe ensuite que v (-) vérifie I'inégalité (3.3). En effet, On a
t t
Ve(t) = f (lo(r)| +¢€)dr = J |o(r)| dr + et.
0 0

Donc pour tout t,s € I, (t > s), on a

0 (t) — vo(s)| = ‘(Lt |i)(r)|dr+5t) - (Ls|i;(r)|dr+5t)‘

Jot lo(r)| dr + LO lo(r)|dr +¢(t —s)

f o(r) | dr + 2 (£ — 5)

e(t—s)=0.
Alors

JS Cs(ryar].

[0=(1) = ve(s)] = |v(t) — v(s)].

|ve(t) — ve(s)| >J [o(r)| dr =

Ce qui implique
Or v(+) vérifie (3.3)), alors on a
|ve(t) = ve(s)| = |d(z, C(t)) — d(z, C(s))]
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Autrement dit v.(-) est absolument continue. De plus
Ve(t) = e > 0. (3.6)

Par (3.6)), nous avons v.(-) est strictement croissante. Il existe donc un inverse continu et croissant

£

vl [OT] —[0,T],

Telle que

A

T :=v.(T). (3.7)
Par ailleurs, nous avons v_'(-) est ¢~ '—Lipschitzienne sur [0, T] En effet, soient 8,7 € [O,T ] avec

§ < 1 telles que

§=w.(s),s€[0,T],
t=wv.(t),te0,T].

Alors,

A

‘vgl(t) - v;1(§)‘ =|t—s|=t—s.
A partir de (3.6), il s’ensuit que

St —s) — f cdr < f oy (r)dr = vo(t) — va(s).

Cela implique
[t —s| <e 'u(t) —v(s)|.
On obtient
' (E) — v ' (8)] < e i8]
Etape 2 : Considérons maintenant I’application multivoque

A~

G0 : [OT] ~ H, (3.8)

définie pour tout 7 € [O, T] par
C(r) := C(v ' (7). (3.9)

£

L’application multivoque C () est 1—Lipschitzienne. En effet, soient z € H, 71,79 € [O, T], alors

d(z,C(m)) - d(%@(Tz))‘ = |d(z, C(v= (1)) — d(@, C(v= (1)) < [ve(v (7)) — ve (v ()]

Cela donne

A~

‘d(w,C’(ﬁ)) _ d(a:,CA’(Tg))‘ <|m— .

De plus, on remarque que

C(0) = C(v1(0)) = C(0),

€

(3.10)
Aug € C(0) = C(0).

D’apres théoreme (3.1.1)), I'inclusion différentielle associée (5?9) avec C (-) ala place de C(+) suivante

(53) | —i(t) € Nog (A (u(t)) pp. te [OT] -

w(0) = ug, Aug € C(0),
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admet une solution unique et Lipschitzienne.
On note la solution de (DS) sur [O,T] par

U() [O,T] S H (3.12)
Donc on a . R
= U(t) € Nego (AU W) pp. te [0,7]. (3.13)
Pour tout ¢ € [0, T, soit
ut) = (U ov.) (t) = Ulv.(t)). (3.14)

Il est clair que u(-) est absolument continue. De plus, pour presque tout ¢ € [0,7], nous avons
clairement que

du dv, dU
S = SO (1) (3.15)

Etape 3 : Montrons que u(-) définie par (3.14) est une solution de (DS).
En effet, on a

Wemfyw@e@ﬂm%@ﬂzpﬁ]
Alors, en remplacant ¢ par v.(¢) dans (3.13), on obtient pour presque tout ¢ € [0, 7]
—U (v:(1)) € Neyyay) (AU (ve(1))) <= =U (v:(t)) € N (Au(t))
— —0.(1)U (ve(1)) € Nog)(Aul(t))

> —u(t) € Now(Au(t)).

De plus R
Aug = Au(0) = A (U(v:(0))) = AU(0) € C(0) = C(0).

Par conséquent, u(-) est une solution de (D.S).
Etape 4 : Montrons 'unicité :
Soient uy(+), us(-) deux solutions de (DS), alors

—u1(t) € Now (Au (1) pp. te[0,T7, —ta(t) € Now (Auy(t)) pp. t€[0,T7,
{ u1(0) = uo, Aug € C(0). ; { u2(0) = ug, Aug € C(0).
D’apres la monotonie du c¢one normal, on a
(—=tq(t) + Ug(t), Auy(t) — Aus(t)) = 0.
Cela implique

1d

5%@1(15) —ua(t), A(ur(t) —ua(t))) = (i (t) — ua(t), A(ur(t) —ua(t))) <0

Alors
<U1( ) —ua(t), A (ui(t) — ua(t))) <0,

Ce qui donne
t
d
[ 32 (o) = ). A n(s) = ) < 0
o ds
On obtient

Cuy (t) = ua(t), A (ur(t) = ua(t)) — (ur(0) — uz(0), A (ur(0) — u2(0))) < 0.
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Comme

Ui (O) = U2 (0),

Alors
(ui(t) = ua(t), A (ua(t) — ua(t))) < 0. (3.16)

D’autre part, I'opérateur A est S—coercif, alors
Cun(t) = ua(t), A (ur () = us(t))) = B Jur () — ua(t)[.

Cela donne

Jua (t) — ua(8)]* < <U1( ) = uz(t), A (ui(t) — ua(t))) (3.17)
Les relations et (3.17)) impliquent
Ju () = ua(t)]* <0,

On obtient
Par conséquent

Etape 5 : Montrons que pour presque tout t € [0, 7],
1
< =
g

Soit t € 10, T tel que u(t) et v(t) existent. Si u(t) = 0 alors I'inégalité est vérifiée.
Supposons que (t) £ 0. Le développement de Taylor d’ordre 1 de u(-) donne

[a(®)] < < [o@)]- (3.18)

u(t — 8) = u(t) — si(t) — (), (3.19)

ou £(0) est une fonction qui tend vers 0 quand § tend vers 0.
Pour 6 > 0 assez petit et comme C(t) sont fermés et varient d’une fagon absolument continues, alors
on a

Au(t — §) € O(t — §),

(3.20)
dp(C(t —9),C(1)) < |o(t) —v(t = 9)].
D’autre part, on peut écrire (3.3]) en termes d’inclusions d’ensembles suivante
Ct—0)cC(t)+ |v(t) —v(t—9)|By. (3.21)
Alors d’apres les relations et (3.21), ils existent oy € C(t) et ¢ € H avec
|Gl < o(t) —o(t = )],
tels que
A'LL(t — (S) = oy + Ct-
Ceci et (3.19) donne
ap = Au(t) — 0Au(t) — 0Ae(0) — ¢ € C(t). (3.22)

Or —4(t) € New (Au(t)), alors
(—a(t),w — Au(t)) < 0,Vw € C(1).
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En prenant w = «; et en utilisant , on obtient
(=u(t), Au(t) — 0Au(t) — 0Ae(0) — ¢ — Au(t)) <0,
Cela implique
(—u(t), —Au(t) — Ae(6) — 67 '¢) < 0.
On obtient
a(t), Au(t)) < (—u(t), Ae(8) +7'¢,)
< Ja(t)] [Ae(d) + 671G -

En utilisant le fait que A est S—coercif, on a

Bla®)|* < la) (1Al Ie@)] + 5" 1¢1)
< [a@®)] (|A] le@)] + 07" [o(t) = v(t = d)]) -
Lorsque 0 tend vers 0, on obtient
Bla)|* < Ja)| o],

Ce qui donne

[0(t)]
T

Ceci acheve la preuve. ]

[a®)] <

3.2 Processus de Rafle dégénéré avec perturbation

Dans cette partie, nous appliquons le théoreme ([3.1.2) étendu pour établir un résultat d’exis-
tence pour un processus dégénéré perturbé, ou la perturbation est une application univoque dépend
seulement du temps t. On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Proposition 3.2.1 [7]|] Soit H un espace de Hilbert. Soit f : [0,T] — H une application univoque
de L'([0,T],H). On considére lapplication multivoque C(-) de I = [0,T] dans H wvérifiant les
hypothéses suivantes.

(H1) Pour tout t € [0,T], (C(t)), sont des sous ensembles non vides convexes et fermés de H.

(Ha) C(t) varie d’une fagon absolument continue, c’est-a-dire qu’il existe une fonction absolument
continue v(-) : [0,T] — R, telle que pour tout x € H et pour tous s,t € I, on ait

|d(z, C(t)) — d(z, C(s))| < Jo(t) —v(s)].
(Ha) A: H— H est un opérateur linéaire, borné et symétrique et —coercif, ¢’est-a-dire
(Az,z) = B.|z|* Yz € H.
Alors pour toute valeur initiale xy € H telle que Axg € C(0), linclusion différentielle

—i(t) € Now(Az(t)) + f(t) pp t€[0,T],
(PDS) : (3.23)
z(0) = xg, Axg € C(0),

admet une solution unique absolument continue. De plus on a l’inégalité suivante

[ALIF @1 + o))
B

l(t) + f(B)] < p-ptel0,T]. (3.24)
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Preuve.
Etape 1 : Pour tout ¢ € [0,7], on pose

W(t) = Ltf(s)ds et D(t) 1= C(t) + A(¥(1)).

Il est évident que I'application multivoque D(-) vérifie I'hypotheése (H1). De plus

Soient y € H,t € [0,T], alors

dly. D) = inf [y —d(®)] = inf [y—(c(t) + A WO))]

of ||(y = A(D(1)) — ()] = dly — A(4(1)), C (1))

= inf |
c(H)eC(t)

Par ailleurs, (C(t)), varient d'une fagon absolument continue. Nous avons donc pour tous s, t € [0, T,
|d(y, D(t)) = d(y, D(s))| = [d(y = A (1)), C(t)) = dy = A(¢(s)), C(s))]

< [A@E) = A ()] + [v(t) —v(s)]
< [A[ (@) = ()] + Jo(t) = v(s)]-

D’autre part, on peut écrire

¢@M@=J¢WW=Jf®W
Ce qui implique

o)~ vl = | [ s < [ 1rnar (3.25)

Par ailleurs,

lu(t) —v(s)| = J o(r)dr| < J |o(r)| dr (3.26)
De , , on a
[ Al (@) = ()] + [o(t) = v(s)] < J (LA )+ [o(r)]) dr.

On peut voir facilement que

t
0

fumwmwwwmm=jumumwmwmw—f<mwmwwwnw
On pose .
ww;LHMUWN+MMMﬁ (3.27)

On obtient
d(y, D(t)) — d(y, D(s))| < |7(t) —v(s)|.

Ce qui signifie que I'ensemle fermé D(t) varie de maniére absolument continu par rapport a t avec
la fonction absolument continue 7(-), car on peut écrire

v@=f0ﬂWMwame»
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Etape 2 : Pour tout ¢ € I, on pose
y(t) == x(t) + (t). (3.28)

Ce qui donne, (PDS) est équivalent a 'inclusion différentielle dégénérée suivante
—y(t) € Npw(Ay(t)) p-p t€[0,T],

y(0) = xg, Az € D(0).

En effet,
—y(t) € Np (Ay(t)) <= —y(t) € Np ((Ay(t) — A (1)) + A(¥(1)))
— —i(t) = ¥(t) € Nowraw t))((Ay(t) A(t) + Av(1)))
<= —i(t) = f(t) € Nowrawm)(A(y() = (1) + A1)
— —i(t) - f(t) Nc(w (A(y(t) — (1))
— —(t) — f(t) € New(Ax(t))
= —(t) € Now(Az(t)) + f(1).
De plus

z(0) = y(0) = xg, Azg € C(0) = D(0).
Alors, il résulte du théoreme ([3.1.2]) que le processus suivant

—y(t) € Npw(Ay(t)) pp te[0,T]
(3.29)
y(0) = xg, Azg € D(0),

admet une solution unique absolument continue y(-). De plus, pour presque tout ¢ € [0,7T] cette
solution vérifie I'inégalité suivante

QIS
I1 est clair que la fonction z(-) définie par
x(t) = y(t) — (),

est une solution absolument continue de (PDS).
Etape 3 : On montre l'estimation (3.24)). De (3.27)) , (3.28)) , (3.30]), on a pour presque tout ¢ € [0, T’]

i)+ o] < 5 QAN+ oo

()] (3.30)

Ce qui implique

[z(t) + F@)] < ;(HAI [F@O1+ o)1) -

Etape 4 : La derniére étape de la preuve de la proposition (3.2.1)) est 'unicité de la solution pour
(PDS).

Soient x;(-), x2(+) deux solutions de (PDS) avec la méme condition initiale

Alors pour presque tout ¢ € [0,T], on a

—a1(t) — f(t) € New (Azi(1)), —5(t) — f(t) € New (Aza (1)),
et
fL‘l(O) = Xy, AZEO € C(O) 332(0) = ZL‘Q,ALL’Q € C(O)
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Etude d’une inclusion différentielle perturbée

D’apres la monotonie du cone normal, on trouve

(=w1(t) — f(t) + 22(t) + f(t), Avi(t) — Ama(t)) = 0.

Ce qui implique
Gr(t) — ialt), A (2 (t) — 22(8))) < 0.

En utilisant le fait que

(@1(t) — @2(t), A(21(t) — 22(2))) = ;;i@fl( t) — o(t), A (21(t) — 22(2))) .
On obtient ]
o (@(t) = aa(t), A (@1 (1) — 22(1))) <0,
Par suite

L st@;l(s) — 2a(s), A (21(s) — 22(s)))ds < 0

Ce qui donne

i (t) = wa(t), A (21(t) — 22(2))) = (21(0) — 22(0), A (1(0) — 2(0))) < 0.

La relation donne
(@1(t) — z2(t), A (21(2) — 22(t))) < 0.

D’autre part, on a l'opérateur A est S—coercif, alors

Bllai(t) = z2() < (o (t) — 22(t), A (21(t) — a(t))),

(3-32) et (3.33) impliquent
lz1(t) — z2(t)]| < 0

En conséquence, on a x1(-) = xo(+) et I'unicité des solutions est obtenue.
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Conclusion générale

Dans ce travail, en utilisant des outils de I'analyse convexe, nous avons introduit et étudié le
caractere bien posé des processus de Rafle dégénérés perturbés, sous la condition de continuité absolue
des ensembles fermés C'(t) et sous leur convexité. L’existence et I'unicité des solutions de cette classe
de processus sont obtenues sous I’hypothese de coercivité de 'opérateur impliqué. En ce qui concerne
les processus de Rafle dégénérés perturbés, de nombreuses questions restent a explorer. Par exemple,
il serait intéressant d’étudier le cas ou les ensembles C'(t) sont prox-réguliers.
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4
I Résumé : I
I Dans ce travail, nous étudions le caractere bien posé, dans le sens de I
l'existence et de 1'unicité, d'une solution d’une inclusion différentielle perturbée,
impliquant des ensembles convexes dans des espaces de Hilbert. Ce probleme
connu sous le nom de processus de Rafle dégénéré perturbé ou la perturbation

est une application univoque, mesurable et dependante du temps seulement.

Mots clés : Processus de Rafle dégénéreé, perturbation, inclusion différentielle,
application multivogue, fonction absolument continue, cdne normal, monotonie,

Abstract :

In this work, we study the well-posedness in the sense of existence and
uniqueness of a solution of a perturbed differential inclusion, involving convex
sets in Hilbert spaces. This problem known as the degenerate sweeping process
where the perturbation is a single-valued map and measurable function

dependent only on time.

Key words : Degenerate sweeping process, perturbation, differential inclusion,
normal cone, set-valued map, absolutely continuous map, monotonicity.
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