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Introduction

Les graphes sont des représentations abstraites utilisées pour modéliser une variété
de situations réelles impliquant des entités interagissant les unes avec les autres. Leur
utilisation facilite la manipulation des objets et de leurs relations grâce à une représentation
visuelle intuitive. Les techniques et les outils mathématiques développés dans le domaine
de la Théorie des Graphes permettent une démonstration aisée de di�érentes propriétés,
ainsi que la déduction de méthodes de résolution et d'algorithmes.

La théorie des graphes a connu un développement signi�catif ces trois dernières
décennies, avec l'un de ses domaines les plus dynamiques étant l'étude de la domination.
Les origines de ce concept remontent apparemment au 16ème siècle en Inde, où il était
abordé dans le contexte des jeux d'échecs. L'idée fondamentale consiste à recouvrir (ou
dominer) toutes les cases d'un échiquier en utilisant le moins possible de reines, de sorte
que chaque case soit occupée par une reine, soit accessible en un seul mouvement par une
reine.

Dans un graphe G, un ensemble dominant est dé�ni comme un groupe de sommets
tels que chaque sommet du graphe soit inclus dans cet ensemble, soit adjacent à un sommet
de cet ensemble. Le dé� posé par le problème de domination est de déterminer un tel
ensemble avec le moins de sommets possible.

En 1958, C. Berge [2] a présenté le concept de nombre de domination dans son
travail en tant que coe�cient de stabilité externe, tandis qu'en 1968, Oré l'a nommé le
nombre de domination. Une application pratique de ce concept a été proposée par Liu en
1968 dans son ouvrage [26], où il a exploré son utilité dans les réseaux de communication.
Dans ce contexte, un ensemble dominant représente les villes hébergeant les stations de
radiodi�usion, permettant la di�usion de messages à travers tout le réseau. Cependant, les
transmissions sont limitées aux villes voisines.
Depuis la parution de ces ouvrages, plus de 2000 documents de recherche ont été consacrés
à la domination dans les graphes. Ces dernières années ont vu l'introduction de plus de
80 paramètres de domination, dont la plupart sont répertoriés dans l'annexe du livre de
Haynes et al [26]. Plus récemment, Erwin [19] a proposé un modèle dans lequel les stations
de radiodi�usion ont des capacités de transmission variables, permettant la di�usion de
messages sur des distances plus grandes que leurs voisines. Cette variation, appelée broad-
cast domination, pose un problème similaire à celui de la domination classique, mais avec
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l'ajout d'une pondération sur chaque sommet du graphe. Le problème consiste alors à mi-
nimiser la somme des coûts associés aux sommets tout en garantissant que chaque sommet
soit atteint à une distance maximale égale à sa pondération.

L'objectif de ce mémoire est l'étude du nombre de dominations dans la classe de
puissance des graphes et de véri�er l'existence d'une relation directe entre ce dernier et le
nombre de broadcast domination limité pour les chaînes, les cycles et les grilles. La notion
des puissances des graphes possède quelques domaines d'applications, citons :

• Conception de réseaux : la puissance d'un graphe peut être utilisée pour modéliser la
résilience et la connectivité des réseaux, assurant que des connexions existent dans un
certain nombre maximum de pas.

• Algorithmes des graphes : certains problèmes comme la coloration et la domination
peuvent être plus faciles à résoudre sur la puissance du graphe.

• Réseaux sociaux : dans l'analyse des réseaux sociaux, les graphes de puissance plus élevée
peuvent représenter des connexions dans certains degrés de séparation.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier chapitre est consacré aux
notions fondamentales et aux terminologies qui seront utiles pour la compréhension de ce
travail. Dans le deuxième chapitre, nous présentons l'essentiel de la domination et de la
broadcast domination dans les graphes. Notre contribution personnelle dans ce mémoire est
exposée dans le troisième chapitre. Nous étudions le paramètre du nombre de domination
dans les k-puissances des graphes pour les classes des chaînes, des cycles et des grilles.

11



1
Notions et Terminologie

Dans ce chapitre, nous donnons les dé�nitions de base et les notations nécessaires de
la théorie des graphes pour la compréhension de notre travail.

12



1.1 Notions et terminologie

1.1 Notions et terminologie

Dé�nition générales de graphe

Les graphes sont des concepts mathématiques utilisés pour modéliser des relations
binaires entre des objets d'un même ensemble. Ils sont fréquemment utilisés pour modéliser
des systemes qui se présentent sous la forme d'un réseau. Il existe deux types des graphes :
les graphes orientés et les graphes non orientés.

Graphe orienté

Un graphe orienté est un couple (V,E), où V est l'ensemble des sommets du graphe
et E l'ensemble des ses arcs. V et E sont �nis.
L'arc est une relation entre deux sommets, notée d'une orientation, si e = (x, y) est un arc
de E, avec x, y ∈ V , la relation est orienté de x vers y.
le graphe G est noté G = (V,E).

Graphe non orienté

Un graphe G = (V,E) est un couple de deux ensembles, un ensemble �ni non vide
V de n éléments appelé sommets du graphe G, et un ensemble �ni E d'une famille de m
paires d'éléments de V , appelées arêtes du graphe G.
• Une arête e = (u, v) entre deux sommets u et v, noté uv. Deux arêtes sont dit adjacentes
si elles ont une extrémité en commun et la boucle est une arête dont les extrémités sont
confondues.
• Le nombre d'arêtes est appelé la taille du graphe G est noté par m = |E(G)|.
• Les sommets u et v sont appelés les extrémités de l'arête e.
• Le nombre de sommets dans le graphe G est appelé l'ordre de G, est noté n = |V (G)|.
• Le graphe qui contient un seul ou aucun sommet appelé graphe trivial.

1 2

3

4 5

Figure 1.1 � Graphe non orienté.
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1.1 Notions et terminologie

Graphe simple et graphe multiple

Un graphe simple est un graphe sans boucle ni arêtes multiples. Dans le cas contraire,
c'est-à-dire, si des boucles ou arêtes multiples sont autorisées, on dira alors que le graphe
est multiple.

Degré

Pour un sommet v de graphe G, le degré de v c'est le nombre d'aretes incidentes à
ce sommet, noté dG(v).

⋆ Un sommet de degré 0(i.e : dG(v) = 0) est dit sommet isolé.
⋆ Un sommet de degré 1(i.e : dG(v) = 1) est dit sommet pendant et son voisin est dit
support.
⋆ Dans un graphe tous les sommets ont le meme degré est dit régulier, si le degré commun
est k alors on dit que le graphe est k-régulier.
⋆ Le degré minimum du graphe G c'est le plus petit degré d'un sommet, noté δ(G).
⋆ Le degré maximum c'est le plus grand degré d'un sommet de G, noté ∆(G).
⋆ Si tous les sommets d'un graphe de degré 3 le graphe est dit cubique.

Dans un graphe orienté, ona :
• Le demi-degré extérieur d'un sommet x est égal au nombre d'arcs ayant le sommet x
comme extrémité initiale, on dit aussi le nombre d'arcs incidents extérieurs au sommet x.
On le note :

d+(x) = | {u ∈ E/I(u) = x} | .

• Le demi-degré intérieur d'un sommet x est égal au nombre d'arcs ayant le sommet x
comme extrémité terminale, on dit aussi le nombre d'arcs incidents intérieurs au sommet
x. On le note :

d−(x) = | {u ∈ E/T (u) = x} | .

I et T sont les applications extrémité initiale et terminale de e l'arc u.

• Le degré d'un sommet x est le nombre d'arcs ayant x comme extrémité initiale ou
terminale, on dit aussi le nombre d'arcs adjacents à x. On le note :

d(x) = d+(x) + d−(x).

14



1.1 Notions et terminologie

Voisinage

Dans un graphe G, il ya deux types de voisinages :
• Le voisinage ouvert d'un sommet v, noté N(v) est l'ensemble de sommets adjacents à v.

NG(v) = {u ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}.

• Le voisinage fermé d'un sommet v, noté N [v] est l'ensemble de sommets adjacents à v
avec le sommet v.

NG[v] = NG(v) ∪ v.

• Pour un sous ensemble D ⊆ V (G) le voisinage fermé est dé�nit par N(D) =
⋃

v∈D N(v)
et le voisinage fermé est dé�nit par N [D] =

⋃
v∈D N [v].

Chaîne(Chemin)

Soit G = (V,E) un graphe non orienté, une chaîne dans G est une suite de sommets
u1, u2, ..., un, noté Pn, telle que deux sommets ui et uj successifs (i < j) sont reliés par une
arete si et seulement si (j = i + 1) et ei = uiui+1 ∈ E, (dans les graphes orienté appellé
chemin).

• L'entier (n− 1) représente la longueur de Pn.
• x1 c'est l'extrémité initiale de Pn.
• xn c'est l'extrémité �nale de Pn.
Une chaîne est dite élémentaire si tous ses sommets sont distincts.
Une chaîne est dit simple si toutes ses aretes sont distinctes.

u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8

u9 u10

(a) (b)

Figure 1.2 � (a) La chaîne u1,u2,u3,u4,u5 est simple et élémentaire mais (b) La chaîne

u6,u7,u8,u9,u10 est simple mais non élémentaire.

Connexité

Un graphe non orienté est connexe s'il y a une chaîne entre n'importe quelle paire de
sommets distincts du graphe.
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1.2 Paramètres des graphes

Un graphe qui n'est pas connexe, c'est dit non connexe et l'union de deux ou de plu-
sieurs sous-graphes connexes, chaque paire de ceux-ci n'ayant pas de sommet en commun.

∗ Les sous-graphes connexes disjoints sont les composantes connexes du graphe.

g e

f d

c

a b

d f

e

c

a b

( G ) ( H )

Figure 1.3 � Le graphe G est connexe et H est non-connexe.

Le grapheG est connexe puisqu'il existe une chaîne entre n'importe quelle paire de sommets
distincts. Le graphe H n'est pas connexe, par exemple, il n'ya pas de chaîne entre les
sommets a et d.

Composantes connexes

On appelle composante connexe un ensemble de sommets qui ont, deux à deux, la
relation de connexité. De plus, tout sommet en dehors de la composante n'a pas de relation
de connexité avec les sommets de cette composante.

Dans la figure1.3 le graphe H contient deux composantes connexes :
H1 formé des sommets a, b et c.
H2 formé des sommets d, e et f .

1.2 Paramètres des graphes

Distance

On peut dé�nir la distance entre deux sommets u et v d'un graphe G, noté d(u, v) par la
longueur de la plus courte chaîne entre u et v.
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1.2 Paramètres des graphes

Excentricité

L'excentricité d'un sommet u dans G est la plus grande distance entre le sommet u et
n'importe quel autre sommet v de G, c'est-à-dire e(u) = maxv∈V {d(u, v)}.

Rayon

Le rayon du grapheG est la plus petite exentricité dansG, c'est-à-dire rad(G) = minu∈V e(u).

Diamètre

Le diamètre du graphe G est la plus grande exentricité dans G, c'est-à-dire diam(G) =
maxu∈V e(u).

Le nombre chromatique(coloration)

Il est possible de colorier un graphe G = (V,E) avec au plus k couleurs, c'est-à-dire,
il est possible de partitionner V en au plus k ensembles stables.
L'objectif est d'a�ecter une couleur à chaque sommet de sorte que deux sommets adjacents
ont toujours une couleur di�érente. Le probléme d'optimisation correspondant demande
de déterminer le plus petit nombre de couleurs nécessaires à la coloration d'un graphe G.
Ce nombre est appelé nombre chromatique du graphe et noté χ(G).

Le nombre de stabilité et le nombre de clique

Il est facile de voir qu'un graphe G a une clique de taille k si et seulement si son
graphe complémentaire G a un ensemble stable de taille k.
La taille d'une plus grande clique de G noté ω(G), et la taille d'un plus grand ensemble
stable appelé le nombre de stabilité noté α(G). Les problémes d'optimisation correspon-
dant demandent de déterminer respectivement une clique et un ensemble stable de taille
maximum du graphe G.

1.2.1 Quelques classes des graphes

On appelle classe de graphes un ensemble de graphes partageant des caractéristiques
communes.
Nous dé�nissons dans cette partie les classes de graphes les plus usuelles.

Circuit

Un circuit est un chemin dont les extrémités sont confondues. On le note par (x0, x1, x2, ..., xk =
x0).
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1.2 Paramètres des graphes

Cycle

Un cycle est une chaîne dont les deux extrémités sont confondues.

x1 x2

x3

x4x5

x6

Figure 1.4 � Un cycle d'ordre 6.

Graphe symétrique et graphe anti-symétrique

G = (V,E) est symétrique si : ∀x, y ∈ V, (x, y) ∈ E =⇒ (y, x) ∈ E.
G est antisymétrique si : ∀x, y ∈ V, (x, y) ∈ E =⇒ (y, x) /∈ E.

Graphe complet

Un graphe complet d'ordre n noté par Kn, est un graphe non orienté sans boucle
dont tous les sommets distincts sont adjacents . Dit autrement, un graphe est complet si
chaque sommet de G est relié à tous les autres sommets. Dans le graphe complet le degré
de chaque sommet est (n− 1).
▲ Les cliques sont des sous-graphes qui est complets.

x1 x2

x3 x4

x5

Figure 1.5 � Un graphe complet K5.

Graphe triangle (graphe cordal)

Un graphe triangle est un graphe possédant 3 sommets et 3 arêtes. Un graphe trian-
gulé, si chacun de ses cycles de nombre d'arêtes A tel que |A| ≥ 4 posséde une corde (La
corde est une arête reliant deux sommets non consécutifs d'un cycle) C'est-à-dire si chacun
de ses cycles de G est d'ordre inférieure ou égale 3.

18



1.2 Paramètres des graphes

Le nom de graphe triangulé est employé au sein de la classi�cation de l'ISGCI (Information
System on Graph Classes and their Inclusions).

Un graphe est cordal s'il ne contient pas de cycle induit de longueur supérieure ou
égale à 4. Dit autrement, un graphe est cordal si pour tout cycle de taille supérieure à 4 il
existe une arete reliant deux sommets non adjacents du cycle.

(a) (b)

Figure 1.6 � (a) Graphe cordal -(b) Graphe triangulé.

Graphes scindés

Les graphes scindés sont des sous-classe des graphes cordaux, on dit que G est scindé
s'il est possible de partitionner ses sommets en deux ensembles K et I, tels que K induise
une clique sur G et que I induise un graphe stable.

K I

(b)

Figure 1.7 � Un graphe scindé.

Graphe biparti et graphe biparti complet

Un graphe G est biparti c'est l'ensemble de ses sommets peut étre partitionné en deux
partiés V1 et V2 tels que le sous graphe V1 ne contient aucune arête et V2 aussi. Autrement
dit, le graphe biparti ne contient pas de cycle de longueur impair.
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1.2 Paramètres des graphes

Le graphe biparti complet c'est chaque sommet de V1 est relié à tout sommet de V2

et chaque sommet de V2 est relié à tout sommet de V1, noté Km,n avec m l'ordre de V1

(|V1| = m) et n l'ordre de V2 (|V2| = n).

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

(a) (b)

Figure 1.8 � (a) Un graphe biparti -(b) un graphe biparti complet K3,4.

Complémentaire d'un graphe

Le graphe complémentaire de G, noté G=(V,E) est un graphe tel que deux sommets
sont adjacents dans G si et seulement s'ils ne le sont pas dans G.

G = (V,{{u,v} :{u, v} /∈ E}).

x1 x2

x3 x4

x5 x6

x1 x2

x3 x4

x5 x6

G G

Figure 1.9 � Un graphe (G) et sont complémentaire (G).
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1.2 Paramètres des graphes

La couronne

La couronne G∗ d'un graphe G est un graphe obtenu par une copie de G ou chaque
sommet de G est adjacent à un sommet pendant.

x1 x2

x3

x1 x2

x3

x4 x5

x6

(a) (b)

Figure 1.10 � (a) Un graphe complet K3 - (b) un graphe couronne K∗
3 .

Arbres

L'arbre est une sous-classe trés étudiée des graphes bipartis et des graphes cordaux,
un arbre est un graphe connexe sans cycle, noté T et comporte (n− 1) aretes.
dans l'arbre il ya trois types de sommets sont :
• Les feuilles : sont les sommets de degré 1.
• Les noeuds internes : sont les sommets de degré supérieur à 1.
• Il existe un autre type de sommet appelé racine dans les arbres enraciné.

x1

x2 x3

x4 x5 x6 x7 x8

x1

x2

x3

x4x5

x6

x7

T K1,6

Figure 1.11 � T Un arbre, x1 est sa racine, x2 et x3 sont des noeuds internes et x4,x5,x6,x7

et x8 sont des feuilles, K1,6 est une étoile.

21



1.2 Paramètres des graphes

L'étoile et l'étoile double

L'étoile est un type d'arbre dont tous les sommets sont des feuilles sauf un, on peut
remarque aussi que l'étoile est un graphe biparti complet noté K1,n, |V1| = 1 et |V2| = n
dont le sommet de V1 est relié à tous les sommet de V2.

L'étoile double est un arbre obtenu à partir de deux étoiles K1,n, K1,m, {n,m} ≥ 1,
en attachant les deux centres par une arête, notée Sn,m.

K1,3 S2,2

Figure 1.12 � Une étoile K1,3 et une étoile double S2,2.

Chenille

Une Chenille est un arbre T tel qu'en supprimant tous ses sommets pendants, on
obtient une chaîne simple (voir Fig 1.13).

Figure 1.13 � Des chenilles.

1.2.2 Opérations sur les graphes

Plusieurs opérations peuvent aussi être dé�nies sur les graphes. Certaines sont des
opérations unaires comme le complémentaire, d'autres sont des opérations binaires.

Puissance d'un graphe

Dans la théorie des graphes, une branche des mathématiques, la kième puissance Gk

d'un graphe non orienté G est un autre graphe qui a le même ensemble de sommets, mais
dans lequel deux sommets sont adjacentes lorsque leur distance dans G est d'au plus k
entre eux. Les puissances des graphes sont désignées par une terminologie proche de celle
de l'exponentiation des nombres.
G2 est appelé le carré de G.
G3 est appelé le cube de G.
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1.2 Paramètres des graphes

Les puissances d'un graphe doivent être distinguées des produits d'un graphe avec
lui-même, qui (contrairement aux puissances) ont généralement beaucoup plus de sommets
que le graphe d'origine.

La réunion disjointe complète

La réunion disjointe complète deG etH, notéG∪H, est le graphe qui a pour ensemble
de sommets V (G) ∪ V (H) et ensemble d'arêtes E(G) ∪ E(H) ∪ {x1x2 : x1 ∈ V (G), x2 ∈
V (H). Ainsi, la roue à n+1 sommets, notée Wn est la réunion disjointe complète du graphe
Cn et du graphe Kn.

Produit direct/croisé

Etant donnés deux graphes G et H, le produit direct G×H est le graphe ayant pour
ensemble de sommets V (G) × V (H) et dont deux sommets (x1,y1) et (x2, y2) sont reliés
par une arête si et seulement si x1x2 ∈ E(G) et y1y2 ∈ E(G).
Autrement dit, deux sommets du produit G × H sont adjacents si et seulement si dans
chaque facteur, leurs coordonnées sont des sommets adjacentes.
Là encore, on utilise le symbole × pour désigner ce produit car il représente le graphe
produit de deux arêtes. on pourra remarquer que :

E(G□H) ∩ E(G×H) = 0.

Les �bres du produit de graphes sont stables. En�n, le degré d'un sommet dans le
produit direct est le produit des degrés de ses coordonnées dans les facteurs :

dG×H(x1, x2) = dG(x1)dH(x2).

Produit cartésien

Le produit cartésien de G(V (G), E(H)) et H(V (H), E(H)) noté parG□H est le
graphe qui a pour ensemble de sommets V × V ′ ou deux sommets (x1, y1) et (x2, y2)
sont adjacents si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est véri�ée :

• x1 = x2 et y1y2 ∈ E(H).
• x1x2 ∈ E(G) et y1 = y2.

On utilise le symbole □ pour désigner ce produit car il représente le graphe produit de
deux arêtes.

Dans la suite, nous utilisons la notation Gk pour désigner la puissance k Γme du graphe
G par le produit cartésien, à savoir G□G□G□...□G (kfois).
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1.2 Paramètres des graphes

Avec le produit cartésien, tout H − fibre de G□H est isomorphe à H, et toute
G− fibre de G□H est isomorphe à G.

En�n, le degré d'un sommet dans le produit cartésien est la somme des degrés de ses
coordonnées dans les facteurs.

dG□H(x1, x2) = dG(x1) + dH(x2)

La Grille carrée est le produit cartésien des chemins Gm,n = Pm□Pn avec : m ≥ 2 et
n ≥ 2. Il s'agit de la forme la plus commune de grille et si elle est claire dans le contexte,
elle sera juste appelée grille.

Figure 1.14 � Grille classique P3□P5.

Le Cylindre est le produit cartésien d'un cycle et d'une chaîne Gm,n = Pm□Cn avec :
m ≥ 1 et n ≥ 1.

Figure 1.15 � Cylindre P5□C3.

Le Tore est le produit cartésien de deux cycles Gm,n = Cm□Cn tel que m ≥ 1, n ≥ 1.

Figure 1.16 � Tore C3□C5.
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1.2 Paramètres des graphes

Une autre classe de graphes est issue du produit cartésien de graphes, il sagit de la
classe des prismes. Un prisme est un graphe de la forme G□K2, pour un certain graphe G.
En particulier, une classe de prismes trés étudiés est la classe des hypercubes.

L'hypercube Q0 est le graphe à un seul sommet et, pour tout n ≥ 1, l'hypercube
Qn est le produit cartésien de Qn−1 et de K2.

Q0 Q1 Q2 Q3 Q4

Figure 1.17 � Représentation des hypercubes Q0 à Q4.

Le produit fort

Le produit fort d'un graphe G(V (G), E(G)) par un graphe H(V (H), E(H)), noté
G ⊠ H, est le graphe qui a pour ensemble de sommets V (G) × V (H) ou deux sommets
(x1, y1) et (x2, y2) sont adjacents si et seulement si l'une des trois conditions suivantes est
véri�ée :

• x1 = x2 et y1y2 ∈ E(H).
• x1x2 ∈ E(G) et y1 = y2.
• x1x2 ∈ E(G) et y1y2 ∈ E(H).

C'est-à-dire si les deux sommets sont adjacents ou égaux dans chaque coordonnée. On
remarquera que :

E(G⊠H) = E(G□H) ∪ E(G×H).

Là encore, on utilise le symbole ⊠ pour désigner ce produit car il représente le graphe
produit de deux arêtes.

Les �bres du produit direct de graphes sont identiques à celle du produit cartésien,
c'est-à-dire isomorphes au facteur correspondant. En�n, le degré d'un sommet dans le
produit fort véri�e :

dG⊠H(x1, x2) = dG(x1) + dH(x2) + dG(x1)dH(x2).
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1.2 Paramètres des graphes

Une grille du roi est le produit fort de deux chaînes, Pm ⊠ Pn, son nom vient du dépla-
cement du roi dans le jeu d'échecs.

Figure 1.18 � Grille du roi P3 ⊠ P5.

Remarque :

Les deux opérations : produit cartésien □ et le produit fort ⊠ sont des opérations commu-
tatives.

Produit lexicographique

Etant donnés deux graphes G et H, le produit lexicographique G ◦H est le graphe
ayant pour ensemble de sommets V (G) × V (H) et dont deux sommets (x1, y1) ̸= (x2, y2)
sont reliés par une arête si et seulement si :

• x1x2 ∈ E(G).
• x1 = x2 et y1y2 ∈ E(H).

C'est-à-dire quand les sommets sont adjacents pour la première coordonnée ou quand ils
sont égaux pour la première coordonnée et adjacents pour la seconde. Ona :

E(G⊠H) ⊆ E(G ◦H).

Ce produit est le seul qui ne soit pas commutatif. Les �bres du produit lexicographique
de graphes sont identiques à celle du produit cartésien, c'est-à-dire isomorphes au facteur
correspondant. En�n, le degré d'un sommet dans le produit lexicographique véri�e :

dG◦H(x1, x2) = dG(x1)|V (H)|+ dH(x2).
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1.2 Paramètres des graphes

P2□P3 P2 × P3 P2 ⊠ P3 P2 ◦ P3

Figure 1.19 � Illustration des di�érents produits.
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2
Broadcasts et domination

Dans ce chapitre nous ennonçons l'essentiel des résultas sur la domination avec
quelques invariants de la domination et la relation entre leur types. Ensuite nous donnons
l'essentiel aussi de la broadcast domination, avec des invariants dans les broadcasts, et
quelques relations liant γ et γb.
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2.1 La domination dans les graphes

2.1 La domination dans les graphes

Le concept de domination trouve son origine dans le jeu d'échec. Le principe est
de couvrir (dominer) l'ensemble cases par certaines pièces de jeu. l'idée semble remonter
au 16ème siecle en Inde(voir [24] ), En 1862, De Jaenisch [25] posa le problème suivant :
Déterminer le nombre minimum de reines à placer sur l'échiquier de telle manière que
chaque case soit occupée par une reine ou bient peut être occupée en un seul mouvement par
l'une des reines. Pour un Echiquier 5×5 le nombre minimum est 3 et pour un échiquier 8×8
le nombre minimum est 5. le nombre minimum pour un échiquier n× n reste indéterminé
jusqu'à présent. pour plus de détailes voire [20].

En 1958. Claude Berge [1] donna une formulation de la domination dans les graphes
orientés. Le nombre de domination s'appelait alors coe�cient de stabilité externe.
L'appelation actuelle du nombre de dommination est due à Ore [28] en 1962. La domi-
nation n'a connue sa veritable expansion qu' aprés la parution de l'article de Cockayne
et Hedetniemi [14] en 1977. Depuis, l'étude de la domination dans les graphes avec des
propriétés additionnelles a donné naissance à plusieurs paramètres de domination dont la
résolution est NP-Complet (voir [5] et [26]).

2.1.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.1 Soit G = (V,E) un graphe simple. Un ensemble dominant est un sous

ensemble de sommets D ⊆ V tel que tout sommet de V \ D est adjacent à au moins un

sommet de D.

Un ensemble dominant D est dit minimal si aucun sous ensemble propre de D n'est un

ensemble dominant. Un dominant de cardinalité minimum est un dominant minimale l'in-

verse n'est pas toujour garanti. IL existe d'autre dé�nitions équivalentes aux ensembles

dominants dans les graphes. En voici des exemples :

•D ⊆ V est un ensemble dominant ⇐⇒ ∀v ∈ V \D, |N(v) ∩D| ≥ 1.

•D ⊆ V est un ensemble dominant⇐⇒ N [D] = N(D) ∪D = V.

Dé�nition 2.2 Soit un sommet v et un ensemble de sommets V dans un graphe G =

(V,E). le voisinage privé dans V , noté pn(v, V ) est l'ensemble des voisins de v qui ne sont

voisins d'aucun autre sommet de V : pn(v, V ) = N(v)\N(V −{v}). De façon équivalente,

on peut écrire pn(v, V ) = {u ∈ V \N(u) ∩ V = {v}}. Si u ∈ pn(v, V ), on dit que u est un

voisin privé de v dans V , où V-voisin privé.
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2.1 La domination dans les graphes

Dé�nition 2.3 Le nombre de domination inférieur (ou nombre de domination) d'un graphe

G, noté γ(G), représente la cardinalité minimum d'un ensemble dominant de G. Un

ensemble dominant minimum avec une telle cardinalité est appelé γ(G)-ensemble.

On note qu'un graphe G peut avoir plusieurs γ(G)-ensemble. La cardinalité maxi-

mum d'un ensemble dominant minimal est appelée nombre de domination supérieur, et est

noté par Γ (G). D'une manière générale si on considère que ℑ est la famille des ensembles

dominants minimaux. D ⊆ V , alors on peut dé�nir les deux paramétres :

γ(G) = minD∈ℑ(|D|) :nombre de domination inférieur.

Γ (G) = maxD∈ℑ(|D|) :nombre de domination supérieur.

Par exemple pour le graphe de la Figure 2.1, on a

ℑ = {{v3, v6}, {v2, v5}, {v1, v4}, {v1, v3, v5}, {v2, v4, v6}}

D = {v6, v3}

.

v5 v4

v6 v3

v1 v2

Figure 2.1 � Un graphe G avec γ(G) = 2 et Γ (G) = 3.

2.1.2 les variantes de la domination

Ensemble dominant

Un ensemble dominat d'un graphe G = (V,E) est un ensemble S ⊆ V de sommets
tels que tout sommet de V est adjacent à au moins, un sommet de S.
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2.1 La domination dans les graphes

Plus formellement, S véri�e :
V ⊆ N(S) où encore V = N(S). Le nombre dominant γ(G) du graphe G est le cardinal
minimum d'un ensemble dominat et on dit qu'un sommet domine un autre sommet si les
deux sommets sont voisins. Un dominant est donc un ensemble de sommets qui domine
tout les autres sommets.

Domination Totale

La domination totale est l'une des pricipales variantes de la domination . Elle a été
introduite par Cockayne, Dawes et Hedetniemi [12].

Un sous ensemble S d'un graphe G = (V,E) sans sommets isolés, est un dominant
total de G si tout sommet de V est adjacent à un sommet de S (c'est-à-dire V = N(S)),
on note par γt(G) le cardinal minimum d'un dominant total (voir la Figure 2.2).

• • • • • •

γt(G) = 6

Figure 2.2 � Ensemble dominant total.

Dans la domination totale, contrairement à la domination simple, il faut que les som-
mets sélectionnés dans l'ensemble eux aussi dominés par un autre sommet de l'ensemble.
C'est pourquoi il n'est pas possible de trouver un dominant total dans un graphe contenant
un sommet isolé, car celui-ci ne peut pat être dominé. De plus, on remarque sans peine
qu'un dominant total est nécessairement un dominant, γt(G) ⩾ γ(G).

Théorème 2.1 :[13] Pour tout graphe connexe G sans sommets isolés d'ordre n ≥ 3, on

a γt(G) ≤ 2n/3.

Théorème 2.2 :[7] Soit G un graphe connexe d'ordre n, n ≥ 3, alors γt(G) ≤ 2n/3 si et

seulement si G est un cycle C3 ou C6 ou la 2-couronne d'un graphe connexe.

Pour la classe des arbres, on a les résultats suivants :
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2.1 La domination dans les graphes

Théorème 2.3 :[10] Si T est un arbre d'ordre n ≥ 3 avec s supports, alors :

(a) γt(G) ≤ (n+ s)/2.

(b)γpr(G) ≤ (n+ 2s− 1)/2.

Théorème 2.4 :[9] Si T est un arbre d'ordre au moins trois ayant s supports alors γt(T ) ≤

γpr(T ) ≤ γt(T ) + s− 1.

Théorème 2.5 :[9] Si G /∈ {C3, C5, C6, C10} est un graphe d'ordre n ≥ 2, alors γt(G) ≤

4n/7.

Domination double

SoitG = (V,E) un graphe et S un sous ensemble de V on dit que S est un dominant double
de G si tout sommets (V −S) est adjacent à au moins deux sommets de S et tout sommet
de S doit avoir au moins un voisin dans S. Le nombre de domination double d'un graphe
G est le cardinal minimum double noté γ×2(G)(voir la Figure 2.3).

• •

• •

• •• •

• •

γ×2(G) = 4

γ×2(G) = 2
γ×2(G) = 4

Figure 2.3 � Ensemble dominant double.

Théorème 2.6 :[23] Soit G un graphe sans sommets isolés ayant n sommets et m arêtes

alors :

• γ×2(G) ≥ γ(G) + 1.

• Si G admet deux γ(G)-ensemble disjoint alors γ×2(G) ≤ 2γ(G).

• 2 ≤ γ×2(G) ≤ n.

• γ×2(G) ≥ (4n−m)/3.

• γ×2(G) ≥ 2n/(∆ + 1).
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2.1 La domination dans les graphes

Théorème 2.7 :[12] Pour tout graphe G sans sommets isolés, on a γ×2(G) ≤ n+ 1− δ.

Corollaire 2.1 :[12] Si G ̸= C5 est un graphe d'ordre n avec δ ≥ 2 alors γ×2(G) ≤

⌊11n/14⌋.

Théorème 2.8 :[3] Soit T un arbre, alors γ×2(T ) = 2γ(T ) si et seulement si T possède

deux γ(G)-ensemble disjoints.

Théorème 2.9 :[3] Soit T une chenille alors γ×2(T ) = 2γ(T ) si et seulement si T est la

chaîne P2 ou bien T est tel que chaque sommet support est adjacent à exactement un seul

sommet pendant et la distance entre deux sommets supports consécutifs est congru à 1 ou

à 2 modulo 3.

Théorème 2.10 :[23] Si G est un graphe tel que diam(G) = 1, alors on a γ×2(G) = 2.

Théorème 2.11 :[23] Si G est un graphe ayant si diam(G) = 2, alors on a γ×2(G) ≤

∆+ δ.

On appelle maille d'un graphe G, la longueur du plus petit cycle dans G. La maille
d'un graphe G est noté par g(G).

Théorème 2.12 :[23] Pour tout graphe connexe G d'ordre n tel que δ ⩾ 2, on a γ×2(G) ≤

n+ (1− diam(G))/3.

Théorème 2.13 Pour tout graphe G d'ordre n, si g(G) ≥ 5 alors γ×2(G) ≥ 2.

Dans le cas particulier où g(G) = 7, on a une valeur exacte de γ×2(G).

Théorème 2.14 Soit G un graphe connexe tel que δ ⩾ 2, alors γ×2(G) ⩾ 2∆ + 1, cette

borne est atteinte si g(G) = 7.

Théorème 2.15 Pour tout graphe G, si g(G) ⩾ 5 alors, γ×2(G) ⩾ ∆+ ⌈(2(g)− 7)/3⌉.
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2.1 La domination dans les graphes

Domination double exacte

Il est nécessaire de voir les graphes pour lesquels il existe un dominant double exacte. Ou
bien les conditions sous lesquels il existe un ensemble dominant double exacte. ce concept
a été introduit par harary et Haynes dans l'article "double domination in graphs". Nous
commençons par dé�nir un ensemble dominant exact.

Soit G = (V,E) un graphe simple et soit S un sous ensemble de V . Alors S est dit un
dominant double exact si tout sommet du graphe est dominé exactement deux fois par S,
noté EDDE (voir �g 2.4).

• •

• •

• • • •

γ×2(G) = 4
γ×2(G) = 4

Figure 2.4 � EDDE.

Remarque 2.1 Les ensembles dominants doubles exacts n'existent pas toujours, puisque

le problème de décision de l'existence d'un ensemble dominant double exacte est NP -

complet([24])

Proposition 2.1 :[11] Si un graphe G possède des ensembles dominants doubles exacts,

alors ils sont tous de même cardinalité.

Domination couplé

Un sous ensemble S de sommets de G est un dominant couplé si S est un dominant et si
le sous-graphe induit par S contient un couplage parfait. Le nombre de domination couplé
noté par γpr(G) est la cardinalité minimum d'un ensemble dominant couplé. De même, Un
γpr(G)-ensemble est un dominant couplé de cardinalité minimum(voir Figure 2.5).

Remarque 2.2 - tout graphe sans sommet isolé possède un dominant couplé.
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2.1 La domination dans les graphes

• •

γpr(G) = 2

Figure 2.5 � Ensemble dominant couplé.

Proposition 2.2 :[4]

Soit G un graphe sans sommets isolés et S un dominant couplé de G alors S est minimal

si seulement si toute paire de sommets x, y dans S satisfait l'une des conditions suivantes :

1. ≺ S\{x, y} ≻ ne contient pas un couplage parfait.

2. Soit x est un sommet pendant dans S adjacent a y ou bien y est un sommet pendant

dans S adjacent à x.

3. Il existe un sommet u ∈ (V − S) tel que N(u) ∩ S ⊂ {x, y}.

Théorème 2.16 :[21]

Soit G un graphe sans sommets isolés d'ordre n alors :

i) 2 ≤ γpr(G) ≤ n.

ii) γpr(G) ≥ n/∆.

iii) Si n ≥ 6 et δ ⩾ 2 alors γpr ≤ 2n/3.

Indépendance

Un ensemble S de sommets est dit stable(ou indépendant) si les sommets de S sont
non adjacents deux à deux. le nombre de domination stable i(G) et le nombre de stabilité
β0(G) sont respectivement le cardinal minimum et maximum d'un stable maximal dans G.
Comme tout stable maximal est un ensemble dominant minimal [3], on a :

γ(G) ≤ i(G) ≤ β0(G) ≤ Γ (G).
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2.1 La domination dans les graphes

2.1.3 fonction de domination Romaine

Les types de domination présentent dans cette section sont des modèles d'une stratégie de
défense militaire instituée par l'empereur Condtantin, entre 306 et 337 après J.−C.,dans la
quelle les régions de l'Emprie Romaine étaient défendues par des armées stationnées à des
endroits stratégique. Une région était sécurisée par les armées qui y étaient stationnées, et
une région sans armée était protégée par l'envoi d'armées mobile depuis les régions voisines.
Mais Constantin a décidé qu'une armée mobile de compagne ne pourrait être envoyée pour
défendre une région, si cela laissait sa région d'origine non sécurisée. Cette stratégie de
défense a donné naissance à ce qu'on appelle la fonction de domination Romaine, présentée
ci-dessous.

Dé�nition 2.4 Une fonction de domination Romaine (FDR) sur un graphe G est une

fonction f : V → {0, 1, 2} telle que si f(v) = 0, alors le sommet v doit avoir au moins

un voisin u avec f(u) = 2. Soit (V0, V1, V2) une partition ordonné de V induite par f , où

Vi = {v ∈ V : f(v) = i}, pour i = 0, 1, 2. Notons qu'il existe une correspondance entre

la fonction f : V → {0, 1, 2} et la partition ordonnée (V0, V1, V2) de V . On écrira donc

f = (V0, V1, V2).

Le poids d'une FDR et la valeur f(V ) = Σu∈V f(u). Le nombre de domination Ro-

maine de G, noté par γR(G), est le poids minimum d'une fonction de domination Romaine

sur G. A titre d'exemple le graphe de la Figure 2.6, dont le nombre de la domination

Romaine est égale à 4.

0 2 0 2

0

0

0

Figure 2.6 � Un graphe G avec γR(G) = 4.
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2.2 Broadcast

2.1.4 Ensemble dominant de puissance d'un graphe

Dé�nition 2.5 Étant donné un graphe G = (V,E) et un ensemble S ⊆ V de sommets,

nous dé�nissons l'ensemble des sommets surveillé par l'ensemble S de la façon suivante :

• Domination : Tous les sommets dans S ainsi que tous les voisins des sommets dans S

sont surveillés.

• Propagation : Chaque fois qu'un sommet v est surveillé et que tous ses voisins sauf un,

disons w, sont surveillés, alors le sommet w est également surveillé. Dans ce cas, on dit

que le sommet v propage vers le sommet w.

Un ensemble initial de sommets qui �nalement surveillé tout le graphe est appelé un en-

semble de domination puissant. Le nombre de domination puissant est le plus petit cardinal

d'un ensemble de domination puissant, noté γp(G).

Le premier pas, appelé étape de domination, correspond exactement à la dé�nition

d'un ensemble dominant. Ainsi, un ensemble dominant est aussi un ensemble dominant

puissant, et nous observons que pour tout graphe G, le nombre de domination puissant de

G est inférieur ou égal au nombre de domination de G.

∀γ, γp(G) ≤ γ(G).

2.2 Broadcast

La notion de broadcast dans les graphes a été présenté par Erwin, en 2002, c'est
est une généralisation du problème de domination standard, tel que les di�érents sommets
peuvent être assignés pae di�érentes puissances de domination. Le broadcast dominant
assigne une puissance de nombre entier f(v) ⩾ 0 à chaque sommet v du graphe donné,
tel que chaque sommet du graphe est sur la distance f(v) d'un certain sommet v ayant
1 ≤ f(v) ≤ e(v).
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2.2 Broadcast

Le broadcast optimal dominant cherche à minimiser la somme des puissances as-
signées aux sommets du graphe. Depuis la présentation de ce problème, la complexité
informatique a été ouverte, et la croyance générale a été que, il pourrait être NP-dur. Dans
cette partie, nous rappelons que le broadcast optimal dominant est réellement dans P .

Depuis l'introduction de ce problème, beaucoup des paramatères du graphe reliés par
domination ont été présentés et étudiés. Le problème de domination standard peut être vu
comme un moyen de représenter un ensemble de villes ayant des broadcast stations. Erwin,
en 2002, présenta le problème de broadcast optimal, qui est plus réaliste dans le sens où
les diverses stations de broadcast sont autorisées à transmettre aux di�érentes puissances.
Des stations par radio FM sont distinguées par leur fréquence de transmission et par leur
PRE(Puissance Rayonnée E�cace). Un émetteur avec un plus haut PRE peut transmettre
plus loin, mais il est plus cher à construire et à utiliser. En conséquence, le peoblème du
broadcast dominant optimal demande à évaluer la fonction de puissancef sur les sommets,
telle que chaque sommet du graphe est à la distance au plus f(v) d'un certain sommet v
ayant 1 ≤ f(v) ≤ e(v), et la somme des puissances est minimisée.

2.2.1 Notions fondamentales sur la fonction broadcast

Dé�nition 2.6 Chaque fonction f : V → {0, 1, ..., diam(G)}telle que f(v) ≤ e(v) pour

tout sommet v de G est appelée un broadcast sur G.

Un sommet v pour lequel f(v) > 0 est un sommet f-dominant, et l'ensemble f -dominant

est V +
f (G) = {v ∈ V (G) : f(v) > 0}. S'il n'ya pas risque de confusion, on note par V +

f

pour désigner V +
f (G).

On suppose dans la suite que les graphes sont connexes et non triviaux.

u v

w

1 0

0

Figure 2.7 � u est un sommet f -dominant et V +
f = {u}.
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2.2 Broadcast

Remarque 2.3 S'il existe un sommet v avec f(v) ≥ diam(G) alors f est un broadcast

dominant. Ainsi, il n'est pas nécessaire de considèrer des broadcasts dominants avec des

sommets de coût supérieur au diam(G).

Remarque 2.4 Un sommet f -dominant v f -domine chaque sommet u avec d(u, v) ≤

f(v), et les sommets dans V (G)− V +
f ne f -dominent aucun sommet de G.

On dit que tout sommet u ∈ V +
f est un sommet broadcast. Si u ∈ V +

f , v ∈ V et

d(u, v) ≤ f(u), on dit que le sommet v peut atteindre un broadcast à partir de u. L'ensemble

des sommets que v ∈ V peut atteindre est dé�nie par H(v) = {u ∈ V +
f : d(u, v) ≤ f(u)}.

Exemple 2.1 Dans la Figure 2.7, le sommet u est un sommet broadcast et H(v) =

H(w) = {u}

Dé�nition 2.7 Un broadcast dominant sur G est un broadcast f dans lequel chaque som-

met est f -dominé par un certain sommet dans V +
f (G). En d'autres termes, un broadcast f

est dominant si pour tout v ∈ V , H(v) ≥ 1.

Proposition 2.3 :[19] Soit f un broadcast dominant minimum sur un graphe connexe G.

Alors V +
f = {v} si et seulement si f(v) = e(v) = rad(G).

Dé�nition 2.8 Soient f un broadcast sur un graphe connexe G et σ(f) =
∑

v∈V (G) f(v).

Le nombre de broadcast domination γb(G) est la valeur minimum de σ(f) sur tous les

broadcasts dominants de G.

Un broadcast dominant f sur G pour lequel σ(f) = γb(G) est dit broadcast dominant

minimum sur G. Le nombre de broadcast domination supèrieur Γb(G) est égal au coût

maximum d'un broadcast dominant minimal sur G.

Théorème 2.17 :[18] Soit G un graphe connexe. Alors γb(G) = γ(G) si et seulement s'il

existe un broadcast dominant f de coût minimum sur G telle que V +
f est un ensemble

dominant.
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2.2 Broadcast

Dé�nition 2.9 Un sommet u qui est f -dominé par un sommet v est un f -voisin de v.

L'ensemble des f -voisins de v est le f -voisinage fermé de v et est noté par Nf [v]. Si

S ⊆ V +
f , alors Nf [S] = ∪v∈SNf [v].

Dé�nition 2.10 Un broadcast f d'un certain type (domination ou autre) est dit minimal

(resp. maximal) s'il n'éxiste pas un broadcast g ̸= f tel que pour tout sommet u ∈ V ,

g(u) ≤ f(u) (resp,g(u) ≥ f(u)).

Une caractérisation de la minimalité d'un broadcast dominant peut être formulée en termes

des f-voisins privés des sommets f -dominants.

Théorème 2.18 :[18] Soit f un broadcast dominant sur un graphe G. Alors, f est minimal

si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Chaque sommet v véri�ant f(v) ≥ 2 a un f -voisinage privé qui est à distance f(v) de

v.

2. Chaque sommet v véri�ant f(v) = 1 a un f-voisinage privé dans N [v].

Soit G = (V,E) un graphe connexe non trivial et fS : V −→ {0, 1} la fonction

caractéristique d'un ensemble S ⊆ V .

Remarque 2.5 1 . La fonction caractéristique fS d'un ensemble dominant minimal S

dans un graphe G est un broadcast dominant minimal et donc γb(G) ≤ γ(G).

2 . Soit u ∈ v , et soit fu : V → {0, 1, ..., diam(G)} la fonction dé�nie par :

fu (v) =

e (u) si u = v,

0 sinon.

Le broadcast fu est un dominant minimal, puisque chaque sommet est f-dominé

par u.

Proposition 2.4 :[18] Si f est un broadcast dominant minimal sur un graphe connexe G

et |V +
f | ⩾ 2, alors pour chaque sommet v, f(v) < e(v).
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2.2 Broadcast

Dé�nition 2.11 Si u est un sommet dans le centre de G (i.e. e(u) = rad(G)), alors on

dira que le broadcast fuest un broadcast radial, et si e(u) = diam(G), alors on dira que fu

est un broadcast diamétral.

2

4

(a) (b)

Figure 2.8 � (a)Broadcast radial -(b)Broadcast diamétral.

Théorème 2.19 :[19] Si G est un graphe connexe non trivial, alors

γb(G) ≥ ⌈diamG+ 1

3
⌉.

Pour tout graphe connexe G d'ordre n, ⌈n
3
⌉ est une borne supérieure de son nombre de

broadcast domination.

Corollaire 2.2 Pour tout graphe connexe G d'ordre n,

γb(G) ≥ ⌈n
3
⌉.

Puisque diam(G) ≥ rad(G), une borne inférieure en terme de rayon est prouvée par Bresar

et Spacapan pour le nombre de broadcast domination.

Théorème 2.20 :[6] Si G est un graphe connexe, alors

γb(G) ≥ ⌈2rad(G)

3
⌉.

La valeur de γb(G) peut être calculée si le rayon ou le nombre de domination ont une valeur

≤ 3.
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Proposition 2.5 :[19] Soit G un graphe connexe.

Si min{rad(G), γ(G)} = k, où 1 ≤ k ≤ 3, alors γb(G) = k.

2.2.2 Invariants dans les broadcasts

Une théorie sur les broadcasts dans les graphes a été developpée de manière similaire
à celle de la domination dans les graphes.

Broadcast indépendant :

Un broadcast f est dit indépendant si pour tout sommet v ∈ V +, Nf [v]∩V + = {v},
ou encore |H(v)| = 1. Le coût maximum d'un broadcast indépendant de G, noté par βb(G),
est le nombre de broadcast d'indépendance, et le nombre de broadcast d'indépendance
inférieur, noté ib(G) est égal au coût minimum d'un broadcast indépendant maximal de G.
Pour tout graphe G, nous avons la chaîne d'inégalités suivante [19] :

ib(G) ≤ rad(G) ≤ diam(G) ≤ βb(G).

Notons que la fonction caractéristique fS d'un ensemble S indépendant maximal
dans un graphe G est un broadcast indépendant, et donc i(G) ≤ β0(G) ≤ βb(G), mais
fS n'est pas nécessairement un broadcast indépendant maximal. A titre d'exemple, consi-
dérons la chaîne P4 :(v1, v2, v3, v4) de la Figure 2.9, si on a�ecte aux sommets les poids :
f(v1) = f(v4) = 1 et f(v2) = f(v3) = 0 (�gure (a)), alors f est la fonction caractéristique
d'un ensemble dominant maximal. f est aussi un broadcast indépendant et un broadcast do-
minant minimal. Mais cette fonction n'est pas un broadcast indépendant maximal, puisque
la fonction g dé�nie par : g(v1) = g(v4) = 2 et g(v2) = g(v3) = 0 véri�e g(u) ≥ f(u),∀u.

1 0 0 1 2 0 0 2

(a) (b)

Figure 2.9 � Broadcasts indépendants.

La relation entre les deux invariants γb(G) et ib(G) est donnée par Théorème 2.32.
Pour un sommet v ∈ V +

f , soit d+(v) = min{d(v, u)/u ∈ V +
f − {v}}.
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Théorème 2.21 :[19] Soit f un broadcast indépendant sur un graphe G. Si V + = {v},

alors f est maximal si et seulement si f(v) = e(v). Autrement dit, si |V +| ≥ 2, alors f est

maximal si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i) f est dominant.

ii) pour tout sommet v ∈ V +, f(v) = d+(v)− 1.

Corollaire 2.3 :[17] Pour un graphe G, si γb(G) = rad(G), alors ib(G) = rad(G).

Broadcast dominant indépendant :

Un broadcast f est dit dominant indépendant s'il est en même temps dominant et
indépendant. Le coût maximum (resp. minimum ) d'un broadcast dominant indépendant
minimal de G est noté Γib(G) (resp. γib(G)). Clairement, γib(G) ≤ i(G) et Γib(G) ≥ β0(G),
puisque la fonction caractéristique de tout ensemble indépendant maximal est un broadcast
dominant indépendant minimal.

Remarque 2.6 Notons que si f est un broadcast dominant indépendant minimal, alors

pour tout broadcast g ̸= f qui véri�e g ⩾ f , g est indépendant mais n'est pas forcément un

broadcast dominant.

Théorème 2.22 :[18] Si f est un broadcast dominant mais non indépendant de G, alors

il existe un broadcast g qui est dominant, indépendant, avec g(V ) ≤ f(V ), et V +
g ⊂ V +

f .

Ce Théorème permet d'avoir un résultat liant ces deux propriétés.

Corollaire 2.4 :[18] Tout graphe G a un γb-broadcast qui est indépendant, c'est à dire

γb(G) = γib(G).

Proposition 2.6 :[17] Pour tout graphe G,

γib(G) ≤ ib(G) ≤ rad(G) ≤ diam(G) ≤ Γib(G).

Concernant le nombre de broadcast domination independent, on a :
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Proposition 2.7 :[8] Pour tout graphe G,

β0(G) ≤ Γib(G) ≤ min{Γb(G), βb(G)}.

Les paramètres, Γib(G) et Γ (G)sont incomparables. En e�et, la chaîne P10 véri�e

Γ (P10) = 5 ≤ 9 = diam(P10) ≤ Γib(P10) et le graphe de Petersen (voir la Figure 2.10),

véri�e Γib(PG) = 4 < 5 = Γ (PG).

Figure 2.10 � Graphe de Petersen PG.

Broadcast e�cace :

Un broadcast f est dit e�cace si chaque sommet est f -dominé par un seul sommet
broadcast, c'est à dire, pour tout sommet v ∈ V , |H(v)| = 1. Le coût maximum d'un
broadcast e�cace est appelé le nombre de broadcast e�cace supérieur et est noté Γeb(G).
Le nombre de broadcast e�cace γeb(G) est égal au coût minimum d'un broadcast e�cace.
Par exemple, la Figure 2.11 illustre 12 broadcasts e�caces distincts sur la chaîne P7, où
γeb(P7) = 3 et Γeb(P7) = 6.
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2.2 Broadcast

6 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 1 0 0 4 0 0 0 0

3 0 0 0 0 1 0 3 0 0 0 0 0 2

0 3 0 0 0 0 1 0 0 0 3 0 0 0

2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 1 0

0 0 2 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1

Figure 2.11 � Broadcasts e�caces sur P7.

Théorème 2.23 :[17] Tout graphe G a un γb-broadcast qui est e�cace.

Corollaire 2.5 Tout graphe G a un γb-broadcast pour lequel la distance entre n'importe

quelle paire de sommets broadcasts u et v est supérieure à f(u) + f(v).

Par dé�nition,γb(G) ≤ γeb(G). Le Théorème 2.34 implique donc que γb(G) = γeb(G). Nous

avons d'une part Γeb(G) ≤ min{βb(G), Γb(G), Γib(G)} pour tout graphe G, puisque chaque

broadcast dominant e�cace est indépendant et dominant minimal. D'autre part, chaque

broadcast diamétral est un broadcast dominant e�cace. Il s'ensuit la chaîne d'inégalités du

Corollaire 2.6.

Corollaire 2.6 Pour tout graphe G,

γb(G) = γib(G) = γeb(G) ≤ ib(G) ≤ rad(G) ≤ diam(G) ≤ Γeb(G) ≤ Γib(G).

Proposition 2.8 :[17] Chaque broadcast e�cace est

i) Un broadcast packing maximal.

ii) Un broadcast dominant minimal.

iii) Un broadcast dominant indépendant minimal.
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3
Domination et broadcast domination dans les

puissances des graphes

Dans ce chapitre, nous étudions la domination dans les puissances des graphes. Pour
cela, nous essayons de trouver une formule exacte pour la classe des chaînes, la classe des
cycles et la classe des grilles.
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3.1 Domination dans les puissances des graphes

3.1 Domination dans les puissances des graphes

Dé�nition 3.1 Dans la théorie des graphes, une branche des mathématiques, la kième

puissance Gk d'un graphe non orienté G est un autre graphe qui a le même ensemble de

sommets, mais dans lequel deux sommets sont adjacentes lorsque leur distance dans G

est d'au plus k entre eux. Les puissances des graphes sont désignées par une terminologie

proche de celle de l'exponentiation des nombres.

G2 est appelé le carré de G.

G3 est appelé le cube de G.

Les puissances d'un graphe doivent être distinguées des produits d'un graphe avec lui-

même, qui (contrairement aux puissances) ont généralement beaucoup plus de sommets que

le graphe d'origine.

Figure 3.1 � Un graphe G.

Figure 3.2 � Le carré de graphe G.

Figure 3.3 � Le cube de graphe G.
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3.1.1 Domination dans les puissances d'une chaîne

On commence par la classe des chaînes, nous essayons de donner une valeur pour la
puissance d'une chaîne (P k

n ) en changeant à chaque fois, l'ordre de la chaine et la puissance,
en vue d'obtenir une formule exacte en fonction de n et k.

D = {x2}, γ(P 2
3 ) = 1

x1 x2 x3

D = {x2}, γ(P 2
4 ) = 1

x2

D = {x3}, γ(P 2
5 ) = 1

x3

D = {x3, x6}, γ(P 2
6 ) = 2

x3 x6

D = {x3, x7}, γ(P 2
7 ) = 2

x3 x7

D = {x3, x8}, γ(P 2
8 ) = 2

x3 x8

D = {x3, x8}, γ(P 2
9 ) = 2

x3 x8
............

γ(P 2
n) = ⌈n

5
⌉

x3 xn

. . .. . .. . .. . .. . .

Figure 3.4 � La domination de la chaîne en puissance 2.
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3.1 Domination dans les puissances des graphes

D = {x1}, γ(P 3
4 ) = 1

x1

D = {x4}, γ(P 3
5 ) = 1

x4

D = {x4}, γ(P 3
6 ) = 1

x4

D = {x4}, γ(P 3
7 ) = 1

x4

D = {x4, x8}, γ(P 3
8 ) = 2

x4 x8

D = {x4, x9}, γ(P 3
9 ) = 2

x4 x9
............

γ(P 3
n) = ⌈n

7
⌉

x4 xn

. . .. . .. . .. . .. . .

Figure 3.5 � La domination de la chaîne en puissance 3.

γ(P 4
n) = ⌈n

9
⌉

x5 xn

. . .. . .. . .

γ(P 5
n) = ⌈ n

11
⌉

...

γ(P k
n ) = ⌈ n

2k + 1
⌉

Figure 3.6 � La domination de la chaîne en puissance k.

Proposition 3.1 Soit Pn une chaîne d'ordre n, et P k
n la k puissance de Pn alors,

γ(P k
n ) = ⌈ n

2k + 1
⌉.
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3.1 Domination dans les puissances des graphes

Preuve 3.1 Soit Pn une chaîne d'ordre n, numéroteé v1, v2, ..., vn. P k
n est la k-îéme puis-

sance de Pn où chaque sommet vi est adjacent à tous les sommets vj tels que | i− j |≤ k.

Un ensemble D de sommets est un sommet dominant de P k
n si chaque sommet dans P k

n est

soit dans D, soit adjacent à un sommet de D.

Premièrement montrons que γ(P k
n ) ≤ ⌈ n

2k + 1
⌉.

Soit D = {vi ∈ V/i = 2k + 1, 2(2k + 1), 3(2K + 1), ...}

V {vnsi n n′est pas un multiple de 2k + 1}

alors |D| = ⌈ n

2k + 1
⌉ et D est dominant donc :

γ(P k
n ) ≤ ⌈ n

2k + 1
⌉.

Maintenant montrons que γ(P k
n ) ≥ ⌈ n

2k + 1
⌉ , soit D un ensemble dominant sur P k

n , alors

chaque sommet vi dans D peut dominer au plus 2k+1 sommets ( lui même plus k voisins

de chaque coté ), ainsi pour dominer n sommets, nous avons besoin d'au moins
n

2k + 1
sommets dans D.

Cependant , pour les chaînes Pn, en pratique, nous considérons des intervalles de k + 1

donc :

γ(P k
n ) ≥ ⌈ n

2k + 1
⌉.

Proposition 3.2 γ(P k
n ) = |V +| telque V + est l'ensemble de sommet broadcast limité γb,k.

Exemple 3.1 D'après la Figure 3.4 suivante on a : | V + |= 2

et on a : γ(P k
n ) = ⌈ n

2k + 1
⌉

γ(P 5
20) = ⌈20

11
⌉ = 2

alors : | V + |= γ(P 5
20).
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3.1 Domination dans les puissances des graphes

5 5

Figure 3.7 � Chaîne P20 avec | V + |= 2 pour k ≤ 5.

3.1.2 Domination dans les puissances d'un cycle

Nous poursuivons par la classe des cycles, nous essayons de donner une valeur pour la
puissance d'une cycle (Ck

n) en changeant à chaque fois, l'ordre de la chaine et la puissance,
en vue d'obtenir une formule exacte en fonction de n et k.

D = {x1}, γ(C2
4) = 1

x1

D = {x1}, γ(C2
5) = 1

x1

D = {x1, x4}, γ(C2
6) = 2

x1

x4

D = {x1, x5}, γ(C2
7) = 2x1x5

......

γ(C2
10) = 2

D = {x1, x5, x8}, γ(C2
11) = 3

x1

x5 x8 ......

γ(C2
n) = ⌈n

5
⌉

Figure 3.8 � La domination de puissance de la cycle en puissance 2.
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3.1 Domination dans les puissances des graphes

D = {x1}, γ(C3
4) = 1

x1

D = {x1}, γ(C3
5) = 1

x1

D = {x1}, γ(C3
6) = 1

x1

D = {x1}, γ(C3
7) = 1

x1

γ(C3
8) = 2
...

D = {x1, x6}, γ(C3
11) = 2

x1

x6

...

γ(C3
14) = 2

γ(C3
15) = 3
...

γ(C3
21) = 3

γ(C3
22) = 4
...

γ(C3
28) = 4
...
...

γ(C3
n) = ⌈n

7
⌉

Figure 3.9 � La domination de puissance de le cycle en puissance 3.

Proposition 3.3 Soit Cn un cycle d'ordre n, et Ck
n la puissance de Cn, alors,

γ(Ck
n) = ⌈ n

2k + 1
⌉
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3.1 Domination dans les puissances des graphes

Preuve 3.2 Soit Cn un cycle d'ordre n, numéroteé v1, v2, ..., vn, v1. Ck
n est la k-îéme puis-

sance de Cn où chaque sommet vi est adjacent à tous les sommets vj tels que | i− j |≤ k.

Un ensemble D de sommets est un sommet dominant de Ck
n si chaque sommet dans Ck

n est

soit dans D, soit adjacent à un sommet de D.

Premièrement montrons que γ(Ck
n) ≤ ⌈ n

2k + 1
⌉

Soit D = {vi ∈ V/i = 2k + 1, 2(2k + 1), 3(2k + 1), ...}

V {vnsi n n′est pas un multiple de 2k + 1},

alors |D| = ⌈ n

2k + 1
⌉ et D est dominant donc :

γ(Ck
n) ≤ ⌈ n

2k + 1
⌉

Maintenant montrons que γ(Ck
n) ≥ ⌈ n

2k + 1
⌉ , soit D un ensemble dominant sur Ck

n
, alors

chaque sommet vi dans D peut dominer au plus 2k + 1 sommets (lui même plus k voisins

de chaque coté), ainsi pour dominer n sommets, nous avons besoin d'au moins
n

2k + 1
sommets dans D.

Cependant , pour les cycles Cn, en pratique, nous considérons des intervalles de 2k + 1

donc :

γ(Ck
n) ≥ ⌈ n

2k + 1
⌉

Proposition 3.4 γ(Ck
n) = |V +| telque V + est l'ensemble de sommet broadcast limité γb,k.

Exemple 3.2 D'après la Figure 3.7 suivante on a : | V + |= 2

et on a : γ(Ck
n) = ⌈ n

2k + 1
⌉

γ(C4
11) = ⌈11

9
⌉ = 2

alors : | V + |= γ(c411).
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3.1 Domination dans les puissances des graphes

4

1

Figure 3.10 � Cycle C11 avec | V + |= 2 pour k ≤ 4.

3.1.3 Domination dans les puissances des grilles

Nous continuons en examinant par la classe des grilles, nous essayons de donner une
valeur pour la puissance des grilles (Gk

n,m) en changeant à chaque fois, l'ordre de la grille
et la puissance, en vu d'obtenir une formule exacte en fonction de n, m et k.

γ(G2
2,3) = 1

γ(G2
2,4) = 2

γ(G2
2,5) = 2

γ
(
G2

2,m

)
=


⌈2m
8

⌉, si m ≡ 7[8]

⌈2m
7

⌉, sinon.

. . .

. . .

Figure 3.11 � La domination de puissance de la grille G2,m en puissance 2.
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3.1 Domination dans les puissances des graphes

γ
(
G3

2,m

)
=


⌈2m
12

⌉, si m ≡ 11[12]

⌈2m
11

⌉, sinon.

. . .. . .

. . .. . .

Figure 3.12 � La domination de puissance de la grille G2,m en puissance 3.

Proposition 3.5 Soit G2,m une grille d'ordre n×m, et Gk
2,m la k puissance de G2,m, alors,

γ
(
Gk

2,m

)
=


⌈2m
4k

⌉, si m ≡ (4k − 1)[4k]

⌈ 2m

4k − 1
⌉, sinon.

Proposition 3.6 γ(Gk
2,m) = |V +| telque V + est l'ensemble de sommet broadcast limité

γb,k

Exemple 3.3 D'après la Figure 3.10 suivante on a : | V + |= 2

et on a :

γ
(
Gk

2,m

)
=


⌈2m
4k

⌉, si m ≡ (4k − 1)[4k]

⌈ 2m

4k − 1
⌉, sinon.

γ(G3
2,7) = ⌈14

11
⌉ = 2

alors : | V + |= γ(Gk
2,m).

3

1

Figure 3.13 � Grille G2,m avec | V + |= 2.
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3.1 Domination dans les puissances des graphes

Dans le résultat suivant, nous présentons la relation entre l'ensemble de sommets
broadcasts dans un broadcast k-limité sur le graphe G, noté |V +

k | et le nombre de domi-
nation sur la k-puissance de G, notée, γ(Gk).

Proposition 3.7 Pour tout graphe connexe G, avec égalité pour quelques classes de graphes.

|V +
k | ≤ γ(Gk)

Preuve 3.3 Soit G = (V,E) un graphe simple et connexe , soit |V +
k | un ensemble de

sommets de broadcast k-limité dans le graphe G. Cela signi�e que tout sommet de G peut

être atteint de puis au moins un sommet de S en distance maximum k.

Maintenant, considérons la k-puissance du graphe G, notée Gk, dans Gk, deux sommets

sont reliées s'ils sont à une distance de k ou moins dans G.

Si S est un ensemble de sommets broadcasts d'un broadcast k-limité dans G, alors chaque

sommet u de G Peut être atteint depuis un sommet v de S tel que f(v) ≥ d(v, u) et

f(v) ≤ k.

Cela signi�e que pour chaque sommet de G, il existe au moins un sommet dans S qui lui

est adjacent dans Gk, puisque Gk represente les connexions possible en distance inférieures

ou égalent à k, dans G. Ainsi, chaque sommet de G est dominé par au moins un sommet de

S dans Gk, par conséquent le nombre minimum de sommets nécessaires pour dominer tous

les sommets de Gk, c'est-à-dire le nombre de domination de Gk, noté γ(Gk) est supérieur

ou égal au cardinal de S donc :

|V +
k | ≤ γ(Gk).

Avec égalité pour quelques classes de graphes.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons travaillé sur quelques paramètres de graphes. Sur le
nombre de domination dans la classe de puissance d'un graphe.

Nous avons commencé par la classe des chaînes et les cycles, pour lesquels, nous
avons prouvé une valeur exacte du nombre de domination en fonction de l'ordre n et la
puissance k. Aprés, nous avons essayé de donner la formule pour la classe des grilles.

La broadcast domination à pris une petite partie de notre travail, dans laquelle nous
avons prouvé que le cardinal de l'ensemble de broadcast dominant limité par k, noté | V +

k |
inférieure ou égale au nombre de domination de la k-puissance d'un graphe pour G est un
graphe quelconque, avec égalité pour des classes de graphes.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons essayé d'étudier un paramètre de domination

dans la classe de puissance des graphes, pour cela nous avons présenté cette classe en

dé�nition et exemples. Ensuite, nous avons étudié le nombre de domination dans les

puissances de graphes pour les classes de chaînes, cycles et grilles. Finalement, nous

avons prouvé le nombre de domination de la k-puissance d'un graphe G inférieure ou

égale au cardinale minimum de l'ensemble de sont broadcast d'une fonction broadcast

k-limité.

Mots clés : Domination, broadcast domination, broadcast limité, k-puissance d'un

graphe.

Abstract

In this thesis, we have endeavored to study a domination parameter within

the power class of graphs. To this end, we introduced this class with de�nitions and

examples. Subsequently, we investigated the domination number in graph powers for

the classes of paths, cycles, and grids. Finally, we proved that the domination number

of the k-power of a graph G is less than or equal to the minimum cardinality of its

k-limited broadcast set.

Keywords : Domination, broadcast domination, limited broadcast, k-power of a

graph.


