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Introduction générale

Pour analyser un phénomeéne naturel en générale ou un probléme d’ingénierie en parti-
culier, on est souvent amené a développer un modéle mathématique pouvant décrire d’une
maniére aussi fiable que possible le probléme en question.

L’élaboration d’un modéle mathématique repose généralement sur quelques postulats
de base et plusieurs hypothéses simplificatrices pour aboutir aux équations gouvernantes,
qui sont généralement des équations différentielles, aux quelles s’ajoutent des conditions
aux limites.

Depuis leur introduction en 1950, les équations aux dérivées partielles (en abrégé EDP)
ont servi comme un outil de modélisation pour représenter analytiquement le comporte-
ment dynamique & propos de certains systémes physiques. Aujourd’hui, I'application
des EDP n’épargne presque aucun domaine : biologie, chimie, économie, dynamique des
populations, traitement de signal, etc... d’ou I'intérét porté a leur résolution.

La résolution analytique des EDP pose parfois des difficultés insurmontables, et une
solution exacte décrivant bien le probléme étudié n’est pas toujours facile a trouver. C’est
dans cette optique que les recherches se sont penchées sur les méthodes numériques pour
arriver a trouver une solution approchée a la solution recherchée de ces équations. Notons
que malgré ces efforts indéniables, il n’existe pas de méthode universelle pour la résolution
numeérique des EDP...

Plusieurs techniques de résolution numérique ont été ainsi développées et appliquées
avec succes pour avoir des solutions satisfaisantes. On pense par exemple & la méthode des
différences finies, cette méthode travaille directement sur une discrétisation de I’équation

via une discrétisation du domaine. Mais nous allons nous intéresser 4 une autre méthode
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dont I'esprit est un peu différent et plus abstrait, c’est la méthode des éléments finis qui
est basée essentiellement sur la discrétisation de ’espace des solutions cherchées, plutot
que le domaine sur lequel ’équation est posée. A part la méthode des différences finies et
des éléments finis, il existe bien d’autres méthodes d’approximation comme la méthode
du volumes finis, la méthode spectrale, etc... Mais, la méthode des éléments finis est 'une
la plus largement répandue. Le but de notre mémoire serait donc, d’introduire les bases
de la résolution des EDP par la méthode des éléments finis notamment les éléments finis
P;.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres. Le premier chapitre contient des rappels
d’analyse fonctionnelle nécessaires a ’application de la méthode des éléments finis. Ces
rappels concernent les distributions, les espaces de Hilbert et les espaces de Sobolev, ainsi
que la notion de trace. Dans le second chapitre, nous allons parler de la formulation
variationnelle des EDP notamment les EDP elliptiques. Le chapitre 3, est congue pour
fournir une étude de I'existence et I'unicité de la solution de la formulation variationnelle
dans un espace de Hilbert. Nous consacrons le quatriéme chapitre a la méthode des

¢éléments finis que l'on va illustrer par deux problémes .unidimensionnels



CHAPITRE

Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 1’essentiel des notions et des résultats utilisés tout

au lang de ce travail.

1.1 Généralités sur les équations aux dérivées par-

tielles

1.1.1 Introduction

De trés nombreux problémes en physique, en mécanique bien stir mais aussi en chimie
(systémes de réaction-difusion) en biologie ou écologie (dynamique des populations) en
économie (gestion de stocks), en finance (pricing d’options et de produits dérivés) ect.

sont modélisés a 'aide d’Equations aux Dérivées Partielles, en abrégé EDP.

1.1.2 Equations aux dérivées partielles et leurs classification

Définition d’une EDP

Définition 1.1.1 (équation de différentielle) Une équation faisant intervenir une fonc-
tions inconnue, d’une seule variable ou de plusieurs variables indépendantes, leurs dérivées

ordinaires ou dérivées partielles et la variable ou les variables indépendantes est appelée

Equation Differentielle, ED.

Exemple 1.1.1 Pour examples d’ED, nous citons les suivantes :



1.1. Généralités sur les équations aux dérivées partielles

1. Equation différentielle ordinaire

@ du\”
d_yc:l;+$u (é) =0 (L.1.1)

2. Fquations aux dérivées partielles

ou Ou

7 oy (1.1.2)

0%v 0% 0%

—+—+-—=0 1.1.3
0x? * 0y? + 022 ( )

Définition 1.1.2 (équation aux dérivées ordinaire) Une équation différentielle faisant in-
tervenir une fonction inconnue, d’une seule variable indépendant, ses dérivées ordinaire

et la variable indépendante est appelée Equation Différentielle Ordinaire, en abrégé EDO.
Exemple 1.1.2 L’équation (1.1.1) est une EDO.

Définition 1.1.3 (équation aux dérivées partielles ) Une équation différentielle faisant
intervenir une fonction inconnue, de plusieurs variables indépendantes, ses dérivées par-
tielles et les variables indépendantes est appelée Equation aux Dérivées Partielles , en

abrégé EDP.

Notation 1.1.1 Si u est une fonction a deux variables, une EDP peut s’exprimer par la

relation suitvante :

s . du u Pu Pu Pu  Pu Pu  Bu Bu
AR Oy’ 0x2’ Oy?’ 0xdy’ 0x20y’ Oxdy?’ 0x3 Oy’ "~

> =0 (1.1.4)

Exemple 1.1.3 Les équations (1.1.2) et (1.1.3) sont des EDP.



1.1. Généralités sur les équations aux dérivées partielles

1. Dans l’équation (1.1.2) : les variables x ety sont indépendantes et u est la fonction

meconnue

2. Dans l’équation (1.1.3) : les variables x, y et z sont indépendantes et v est la

fonction inconnue.

Ordre d’une ED

Définition 1.1.4 L’ordre le plus élevé de la dérivée figurant dans I’ED est appelé ’ordre

de I'ED.

Exemple 1.1.4 L’EDO (1.1.1) est d’ordre 2. Les équations aux dérivées partielles (1.1.2)

et (1.1.3) sont d’ordre 1 et 2, respectivement.

EDP linéaire

Définition 1.1.5 (EDP linéaire) Une équation auz dérivées partielles est dite linéaire si
elle est linéaire par rapport a la fonction inconnue et ses dérivées figurant dans l’équation

différentielle.

Exemple 1.1.5 Les deux EDP suivantes sont linéaires :

1.
22;; + 35% + gzz + g—z —u e =0, (1.1.5)

2.
sin () £+3 2§gy+ %+%—uzo. (1.1.6)
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EDP non-linéaire

Définition 1.1.6 (EDP non-linéaire) Une équation aux dérivées partielles est dite non-
linéaire si elle n’est pas linéaire par rapport a la fonction inconnue et ses dérivées figurant
dans ’équation différentielle.

Notons que 'équation aux dérivées partielle (1.1.4) est linéaire si la fonction F est
linéaire par rapport a la fonction inconnue et ses dérivées partielles figurant dans I et
elle est mon-linéaire si F' n’est pas linéaire par rapport o la fonction inconnue et ses

dérivées partielles figurant dans F.

Exemple 1.1.6 Les duex EDP suivantes sont nonlinéaires :

1.
%+38fgy+(%)2—ue$—y: . (1.1.7)

2.
sin (u) %—i—%—u: : (1.1.8)

1.1.3 Classification mathématiques des équations aux dérivées

partielles linéaires d’ordre 2

Cas de deux variables indépendantes

Définition 1.1.7 L’EDP linéaire d’ordre deux est equation de la forme

9%u 0% 0% ou ou

ou A, B, C, D, E, F et G sont des fonction dépendent que de = et y.

L’équation (1.1.9) est dite :

10
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1. hyperbolique si

A=DB*—4AC>0;

2. parabolique si

A=B?*—4AC=0;
3. elliptique st

A=B>—-4AC<0.

Exemple 1.1.7 Soit u (z, y) une fonction a deux variables.

1.
Pu 0
ox2 Oy
est hyperbolique.
2.
Pu ou_
ox2 Oy
est parabolique.
3.
u
ox2  oy?

est elliptique.

1.1.4 Appelation physique des équations aux dérivées partielles

La majorité des phénomenes physiques appartiennent a 'une des catégories suivantes :

11



1.1. Généralités sur les équations aux dérivées partielles

Les problémes d’équilibre

Définition 1.1.8 Un probléme est dit d’équilibre s’il est régi par une EDP elliptique.
Autrement dit, le probléme d’équilibre étudie l’état stationnaire d’un phénoméne (champ,

chaleur, vibration, etc.) dans un domaine borné ou non.

Exemple 1.1.8 Pour les probléemes d’équilibre nous citons par exemple les suivants :

1. Equation de Poisson :

—Au = f.
2. Fquation de Laplace :
Au=0
3. Equation de Helmholtz:
Au + k*u = 0.

Les problémes d’évolution

Définition 1.1.9 Un probléeme est dit d’évolution s’il est régi par une EDP soit para-
bilque ou soit hyperbolique. Autrement dit, le probléme d’évolution étudie I’évolution

d’un phénomeéne (champ, chaleur, vibration, etc.) au cours du temps a partir d’un état

natial.

Exemple 1.1.9 Pour les problémes d’évolution nous citons par exemple les suivants :

1. Equation de la chaleur :

— —alAu = f (parabolique) .

12



1.1. Généralités sur les équations aux dérivées partielles

2. Equation des ondes :

0%u 9 .
o2 C* Au=0 (hyperbolique) .

3. Fquation de vibration de plaque mince :

82u 2 .
Sz ¢ (Au)” =0 (hyperbolique) .

1.1.5 Conditions aux limites

On doit se donner des conditions aux limites . L’équation étant vérifiée dans un domaine

Q) de l'espace R™ (ou espace-temps), on distingue trois types de conditions.
Conditions aux limites de Dirichlet

e On impose la valeur de u sur la frontiére 02 de €2 . Dans le cas o on étudie un

probléme dépendant du temps, cela inclut des conditions initiales.

Conditions aux limites de Neumann

’ ot 2 au o = — , .
e (C’est la valeur de la dérivée normale — = Vu 1 que 'on impose.

on

Conditions aux limites mixte

e On impose les deux conditions (Dirichlet et Newmann) sur la frontiere 052.

1.1.6 Notion de probléme bien posé

Soit 2 un ouvert de R™. Un probléme, associé & une EDO ou EDP dans €2 avec des
conditions aux limites, est dit bien posé si:

1. Il admet une solution vérifiant EDO ou EDP dans 2 (existence).

2. La solution est unique (unicité).

3. La solustion dépend contintiment des données du probléme.

13



1.2. Espaces de Sobolev

1.2 Espaces de Sobolev

Une grande partie des phénoménes observés dans la nature sont représentés par des Equa-
tions aux Dérivées Partielles ( en abrégé EDP). Il a été démontré que ’espace des fonctions
qui peuvent étre suffisamment dérivables souvent pour donner des résultats significatifs
dans le contexte de ’'EDP n’est pas un cadre approprié pour examiner son incomplé-
tude. Cela nécessite 'introduction d’'un espace alternatif, plus complet, connu sous le
nom d’espace de Sobolev, qui sera défini plus en détail par la suite.

Cette section est congue pour fournir les outils fondamentaux nécessaires a I'utilisation
de la méthode des éléments finis qui sera (décrite au chapitre 4). Les outils fondamentaux
comprennent les concepts de distribution, d’espaces fonctionnels et de Sobolev, ainsi que

la notion de trace.

1.2.1 Rappel sur la théorie des distriburions
Soit 2 un ouvert non vide de R* (n >1).
Support d’une fonction

Définition 1.2.1 Soit ¢ : 2 — R. On appelle support de f l’ensemble :

supp ¢ = {x € Q tel que p (x) # 0}.

Définition 1.2.2 La fonction ¢ est dite a support compact s’il existe un compact K C
tel que

supp p C K.

14



1.2. Espaces de Sobolev

Espace des fonctions tests

Définition 1.2.3 L’espace des fonctions tests est ’ensemble noté D () défini par
D () ={p e C>*(Q) tel que ¢ est a support compact} .

Distriburion

Définition 1.2.4 Soit T : D (2) — R une application. Alors T est appelée distribution
=T (p)=(Typ )

si elle vérifie les deuxr conditions suivante :
1. T est hinéaire;

2. T est continue dans le sens suivant : soit (,,),>, une suite d’éléments de D (12) tel

que

Pn — ¢

n—-4oo

alors on a

(T, ,) — (T,9)

n — oo

Notation 1.2.1 On note D' () [’espace des distributions sur €.

Remarque 1.2.1 D' (Q) est appelé le dual de D () et (.,.) est le crochet du dualité.
Distribution associée & une fonction localement intégrable
Lemme 1.2.1 Soit

Li.=1{f:9Q — R tel que pout tout compact K C ), f est intégrable sur K} .

Les ¢éléments de L} sont dits des fonctions localement intégrables.

loc

15



1.2. Espaces de Sobolev

Proposition 1.2.1 Soit f une fonction localement intégrable, alors la forme linéaire T}
définie par

Ty () = (Iy, ¢) = / fe dx, pour tout ¢ € D(Q)
Q

est une distribution sur €.

Remarque 1.2.2 L’application qui a f € L. on associe
Ty € D (Q)

est linéaire est injective. De ce fait, on écrit
T(f) =Ty

Corollaire 1.2.1 D’apérs la remarque précédente, on a
Lio. (2) € D' (9).

1
loc

Remarque 1.2.3 L’espace L, () contient les espaces LP (2) pour tout p € [1, + oo]

c’est-a-dire que les éléments de LP (€2) sont des fonctions localement intégrables.

Proposition 1.2.2 En vertu de remarque précédente, on peut identifier l’espace des fonc-

tions de carré intégrables L* (Q) a un sous-espace de D (). Autrement dit
L*(Q)cD (D).
Démonstration. On rapelle que :

1. L?(2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f. 9) = / f(2)g () de

16



1.2. Espaces de Sobolev

avec la norme correspondante

N

1l = (f )} = / @) d

Q

2. D(Q) est dense dans L?(Q), i.e.,

D(Q) = L*(9).

Soit f € L?(f2), on lui associe distribution 7} sur £ définie par :
(Ty, p) = / fe dz, pour tout ¢ € D ().
Q

(a) Si Ty =0, c'est-a-dire, pour tout ¢ € D (),

4f<pdx:0.

Compte tenu de la densité de D (Q) dans L? (2), alors on a pour tout ¢ €

L (Q)
ce qui implique

Cela veut dire que 'application f —— T} est injective de L2 (2) dans D' (2) . Par
linéarité, ceci prouve que l'égalité de deux distributions T et T, implique
'égalité des deux fonctions f et g au sens de L? (2) partout. On peut donc

identifier f a Ty. Autrement dit

I

L*(Q)CcD (Q).

17



1.2. Espaces de Sobolev

Dérivée au sens des distribution

/ or
Définition 1.2.5 SiT € D (), on définit % la dérivée de T' au sens des distributions
x

oT Oy
— = {1, == D ().

De maniére analogue on peut définir les dérivées successives. Pour chaque multi-indice

par

a=(ay,....,a,) € N on définit
(DT, ) = (=1)1*(T, D*¢), pour tout p € D ().
Iy o .
Remarque 1.2.4 Comme (T, e est une forme linéaire continue sur D (), donc
T

— est une distribution sur ).
ox

Remarque 1.2.5 Toute distribution est infiniment dérivable au sens des distributions.

1.2.2 Espaces fonctionnels

L’espace C* (Q)

Définition 1.2.6 Soit Q) C R™ ouvert de R™. Une fonction f : € — R est dite continue

en xg € ), pour tout € > 0, sl existe § > 0 telle que pour tout x € 2, on a
|z — zo]| < 0= |u(x) —u(xg)| <e,
ou ||.|| désigne la norme dans R™.
Définition 1.2.7 On définit
C'(Q)={f: Q— R tel que f est continue}
et

o (Q) = {f : Q — R tel que f est continue et se prolonge continument sur Q} :

18



1.2. Espaces de Sobolev

Définition 1.2.8 Une fonction f : Q — R est dite de classe C* sur Q0 si toutes ses
dérivées partielles jusqu’a l'ordre k existent et sont continues.

Formellement, f: 0 — R est de classe sur §2 si

@GC’D(Q) our tout k =0,1,..,n
(937k 7p T My by ey IO

On pose alors
C*(Q) = {f: Q— R tel que f est de classe C* sur Q}

et

f: Q— R tel que f est de classe C* sur Q) et toutes ses dérivées partielles

Cc*(Q) =
jusqu’a Uordre k se prolonge continument sur Q)
1.2.3 Espaces de Sobolev

Espace H' (Q)

Soit u une fonction de L?(Q), elle est comme étant une distribution sur Q ,et on peut

u )
n’est

8[L‘i

ou
définir ses dérivées —, 7 = 1, ..., n, en tant que distributions sur §2. En général

&vi

pas une fonction de carré intégrable c’est-a-dire

ou 9
g 1),

Définition 1.2.9 On appelle espace de Sobolev d’ordre H' () sur Q2 l’espace des fonc-
tions de L? (Q) dont les dérivées partielles au sens des distributions (au sens faible) sont
associées o des fonctions localement intégrables qui sont aussi dans L? (), on le note
H' () et on écrit

H"(Q) = {u € L*(Q) tel que gu

EL%Q%lgign} (1.2.1)

(2

= {ue 12(Q) tel que Vu € (L* ()"}

19



1.2. Espaces de Sobolev

Il est clair que H' (2) est un espace vectoriel euclidien muni du produit scalaire réel

= / u v dr+ / Vu Vo dz, (1.2.2)
Q

Q

dont la norme correspondante est définie par

ol

1
Jullrioy = (s ooy = | [Tl do+ [ 190 do
Q Q

1
2
= (Il + 1Vl (12.3)

Remarque 1.2.6 L’espace H' () est un espace de Hilbert séparable pour son produit

scalaire.

Proposition 1.2.3 (cf. [23]) Si Q C R" est un ouvert borné, alors lespace D (2) n'est

pas dense dans H' (Q), i. e.,

D) # H' (Q).

Remarque 1.2.7 Si Q =R", alors D (Q) est pas dense dans H' (), 1. e.,

D (R") = H' (R").
Espace H;] (Q)
Définition 1.2.10 L’espace H; () est l'adhérence de D (Q) dans H' (), i. e.,
H'(Q)

D) " =H;(9).

Autrement dit, les fonctions de H} () sont les limites dans H' () des suites de

fonctions de D ().
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1.2. Espaces de Sobolev

Remarque 1.2.8 L’espace H; () est un espace de Hilbert.

Corollaire 1.2.2 La semi-norme

~ ou
[l o) = (Z Hax
=1

i

2 >

> = [IVull 12(q) (1.2.4)
L2(Q)
est une norme sur Hy (Q), équivalente a la norme induite par celle de H () dans H* (Q).
Espace H™ (2)

Définition 1.2.11 On appelle espace de Sobolev H™ (2)d’ordre m sur ) et on le note

I ensemble sutvant:

H™(Q) ={ue L*(Q); 0°ue L*(Q), pour tout o € N* un multi-indices tel que |a] < m}.

1.2.4 Quelques inégalités utiles

On dit que p, q € [1, + oo sont deux exposants conjugués si

Inégalité de Holder
Théoréme 1.2.1 (cf. [1]) Soit Q € R". Siu € LP () etv € L1(Q), alors
uv e L' (Q)

et on a
lw vl iy < Nl oy 101l Lag) - (1.2.5)

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1.2.2 (cf. [1]) Dans linégalite de Hélder, si p = q = 2, alors on a

[u UHLl(Q) < ||U||L2(Q) ||U||L2(Q)- (1.2.6)
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1.3. Notion de trace

Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.2.3 (cf. [24]) Soit Q@ C R" est un ouvert borné de classe C*. Alors, il

existe une constante C = C () > 0 tel que
HuHLl(Q) < C(Q) Hquiz(Q), (1.2.7)

pour toute fonction u € Hy (Q2).

1.3 Notion de trace
1.3.1 Opérateur de trace

Définition 1.3.1 (opérateur de trace) Soit @ C R™ est un ouvert borné de frontiére

09 de classe C. L’application

(D (Q), ||.||H1(Q)) — (CO (09) ||-||Lz<ag>>

Yo -
w7 (1) = u|

o0
Définition 1.3.2 se prolonge de facon unique en un opérateur linéaire et continu, noté

Yo défini par :

Yo 0 H'(Q) — L2(99) o
u— vy (u) =u 50

appelée opérateur de trace.associé a l'espace H' (2).

Théoréme 1.3.1 (cf. [24]) (théoréme de trace) Le noyau de l'application trace 7,

est dans Hy (£). Autrement dit,

kery, = HY(Q) = {v e HY(Q): v )m - o} . (1.3.2)
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1.3. Notion de trace

Définition 1.3.3 (la continuité de v,) L’opérateur de trace vy, est continu dans le sens

ou, il existe C' > 0, pour tout u € H* (Q), on a

170 (Wl 20y < C el g1q) - (1.3.3)
1.3.2 Espace de trace

Théoréme 1.3.2 (cf. [24]) L’opérateur de trace vy, n’est pas surjectif est un sous-espace

propre de L? (0R)). On notera

D=

Hz (0Q) = v, (H' ()
qui est défini par :

H? (0Q) = {u € L*(9Q) : il existe v e H" (Q) tel que v, (v) = u dans L* (0Q)}

(1.3.4)

1.3.3 Formule de Green

Théoréme 1.3.3 (cf. [24]) (formule de Green) Soit Q) C R™ est un ouvert borné de

frontiere 9Q de classe C. Alors pour tous u, v € H' (Q) on a

ou ov
/axivdx——/ua% dx+/uvmdo (1.3.5)

Q Q onN

ot n; est la i-éme composante du vecteur unitaire normal & extérieur .et do est la

mesure superficielle sur 0f).
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CHAPITRE

Introduction a ’analyse

variationnelle des EDP

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de certaines EDP. L’objet principal
est de montrer comment il est possible de donner une écriture mathématique simple (on
parle aussi de la formulation variationnelle ou faible) de ces problémes qui permette une

démonstration aisée de l’existence et I'unicité des solutions.

2.2 Ecriture variationnelle ou faible des EDP ellip-

tiques linéaires
2.2.1 Principe général et probléme modéle

Principe : .

Au cours de cette section, I’exemple modele d’EDP que nous allons traiter sera le

Laplacien, pour lequel nous étudions le probléme suivant :

Probléme 2.2.1 Soit Q un ouvert bornée de R™ de frontiére O et soit f € L?(2). On

se propose de déterminer une fonction définie dans ) solution de l’équation de Laplace
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2.2. Ecriture variationnelle ou faible des EDP elliptiques linéaires

munie des conditions aux limites de Dirichlet homogénes suivante :

—Au=f, dans 2,

(2.2.1)
u =0, sur 0f2.
avec A u est 'opérateur de Laplace définie par
"L 92 0? 0? 0?
Awu= Y e a (2.2.2)

2 9.2 2 T g
~ Orj Ori Ox; Ox2

Remarque 2.2.1 La formulation classique de ce probléme consiste a chercher une solu-
tion u € C*(Q) N C! (Q) qui vérifie (2.2.1), cette solution est dite solution classique ou

forte.
Ecriture variationnelle du probléme (2.2.1)

Procédure :

Pour construire la formulation variationnelle du probléme (2.2.1), nous pouvons atopté

la procédure suivante :

1. Etape 1 : l'intégration sur (2

Soit v € C*(Q2) N C* (Q) avec

vl =o0. (2.2.3)
En multipliant la premiére équation de probléme (2.2.1) par v et on intégre sur €2,

—/ (Aw) vde = /fvdx,

Q

= 8214) /
— — | vdxr = fouder.
/ (i_l 0z?

Q Q

on a

qui peut s’écrire
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2.2. Ecriture variationnelle ou faible des EDP elliptiques linéaires

2. Etape 2 : 'utilisation de la formule de Green

L’application de la formule de Green, donne

" 9%y ou Ov “ ou
_ U ydr = _ T vd
/ (,_1 aﬁ) v Z/ax, 9z T /axi v do
Q = Q
= /fvdx.
Q

Compte tenu a (2.2.3), il vient

- ou Ov
Z; / %, o1 dr = /f v dx
=10 Q

/VqudI: /fvdx.
Q

Q

ce qui s’écrit encore

3. Etape 3 : choix de ’espace et écriture variationnelle

Maintenant, si on note

:{02<Q)mol (Q), v

_ 0}
o

alors on a le probléme suivant : trouver u € V tel que
/ Vu Vv dx = / f v dx, pour tout v € V. (2.2.4)
C’est la fomulation variationnelle du probléeme (2.2.2).

Remarque 2.2.2 Le but de cette démarche est de faire en sorte que l” équation précédente
ait une solution unique et que l’on puisse ensuite montrer que l’on a bien résolu le probléme

initial (2.2.1) 1l s’agit donc de bien choisir L’espace V.

L’existence et 'unicité de solution a (2.2.4) s’obtient a I’aide d’un théoréme qu’on va

le détailler dans le chapitre 3, c’est le théoréme de Lax-Milgram.
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2.2. Ecriture variationnelle ou faible des EDP elliptiques linéaires

Théoréme 2.2.1 (Lax-Milgram) Soit V un espace de Hilbert et

a : VxV-—-R

(u,v) — a(u,v)
une forme bilinéaire continue et coercive sur V x V et

L : V=R

v — L(v)

une forme linéaire continue sur V.

Alors, le probléme : trouver u € V tel que
a(u, v) =L (v), pour toutv eV (2.2.5)
admet une solution unique.

Notons que le probleme (2.2.4) est de la forme (2.2.5) avec

a(u, v)= /Vu Vo dz
Q

et
L(v)= / fvdx.
Q
Pour que le probléme (2.2.5) soit bien défini , il nous faut une régularité sur I'espace
V, on voit qu’il suffit de prendre u, v € C*' (Q2) N C° (Q) . On remarque que le théoréme

de Lax-Milgram est utilisé lorsque I'espace V est préhilbertien complet, ce qui n’est pas

le cas pour

v={uect@nc (@), u| -0}
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

Question importante : "Que faut il faire pour rendre ’espace V complet 7"

Réponse : La réponse est 1'utilisation des espaces de Sobolev qui sont bien des espaces

de Hilbert.

Quelle est I’utilité des espaces de Sobolev ?

Idée :

L’idée des espaces de Sobolev est d’introduire les espaces des fonctions u tels que

ou

u € L?(Q) et o

€ L? (), qui sont des espaces de Hilbert, et chercher les fonctions u

qui vérifient pour toute fonction test v € D () tel que

/Vquda:: /fvdx,
Q

Q

et cette derniére n’est que la formulation variationuelle du probléme (2.2.1).

Corollaire 2.2.1 Le fait que les espaces de Sobolev sont complets est trés important pour
démontrer [’existence de solutions aux équations aux dérivées partielles moyennant des
théorémes qui basent sur les espaces de Hilbert (théoréme de projection sur un espace de
Hilbert, théoréme de Lax-Milgram,...etc). Donc, les espaces de Sobolev sont les espaces
“naturels” de fonctions permettant de résoudre les formulations variationnelles des équa-

tions aux dérivées partielles.

2.3 Etablissement des formulations variationnelles

Dans cette section, nous allons appliqué tout ce qui précéde avec plus de détail a I’étude de
quelques EDP elliptiques modéles, c’est-a-dire nous allons utilisé les espaces de Sobolev,
les dérivées seront au sens des distributions et les conditions aux limites au sens de la

théorie des traces, pour établir la formulation variationnelle.
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

2.3.1 Probléme de Dirichlet

Définition 2.3.1 On appelle probléme de Dirichlet une équation de Laplace avec des
conditions aux limites de type Dirichlet c’est a dire on spécifie les valeurs de la solution

sur la frontiére.
Cas des conditions aux limites homogénes.

Probléme 2.3.1 Soit Q un ouvert borné de classe C', 9Q sa frontiére. On se propose
de mettre sous forme variationnelle le probléme de Dirichlet avec conditions aux limites

homogénes :

—Au=f, dans €1,
(2.3.1)
uw =0, sur 0S)

ou f € L?(Q) une fonction donnée.
Supposons que le probléme (2.3.1) admet une solution u € H? () (une solution assez réguliere) .

Stratégie : Pour construire la formulation variationnelle du probléme (2.3.1), nous pou-

vons suivre la stratégie suivante :

1. Etape 1 : Multiplication par une fonction test

Soit v € H} (), en multipliant la premiére équation de probléme (2.3.1) par v

—Auv=fo.

2. Etape 2 : Intégration sur ()

On integre sur €2, on a

/—(Au) v dr = éfvdm,

Q
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

3. Etape 3 : Utilisation de la formule de Green

L’intégration par parties en utilisant la formule de Green, entraine

/—(Au)vdx _ /—(n g%;) v do

Q Q =1

ou
8332'

donc

4. Etape 4 : choix de ’espace V

On souhaite que u et v soient dans un méme espace de Hilbert V ( une condition

sur V dans le théoréme de Lax-Milgram) et que v = 0 sur 012, d’ou

/Vqudm— /fvdx.
Q 9)

Pour que | Vu Vv dz soit bien définie, il suffit de prendre Vu, Vv € L? (Q2) ,et on a
Q
[ € L*(Q) par hypothese, donc il suffit de prendre f € L? (Q) pour que [ f v dx soit
Q

aussi bien définie.

L’idée est de choisir ’espace

V= Hy (),
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

on prend v € H} (), et comme u est de classe C* sur Q et u = 0 sur I alors on a

u € Hy ().

5. Etape 5 : la formulation variationnelle

De ce qui précéde, on a le nouveau probléme suivant :

trouver u € H} (), tel que

(2.3.2)
[ VuVvdx= [ fvdz, pourtout v € Hy ().
Q Q
C’est la fomulation variationnelle du probléeme (2.3.1).
Question : " pour des solutions réguliéres ,la formulation variationnelle est-elle équiva-

lente & la formulation classique du probléme initial 7 "
Réponse :
Siu € H} (Q) est solution de (2.3.2), alors puisque
D (Q) C Hy ()
on a pour toute fonction test ¢ € D ()

. Ju Oy
/Vqupdx—Z/axi axidx—/fgpdx
Q =1 g Q

qui peut s’écrit encore

i 0 19)
> <8—“ a—i>= Y

=1

Puisque la dérivation est au sens des distributions, alors on a
= 0?u

31



2.3. Etablissement des formulations variationnelles

c’est-a-dire

ENN)

=1
donc

(—Qu, ¢) = (f, ¥).

Par conséquent, on a

—Au = f.
Ce qui montre I’équivalence.
Cas des conditions aux limites non-homogénes.

Probléme 2.3.2 Soit Q un ouvert borné de classe C', OQ sa frontiére. On se propose
de mettre sous forme variationnelle le probléme de Dirichlet avec conditions aux limites

non-homogénes :
—Au=f, dans 1,

(2.3.3)

u=g, sur OS2

ot f € L?(Q) est une fonction donnée.

Pour se ramener au probleme de Dirichlet homogéne, on va construire un relévement,

c’est-a-dire une fonction ug € H' (Q) telle que
Yo (u0) =g
ol 7, est 'application trace.

Remarque 2.3.1 Si g € Im(v,) = v, (H'(Q)) qui est un sous-espace de L? (09), on

sait d’apres le théoréeme de trace qu’il existe ug € H' (Q) telle que v, (ug) = g.
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

D’apres la remarque précédente, on cherche u sous la forme

U =1u+ ug
avec )

we Hy(Q)

et

\ Uy € H? (Q)

telle que

Yo (u0) = g
Stratégie :

1. Etape 1 : Multiplication par une fonction test

Soit v € H} (), en multipliant la premieére équation de probléeme (2.3.3) par v

—Auv=fo.

2. Etape 2 : Intégration sur ()

On integre sur €2, on a

/—(Au)vda:: /fvdx.
Q Q
Comme u = U + ugy, on trouve

—/(Aamda;—/muo)mz /fvdx.

Q Q
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

3. Etape 3 : Utilisation de la formule de Green

Par la formule de Green, on obtient

/Vqudm—/—Uda—i-/Vrovdx—/%vda— /fvdx
oN

4. Etape 4 : La formulation variationnelle
Puisque @ € Hj (), alors

@ = 0 sur 0f),

et on se raméne donc au nouveau probléme suivant :

trouver @ € H} (), tel que

(2.3.4)
[ VavVvdr= [ fvder— [ Vuy Vv dz, pour tout v € Hy (Q2).
0 0 0

C’est la fomulation variationnelle du probléeme (2.3.3).

2.3.2 Probléme de Neumann

Cas des conditions aux limites homogénes.

Probléme 2.3.3 Soit Q un ouvert borné de classe C*, 9Q sa frontiére. On se propose
de mettre sous forme variationnelle [’équation de Laplace avec conditions aux limites de

Newmann homogeénes :

—Au+tu=f, dans €2,
(2.3.5)

ou f € L*(Q) une fonction donnée.
Supposons que le probléme (2.3.5) admet une solution v € H? () (une solution assez réguliere) .
Stratégie :
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

. Etape 1 : Multiplication par une fonction test

Soit v € H' (), en multipliant la premiére équation de probléme (2.3.5) par v

(—A u+u) v= fo.

. Etape 2 : Intégration sur ()

On integre sur €2, on a
/ (—A u+u) vdr= /fvdx,
Q Q

. Etape 3 : Utilisation de la formule de Green

L’utilisation la formule de Green, entraine

/(VUVU—Fuv) dx—/%vdaz /fvdx.
0 ad 0

Comme

% = 0 sur 02,

on obtient

/(Vqu+uv) dx = vad:z:.

Q
. Etape 4 : La formulation variationnelle

La valeur de u n’est pas connue sur 052, donc la formulation variationnelle du prob-
leme (2.3.5) est :

trouver u € H' (), tel que

(2.3.6)

[ (VuVu+uw) de= [ fovdx, pour tout ve H' ().
0 0
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

Cas des conditions aux limites non-homogénes.

Probléme 2.3.4 Soit Q un ouvert borné de classe C', 9 sa frontiére. On se propose
de mettre sous forme variationnelle ’équation de Laplace avec conditions aux limites de

Newmann non-homogénes :

—Au+u=/f dans 1,

(2.3.7)
ou

a—n— g, sur OS2

ot f € L? (L) est une fonction donnée.
Stratégie :

1. Etape 1 : Multiplication par une fonction test

Soit v € H' (Q), en multipliant la premiére équation de probléme (2.3.7) par v

(—A u+u) v= fo.

2. Etape 2 : Intégration sur ()

On integre sur {2, on a

/(—Au+u)vdm= vadx,

Q

3. Etape 3 : Utilisation de la formule de Green

L’utilisation la formule de Green, entraine

/(Vqu—i—uv) dr — ?vdaz /fvdx.
Ui
¥

Q o0N

Comme

gu = g sur 0f),
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

on obtient

/(VUVU+UU) dx—/gvda: éfvdx.

Q o0

4. Etape 4 : La formulation variationnelle

Compte tenu de la valeur de u n’est pas connue sur 052, donc la formulation varia-

tionnelle du probléme (2.3.7) est :

trouver u € H' (Q), tel que

(2.3.8)
[ (VuVv+uwv)de= [ fvdr+ [ gvdo, pour tout v e H' (Q).
Q 0 o0

2.3.3 Probléme mixte

Probléme 2.3.5 Soit Q un ouvert borné de classe C', OQ sa frontiére. On se propose

de mettre sous forme variationnelle le probléme avec condition aux limites mixte :
(

—Au=f, dans €2,

u=mug,  surdQ =Ty, (2.3.9)
@: g, sur 0Qs = I'y
\ 377

ou f e L* (L), u € H2(Ty) C L2(Ty) et g € H2 (Ty) C L*(Ty) sont des fonctions
donnée, avec

aQ:F1UF2

et

I'NTy = ¢.

Figure 2. 1: Probléme mixte de Dirichlet Newmann
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

Stratégie :

1. Etape 1 : Multiplication par une fonction test

Soit v € H' (), en multipliant la premiére équation de probléme (2.3.9) par v

—Auv=fo.

2. Etape 2 : Intégration sur (2

On integre sur €2, on a

/—Auvd:c: /fvda:,
Q

Q

3. Etape 3 : Utilisation de la formule de Green

L’utilisation la formule de Green, entraine

/Vqudx—/@vdoz /fvda:.
on
o0

Q Q

Nous détaillons le terme de frontiére de cette relation, on trouve

@vda: @Uda—l—/a—uvda
an an an
oN I's '
0
= /—uvda—l—/Ovda.
an
Iy I
ou
Compte tenu de e g sur I'5, nous avons donc
U]
@ v do = / g v do
In
0N )

et u est la solution du probléme

/Vquda:: /fvdx—l—/gvda
Q Q

1)
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2.3. Etablissement des formulations variationnelles

ou, ce qui est équivalent, w est solution de

/VwVvdx: /fvdm—/Vrovdx+/gvda, pour tout w € H' (Q)
Q Q

Q Iy

4. Etape 4 : La formulation variationnelle
De ce qui précede, La formulation variationnelle du probléme (2.3.9) est donnée par

trouver w € H' (), pour tout v € H' () tel que

(2.3.10)
[VwVvdr= [ fode— [Vu Vode+ [ gvdo.
) ) )

>
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CHAPITRE

Théorie de Lax-Milgram

et applications

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacrée au théoréme de Lax-Milgram qui sera 1’outil essentiel perme-
ttant de démontrer des résultats d’existence et d’unicité de solutions de la formulation

variationnelle dans un espace de Hilbert.

3.2 Théorie de Lax-Milgram

Soit V un espace de Hilbert réel de produit scalaire (., .) et de norme ||.||. On considére
une formulation variationnelle du type : B

trouver u € V, tel que

(3.2.1)
a(u, v) =L(v)

3.2.1 Quelques définitions basics

Forme linéaire continue sur un Hilbert

Définition 3.2.1 Soit L : V—>L]1(§) Alors L est dite forme linéaire continue sur V si

elle vérifie les deux conditions suivantes :

1. L est linéaire de V dans R,
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3.2. Théorie de Lax-Milgram

2. pour tout v € V, il existe une constante C' > 0 telle que
L (v)] < Clv|ly (la continuité) . (3.2.2)
Forme bilinéaire continue sur un Hilbert

Définition 3.2.2 Soita : Vx( \Y )H (R : Alors a est dite forme bilinéaire continue,

st elle vérifie les deux conditions suivantes :
1. a(., .) est bilinéaire sur V, c’est-a-dire

(a) u— a(u, v) forme linéaire de V dans R pour tout v € V;

(b) v — a(u, v) forme linéaire de V dans R pour tout u € V;

2. a(., .) est continue sur V x V, c’est-a-dire
pour tous u, v € V XV, il existe une constante M > 0 telle que
la (u, v)] <M Jully |lvlly (la continuité). (3.2.3)
Forme bilinéaire coercive

Définition 3.2.3 La forme bilinéaire a (., .) est dite coercive (V—elliptique) si pour

tout v € V, il existe o > 0 telle que
ja (v, v)| > a o] (3.2.4)

3.2.2 Quelques théorémes de base

Théoréme de représentation de Riesz

Théoréme 3.2.1 Soient V un espace de Hilbert et V* son dual topologique. Alors on a :
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3.2. Théorie de Lax-Milgram

1. Si L est une forme linéaire continue surV . Alors, pour tout v € V, il existe un

élément 7 € V* unique tel que

L(v)= (L7, v)y- (3.2.5)

2. Sia(., .) est une forme bilinéaire sur V. Alors, pour tous u, v € V, il existe une

unique application A : V — V linéaire et continue telle que

a(u, v) = (Au, v)y. (3.2.6)

De plus A est de norme égale a celle de a (., .).
Théoréme de point fixe de Banach

Théoréme 3.2.2 Soit ' un espace métrique complet et soit T : E — E une application
contractante, c’est-a-dire, pour tous u, v € E X E.il existe une constante k € 10, 1] telle
que

d(Tu, Tv) <k d(u, v). (3.2.7)
Alors T admet un unique point fize.
3.2.3 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 3.2.3 Soit V un espace de Hilbert, et soient L une forme linéaire continue
surV et al(., .) une forme bilinéaire continue sur V x V. Sia (., .) est coercive, alors

il existe une unique solution u de la formulation variationnelle (4.1.1).

Démonstration. Puisque la forme L : V— IEQ) est linéaire continue, donc par
v — L(v

application du Théoréme de représentation de Riesz sur les formes linéaires, on a
L(v)=(Lt, v), Yo eV, (3.2.8)
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3.2. Théorie de Lax-Milgram

De méme, puisque la forme bilinéaire a : VX(V)—> (]R) est bilinéaire continue,
o) a(., .

donc par application du Théoréme de représentation de Riesz sur les formes billinéaires,
on a

a(u, v) = (Au, v), Yu, v € V. (3.2.9)

Notons que I'application A : V—V est linéaire continue et coercive

u — Au

En effet,
1. I’application A est linéaire car on a,

(a) pour tous uy, uz € V, et pour tout v € V, d’aprés (4.1.9) et la linéairité de

a(., v) ona

(A(uy +uz), v) = a(uy+ ug, v)

= a(uy, v)+ a(ug, v)

= (Aul, U) + (AUQ, ’U) .
(b) pour tout A € R, pour tous u, v €'V, on a

(A(Mu), v) = a(lu, v)

= Xa(u, v)

= X (Au, v).
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3.2. Théorie de Lax-Milgram

2. L’application A est continue car d’aprés la continuité de a (., .) on a,

a(u, v
Ay = sup™ls)

w20 [l
veV

< M lofly -

3. L’application A est coercive car d’apres la coercivité de a (., .) on a,

[(Au, w)| = la(u, w)] = a [ull5.

De 1, 2 et 3, en conclu que la résoulution du probléme (3.2.1) revient a la résolution

du probléme équivalent suivant : trouver u € V solution de
(Au, v) = (L7, v).
On est donc ramené a démontrer I’existence d’un unique u € V tel que
Au = Lt (3.2.10)
Ceci revient donc & montrer que A est bijective de V dans V.
e Etude de l’'injectivité de A

On a

< [JAully ully -
La coercivité de a (., .) implique
aflully < [|Aully, .
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3.2. Théorie de Lax-Milgram

Donc A est injective.
Maintenant, soit

p > 0.

On définit une application T : V — V par
Tu=u—p(Au—1L).

Remarquons que l'existence d’une solution a (3.1.10) est équivalente a 'existence d’un
point fixe pour 'application T.

Pour u, v €V, on a

ITu —Tolly = l[(u—p(Au—L)) = (v~ p(Av = L)

= [l(u—v) = pA(u—0)ls

= (u=v)=pAlu—v), (u=v)=pAu—0))

— ol =2 (=, Afu—v)+ o A — o)
Psuique A est continu, alors on a
PIA =) < p* M u—vlf5,
donc
| Tu — Tol|3 < (1+ p* M?) |ju— o|)Z —2p (u—v, A(u—0v)). (3.2.11)
La coercivité de A, donne

—2p(u—wv, A(u—0)) < —2ap|lu—v|? (3.2.12)
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3.2. Théorie de Lax-Milgram

Par combinaison de (3.1.12) avec (3.1.11), on obtient
|Tu — To|)? < (1+ p* M? —2ap) |ju — v||2 .
Poson
1+p°> M?> —2ap=k.
Si p est assez petit alors
k€0, 1.
Par conséquent T est une application contractante de rapport de contraction

k=1+p* M?* - 2ap.

Donc d’apreés le Théoréme de point fixe de Banach, T admet un unique point fixe, ceci
signifie que T est surjective, donc A est aussi surjective.

Ce qui démontre 'existence et I'unicité de u € V solution du probléme
Au = L.
Par conséquent, u est 'unique solution de la formulation variationnelle (3.1.1). =

Définition 3.2.4 Soita: Vx V — R . Alorsa est dite forme bilinéaire symétrique,

(u, v) — a(u, v)

si elle vérifie la condition suivante :
a(u, v) =a(v, u), Vu, veV.

Proposition 3.2.1 (cf.[24]) Sia(., .) est une fomre bilinéaire est symétrgiue, alors le

probléme variationnelle (3.1.1) est équivalent au probléme de minimisation suivant :

trouver u € V, tel que
(3.2.13)
1
J(u) = minJ (v) = min (5 a(v, v)— L(v)) :

veV veV
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3.3. Application de la théoré de Lax-Milgram a la résolution de quelques problémes
modéles

3.3 Application de la théoré de Lax-Milgram a la ré-

solution de quelques problémes modéles

Dans cette section, on s’intéresse a la résolution des problémes variationnels établis au

Chapitre 2 précédent, en vérifiant les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram.

3.3.1 Notion de solution faible

Définition 3.3.1 On appelle solution faible du probléme variationnel : trouver u € V tel
que

a(u, v)=L({w), YveV (3.3.1)

toute solution vérifiant l’équation (3.2.1).

Remarque 3.3.1 Toute solution forte (ou classique) est une solution faible.

3.3.2 Probléme de Dirichlet

A. Cas homogéne

On rappelle qu’il s’agit du probléme suivant :

trouver u € H} (), tel que

(3.3.2)
[ VuVvdr= [ fovdz, pour tout v € Hj ().
0 Q
ou :
e - la forme bilinéaire a (u, v) est définie par :
a(u, v) = / Vu Vo dx; (3.3.3)
Q
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- la forme linéaire L (v) est définie par :
L) = / fode. (3.3.4)
Q

L’existence et I'unucité de la solution du probléme (3.2.2), revient donc a vérifier les
conditions du théoréeme de Lax-Milgram sur les deux formes définies par (3.2. 3) et (3.2.4)
et ceci dans lespace de sobolev Hj (€2) muni de la norme

||U||Hg(9) = ||Vu||L2(Q)'
Procédure :
1. Etude de la bilinéairité de a (u, v) sur Hj () x Hy (Q).

Pour tous u, v € Hj (Q), on a

la(u, v)| = /Vu Vo do
Q

IN

/\Vu Vol dx.

Q

L’application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

2

3
la(u, v)] < /|Vu|2dx /\Vv|2dx
Q Q
= HVUHL2(Q) HVUHL?(Q)

= HUHH(}(Q) HU”H(}(Q)

cette derniére inégalité est identique avec celle de définition de la continuité de la

forme bilinéaire en prenant M = 1.
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Par conséquent, la forme bilinéaire a(.,.) est continue sur Hg (Q) x Hy (Q2).

2. Etude de la coercivité de a (u, v) sur H} ().

Pour tout v € H} (), on a

a(v, v) = /Vv Vo dz
Q

= / (Vv)* dz

2
= HVUHL2(Q)

2
= ||U||H(}(Q)

cette derniére inégalité est identique avec celle de définition de la coercivité de la

forme bilinéaire en prenant a = 1.

Par conséquent, la forme bilinéaire a(.,.) est coercive sur Hj (Q) .

3. Etude de la continuité de L (.) sur H; (Q).

Pour tout v € HJ (), on a

LWl = | [ fods

Q
< | f | do
/
= [ 11 de
Q
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L’application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

Lol < | [ita) [ pfa
Q Q

2

= HfHLz(Q) HUHL2(Q)

Rappelons que
[0l ) = 10l 120y + IV VIl 120
donc
[0l 2 < V]l grq) -
Ceci montre que

[L()] < [f 1l 2@ 101l 1. -

L’application de I'inégalité de Poincaré donne

| L ()]

IN

C(©2) Hf”LQ(Q) HVU“L2(Q)

= C(Q) [fllz2@ ||”||H&(Q) :

Posons

M =C () [fllz2@ >0

Donc

[L(v)] <M |[v]l g3 -

cette derniére inégalité est identique avec celle de définition de la continuité de la

forme linéaire.
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Par conséquent, la forme linéaire L(.) est continue sur H} ().

Conclusion : De 1, 2 et 3, d’apres le théoréme de Lax-Milgram, il existe donc
une seule fonction u € H} (2) solution du probléme (3.2.2) appelée solution faible

du probléme initial (2.2.1).
B. Cas non-homogéne

On rappelle qu’il s’agit du probléme suivant :

trouver u € H} (), tel que

(3.3.5)

[ VavVvdr= [ fvder— [ Vuy Vv dz, pour tout v € Hy (Q2).

Q Q 0
ou :
e - la forme bilinéaire a (u, v) est définie par :
a(u, v) = / Vi Vo dx; (3.3.6)
Q
- la forme linéaire L (v) est définie par :
L(v)= / fvdx —/ Vug Vv dz. (3.3.7)
Q Q

Procédure : En procédant comme au paragraphe précédent, on obtient
1. Etude de la bilinéairité de a (u, v) sur H () x H} (Q).

la(a, v)| = /Vﬂ Vv dx

Q

< gy Ivllme) -
C’est la continuite de la bilinéaire a(.,.) sur H} () x H} (Q) .
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2. Etude de la coercivité de a (u, v) sur H} (Q).

Pour tout v € Hj (), on a

a(v, v) = /Vv Vo dz
0

= 4 (Vv)* dz

2
= HVUHLz(Q)

2
= HUHH(}(Q)

C’est la coercivité de la bilinéaire af(.,.) sur H} (Q).

3. Etude de la continuité de L (.) sur H] ().
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3.3. Application de la théoré de Lax-Milgram a la résolution de quelques problémes
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Pour tout v € Hj (), on a

|L(v)| = fvdr— | Vuy Vo dx
o

Q

= /fvdx—l— /VUovvdlL’
Q Q

< /\fv\d:v—l—//VuOVvdx

Q o l'e
< N fllzz) 1oll2@) + Vol 2y VOl 2
< ||f||L2(Q) ||U||H1(Q) + ||VUOHL2(Q) ||UHH1(Q)

Posons
M = max <Hf||L2(Q)> ||VUOHL2(Q)>

on obtient
IL()| < M o]l g1y -
C’est la continnuité de la forme linéaire L(.) sur H} ().
Conclusion : De 1, 2 et 3, d”aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe donc une

seule solution du probléme (3.2.5) appelée solution faible du probléme initial

(2.3.4).
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3.3. Application de la théoré de Lax-Milgram a la résolution de quelques problémes

modeéles
3.3.3 Probléme de Neumann
A. Cas homogéne
On rappelle qu’il s’agit du probléme suivant :
trouver u € H' (2), tel que
(3.3.8)
[ (VuVuo+uw) de= [ fovdz, pour tout ve H' ().
Q 0
ou :
e - la forme bilinéaire a (u, v) est définie par :
a(u, v) = / (Vu Vv + uwv) dx (3.3.9)
Q
- la forme linéaire L (v) est définie par :
(3.3.10)

L@Oz(/fvdm
Q

Procédure :

1. Etude de la continuité de la forme bilinéaire a (u, v) sur H' (Q) x H! (Q2).

Pour tous u, v € H' (2), on a

la(u, v)] = /(Vqu+w0dm

IN

/\Vu Vv]dx+/|u v| d.
0

Q
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3.3. Application de la théoré de Lax-Milgram a la résolution de quelques problémes
modéles

L’application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

3 3
/|Vu|2dx /|Vv|2dx + /|u|2dx
¢ Q 0

1

2

IN

ja(u, v)]

1
2
/|v|2dx
Q

= ||VU||L2(Q) ||VU||L2(Q)+||U||L2(Q) ||U||L2(Q)

A\

< lullggy 1ol -

C’est la continuité de la forme bilinéaire af(.,.) sur H* (Q) x H* (Q).

2. Etude de la coercivité de a (., .) sur H' ().

Pour tout v € H! (), on a

a(v, v) = /VUVvdJ:—I—/UUdm
Q

Q

= /(Vv)2 da:+/ (v)? dx

Q

2 2
= [IVollza) + vllz2q

2
= ||UHH1(Q)~

C’est la coercivité de la forme bilinéaire af(.,.) sur H' (Q).

3. Etude de la continuité de L (.) sur H' (Q).
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3.3. Application de la théoré de Lax-Milgram a la résolution de quelques problémes
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Pour tout v € H* (), on a

Lol = |[fod

Q

< {IM dx
= [ 171 1ol e

Q

L’application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

2 2
Lol < | [tan) ([P
Q Q
= sy ol oy
< N fllgagy Mol -

C’est la continuité de la forme bilinéaire L(.) sur H' (Q).

Conclusion : De 1, 2 et 3, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe donc une
seule solution du probléme (3.2.8) appelée solution faible du probléme initial

(2.3.5).
B. Cas non-homogéne

On rappelle qu’il s’agit du probléme suivant :

trouver u € H' (), tel que

(3.3.11)

[ (VuVv+uw) de= [ fvde+ [ gvdo, pour tout v e H' ().
Q 0 o0
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ou :
e - la forme bilinéaire a (u, v) est définie par :

a(u, v) = (Vu Vo +uwv) dz; (3.3.12)
/

- la forme linéaire L (v) est définie par :

L(v) = /fvdx+/gvda. (3.3.13)

onN

Procédure :

1. On a prouvé précedemment que la forme bilinéairité a (., .) est coercive

continue.

2. Etude de la continuité de L (.) sur H' (Q).

Pour tout v € H' (Q), on a

|L(v)| = /fvdx—l—/gvda

IA
—
kh
<
Q.

8
+
—
@
<
<y
)

< Wfllza) olla@) + 119ll200) 101E2ga0) -

Puisque lapplication trace H'(Q) — L*(9f) est continue, alors il existe une

constante (' telle que

||UHL2(aQ) < HUHHI(Q)-
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Donc

L) < N fllze@ 0llze@ + Cr ll9llz2n) 10l @)

< Az ol + Cv llgllzoa) 0l @)

< C ol -

C’est la continnuité de la forme linéaire L(.) sur H' (Q2).

Conclusion : De 1 et 2, d’apres le théoréme de Lax-Milgram, il existe donc une
seule solution du probléme (3.2.11) appelée solution faible du probléme initial

(2.3.8).

3.3.4 Probléme mixte

La formulation variationnelle du probléme de type Dirichlet-Neumann est :

trouver w € H' (), pour tout v € H' () tel que

(3.3.14)

[VwVvdr= [ fvde— [Vu Vode+ [ gvdo.

0 Q Q I
ou :
e - la forme bilinéaire a (u, v) est définie par :
a(w, v) = / Vw Vv dz (3.3.15)
Q
- la forme linéaire L (v) est définie par :
L(v)= /fvdx—/Vuo Vv dx—i—/ g v do. (3.3.16)
Q Q 092
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Procédure :

1. On a prouvé précedemment que la forme bilinéairité a (., .) est coercive

continue.

2. Etude de la continuité de L (.) sur H' (Q).

Pour tout v € H* (), on a

|L(v)| = /fvdx—/VuOVvdx+/gvda
Q Q

o192

< /fvdx—i— /VUUVvdx—l—/gvda
Q o) 090

< /|fgp\ dx—l—/\VUOVv\ dx+/|gv|da
Q Q 00

< ||f||L2(Q) ||U||L2(Q)+ ||VUO||L2(Q) ||VU||L2(Q)+||9||L2(392) ||U||L2(892)'

< C ol -

C’est la continnuité de la forme linéaire L(.) sur H' (Q2).

Conclusion : De 1 et 2, d’apres le théoréme de Lax-Milgram, il existe donc une
seule solution du probléme (3.2.14) appelée solution faible du probléme initial

(2.3.9).
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CHAPITRE

4 Approximation des EDP
elliptiques par éléments

finis P

4.1 Introduction

La résolution analytique d’'une EDP pose parfois des difficultés insurmontables, et une
solution exacte décrivant bien le probléme étudié n’est pas toujours facile a trouver. Le
recours au traitement numérique (’approximation) de ces équations est devenu plus que
nécessaire.

Avec les progres enregistrés dans le domaine de l'informatique et les performances
des ordinateurs de plus en plus grandes, il est devenu possible de résoudre des systémes
d’équations différentielles trés complexes. Plusieurs techniques de résolution numérique
ont été ainsi développées et appliquées avec succes pour avoir des solutions approchées
satisfaisantes.

Dans ce chapitre, nous présentons les grandes lignes de la méthode des éléments finis.

Son application sera illustrée par deux problémes simples aux limites.
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4.2 Meéthode des éléments finis
4.2.1 Bref historique

Historiquement, I'origine de la méthode des éléments finis peut se trouver dans les travaux
de Fermat et Bernoulli (1743) avec le calcul des variations, puis il faut attendre le début
du XX éme siécle avec les progrés en analyse avec la méthode de Galerkin se basant
sur des théorémes de projection dans les espaces de Hilbert. En 1943 Robert Courant
introduit le principe variationnel avec des fonctions de base a supports locaux ouvrant la

’ éléments”. Cependant ce n’est qu’avec

voie a une division d'un domaine considéré en ’
le développement des ordinateurs que ces travaux trouvent leurs applications avec les
travaux pionniers de Zienckiewiz et Argyris qui définiront la méthode en 1960.

Ce qui amene le succes de la méthode et sa puissance est ’apport du calcul matriciel,
introduit par un ingénieur civil anonyme. La méthode connait alors un développement
fulgurant accompagne par les progrés de I'informatique. La méthode des éléments finis est
une méthode puissante basée sur une théorie mathématique rigoureuse. Aujourd’hui, les
éléments finis sont un outil majeur, incontournable en mécanique (fluides et solides, inter-

actions, structures), et applicable dans de nombreux domaines impliquant des problémes

d’EDP comme par exemple en mathématiques financiéres ou I’électromagnétisme..ect.

4.2.2 Principe de la méthode

Le principe de la méthode des éléments finis consiste a transformer le systéeme d’EDP
continu en un systéme discret ou approché. La géométrie considérée initiale étant com-

plexe est subdivisée en un nombre fini de sous domaines simples appelés éléments dont
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I’assemblage permet d’obtenir la géométrie initiale. Chaque élément est lié a son voisin
par un noeud.
Considérons a titre d’exemple la géométrie suivante et supposons que l'on veuille

calculer sa surface :

FIGURE 4.1 : Géométrie a étudier

Cette géométrie n’étant pas usuelle, on ne sait pas comment calculer directement sa
surface. La méthode des éléments finis propose qu’on la subdivise en un nombre fini
d’objets simples (carreaux, rectangles ..) pour lesquels le calcul de la surface ne pose pas

de problemes.

FIGURE 4.2 : Maillage de la géomeétrie a étudier

4.2.3 Approximation interne et systéme matriciel équivalent

Principe

Le principe de la méthode de Galerkin, consiste a résoudre le probléme variationnel dans
un espace de dimension finie V;, inclus dans V, approchant I’espace V. En outre,la con-
struction de I'espace V}, repose sur la notion géométrique de maillage. Dans ce contexte,
le parameétre h correspond & la taille maximale des mailles ou cellules qui composent le
maillage; il est strictement positif et destiné a tendre vers 0, ’espace V), sera de plus en

plus grand et approchera de mieux en mieux ’espace V tout entier.
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Définition 4.2.1 (Maillage) Un maillage est un pavage de l’espace en volumes élémen-

taires trés simples : intervalles, triangles, tétraédres, parallélépipédes...ect

FIGURE 4.3 : Exemple de maillage triangulaire
Approximation interne ou méthode de Galerkin

On a vu dans les chapitres précédents que divers problémes d’EDP pouvaient se mettre

sous la forme variationnelle suivante : déterminer u € V solution
a(u, v)=L(w), YveV. (4.2.1)
avec V un espace vectoriel normé de dimension infinie.

Remarque 4.2.1 L’existence et l'unicité de la solution u € V de (4.2.1) est assurée par

le théoréme de Lax-Milgram.

Dans cette section, on cherche a déterminer une suite (up), de V de sort que w,

converge vers u la solution de (4.2.1) quand h tend vers 0, c’est-a-dire
- 0.
T

La substitution de ’espace V de dimension infinie par un sous-espace V;, de dimension
finie inclu dans V est 'une des techniques pour contourner cette difficulté. C’est ce que
on appelle approximation interne.

Soit donc Vj, un sous-espace vectoriel de V de dimension finie N, on considérera dans

la suite que V;, est engendré par les fonctions de base

(),  j=1,..N. (4.2.2)
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On cherche la solution du probléme, qu’on notera u;, € V; sous la forme d’une combi-

naison linéaire des fonctions tests ¢, (r) € Vy, soit

up, () = Z ul o, (x) (4.2.3)

et ’on considére le probléme en dimension finie associé au probléme (4.2.1), que I'on écrit

comme suit : déterminer u;, € V; solution du probléme suivant :
a(up, vy) =L (vy), Yo, € V. (4.2.4)

Remarque 4.2.2 Le probléme (4.2.4) est appelé le probléme (discret ) approché du prob-

léme continu (4.2.1) .
Remarque 4.2.3 La construction de ’espace Vy, doit satisfaire deux conditions :

1. 'V}, doit étre facile a construire : on pourra choisir un espace dont la base sera formée

de fonctions ¢; (r) polynomiales par morceauz.

2. La matrice du systéme sera creuse, c’est-a-dire, elle aura beaucoup d’éléments nuls.
Pour cela, on choisira une base dont les fonctions ¢, (x) ont un support dans

quelques mazlles.
Existence et unicité de la solution

Proposition 4.2.1 Soit V un espace de Hilbert, et V;, un sous-espace de dimension finie.
Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive sur V , et L(.) une forme linéaire

continue sur V. Alors le probléme (4.2.4) admet une unique solution.

Démonstration. L’existence et I'unicité de uj, € Vj,, solution de (4.2.4), découle du

théoréeme de Lax- Milgram appliqué a V,. =
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Lemme 4.2.1 Si la forme bilinéaire a(.,.) est symétrique et coercive, alors la résolution

du probléeme (4.2.4) aboutit o la résolution d’un systéme algébrique linéaire dont la matrice

An = [a (g, 901’)]13;‘, i<N (4.2.5)

est symétrique, définie positive donc inversible.

Démonstration. Dans (4.2.4), en remplacant u; par son expression donnée dans

(4.2.3), on obtient
a (Z u;‘ @, (r), vh> = L(vp). (4.2.6)

Dans (4.2.6), en choisissant v, = ¢; (x), i=1,...,N, donc on a

a (Z uzl o (7)), ¢ (a:)) =L(p,(x)), Vi=1,..,N.

Cette derniére relation définit le systéme linéaire suivant

;

pour i =1:

=

a (U? ©; (7)), ¢ (x)) = L (¢, (7)),

pour i — 2 i (0 (2) . @3 (2)) = L (123 (1)),

pour i = N : i (w0 (x), o () = L (g (2)).

\
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4.2. Méthode des éléments finis

ou
p

a((pl? @1) UiL—FCL((’O% QOl)Ug—F.-.‘l'CL(QONh, 301) u?\f :L((pl)a

a(ey, ©y) u’f—i—a(g%, @2)“’214_ +a<90Nh> 902) Uiﬁf = L (),

| a (901, th> ui +a (902, soNh> uj + .. +a (soNh, soNh> u =L (p,).
il est claire que les inconnues de ce systéme sont {u?};jlv, qui représentent en fait les

Jj=N

composantes de u;, dans la base {¢; (2) i1

Ce systeme peut se présente aussi sous la forme matricielle
Apup, = by,

avec :

A, = [a (goj, %‘)Lg]’, i<N

a(py, ©1) aley, ©1) - . . aley, ©1)
a(py, ©3) aley, ©)) - . . alpy, ©3)
L a(en wy) alvs ) - - - aleys vy |
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4.2. Méthode des éléments finis

Up =

h
Un

Or la forme bilinéaire est symétrique, alors on a
a (Spja %’) =a (%‘a Spj) .

Danc la matrice A, [a (goj, %)} n est symétrique.

1<y, i<

. . j=N
Maintenant, soit II le vecteur de composantes {u?}j_l ; formons :

Ayl = (Z a (‘Pj (), @ (@) ué‘) = a (Z U?%’ (), ¥ (ZU)) .

En utilisant (4.2.3), il vient

Apll = a (un, ¢; (7))
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4.2. Méthode des éléments finis

et

It AL = Z a (uh, ©; (x)) u?

= a(up, up).
Puisque la forme bilinéaire a (., .) est coercive, alors on a
t 2
I ApIl = a(up, up) > alluylly, > 0.
Donc la matrice Ay est bien symétrique définie positive donc inversible. m

Définition 4.2.2 La matrice A, est appelée matrice de rigidité du systéme associé a

l"approximation interne.
Convergence de la méthode

Le fait de projeter la solution de ’espace de dimension infinie V dans ’espace de dimension
finie V;, a pour effet de faire perdre de I'information sur le probléme initial ; en fait, dans

cette opération, on commet une erreur dont on peut donner la majoration suivante :

Lemme 4.2.2 (lemme de Céa) Soit u la solution du probléme (4.2.1) et celle du prob-

léme (4.2.4). On a alors la majoration
M.
lo—wnlly < 2L inf = wnll, (12.7)

o vpEV

ot M et o sont les deuz constantes définies dans (3.1.3) et (3.1.4).
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4.2. Méthode des éléments finis

Démonstration. Soit v, € V;,. On pose
wh:vh—uhthCV

donc

wy, € V.

et

Up = Up — Wk, (428)

Maintenant, en substituant wj, dans (4.2.1) a la fois dans (4.2.4), on obtient
a(u, wy) =L (wy) (4.2.9)

et

a (up, wy) = L (wp) (4.2.10)

En substituant (4.2.9) de (4.2.10), il vient
a(u—up, wp) = 0. (4.2.11)
D’une part, puisque a (., .) est coercive, alors on a
a(u—up, w—up) > ou—ul. (4.2.12)
D’une autre part, en utilisant (4.2.8) et (4.2.11) on a

a(u—up, u—up) = a(u—up, u—uvy+wy)

= a(u—up, u—op)+a(u—u,, w)

= a(u—up, u—uvy)

69



4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

En utilisant la continuité de a (., .), nous obtenons
a(u—up, u—up) =a(u—uy, u—uvy) <M ||lu—upl| ||u—uvy (4.2.13)
Par conséquent, de (4.2.12) et (4.2.13) il vient
o=l < 25 =
u—u — JJu —vplly -
hi|| = o hlly
Cette derniére inégalité prouve le lemme de Céa. m

Théoréme 4.2.1 (cf. [24] ) (théoréme de convergence)On suppose qu’il existe un sous-

espace V de V dense dans V tel qu’il existe une application linéaire vy, de V vérifiant
hlimo lu—rpoplly =0,  pour tout v € V. (4.2.14)

L’application r), est appelée opérateur d’interpolation de V sur V,,. Alors, la solution

up € Vy, de (4.2.4) converge vers la solution u de (4.2.1), au sense ot on a

Tim [~y = 0.

4.3 Meéthode des éléments finis en dimension 1
4.3.1 Discrétisation

Au point de vue analyse mathématique et numérique, le principe de la méthode des
éléments finis consiste & construire des espaces d’approximation interne V}, des espaces
fonctionnels usuels tels que V =H"' () ou H] (Q),...etc dont la définition est basée sur la
notion géométrique de maillage du domaine 2. Autrement dit, la méthode des éléments
finis est une méthode d’approximation par sous domaines, donc avant toute application il

faut discretiser le domaine 2. La discrétisation du domaine 2 signifie qu’il faut découper
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

le domaine & étudier en éléments. Chaque élément est défini géométriquement par un

nombre de noeuds bien déterminé qui constituent en général ses sommets.

FIGURE 4.4: Exemple d’éléments finis en 1, 2 et 3 dimensions

4.3.2 Exemples d’application de la méthode

Dans cette sous-section, on décrit la méthode des éléments finis en dimension 1 pour deux

problémes elliptiques posés sur 2 = [0, 1].

Exemple 4.3.1 (Conditions de Dirichlet homogénes) On considére [’équation de
Poisson munie des conditions aux limites de Dirichlet homogénes :

—u' () = f(x), dans ]0, 1[,
(4.3.1)

ot f € L*(]0, 1[) est une fonction donnée, u est une fonction inconnue de x, et u' est la

dérivée seconde de u par rapport o x.

Le probléme (4.3.1) peut étre résolu directement en calculant des primitives. Cepen-
dant, cette méthode de résolution du probléme aux limites ne fonctionne que lorsqu’il
y a une dimension (1 D) spatiale et ne se généralise pas aux problémes de dimension
supérieure (2D, 3D, ...) ou & des problémes comme u" +u = f. Pour cette raison, nous

allons développer la méthode des éléments finis pour P;.
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Eléments finis P;.

Pour résoudre le probléme (4.3.1) moyennant la méthode des éléments finis, nous devons
suivre les deux étapes suivantes :

- ’écriture variationnelle ou faible du probléme aux limites original.

- la discrétisation de la formulation variationnelle obtenue dans I’étape 1 dans un

espace de dimension finie.

Etape 1 : écriture variationnelle ot faible du probléme aux limites original.

Cette étape consiste & mettre le probléme (4.3.1) sous la formulation variationnelle équiv-

alente suivante :

trouver u € V.= H} (]0, 1[), tel que

(4.3.2)

Z u (z) v (2) do = } f(z) v(z) dz, pour tout v € Hj (]0, 1]).

0

ou H} (]0, 1[) est un espace de Hilbert de dimension finie.

On a vu dans le chapitre précedent que 'existence et 'unicité de la solution se déduit

du théoréme de Lax-Milgram.

Etape 2 : discrétisation de la formulation variationnelle

Cette étape consiste a remplacer le probléme de dimension infinie (4.3.2) par la version

en dimension finie suivante :

trouver u € Vy,, tel que

(4.3.3)

Z“/ (z) v' (z) dox = [ f(z) v(z) dz, pour tout v € V.

0

ou V, est un sous-espace de dimension finie de H} (]0, 1[).
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De la définition du probléme (4.3.1) , nous remarquons que I’espace de dimension infinie

que nous cherchons & approcher est
V = {u continue et C' par morceaux sur [0, 1], u(0) =u (1) =0} (4.3.4)

et on veut construire un espace d’approximation V,, C V.= H} (]0, 1[) de dimension

finie.

La définition de I'espace V;, va nous permettre d’introduire une base éléments finis pour la
résolution numérique du probléme aux limites (4.3.1), ce choix pouvant étre étendu a
des situations plus générales. On commence par construire un maillage de I'intervalle
[0, 1]. On divise donc U'intervalle [0, 1] en (/N + 1) sous-intervalles [x;, x;+1], j =
0,...,N. Les sous-intervalles [z;, z,+1] sont appelés les cellules ou les mailles ou

encore les éléments du maillage.

On notera

hj =Tj41 — Tj (435)

la taille de la maille j et on définit

h = Jax, (Tj41 — xj) (4.3.6)

le pas du maillage.
Dans la suite, et pour des raisons de simplicité, nous serons souvent amenés & considérer
des maillages uniforme, c’est-a-dire un maillage ot les points x; sont réguliérement

espacés si bien que

x;=jh, j=1,..,N (4.3.7)
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

avec
1—-0 1
h = = 4.3.8
N+1 N+1 ( )
et
Ty = 0
(4.3.9)
TN = 1

Les points z; sont appelés les sommets (ou noeuds) du maillage.

Nous définissons aussi Py I'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a k

Py = {p (x) = Z a; ¥, aj € ]R} (4.3.10)

Jj=0

C’est un espace vectoriel de dimension k£ + 1.

L’espace d’approximation V; C V sera noté
Vi ={veC’ () tel que v, € Py (K)}. (4.3.11)

Nous définissons 'espace fonctionnel de dimension finie composé des fonctions con-
tinues sur [0, 1], afines sur chaque maille [z;, ;1] du maillage et nulles en 0 et

enl :

Vy =V, ={ve ([0, 1]) tel que vj,, +,,,) €EP1, 0<j <N, v(0)=v(1)=0}.
(4.3.12)
Remarquons que

Pour terminer la discrétisation, nous devons sélectionner une base de V,. Pour

chaque point x;, i = 1, ..., N nous choisirons la fonction linéaire par morceaux ¢; (z)
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

dans V), satisfaisant de plus
p; (x:) = 0ij = (4.3.13)

ou d;; représente le symbole de Kronecker.

Lemme 4.3.1 Les (goj) constituent une base de V.

1<j<N

Démonstration. Puisque (goj) est de dimension finie, alors pour que cette

1<j<N

famille soit une base de V,,, il suffit de montrer seulement qu’elle est libre.

On consideére les scalaires réels \;, avec j = 1,..., N. On suppose que
> Ng(x) =0, i=1..N. (4.3.14)
j=1

Pourz =1, on a

AL @y (m1) + A2 oy (1) + ... + A oy (21) = 0.

Compt tenu de (4.3.13), il vient que

A1y (71) =0

ce qui implique

Pour i =2, on a

)\1 ©1 (1’2) + )\2 ©a (1’2) + ...+ )\N N (ZEQ) =0.

Compt tenu de (4.3.13), il vient que
A2 0y (2) =0
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

ce qui implique

A2

Il
=

Pour7= N, on a

Ay (Zn) + A2 g (Tn) + ... + An oy (zn) = 0.

Compt tenu de (4.3.13), il vient que

AN oy (zn) =0
ce qui implique
Ay = 0.
Par conséquent, (goj)l <i<N est famille libre. m

e Détermination o, ()

Puisque les ¢, (r) sont afines sur chaque maille, alors on a

p;j(r)=ax+b

telle que

w; (zi) = 6y

e Sur la maille [z;_, z;]

Compt tenu de (4.3.13), on a :
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

en z;
P (zj) =1

ce qui implique

ax;+b=1, (4.3.16)
en r;_;

P (zj—1) =0
ce qui implique

axj_1+b=0. (4.3.17)

La soustraction (4.3.16)-(4.3.17) , montre que
a (I‘j — Ij—l) =1

d’ou

La substitution de (4.3.18) dans (4.3.17), donne

Tj—1

b=— . 4.3.19
o (43.19)
En combinant (4.3.19) et (4.3.18) avec (4.3.15), on obtient
T i1 r — i1
pjla) = =
X Tj—1 &£ Tj-1 X Tj—1
compt tenu de (4.3.8), on écrit
@ (x) = %, T € [xj_1, xj]. (4.3.20)

Sur la maille [z;, x;]
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Compt tenu de (4.3.13), on a :

en x;
p; (z;) =1

ce qui implique

ax;j+b=1, (4.3.21)
en T,

P (zj41) =0
ce qui implique

axj1+b=0. (4.3.22)

La soustraction (4.3.22)-(4.3.21) , montre que
a (zjp —x;) = -1

d’ou

1
4=——— (4.3.23)

Y
Tj+1 —

La substitution de (4.3.23) dans (4.3.22), donne

h= —Titl (4.3.24)
Tj+1 —

En combinant (4.3.24) et (4.3.23) avec (4.3.15) , on obtient

x Z; Tjy1—
Jj+1 Jj+1
©; (x) = — + =

Tjy1 — Tj Tjp1 — Z; Tj+1 — Tj

compt tenu de (4.3.8), on écrit

Ti— T
@, (z) = %, x € [xj, Tjm]. (4.3.25)
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Par conséquent, de (4.3.20) et (4.3.25), on a

¢

T —Tj .
TJ, stz € [zj_1, x4,
@ (x) = Tjp1 — . (4.3.26)
— stz €[z, zj41],
h
0, sinon.

\

Remarque 4.3.1 I est évident que

- supp @y = [0, 1]
- supp ;= [z-1, 7] Ulzy, 2jn], 1< <N

- SUPp Oni1 = [INu $N+1]-

Remarque 4.3.2 Les fonction de base @; (x) sont appelées dans la littérature les fonc-

tions chapeauzx.

FIGURE 4.5: Exemple de fonction de base linéaire par morceaux

FIGURE 4.5: Exemple de fonction de base associée a 3 points successifs

e Le probléme approché

La formulation variationnelle (4.3.3) dans le sous-epace V), s’écrit comme suit :

trouver uy, € Vy, tel que

(4.3.27)

a(up, vy) = L (vg), pour tout v, € Vj,
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

avec
1

a(up, vp) = /u,hv;l dx
0

L(vp) = ]fvh dz
0

v, € Hy ([0, 1) N CO([0, 1), vp [z, zj41] € Py,
Vi, =
Up, (0) = Up, (1) =0

La solution u;, du probléme (4.3.27) s’écrit dans V),

= Z u? o, () (4.3.28)

ot u; = uy, (x;) est la valeur de la solution approchée au point x; et ¢, (v) est la

base de V), définie dans (4.3.26) .

En remplagant (4.3.28) dans (4.3.27), nous obtenons

a (Z u? o, (@), Uh> = L (vp) (4.3.29)

on prend v, = ¢, (x), on écrit

a (i uf ¢; (), ¢ (:v)) =L(p;(x)), i=1,.,N
qui s’écrit encore
JZ]_V;G uj @5 (2), @i (2)) = L(p; (x))
La bilinéairité de a (., .), donne
Z uj a(p; (@), ¢; (@) = L(p; (x)) (4.3.30)

avec

0 (05 (2), @i (x)) = / 7 (2) ¢ (z) da (4.3.31)
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et
1

Ligta) = [ £@) o) do (43.32)

0

L’équation (4.3.30) s’écrit alors

(

alpy (), o1 (@) ui +aley(z), @ (@) us+ ... +aley (@), ¢ (@) uy = L(p ()

a(py (7)), o (z)) u’f +a(py (), o (z)) u'j + . taloy (@), vy (7)) U}ﬁ/ = L (pq (7))

[ ¢ (o1 (2), on (@) uf +a(py (), oy (@) uy + ... +alpy (2), oy (@) uly = L(py (2))
(4.3.33)

Ainsi résoudre le probléme approché (4.3.27) revient & résoudre dans RY le systéme
linéaire
Ah Up = bh

ou :
— A, est une matrice définie par

A, = [CL (Spj (), @ ($)>} 1<i,j<N

a (e, 901) a(%%a @1) Coe G(Spmy 901>
a(ey, ©) alpy, ©o) - o . al(@,, @)
a(p1, Om) : N (v

appelée aussi matrice de rigidité.
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

— by, est un vecteur connu définie par

bn = (L(py (2)), -y Loy ()"
appelé aussi vecteur de charge.élémentaire.
— uy, est un vecteur inconnu définie par
ho . h h )T _

up = (ul, Uy, ooy Up

appelé aussi la solution du probléme approché ou ’approximation de la solution

continue w.

Remarque 4.3.3 La matrice A, est une matrice tridiagonale car les fonctions de base

sont a support disjoints.

e — Calcul des coefficients de la matrice A; et le vecteur b,

En utilisant les fonctions de base définies précédemment, on détermine la matrice

Ay, = [Aiaj]1<i~j<N et le vecteur by,.

— % Calcul des coefficients de la matrice de rigidité A,

Pour trouver les coefficients de la matrice Ay, il suffit de calculer A;; =
a (‘Pja 903') ) Aj,j+1 =a (90]'7 <Pj+1) et Aj—l,j =a (ijfla 90]') .

A =7

J»J
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Ay = ale o) = / & (@) ) (z) de

Zjt1

Tj—1

S

Ajjrn =7

On a

Aj,j—i—l = a(@ja 90j+1) =

ZTj+1

!

!

Suppgp;

Zj

Tj4+1

J 1 2 d

—— x
h
Zj
/ &) (@) @) (@) do
suppy;Nsupy; 41

= [ S @ i

Zj

Tj+1

WA

Ty

Lo =9
j—lj —-
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

On a
Aji1; = a (%’» onfl) = / 90;'—1 (z) 90;‘ (z) du
supp@;_1Msupy;
T
- [ G @
Tj-1
/o1 /1
= S —]d
(=) ()
B 1
— n
Donc F 1
7 sit=j—1loui=7+1,

0 siig¢{j—1, j+1}.
\

Par conséquent, on a la matrice tridiagonale et creuse suivante :

2 -1 0 ... .. O
-1 2 -1 ... .. 0
1
Ah:ﬁ
-1
0 -1 2

c’est la matrice de rigidité.

Calcul des corrdonées du vecteur charge b,
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La détermination du vecteur charge by, revient au calcul de I'intégrale suiv-

ante :

bi = L(p;(2)) (4.3.34)

Tit1

- [ 1@ e

Ti—1

Tit+1

_ 7f(:1;) o, () di + /f(x) o (2) do,  i—1,..N.

T

L’utilisation de la formule d’intégration numérique du trapéze par exemple,

donne
[ 1@ @ de = B2 (F e )+ S (@) (i)
h
) f (@)
et
[ 1@ ei@ de = R () g + (o))
h
Y f (@)

En remplagant dans (4.3.33), nous obtenons

Donc

bh=1[h f(@)]icicn-
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Ainsi, le systéme & résoudre est

2 -1 0 o \[w] [ra
-1 2 -1 0 Us f(x2)
1 _
. -
~1
0 o v =1 2 luy || flan) |

Corollaire 4.3.1 Le systéme ci-dessus admet une unique solution car la matrice Ay, est

tridiagonale, symétrique et définie positive.
Convergence et estimation d’erreur pour la méthode P,

Définition 4.3.1 (opérateur d’interpolation) L’opérateur d’interpolation Py est application

ry, définie de H' (0, 1) dans Vy, par :
N+1
r () = Y v(xg) @ (x) (4.3.35)
=0

ot les ; les fonction de base de l'espaces de dimension finie Vy,.

En particulier dans H} (0, 1), on a

rpv () = v(z;) ¢, (7). (4.3.36)

M-

1

J

Lemme 4.3.2 (cf. [22]) Pour tout v € H*(0, 1), il existe une constante Cy; > 0 in-

dépendante de h telle que
[v =7l 1) S C1 b HU”HLz(O, b - (4.3.37)
Lemme 4.3.3 (cf. [22]) Pour toutve H' (0, 1), ona

hliglo v = 7ol g1, 1y = 0. (4.3.38)
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Théoréme 4.3.1 (théoréme convergence de la méthode) Soient v € Hy (0, 1) la
solution du probléme (4.3.2) et uy € Vy, est la solution du probléme approché (4.3.27) . Alors
on a

Jim [[u = unl o, 1y = 0.

De plus, siu € H?(0, 1), il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

u

(4.3.39)

Ju — uhHHl(o, = Ch ‘ 1200, 1) °

Démonstration. La combinaison du théoréme 4.2.1 avec les duex lemmes 4.2.3 et
4.2.4, donne
hllno Ju— uh”Hl(O, 1)~ 0.
C’est la convergence de la méthode des éléments finis P;.

Maintenant, si u € H? (0, 1), d’aprés le lemme de Céa (lemme 4.2.2), on a

M .
HU_“hHHl(o, ) = o vlenvfh ||U_UhHH1(0, 1)

M
o Ju — 7”huqu(o, 1)

IN

L’utilisation du lemme (4.2.2) implique

M »
Ju — UhHHl(o, 1) < o Cih Hu HL2(0, 1)

< O flulpa o

avec C' = % C7 > 0 une constante indépendante de h. m
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Exemple 4.3.2 (conditions de Newmann homogénes) Soit Q =10, 1[. On consid-

ére le probléme de Newmann avec conditions aux limites homogénes :

—u' (z)+u(z) = f(x), dans 0, 1[,
(4.3.40)
u (0)=u'(1) =0

La formulation variationnelle du probléme (4.3.40) est :

trouwver w € H* (]0, 1[), tel que
Z u (z) v (z) dr +Z u(z) v(x) dr = Z f(z) v(z) dz, pour toutv € H'(]0, 1]).
(4.3.41)

Etape 2 : discrétisation de la formulation variationnelle

On commence par construire un maillage uniforme de Uintervalle [0, 1]. On divise donc

l'intervalle [0, 1] en (/N + 1) sous-intervalles [x;, x;41], j =0,...,N.

On notera
xj=jh, j=1,..,N (4.3.42)
avec
1-0 1
— — 4.3.43
N+1 N+1 ( )
et
o = 0
(4.3.44)
IN+1 = 1.

Nous définissons 1’espace

Vi ={v e ([0, 1]) tel que v|;, 4,,,] EP1, 0<j <N, v(0)=v (1) =0}.
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Pour terminer la discrétisation, on considére les fonctions de base suivantes de I’espace

Vi :
( _ .
%, six € [l’j_l, J]j],
pi ()= zj—= , (4.3.46)
T, S1 T € [l’j, l’j+1],
0, sinon.
\
Remarquons que, dans (4.3.46) :
-si 7 =0, alors
==, siz€ln, o]
N S1T To, 1|,
polr)=9 N (4.3.47)
0, sinon.

FIGURE 4.6: Exemple de fonction ¢,

-sij=N+1, alors

r =N .
P six € |xy, Ty,
Pni (@) = (4.3.48)

0, sinon.

FIGURE 4.7: Exemple de fonction ¢y,

e Le probléme approché
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

La formulation variationnelle (4.3.41) dans le sous-epace V), s’écrit comme suit

trouver uy, € V,, tel que

(4.3.49)

a (up, vy) = L(vp), pour tout v, € Vy,

avec
1 1

a(up, vy) = /u,h (z) v, (z) da:+/ up () vy (z) dox

0 0
1
L(vp) = f oy dx
/
et
v, € Hy ([0, 1)) N CO ([0, 1)), vp [z, zj41] € Py,
Vi =
Uh (O) = Uy, (1) =0

La solution u;, du probléme (4.3.49) s’écrit dans V),

up, () = Z ut o, (z) (4.3.50)

En remplagant (4.3.50) dans (4.3.49), nous obtenons

a (Z u? @;(7), vh> = L (vp) (4.3.51)

on prend v, = @, (), on écrit

a (Z ul o (z), @, (:c)) =L(g; (), i=1,..,N

qui s’écrit encore

WE

a(uj ¢;(z), ¢ (@) = L(p; (v))

J

La bilinéairité¢ de a (., .), donne

ula (e (2), @ (2) = L(g, (x)) (4.3.52)

M-

1

J
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

m%wwmmz/@@MMww+/%m%me<mw>
et

mewszwwm»m

L’équation (4.3.52) s’écrit alors

(

alpy (), @1 (@)ui +aley(2), @ (@) us+ ... +aley (@), ¢ () uy = L(p ()

a(py (7)), o (z)) U’f +a(py (), ¢y (2)) “3 + .+ a(oy (), @y (7)) U?\f = L (pq(x))

[ ¢ (01 (), on (@) ul +aley (@), oy (@) us + ... +alpy (2), oy (2) vl = Loy (@)).

(4.3.54)

Ainsi résoudre le probléme approché (4.3.49) revient & résoudre dans RY le
systéme linéaire

My, up, = by,

ou My, est une matrice définie par

M, = [CL (‘Pj (z), @ (‘7;))] 1<ij<N

alpr, p1) alps, w1) o al@m, ¢1)
a(py, ©3) alpy, o) - . . al@,, @)
a’(@l? Qom) . . . . a(@m? Som)
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Remarquons que, d’aprés la fomule (4.3.53) , il est claire que
M, = A, + K,
ou :

— A}, est une matrice qui sera appelée matrice de rigidité et K; est une

matrice qui sera appelée matrice de masse.

— by, est un vecteur connu définie par

bn = (L (901 (.’L’)) ;s L ((pN (x)))T

appelé aussi vecteur de charge.élémentaire.

— wuy, est un vecteur inconnu définie par
h r\T
up = (U17 s uN) :

appelé aussi la solution du probléme approché ou I’approximation de la

solution continue u.

Remarque 4.3.4 La matrice M, est une matrice tridiagonale car les fonctions

de base sont a support disjoints.

Détermination de la matrice M, et le vecteur b,

En utilisant les fonctions de base définies précédemment, on détermine la ma-

trice M), = [Miaj]1<i-j<N et le vecteur by,.

— Calcul des coefficients de la matrice de rigidité A,

On pose

1
Ay = [Aijhgi’jg]\/ = / 90;‘ (z) 90; () dx
0

1<ij<N
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Pour trouver les coefficients de la matrice M, il suffit de calculer A; ;, A; ;. et

A

Jj—Lj-

Suppg;
Zj+1 )
- [ (y@) @
z; Tjy1
= / <g0; (:p)>2 d:v+/ <g0;(x))2 dx
S e[ ()

L’utilisation de la formule d’intégration numérique du trapéze par

exemple, donne

o

Jod

Ajjrn =7
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

On a
Mg = alp )= [ c@e @) d
Supp@;Msupy; 41
Tj+1
= [ c@y @@
o 1 1
= / c(x) (_E> (E) dx
_ 1
- -
Ajo1y =7
On a
Aja; = a (@j: 90]‘—1) = / 90;'71 (z) SO;‘ (z) dx
suppy;_1Msupy;
~ [ $a@é @ i
Tj—1
7 1 1
= —— —|d
[ (5) ()
Tj—1
B _1
Donc -
-, sit=7—1lour=7+1,
h
2
Ai,j = Ea sii = ja
0 sii¢{j—1, j+1}.
\
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Par conséquent, on a la matrice tridiagonale et creuse suivante :

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
1
Ah:ﬁ
-1
o ... ... =1 ... 2

c’est la matrice de rigidité.

Calcul des coefficients de la matrice de masse K,

On pose

1

K = Ksheiyen = | [ 0@ oile) do

0 1<ij<N
Pour trouver les coefficients de la matrice Ky, il suffit de calculer K ;, K ;11 et
K1,

* I, =1

On a

Ky = [e@a@d= [ @)

0 Suppy;
Tj+1
= 03 (x) d
Tj—1
zj Tji1
= / o7 (x) dx+ / o7 (x) d
i1 x;
Zj 9 Tj+1 9
— / (x hle) dx+/ (%Hh x) dx
i1 zj
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

L’utilisation d’une simple technique d’intégration, en particulier pour

a(x) =1, donne

Kjjn =7
On a
1
Ko = [o@on@d= [ 0@ o) d
0 Suppy;Nsupy;
Tj+1
— [ @ el d
Tj+1
r—x; Tj41 — T
= d
J () ()
= 0.
Kj15 ="
On a

Ky = / prale) @ di= [ @) e ) do

supp@; _1 ﬂsupapj
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Donc
,  sli=],
Ki,j =

0 siij.

Par conséquent, on a la matrice diagonale suivante :

10 0 ... ... 0
01 0 ... .. 0
Ky =nh
0
0 ... ... 0 .. 1

c’est la matrice de masse. D’ou

Mh = Ah—i—Kh

2 -1 0 0 1 0 0
-1 2 -1 0 0 1 0
1
- = h
7 +
~1
0 -1 2 0
2+h -1 0 0
1 2
-+ 24+h —% 0
1
: h
2
0 i e e —% 24h

Calcul des corrdonées du vecteur b,
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

La détermination du second membre by, revient au calcul de l'intégrale

suivante :

bi = L(p;(z)) (4.3.55)

Tit1

- [ 1@ e

Ti—1

Tit+1

_ 7f(:1;) o, () di + /f(x) o (2) do,  i—1,..N.

T

L’utilisation de la formule d’intégration numérique du trapéze par exemple,

donne
[ 1@ @ de = B2 (F e )+ S (@) (i)
h
) f (@)
et
[ 1@ ei@ de = R () g + (o))
h
Y f (@)

En remplagant dans (4.3.55), nous obtenons

Donc

bh=1[h f(@)]icicn-
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Ainsi, le systéme & résoudre est

% ath - 0 iz (22)
_1
h
0 —% %+h | UnN | | h f(l’N) i

Corollaire 4.3.2 Le systéme ci-dessus admet une unique solution car la

matrice Ay, est tridiagonale, symétrique et définie positive.

Conclusion : La matrice de rigidité A; obtenue par les méthodes d’approximation
variationnelle des problémes de Dirichlet et de Neumann rest inchangée. La seule dif-

férence entre les deux méthodes réside dans le traitement des conditions aux limites.
Convergence et estimation d’erreur pour la méthode P,

Théoréme 4.3.2 (la convergence) Soientu € H' (0, 1) la solution du probléeme (4.3.41) et

up, € Vy, est la solution du probléme approché (4.3.49) . Alors on a
i [~ oy = 0.

De plus, siu € H?(0, 1), il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

Ju — uhHHl(O, y<Ch ‘ u

L2(0, 1)

Démonstration. Similaire a celle de 'exemple 1. =
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4.3. Méthode des éléments finis en dimension 1

Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a ['application de la technique d’éléments
finis pour la résolution numérique des problémes aux limites. De facon générale, on part
du probléme original et on introduit sa formulation variationnelle. Ensuite, on utilise la
théorie de Lax-Milgram pour montrer que la solution existe et unique. Puisque, on tra-
vaille dans des espaces de Hilbert, on peut donc construire des espaces d’approximations
internes de dimensions finies & I'aide d’un maillage du domaine. Typiquement une base
de ces espaces sera constituée de fonctions dont le support est localisé sur une ou quelques
mailles. Enfin, on aboutira a la résolution d’un systéme d’équations linéaires dont la ma-
trice sera creuse. Nous avons illustré ’application théorique de la méthode par résoudre
deux problémes 1D, le premier muni des conditions aux limites de type Dirichlet et le sec-

ond muni des condistions aux limites de type Neumann.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous explorons la méthode des éléments finis .Notre but principal est
de saisir les principes fondamentaux de cette technique et de maitriser son utilisation pour
résoudre certaines équation aux dérivées partielles linéaires du second ordre , couramment
rencontrées dans la modélisation de nombreux phénomeénes naturels . Nous commencerons
par rappeler les outils mathématiques essentiels pour cette méthode, ensuite nous
illustrerons son application a travers deux problemes unidimensionnels .

Abstract

In this dissertation, we explore the finite element method, our main aim being to grasp
the fundamental principles of this technique and to master its use in solving certain second-
order linear partial differential equations, commonly encountered in the modeling of many
natural phenomena. We'll start by reviewing the essential mathematical tools for this
method in detail, then illustrate its application through two one-dimensional problems.
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Mots clés : Equations aux dérivées partielles, écriture variationnelles, théoréeme de Lax-

Milgram, Méthode des éléménts finis P;.
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