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INTRODUCTION

Dans ce mémoire,nous serons concernés sur l’évaluation de mesure de Mahler logarithmique

par des intégrales de Log-sinus. Ces évaluations sont utilisé par les physiciens [15] : par exemple

dans des travaux récents sur ε-expansion de divers diagrammes de Feynman dans le calcul des

termes supérieurs dans ε-expansion, [10] [16], [11],[13],[17]. Des résultats particulier sont les

intégrales Log-sinus aux valeurs π3 ,
π

2 ,
2π
3 ,π. Aussi les intégrales Log-sinus apparaissent égale-

ment dans de nombreux paramètres de théorie et d’analyse des nombres : classes d’inverse les

sommes binomiaux peuvent être exprimées en termes des intégrales Log-sinus,[12],[3].La mesure

de Mahler que l’on va étudier dans ce mémoire trouve son origine en théorie des nombres mais

apparaît également dans de nombreux domaines en plein développement. L’étude des petites

valeurs prises par les mesures de Mahler, c’est-à-dire des valeurs proches de 1, est essentielle

pour de nombreuses questions mathématiques. Le point de départ de l’étude des petites mesures

de Mahler est le théorème démontré par Kronecker : si α est un entier algébrique tel que tous

ses conjugués de Galois sont de module inférieur à 1, alors c’est une racine de l’unité. La preuve

á été publiée dans [19],et se trouve aussi dans [29].Dans l’optique de résoudre la conjecture de

Lehmer suivant : Il existe un nombre positif η avec, si α 6= 0 un nombre algébrique (non racine

de l’unité), alors [23]

M(α) > 1 + η,

les mathématiciens développant des liens entre la mesure de Mahler et plusieurs domaines des

mathématiques que la théorie des nombres, et les courbes elliptiques. Dans ce mémoire, on

va étudier la possibilité de trouver une formulation du mesure de Mahler logarithmique d’une

1



famille de polynômes Pk, avec k dans Z, par des intégrales Log-sinus pour des valeurs particulier

de k.
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CHAPITRE

1

GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

D ans ce chapitre ,Nous exprimons des généralités sur la mesure de Mahler logarithmique,un

rappel sur les courbes elliptiques pour motionner les résultats important de [?] et sa

célèbre conjecture.

1.1 Mesure de Mahler logarithmique

Définition 1.1. [15]

Soit P ∈ C[x1, · · · , xn] un polynôme à n variables .Sa Mesure de Mahler logarithmique

est définie par :

m(P ) := 1
(2πi)n

∫
Tn

log|P (x1, . . . , xn)|dx1

x1
. . .

dxn
xn

; (1.1)

où Tn = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn, |z1| = · · · = |zn| = 1} est le tore unité.

Remarque 1.2.

On peut définir la Mesure de Mahler logarithmique grâce à un changement de variable xk =

e2πiθk

m(P ) = 1
(2πi)n

∫
Tn

log |P (e2πiθ1 , · · · , e2πiθn)|2πidθ1

e2πiθ1
· · · 2πidθn

e2πiθn
.

3



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

Pour n=1 :

m(P ) =
∫ 1

0
log

∣∣∣P (e2πiθ
)∣∣∣ dθ. (1.2)

Propriétés 1.3.

Soient P,Q ∈ C [x1, . . . , xn],alors la Mesure de Mahler logarithmique de produit de ces deux

polynômes est égale a la somme des mesures de Mahler logarithmique de ces deux polynômes ;

C’est-à-dire :

m(PQ) = m(P ) + (Q).

Preuve.

m(P ) +m(Q) = 1
(2πi)n

∫
Tn

log |P |dx1

x1
. . .

dxn
xn

+ 1
(2πi)n

∫
Tn

log |Q|dx1

x1
. . .

dxn
xn

= 1
(2πi)n

∫
Tn

log |P |+ log |Q|dx1

x1
. . .

dxn
xn

= 1
(2πi)n

∫
Tn

log |PQ|dx1

x1
. . .

dxn
xn

= m(PQ).

Définition 1.4. [3]

La Mesure de Mahler est définie par l’exponentielle de la mesure de Mahler logarithmique

notée M(P ) c’est-ã-dire [?] :

M(P ) = exp(m(P )). (1.3)

Propriétés 1.5.

Soient P et Q deux polynômes à coefficients dans C,alors la mesure de Mahler de produit

de ces deux polynômes est égale à le produit des mesures de Mahler de ces deux polynômes.

C’est-à-dire :

M(PQ) = M(P )M(Q).

Proposition 1.6. (Formule de Jensen)[22]

Soit f(z) une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque unité vérifiant f(0) 6=

0 si α1, α2, . . . , αn designe les zéros de f(z) dans z, |z| ≤ 1. comptés avec leurs multiplicités alors :

1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣f (eiθ)∣∣∣ dθ = log |f(0)| −
n∑
k=1

log |αk| . (1.4)

Remarque 1.7.

Si P un polynôme de degré d avec un seul variable s’écrit sous la forme suivante :

4



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

on a :a0 6= 0,

P (x) = a0

d∏
k=1

(x− αk) , (1.5)

alors :

m(P ) = 1
2πi

∫
|x|=1

log |P (x)|dx
x

= log |a0|+
d∑

k=1
log(max (|αk| , 1)). (1.6)

Preuve.

Soit P un polynôme de degré d a coefficients dans C∗ tel que :

P (x) = a0

d∏
k=1

(x− αk) ,

alors
m(P ) = 1

2πi

∫
|x|=1

log |P (x)|dx
x

= 1
2πi

∫
|x|=1

log
∣∣∣∣∣a0

n∏
k=1

(x− αk)
∣∣∣∣∣ dxx .

alors D’après le changement de variable x = eiθ alors :

m(P ) = 1
2πi

∫ 2π

0
log

∣∣∣P (eiθ)∣∣∣ ieiθdθ
eiθ

= 1
2π

∫ 2π

0
log

∣∣∣P (eiθ)∣∣∣ dθ.
En appliquant la formule de Jensen (1.4) on obtient :

m(P ) = log |P (0)| −
d∑

k=j+1
log |αk|

= log

∣∣∣∣∣∣a0

d∏
k=1

(−αk)

∣∣∣∣∣∣−
d∑

k=j+1
log

∣∣∣∣∣∣αk
∣∣∣∣∣∣

= log |a0|+
d∑

k=1
log |αk| −

 j∑
k=1

log |αk| −
d∑

k=j+1
log |αk|


= log |a0|+

d∑
k=j+1

log |αk|

(1.7)

avec

 |αk| ≤ 1 si k ≤ j

|αk| ≥ 1 si k ≥ j + 1

Remarque 1.8.

Q un polynôme de deux variables à coefficients dans C. On peut le considérer comme un

polynôme d’un seul variable avec des coefficients polynomiaux en deuxième variable, c’est-à-

5



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

dire :

Q(x, y) = a0(x)
n∏
k=1

(y − yk(x)) , (1.8)

avec yk(x) sont des fonctions algébriques en x. En intégrant et en utilisant la formule de Jensen,

nous obtenons :

m(Q) = m (a0) +
n∑
k=1

1
2πi

∫
|x|=1

log (max (1, |yk(x)|)) dx
x
. (1.9)

Définition 1.9. (le polynôme réciproque)[22]

Soit P ∈ C[x1, · · · , xn] et dit réciproque si

P (x1, · · · , xn)
1
x1
, · · · , 1

xn

est un monôme de la forme xb1
1 · · ·xbnn .

Définition 1.10. (polynôme cyclotomique)

Le polynôme cyclotomique est un polynôme unitaire dont leur racine sont à l’intérieure du

cercle unité.

Théorème 1.11. (Kronecker)[7]

P ∈ Z[X] et P (0) = 0,alors M(P ) = 1 si et seulement si P est un produit de polynômes

cyclotomiques.

Exemple 1.12. Soit P (x) =
d∏

k=1
(x− ak) un polynôme cyclotomique. En utilisant (1.4) on

obtient :

m(P ) = log 1 +
d∑

k=1
log+ 1 = 0.

Définition 1.13. (Caractère de Dirichlet)[22]

On dit χ le caractère de Dirichlet de conducteur N qui défini par :

χ(k) =

 χ(k̄) si : (k,N) = 1,

0 sinon.

Définition 1.14. [22]

La fonction L de Dirichlet associée à un caractère de Dirichlet χ est définie par :

L(χ, s) =
∑
n≥1

χ(n)
ns

, (s ∈ C).

6



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

L(χ, s) converge absolument pour Re(s) > 1 On rappelle la relation, déduite de l’équation

fonctionnelle de la série L de Dirichlet,

L′ (χ−N2 − 1) = N
3
2

L(χ−N , 2)

où χ−N(n) =

 N

n

 désigne le caractère de Dirichlet réel impair de conducteur N .

La mesure de Mahler et formules explicites de la fonction L

La première formule explicite est donnée par [27] :

m(x+ y + 1) = L′ (χ−3,−1)

, avec

χ−3(n) =


0 n = 0 mod[3],

1 n = 1 mod[3],

−1 n = 2 mod[3].

et L′(χ−3,−1) l’équation fonctionnel de la série L de Dirichlet. En appliquant l’équation fonc-

tionnel de la série L de Dirichlet :

L′(χ−3,−1) = 33/2

4π L(χ−3, 2)

= 33/2

4π
∑
n

χ−3(n)
n2

= 33/2

4π

∑
k=0

χ−3(3k + 1)
(3k + 1)2 +

∑
k≥0

χ3(3k + 2)
(3k + 2)2


= 33/2

4π

∑
k≥0

1
(3k + 1)2 +

∑
k=0

−1
(3k + 2)2


= 33/2

4π

(
1− 1

22 + 1
42 −

1
52 + 1

72 − · · ·
)

= d3 = 0, 32...

Exemple 1.15. En 1981,[27] à montré que :

m(x+ y + 1) = 3
√

3
4π L(χ−3, 2) ou L(χ−3, s) =

∞∑
n=1

χ−3(n)
ns

χ−3(n) =


1 si n ≡ 1 mod[3],

−1 si n ≡ −1 mod[3],

0 si n ≡ 0 mod[3].

Exemple 1.16.

(exemple sur les relations entre la mesure de Mahler logarithmique et la série L de Dirichlet).

7



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

Soit le polynôme :P (x, y) = 1 + x+ y − xy.

P (x, y) = 0 définit une courbe elliptique de conducteur N = 4

alors la mesure de Mahler logarithmique de P est définie par :

m(1 + x+ y − xy) = 2
π
L(χ−4, 2),

avec

χ−4(n) =


0 sin ≡ 0 mod[4],

1 sin ≡ 1 mod[4],

−1 sin ≡ 3 mod[4].

1.2 Mesure de Mahler d’un entier algébrique

[11]

Si α ∈ Q̄ on note Pα , son polynôme minimal sur Q on ne supposera pas P .unitaire mais a

coefficients entiers et de coefficient dominant positif et minimal,ainsi α est un entier algébrique

si et seulement si,P est unitaire on définit la mesure d’un entier algébrique α par :

M(α) = M(P ).

Propriétés 1.17.

Si α est un nombre algébrique, alors M(α) > 1.De plus M(α) = 1 si et seulement si α est

une racine de l’unité.

1.3 Mesure de Mahler d’ordre k

Définition 1.18.

Soit P ∈ C[x1, · · · , xn] un polynôme à n variable. La mesure de Mahler d’ordre k de P est

définit par :

mk(P ) = 1
(2πi)n

∫
Tn

logk|P (x1, · · · , xn)|dx1

x1
, · · · , dxn

xn
. (1.10)

Remarque 1.19.

La principale motivation pour étudier la mesure de Mahler supérieur est qu’elle fait interve-

nir différentes,il s’agit d’intégrales de fonction rationnelles dont le domaine dans Rnest défini

par des intégralités polynomiales avec coefficients dans Q,elle jouent un rôle important dans

8



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

l’étude du lien entre les valeurs spéciales des fonctions L, la conjecture de Beilinson ,les valeurs

de régulateurs et la mesure de Mahler.

Remarque 1.20.

En général ,mk(P ) + mk(Q) 6= mk(PQ) ; lorsque k > 1 .De plus, si P est un polynôme

cyclotomique, il n’est pas toujours vrais que mk(P ) = 0.

1.4 Mesure de Mahler d’une courbe elliptique

1.4.1 Rappel sur les courbes elliptiques

Définition 1.21.

On dit une courbe elliptique la courbe définie par le couple (E,O), tel que E est une cubique

irréductible non singulière et O ∈ E.

L’équation de Weierstrass

L’équation de Weierstrass long[10]

Soit K un corps commutatif. L’équation de Weierstrass sur le corps K est une équation de

la forme :

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

ou a1, a2, a3, a4 et a6 sont des coefficients dans K.

L’équation de Weierstrass court [10]

Soit K un corps commutatif de caractéristique différent de 2 et 3, alors l’équation de Weiers-

trass court sur le corps K est une équation de la forme :

y2 = x3 + Ax+B,

tel que : 4A3 + 27B2 6= 0, et A,B ∈ K

Les points de torsion

Soit E(K) et l’ensemble des points K -rationnels définit par :

E(K) =
{

(x, y) ∈ K/y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

}
∪ {O} .

9



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

Définition 1.22.

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps commutatif K. L’ensemble des points de

torsion est l’ensemble qui définit par :

E(K)tor = {P ∈ E(K)/∃m ∈ N∗ : mP = O} .

Courbe lisse

On dit qu’une courbe définie par l’équation de Weierstrass est lisse si et seulement si les

dérivées partielles de cette équation ne s’annulent pas au même temps.

Exemple 1.23.

Soit la courbe E définie par :

(E) : y2 = x3 + x2.

Posons : f(x, y) = y2 − x3 − x2, alors :


∂f
∂x

= −3x2 − 2x,
∂f
∂y

= 2y,

donc  −3x2 − 2x = 0

2y = 0

⇒ x = 0 ou x = −2
3 et y = 0 alors il existe 2 points singuliers, donc la courbe n’est pas lisse.

Propriétés 1.24.

On dit une courbe est une courbe elliptique si et seulement si cette courbe est lisse.

Courbe elliptique réduite

Soient Fq, un corps finis, une courbe définie par l’équation de Weierstrass. On dit qu’une

courbe elliptique est réduite si la transformation des coefficients entières ai de l’équation de

Weierstrass par la méthode la convergence modulo un nombre premier P sur Fp défini une

courbe elliptique.

10



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

La réduction d’une courbe elliptique

La réduction d’une courbe elliptique E/K est une application définie du l’ensemble des

courbes elliptiques E(K) dans l’ensemble des courbes elliptiques réduites Ẽ (Fp)

E(K)→ Ẽ (Fp)

P → P̃ .

Invariants des courbes elliptiques

Chaque courbe elliptique possède plusieurs invariants, et parmi ces invariants on a :le dis-

criminant,l’invariant modulaire (le j-invariant),le conducteur,. . .

Le discriminant d’une courbe elliptique

E/K une courbe elliptique définie par l’équation de Weierstrass :

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, ai ∈ K.

Soient
b2 = a2

1 + 4a2,

b4 = a1a3 + 2a4,

b6 = a2
3 + 4a6,

b8 = 1
4 (b2b6 − b2

4) .

D’après le changement de variable,l’équation de la courbe elliptique dans K est :

y2 = 4x3 + b2x
2 + 2b4x+ b6,

donc le discriminant est :

∆(E) = −b2
2b8 − 8b3

4 − 27b2
6 + 9b2b4b6.

Exemple 1.25.

Soit E/F7 une courbe elliptique définie par l’équation suivante :

y2 = x3 + 3x− 1.

On a :

11



CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUE MESURE DE MAHLER

b2 = 0,

b4 = 6,

b6 = −4,

b8 − 9 = 2,

alors le discriminant est :∆ = 0.

L’invariant modulaire (Le j-invariant) d’une courbe elliptique

Soit 4 le discriminant d’une courbe elliptique E. On définit le j-invariant de E par :

j(E) = (b2
2 − 24b4)3

∆ = c3
4

∆ .

Exemple 1.26.

Le j -invariant de la courbe elliptique de l’exemple (1.3.2) est :

j(E) = −760291
3 − 995328 = 2.

Le conducteur d’une courbe elliptique.[10]

Le conducteur d’une courbe elliptique E est définit par le produit :

N(E) =
∏
p

pfp(E),

p diviseur premier de ∆(E) et fp(E) =


0 lorsque E a une bonne réduction en p

1 lorsque E a une réduction multiplicative en p

2 lorsque E a une réduction additive en p
(pour p = 2, 3 si la réduction est additive, fp(E) peut être plus grande que 2,mais en tous cas

en a toujours f3(E) 6 3 et f2(E) 6 5) .

L’isomorphisme des courbes elliptiques

Soit E la courbe définie par :

E(K) :
{
y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x

2 + a4x+ a6
}
∪ {O}

12
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si on fait le changement de variable suivant :

 x = u2x′ + r

y = u3y′ + u2sx′ + t

où u, r, s, t ∈ K̄, on obtient la courbe E ′ qui définie par :

y2 + a′1x
′y′ + a′3y

′ = x3 + a′2x
′2 + a′4x

′ + a′6

a′1 = 1
u

(a1 + 2s)

a′2 = 1
u2 (a2 − sa1 + 3r − s2)

a′3 = 1
u3 (a3 + ra1 + 2t)

a′4 = 1
u4 (a4 − sa3 + 2ra2 − (t+ rs)a1 + 3r2 − 2st)

a′6 = 1
u6 (a6 + ra4 + r2a2 + r3 − ta3 − t2 − rta1)

d’où les courbes EK et (E ′) (K) sont deux courbes isomorphes.

Remarque 1.27. On a :

•∆′ = 1
u12 ∆

•c′4 = 1
u4 c4

•j′ − invariant = j − invariant

La fonction L d’une courbe elliptique

Définition 1.28. (la définition de la fonction L) [10]

Soient p un nombre premier et s le nombre des points singuliers. La fonction L(E, s) d’une

courbe elliptique E est définie par :

L(E, s) =
∞∑
n=1

ann
−s =

∏
p

Lp(E, s),

tel que :

Lp(E, s) =



(1− app−s + p1−2s)−1 Si p ne divise pas ∆E

(1− P−1)−1 Si E a réduction multiplicative déployge

(1 + P−1)−1 Si E a réduction multiplicative non déployée

1 Si E a réduction additive

Définition 1.29. (L’équation fonctionnel de la série L de Dirichlet)

13
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l’équation fonctionnel de la série L de Dirichlet est une équation définie par relation :

L′(χ−N ,−1) = N3/2

4π L(χN , 2) = dN (1.11)

ou χN(n) =

 −N
n

 est le caractère de Dirichlet réel impair de conducteur N .[1]

1.4.2 Conjecture de Boyd

Le résultat qui suit les calcules analogue s’applique généralement à des polynômes de la

forme [7] :

P (x, y) = A(x)y2 +B(x)y + C(x),

tel que A(x) et B(x) sont cyclotomiques et les solutions de |A(x)| = |B(x)| sur |x| = 1 sont les

racines d’unité. [3]

Pour un polynôme P , la mesure logarithmique de cet polynôme s’exprime par :

Type C :La forme logarithmique

La forme logarithmique est un forme noté par C et définie par la formule suivante :

m(P ) = r log |c|,

avec : r est un nombre rationnel et c est un entier algébrique.

Type D : La forme de Dirichlet

La forme de Dirichlet est notée par D et définie par la formule suivante :

m(P ) = rL′ (χN ,−1) ,

avec : r est un nombre rationnel, L est l’équation fonctionnelle de la fonction L, χ est le caractère

de Dirichlet et N est le conducteur de la courbe elliptique E .

Type E : La forme elliptique

La forme elliptique notée par E et définie par la formule suivante :

m(P ) = rL′(E, 0),

d’où :

L′(E, 0) = N

(2π)2L(E, 2) = bE,

14
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avec r un nombre rationnel, L′(E, 0) est la dérivée de la série L et E est la courbe elliptique.

Boyd a conjecturé une condition (A) nécessaire pour que la mesure d’un polynôme P vérifie

une formule de type E ;cette condition s’exprime en terme de polygone de Newton associe à P

(A) Toutes les faces de P doivent être de mesure logarithmique nulle. Pour caractériser la me-

sure des polynômes qui ne s’annulent pas sur le tore et qui vérifient une formule de type C ;

Boyd a introduit une condition géomagnétique :soit P un polynôme de deux variables ne s’an-

nulant pas sur le tore et donne par :

P (x, y) = A(x)y2 +B(x)y + C(x),

tel que D(x) = B(x)2 − 4A(x)C(x)

soit de degré égale à 3 ou 4 On dit que P vérifie les conditions :

(G)(i) Pour tout χ de module égal a un, P , admet exactement un zéro et yl(x) de module

strictement supérieure à un.

(G)(ii) le discriminant D(x) = B(x)2 − 4A(x)C(x) admet exactement deux zéros de modules

strictements inférieurs à un.[3]

Remarque 1.30.

Si P un réciproque alors la condition (G) est toujours vérifier.

Propriétés 1.31. [3]

Soit P (x, y) = A(x)y2 + B(x)y + C(x) tel que le degré de ∆ = B(x)2 − 4A(x)C(x) est égal

à 3 ou 4 et P ne s’annule pas sur le tore.

Si P ne satisfait pas la condition (G) alors m (Q) vérifie une formule du type C. Pour les

autres polynômes Boyd généralise la condition (G) par la Condition (G) qui le suivant : (G)

ma (P (x, y)) s’exprime comme un multiple rationnel d’une intégrale d’une de termination de

ω = 1
2π (log |y|d log |x| − log |x|d log |y|) à rectifié des deux bords d’une coupure effectuée entre

deux points de ramification de y(x), ou y(x) est la fonction algébrique définie par P (x, y) = 0[3].

1.5 Le Polylogarithme

Définition 1.32. (polylogarithme)

Les polylogarithmes sont définis comme la série des puissances :

Lik(x) =
∑
n>0

xn

nk
, |x| = 1, (1.12)
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et k ≥ 2 ;de nombre k appelle le poids de la poly-logarithme. nous voyons que pour x=1 nous

trouvons la fonctions Zêta Riemann
(
ζ(k) = ∑

n≥1

1
nk

)
dans k.

1.5.1 Di-logarithme de Bloch-Wigner

Définition 1.33. (Di-logarithme de Bloch-Wigner)[11]

En commencent par l’habituel di-logarithme :

Li2(x) =
∞∑
n=1

xn

n2

; |x| = 1 , x ∈ C on définit :

D(z) = Im(Li2(z)) + arg(1 + z) log|z|.

Remarque 1.34.

On a :

1. D(z̄) = −D(z)

2. D(eiθ) = −
θ∫
0

log(1− eit)dt =
+∞∑
n=1

sin(nθ)
n2 .

En effet :

Pour z = eiθ ; On a |z = eıθ|= 1, alors D(eiθ) = Im
(
Li2(eiθ)

)
.

Puisque

Li2(eiθ) =
∞∑
n=0

eiθn

n2 =
∞∑
n=1

(
cos(nθ) + i sin(nθ)

n2

)
,

alors Im
(
Li2(eiθ)

)
=

+∞∑
n=1

sin(nθ)
n2 D’où D(eiθ) =

+∞∑
n=1

sin(nθ)
n2 .

Définition 1.35. [3]

On définit l’intégrale de Clausen par la formule suivante :

Cl2(θ) = −
θ∫

0

log|eit − 1|=
∑
n>1

sin(nθ)
n2 .

1.6 Mesure de Mahler et autre fonctions

Définition 1.36. (La Fonction Zêta )[15]

Soit P ∈ C[x1, · · · , xn]\{0} un polynôme à n variables.Sa Mesure de Mahler Zêta est

16
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définit par :

Z(s, P ) := 1
(2πi)n

∫
Tn
|P (x1, · · · , xn)|s dx1

x1
· · · dxn

xn
.

Remarque 1.37.

Il y a un lien important entre la mesure de Mahler Supérieure et la mesure de Mahler Zêta.

En effet :
dkZ(s,P )
dsk

= 1
(2πi)n

∫
Tk

dk|P (x1,··· ,xn)|s
dsk

dx1
x1
· · · dxn

xn

= 1
(2πi)n

∫
Tn |P (x1, · · · , xn)|s logk |P (x1s · · · , xn)| dx1

x1
· · · dxn

xn
.

On a donc :

dkZ(s, P )
dsk

|s=0= 1
(2πi)n

∫
T

logk|P (x1, · · · , xn)|dx1

x
, · · · , dxn

xn
= mk(P ).

En d’autres mots,

Z(s, P ) =
∞∑
k=0

mk(P )sk
k! ,

comme elle ne contient pas logarithme, la mesure de Mahler Zêta peut parfois être plus simple

à calculer.
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CHAPITRE

2

L’INTÉGRALE LOG-SINUS

D ans ce chapitre on va parler de l’intégrale de Log-sinus D’abord, On va définir l’intégrale

de Log-sinus, l’intégrale de Log-sinus généralisé, présenter les intégrales de Log-sinus

aux quelques valeurs, finalement, nous serons concernés par les évaluations des intégrales de

Log-sinus Lkn(σ).

2.1 L’intégrale Log-sinus

Pour k fonctions (typiquement des polynômes de Laurent) à n variables, la mesure multiple

de Mahler, introduite dans [20], est définie par :

m(P1, P2, ..., Pk) =
∫ 1

0
...
∫ 1

0

k∏
j=1

log |Pj(e, ...e)|dx1dx2, ...dxk.

Lorsque P1 = P2 = · · · = Pk = P cela revient à la mesure de Mahler supérieure mk (P )

(introduit et examinée dans [20]). Lorsque k = 1 les deux se réduisent à la mesure de Mahler

logarithmique standard [9].Pour n = 1, 2, . . . ,on considère les intégrales Log-sinus définies par

Lsn(σ) = −
∫ σ

0
logn−1

∣∣∣∣∣2 sin θ2

∣∣∣∣∣ dθ. (2.1)
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et pour k > 0 donnés par :

Ls(k)
n (σ) = −

∫ σ

0
θ(k) logn−1−k

∣∣∣∣∣2 sin θ2

∣∣∣∣∣ dθ. (2.2)

C’est la notation utilisée par Lewin [24], [25], et les intégrales 2.2 et 2.1 sont généralement

appelées intégrales Log-sinus généralisées. Notez que dans chaque cas, si σ dans [0, 2π] on peut

éliminer le module. Diverses évaluations des intégrales log-sinus peuvent être trouvées dans le

livre de Lewin [25] §7.6 et §7.9. On observe que Ls1(σ) = −σ et que Ls(0)
n (σ) = Lsn(σ), et en

particulier,

Ls2(σ) = Cl2(σ) =
∞∑
n=1

sin(nσ)
n2 , (2.3)

la fonction de Clausen qui jouer un rôle de premier plan ci-dessous (Les fonctions de Clausen

généralisées seront introduites en détaille dans [8].

Remarque 2.1.

Alf van der Poorten ait écrit l’avant-propos à Lewin [25], il mentionne avec enthousiasme

l’évaluation

−Ls(1)
4

(
π

3

)
= 17

6480π
4,

et sa relation avec les sommes binomiaux centraux (Exemple 2.11) .

Exemple 2.2. (Deux mesures de Mahler classiques revisitées).

Comme nous aurons recours aux méthodes utilisées dans cet exemple, pour évaluer m(1 +

x+ y) nous utilisons la formule de Jensen pour obtenir

m(1 + x+ y) =
∫ 5

6

1
6

log(2 sin(πy))dy = 1
π
Ls2

(
π

3

)
= 1
π
Cl2

(
π

3

)
, (2.4)

qui est un résultat de Smyth en 1981. Pour évaluer m(1 + x+ y + z) nous suivons Boyd [9]. et
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observons, en appliquant la formule de Jensen, en écrivant ω = y
z
on a :

m(1 + x+ y + z) = (1 + x+ z(1 + ω))

= m(log |1 + ω|) ∨ log |1 + x|)

= 1
π2

∫ π

0
dθ
∫ π

0
max{log(2 sin θ2), log(2 sin t

2)}dt

= 2
π2

∫ π

0
dθ
∫ θ

0
log(2 sin θ2)dt

= 2
π2

∫ π

0
θ log(2 sin θ2)dθ

= − 2
π2Ls

1(π)

= 7ζ(3)
2π2 .

Le résultat final est à nouveau du à l’origine à Smyth. Dans les développements suivants,

Lia1,...,ak(z) =
∑

n1>···>nk>0

zn1

na1
1 . . . nakk

désigne le polylogarithme généralisé [3]. Pour nos besoins, les a1 . . . ak seront des entiers positifs.

Par exemple,

Li2,1 =
∞∑
k=1

zk

k2

k−1∑
j=1

1
j
.

En particulier , Lik(x) :=
∞∑
n=1

x2

nk
polylogarithme d’ordre k, et

Tik(x) :=
∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)k

la fonction arc tangent d’ordre k. Nous utilisons la même notation pour les suites analytiques

de ces fonctions. On définit les valeurs multiples de zêta (MZVs) par le polylogarithm généralisé

en z = 1, notées par

ζ(ai · · · ak) := Liai···ak(1).

De même, nous considérons les fonctions multiples de Clausen (Cl) et les fonctions de Glaisher

multiples (Gl) de profondeur k et de poids ω = a1 + · · ·+ ak définies comme suite

Cla1,··· ,ak(θ) =

 Im(Lia1, · · · , ak(eiθ)) si ω pair

Re(Lia1, · · · , ak(eiθ)) si ω impair

 , (2.5)
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Gla1,··· ,ak(θ) =

 Re(Lia1,··· ,ak(eiθ)) si ω pair

Im(Lia1,··· ,ak(eiθ)) si ω impair

 . (2.6)

Comme illustré en 2.3 et plus tard dans (16) , les fonctions de Clausen et Glaisher alternent

entre des séries cos et sin. Notez que 2.5 est d’accord avec la définition de Cl2, donnée en 2.3.

Pour la suite, il est nécessaire de définir le polylogarithme de Kummer-type suivant, [25] [3]qui

a été exploité dans [6]

λn(x) := (n− 2)!
n−2∑
k=0

(−1)k
k! Lin−k(x) logk |x|+ (−1)n

n
logn |x|, ∀n ≥ 2 (2.7)

et pour n = 1

λ1(x) = − log |x|,

de sorte que

λ1(1
2) = log 2 , λ2(1

2) = 1
2ζ(2) , λ3(1

2) = 7
8ζ(3).

et λ4(1
2) est le premier à révéler la présence de Lin(1

2).

2.2 Valeurs spéciales des intégrales Log-sinus générali-

sées

Nous démontrons comment les intégrales Log-sinus généralisées Ls(k)
n (π) peuvent être ex-

traites d’une fonction génératrice donnée dans le théorème 2.6. Comme la démonstration de

Lewin [25] §7.9, au moins pour les petites valeurs de n et k, ces intégrales Log-sinus en π ont

des formes fermées par des valeurs de zêta et des constantes de Kummer-type comme Li4(1
2).

On commence par la fonction génératrice suivant :

−
∑
n,k>0

Ls
(k)
n+k+1(π)λ

n

n!
(iµk)
k! =

π∫
0

(
2 sin θ2

)λ
eimθdθ (2.8)

= ieiπ
λ
2 B

(
m− λ

2 , 1 + λ

)
− ieiπµB 1

2

(
µ− λ

2 ,−µ−
λ

2

)
(2.9)

voire [25]. Ici B est la fonction Bêta incomplète. Avec précaution - en raison des singularités

à zéro - 2.8 peut être différencié selon les besoins comme suggéré par Lewin. Pour a, b > 0 et

0 < x < 1, la fonction Bêta incomplète est définie par :

Bx(a, b) =
∫ x

0
ta−1 (1− t)b−1 dt,
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trouvé par exemple dans [20, 88.17(ii)], la fonction génératrice 2.8 peut être réécrite comme

−
∑
n,k>0

Ls
(k)
n+k+1(π)λ

n

n!
(iµk)
k! = ieiπ

λ
2

(
B1

(
µ− λ

2 , 1 + λ

)
− B−1

(
µ− λ

2 , 1 + λ

))
,

développant le côté droit, cela établit la forme informatique plus accessible suivante donnée en

8 :

Théorème 2.3 (Fonction génératrice pour Ls(k)
n+k+1(π)).

Pour 2|µ| < λ < 1 nous ont :

−
∑
n,k>0

Ls
(k)
n+k+1(π)λ

n

n!
(iµk)
k! = i

∑
n>0

(−1)n
 λ

n

 eiπ
λ
2 − (−1)neiπµ

µ− λ
2 + n

. (2.10)

Les intégrales Log-sinus Ls(k)
n (π) peuvent être assez confortablement extrait lorsque on dif-

férenciant de manière appropriée son côté droit. Pour cela, il est très utile d’observer que :

(−1)q
q!

dq

dλq

 λ

n


∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

= (−1)n
n

∑
n>i1>i2>···>iq−1

1
i1, i2, · · · , iq−1

. (2.11)

Des détails théoriques et informatiques plus complets sont donnés dans [5]. Le processus général

est maintenant illustré pour les cas Ls(2)
4 (π) et Ls(2)

4 (π).

Exemple 2.4 (Ls(k)
4 (π) et Ls(k)

5 (π)).

Afin de trouver Ls(2)
4 (π), nous différencions (2.10) une fois par rapport à λ et deux fois par

rapport à µ. Pour simplifier encore le calcul, nous profitons le fait que le résultat sera réel ce

qui permet de négliger les parties imaginaires :

− Ls(2)
4 (π) = d2

dµ2
d

dλ
i
∑
n>0

 λ

n

 (−1)neiπ λ2 − e
iπµ

µ− λ
2 + n

∣∣∣∣∣∣∣
λ=µ=0

= 2π
∑
n>1

(−1)n+1

n3 = 3
2πζ(3). (2.12)

Dans la deuxième étape nous avons éliminer le terme correspondant à n = 0, car sa contribution
−iπ4

24 est purement imaginaire.
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De même, soit la série H(1,1)
n−1 =

∑
n>n1>n2

1
n1n2

. On obtient Ls(1)
5 (π) comme suit :

−Ls(1)
5 (π) = 3

4
∑
n>1

6(1− (−1)n)
n5 − π2

n3 + 8(1− (−1)n)
n4

(
nH

(1,1)
n−1 −Hn−1

)
= 9

2(ζ(5)− Li5(−1))− 3
4π

2ζ(3) + 6(Li3,1,1(−1)− Li4,1(1) + Li4,1(−1))

= 2λ5
(

1
2

)
− 3

4π
2ζ(3)− 93

32ζ(5),

ou Hn est la série harmonique. Dans la suite autres évaluations de Ls(k)
n (π) :

− Ls(1)
4 (π) = 2λ4

(
1
2

)
− 19

8 ζ(4), (2.13)

− Ls(2)
5 (π) = 2πλ4

(
1
2

)
− 3

40π
5, (2.14)

− Ls(3)
5 (π) = 9

4π
2ζ(3)− 93

8 ζ(5). (2.15)

Ls
(2)
5 (π) également été évalué dans [25], Eq. (7.145), mais la formule exacte n’a pas été donnée

correctement.

Remarque 2.5.

À partir de la forme de (2.10) et (2.11), nous pouvons voir que les intégrales Log-sinus

Ls(k)
n (π) peut être exprimé en terme de π et des polylogarithmes Lin,1m(−1).

L’exemple suivant illustre la complexité croissante de ces intégrales, en particulier par rap-

port aux évaluations données dans l’exemple 2.4.

Exemple 2.6 (Ls(k)
6 (π) et Ls(3)

7 (π) ).

En procédant comme dans l’exemple 2.4 et en écrivant :

Li(±)
a1,··· ,an = Lia1,··· ,an(1)− Lia1,··· ,an (−1),

on trouve

−Ls(1)
6 (π) = −24Li±3,1,1,1 + 24Li±4,1,1 − 18Li±5,1 + 12Li±6 + 3π2ζ(3, 1)− 3π2ζ(4) + π6

480
= 43

60 log6 2− 7
12π

2 log4 2 + 9ζ(3) log3(2) +
(

24Li4(1
2)− 1

120π
4
)

log2 2

+ (36Li5(1
2)− π2ζ(3)) log 2 + 12Li5,1(1

2) + 24Li6(1
2)− 247

10080π
6

= 2λ6(1
2)− 6Li5,1(−1)− 3ζ(3)2 − 451

10080π
6.
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Dans la première égalité, le terme π6

480 est celui correspondant à n = 0 dans 2.10. De même,

on trouve

−Ls(2)
6 (π) = 4πλ5(1

2)− π3ζ(3)− 189
16 π(5),

−Ls(3)
6 (π) = 6π2λ4(1

2)− 12Li5,1(−1)− 6ζ(3)2 − 187
1680π

6,

−Ls(4)
6 (π) = −45

2 πζ(5) + 3π3ζ(3),

ainsi que

−Ls(3)
7 (π) = 9

35 log7 2 + 4
5π

2 log5 2 + 9ζ(3) log4 2− 31
30π

4 log3 2

−
(

72Li5(1
2)− 9

5ζ(5)− 51
4 π

2ζ(3)
)

log2 2

+
(

72Li5,1(1
2)− 216Li6(1

2) + 36π2Li4(1
2)
)

log 2 + 72Li6,1(1
2)

− 216Li7(1
2) + 36π2Li5(1

2)− 1161
32 ζ(7)− 375

32 π
2ζ(5) + 1

10
4
ζ(3)

= 6π2λ5(1
2) + 36Li5,1,1(−1)− π4ζ(5)− 45

32ζ(7). (2.16)

Notez que dans chaque cas, les monômes dans Ls(k)
n (π) sont d’ordre total n, avec, ζ(q) d’ordre

q, et πq ordre q, pour q un entier positif.

Remarque 2.7.

Une forme purement réelle du théorème (2.10) est la suivante :

π∫
0

(
2 sin θ

2

)x
eθydθ =

∞∑
n=0

(−1)n
 x

n


(
y
(
(−1)neπy − cos πx

2

)
− (n− x

2 ) sin πx
2

)
(n− x

2 )2 + y2 . (2.17)

On peut maintenant aussi déduire des fonctions génératrices à une variable à partir de (2.17).

Par exemple,
∞∑
n=0

Ls
(1)
n+2(π)λ

n

n! =
∞∑
n=0

(
λ

n

)
(−1)n cos πλ

2 − 1
(n− λ

2 )2 . (2.18)

2.3 Intégrales Log-Sinus à π

La mesure de Mahler multiple définit par :

mk(1 + x+ y•) = m(1 + x+ y1, 1 + z + y2, · · · , 1 + x+ yk). (2.19)
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a été étudié par Sasaki [26]. Il utilise la formule de Jensen pour observer que :

mk = (1 + x+ y•) =

5
6∫

1
6

logk |1− e2πit|dt, (2.20)

et fournit donc une évaluation de m2(1 + x + y•). Par contre, immédiatement à partir de 2.20

et de la définition des intégrales Log-sinus nous avons :

Théorème 2.8.

Pour les entiers positifs k,

mk(1 + x+ y•) = 1
π
Lsk+1

(
π

3

)
− 1
π
Lsk+1(π). (2.21)

Soit l’équation suivant ([24], Eq (8))

Lsn+2(π) = (−1)nn!
(
πα(n+ 1) +

n−2∑
k=1

(−1)k
(k + 1)!α(n− k)Lsk+2(π)

)
, (2.22)

où α(m) = (1− 21−m)ζ(m). Notez que α(1) = 0, et pour m > 2

α(m) = −Lim(−1) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

km
,

c’est une conséquence de la fonction suivante :

−
∞∑
m=0

Lsm+1(π)x
m

m! = π
Γ(1 + x)
Γ2(1 + x

2 ) = π

(
x

x/2

)
(2.23)

voir ([24], Eq 7.109).

25



CHAPITRE 2. L’INTÉGRALE LOG-SINUS

Exemple 2.9. Valeurs de Lsn(π). On a :

Ls2(π) = 0,

−Ls3(π) = 1
12π

3,

Ls4(π) = 3
2πζ(3),

−Ls5(π) = 19
240π

5,

Ls6(π) = 45
2 πζ(5) + 5

4π
3ζ(3),

−Ls7(π) = 275
1344π

7 + 45
2 πζ

2(3),

Ls8(π) = 2835
4 πζ(7) + 315

8 π3ζ(5) + 133
32 π

5ζ(3).

Ces valeurs peuvent être facilement obtenues à partir de (2.23) par une commande dans un

système d’algèbre informatique, comme Maple, on exécute la commande suivante :

for k to 7 do simplify(subs(x=0,diff(Pi*binomial(x,x/2),x$k))) od.

2.4 Intégrales Log-sinus à π
3

Maintenant, nous passons aux intégrales Log-sinus en a π
3 . Il est montré dans [5] que les

intégrales Log-sinus Ls(k)
n (τ) peuvent être évaluées en termes de valeurs zêta et les fonctions

multiples de Clausen et Glaisher en τ . L’essentielle de la technique provient de Fuchs ([25]

§7.10). Dans le cas τ = π
3 , les résultats obtenue permettent des réductions considérables. C’est

parce que la sixième racine de l’unité ω = ei(
π
3 ) satisfait ω = ω2.

Exemple 2.10 (Réductibilité [4]). .

Par le même processus dans [5], nous avons

Lsn−1
n (τ) = −τ

n

n
,

Ls2(τ) = Cl2(τ),

et

−Ls3(τ) = 2Gl2,1(τ) + 1
12τ(3π2 − 3πτ + τ 2),

Ls
(1)
3 (τ) = Cl3(τ) + τCl2(τ)− ζ(3).
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On a aussi

−Ls4(τ) = −6Cl2,1,1(τ) + 3
2Cl4(τ) + 3

2(π − τ)Cl3(τ)− 3
4(π − τ)Cl2(τ)− 3

2πζ(3),

Ls
(1)
4 (τ) = 1

180π
4 − 1

16τ
4 + 1

6πτ
3 − 1

8π
2τ 2 − 2Gl3,1(τ)− 2τGl2,1(τ),

Ls
(2)
4 (τ) = −2Cl4(τ) + 2τCl3(τ) + τ 2Cl2(τ).

Dans le même cas de τ = π
3 , il y a autres évaluations de Ls(k)

n (τ) peuvent être encore réduites

[5].

Exemple 2.11 (Somme binomiale centrale.).

Comme suggéré par ([5],Eq 30) comme suit

Gl4,1

(
π

3

)
=
∞∑
n=1

∑n−1
k=1

1
k

n4 sin
(
nπ

3

)

= 3341
1632960π

5 − 1
π
ζ(3)2 − 3

4π

∞∑
n=1

1(
2n
n

)
n6

(2.24)

le Log-sinus intégral Ls(1)
n

(
π
3

)
peut être évalue en termes de somme binomiale centrale suivante :

S±(n) :=
∞∑
k=1

(±1)k+1(
2k
k

)
kn

,

et on obtient

− Ls(1)
n+2

(
π

3

)
= n!

(
−1

2

)n
S+(n+ 2). (2.25)

Pour une démonstration voire ([3], Lemma 1)

Supposons n = 2, alors S+(4) = 17
36ζ(4), et également Ls(1)

4

(
π
3

)
= − 17π

6480 .

Évaluation Hypergéométrique de Lsn
(
π
3

)
Nous clôturons cette section par une approche alternative à l’évaluation de Lsn

(
π
3

)
com-

plétant celle donnée dans la section 2.2 .

Théorème 2.12. (Forme hypergéométrique de Lsn
(
π
3

)
)

Pour les entiers non positifs n,

(−1)n+1

n! Lsn+1

(
π

3

)
=
∞∑
k=0

2−4k

(2k + 1)n+1

(
2k
k

)
. (2.26)
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Par conséquent,

−
∞∑
n=0

Lsn+1

(
π

3

)
sn

n! =
∞∑
k=0

2−4k

2k + 1 + s

(
2k
k

)
.

Observez que la somme dans 2.26 converge très rapidement et est donc approprié pour le

calcul par un système d’algèbre informatique.

2.5 Évaluations de mesure de Mahler multiple par Log-

sinus

Nous avons d’abord que nous pouvons déterminer récursivement mk(1 + x + y•) à partir

de l’équation 2.21. En remplaçant les valeurs données dans l’exemple 2.9 dans l’équation (13),

nous obtenons les évaluations multiples de Mahler suivantes :

Exemple 2.13. /(Valeurs de mk(1 + x+ y•).

Nous avons :

m1(1 + x+ y•) = 1
π
Cl2

(
π

3

)
,

m2(1 + x+ y•) = π2

54 ,

m3(1 + x+ y•) = 9
2πCl4

(
π

3

)
− ζ(3),

m4(1 + x+ y•) = 6
π
Gl4,1

(
π

3

)
− π4

4860 ,

m5(1 + x+ y•) = 135
2π Cl6

(
π

3

)
− 15ζ(5)− 5

18π
2ζ(3),

m6(1 + x+ y•) = 135
π
Gl6,1 + 15ζ(3)2 − 943

40824π
6.

Le premier est encore une forme du résultat de Smyth (2.4).

Remarque 2.14.

Notez que nous pouvons réécrire la mesure multiple de Mahler u comme suit :

mk(1 + x+ y•) = m(1 + x, · · · , 1 + x︸ ︷︷ ︸
k−1

, 1 + x+ y). (2.27)
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En utilisant la formule de Jensen, on trouve que le côté gauche de 2.27 devient

mk(1 + x+ Y•) =
1∫

0

· · ·
1∫

0

k∏
j=1

∣∣∣1 + e2πis + e2πitj
∣∣∣ dsdt1 · · · dtk

=
1∫

0

 1∫
0

log
∣∣∣1 + e2πis+e2πit

∣∣∣ dt
k ds

=
1∫

0

logk max
(
|1 + e2πis|, 1

)
ds.

29



CHAPITRE

3

ÉVALUATION DE MESURE DE MAHLER

D’UNE FAMILLE DES POLYNÔMES PAR

LOG-SINUS

D ans ce chapitre, on intéressent de trouver une formulation d’une mesure de Mahler d’une

famille des polynômes à deux variable et de paramètre k (k entier), sous forme d’une

Log-sinus. Soit la famille des polynômes suivante :

Pk(x, y) = (x2 + (k + 1)x+ 1)y + x2 + 1, k ∈ Z.

alors

m(Pk) = 1
(2πi)2

∫
T2

log | Pk(x, y) | dx
x

dy

y
.

Comme P (x, 0) = x2 + 1 6= 0 la formule de Jensen est applicable. on a :

Pk(x, y) = (x2 + (k + 1)x+ 1)y + x2 + 1 = (x2(k + 1)x+ 1)
(
y − −x2 − 1

x2 + (k + 1)x+ 1

)
.
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Par Jensen :

m(Pk) = 1
2πi

∫
T

(log | x2 + (k + 1)x+ 1 | + log+ | y(x) |)dx
x
.

Supposons x = eiθ, ou θ ∈ [−π, π] alors, dx
x

= idθ, donc

m(Pk) = 1
2π

π∫
−π

(
log | 2 cos θ + 1 + k | + log+

∣∣∣∣∣ 2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

∣∣∣∣∣
)
dθ

= 1
2π

π∫
−π

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ + 1
2π

π∫
−π

log+
∣∣∣∣∣ 2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

∣∣∣∣∣ dθ..
puisque :cos(−α) = cos(α),∀α ∈ R, alors

m(Pk) = 1
2π

0∫
−π

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ + 1
2π

π∫
0

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ

+ 1
2π

0∫
−π

log+
∣∣∣∣∣ 2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

∣∣∣∣∣ dθ + 1
2π

π∫
0

log+
∣∣∣∣∣ 2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

∣∣∣∣∣ dθ.
Par le changement de variable θ = −α, on obtient

m(Pk) = 1
2π

0∫
π

log | 2 cosα + 1 + k | (−dα) + 1
2π

π∫
0

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ

+ 1
2π

0∫
π

log+
∣∣∣∣ 2 cosα
2 cosα + 1 + k

∣∣∣∣ (−dα) + 1
2π

π∫
0

log+
∣∣∣∣∣ 2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

∣∣∣∣∣ dθ
= 1

π

π∫
0

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ + 1
π

π∫
0

log+
∣∣∣∣∣ 2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

∣∣∣∣∣ dθ.

Pour continue les calculs, il faut étudier la position de
∣∣∣∣∣ 2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

∣∣∣∣∣ avec 1, pour continue

les calculs, nous avons le besoin des lemme suivant.

Lemme 3.1.

Soit k ∈ Z

1. Si k ∈ [−3, 1], on a y(x) est non définit ssi θ = Ok = arccos
(
−k − 1

2

)

2. Si k ∈ [−5, 3], l’équation |y(x)| = 1 admet une seul solution notée θk = arccos −k − 1
4 et

(a) Si k < −5 ou k > 3, on a |y(x)| ≤ 1.

(b) Si k ∈ [−5,−1], |y(x)| ≥ 1 ssi θ ∈ [0, θk].

(c) Si k ∈ [−1, 3], |y(x)| ≥ 1 ssi θ ∈ [θk, π].
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Démonstration.

1. y(x) non définit ssi 2 cos θ + k + 1 = 0.

On pose 2 cos θ + k + 1 = 0, alors cos θ = −k − 1
2 ⇒ θ = arccos

(
−k − 1

2

)
.

alors y(x) est bien définit ssi θ 6= arccos
(
−k − 1

2

)
tq k ∈ Z.

2. ∣∣∣∣∣ 2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

∣∣∣∣∣ ≥ 1 =⇒


2 cos θ

2 cos θ + 1 + k
≥ 1 · · · (?),

2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

≤ −1 · · · (??).

on a : θ 6= arccos
(
−k − 1

2

)
.

(?) =⇒


2 cos θ ≥ 2 cos θ + 1 + k ⇒ k ≤ −1,

ou

2 cos θ ≤ 2 cos θ + 1 + k ⇒ k ≥ −1,

(??) =⇒


2 cos θ ≤ −2 cos θ − 1− k,

ou

2 cos θ ≥ −2 cos θ − 1− k,

=⇒


4 cos θ ≤ −k − 1,

ou

4 cos θ ≥ −k − 1,

=⇒


cos θ ≥ −k − 1

4 ,

ou

cos θ ≥ −k − 1
4 ,

=⇒


θ ≥ arccos −k − 1

4 ,

ou

θ ≤ arccos −k − 1
4 .

Par conséquence, pour arccos −k − 1
4 à des valeurs réels, il faut que −5 ≤ k ≤ 3.

Lemme 3.2 ([18]).

∀α ∈ R,
∫ α

0
log |2 cos(t)|dt = Cl2

(
π

2 − α
)
− Cl2

(
π

2 + α
)

.

Remarque 3.3.

Soient Ok = arccos
(
−k−1

2

)
et θk = arccos

(
−k−1

4

)
.
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Pour k ≤ −5 :

m(Pk) = 1
π

π∫
0

log|2 cos θ + 1 + k|dθ

Pour k ∈ [−5,−3] :

m(Pk) = 1
π

π∫
0

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ + 1
π

θk∫
0

log | 2 cos θ
2 cos θ + 1 + k

| dθ

. Pour k ∈ [−3,−1] :

m(Pk) = 1
π

π∫
0

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ + 1
π

0k∫
0

log | y(x) | dθ + 1
π

θk∫
0

log | y(x) | dθ

. Pour k ∈ [−1, 1] :

m(Pk) = 1
π

π∫
0

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ + 1
π

π∫
θk

log | y(x) | dθ + 1
π

π∫
0k

log | y(x) | dθ

. Pour k ∈ [1, 3] :

m(Pk) = 1
π

π∫
0

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ + 1
π

π∫
θk

log | y(x) | dθ

. Pour k ≥ 3

m(Pk) =
π∫

0

log | 2 cos θ + 1 + k | dθ

.

Proposition 3.4.

Soient θk = arccos
(
−k−1

4

)
Si k ∈ [−5,−3] on a :

m(Pk) = 1
π

π∫
θk

log |2 cos θ + 1 + k|dθ + 1
π
Ls2(π2 − θk)−

1
π
Ls2(π2 − θk).

Si k = −3 on trouve :

m(P−3) = 2
3 log(2) + 2

π
Ls2(π3 ) + 1

π
Ls2(π6 )− 1

π
Ls2(5π

6 ).
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Démonstration.

m(Pk) = 1
π

π∫
θk

log |2 cos θ + 1 + k|dθ + 1
π

θk∫
0

log |2 cos θ|dθ.

par Lemme 3.2, on trouve :

m(Pk) = 1
π

π∫
θk

log |2 cos θ + 1 + k|dθ + 1
π
CL2( 1

π
− θk)−

1
π
CL2(π2 + θk).

D’après 2.3 On a :

m(Pk) = 1
π

π∫
θk

log |2 cos θ + 1 + k|dθ + 1
π
Ls2(π2 − θk)−

1
π
Ls2(π2 + θk).

Pour k = −3 : |2 cos θ + 1 + k| = |2 cos θ − 2| = |2(cos θ − 1)| = |2(2 sin2 θ

2)| = |4 sin2 θ

2 |,

et θ−3 = arccos(1
2) = π

3 , alors

π∫
0

log |2 cos θ + 1 + k|dθ =
π∫
π
3

log |4 sin2 θ

2 |dθ =
π∫
π
3

(
log 2 + 2 log |2 sin θ2 |

)
dθ

= 2π
3 log 2 + 2

π∫
0

log |2 sin θ2 |dθ −

π
3∫

0

log |2 sin θ2 |dθ

= 2π
3 log 2− 2Ls2(π) + 2Ls2(π3 ).

Par 2.3 on a Ls2(π) = 0 alors :

m(P−3) = 2
3 log 2 + 2

π
Ls2(π3 ) + 1

π
Ls2(π6 )− 1

π
Ls2(5π

6 )
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                 Résumé 

 La mesure de Mahler d’un polynôme peut être 

formuler par plusieurs méthodes par exemple :les série 

de Dirichlet ,la fonction zêta ,poly-logarithme et log-

sinus…etc. 

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux formulations par 

log-sinus.    

Mots clés: Mesure de Mahler, la fonction L de  Dirichlet, 

Di-logarithme  de Bloch-Wigner, intégrales log-sinus, poly -

logarithmes multiples, valeurs zêta multiples, fonctions  

Clausen . 

                  Abstract 

The Mahler measure of a polynomial can be 

formulated by several methods for example: the series 

of Dirichlet, zeta function, poly-logarithm and log-

sinus...etc 

In this thesis, we are interested in the formulation by 

log-sinus. 

Key Words: Mahler's measure, Dirichlet L function, 

Bloch-Wigner  Di-logarithm, log-sine integrals, multiple 
poly-logarithms, multiple zeta values, Clausen functions. 
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