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Notations

[x, y] : le commutateur de x et y
| G | : l’ordre d’un groupe G
G′ : le groupe dérivé d’ordre 1
G(n) : la dérivée n-ème de G
H �G : H sous-groupe normal dans G
aG : le conjugue de a dans G
< x > : le sous groupe engendre par x
ζ(G) : le centre de (G)
G/H : le groupe quotient
Z : l’ensemble des entiers
N : l’ensemble des entiers naturels
R : l’ensemble des réels
x : la classe modulo de x
H ≤ G : H sous-groupe de G
H < G : H sous-groupe caractéristique de G
{e} = {1} : l’élément neutre d’un groupe
Aut(G) : l’ensemble des automorphismes de G dans G
< A > : l’opération de fermeture engendré par l’opération A
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Introduction

La partie de l’algèbre générale qui étudie les structures algébriques appelées ’groupes’
est la théorie des groupes,Elle est liée à la théorie des nombres,La géométrie algébrique
et les représentations.
La théorie des groupes à un rôle capital en physique théorique,Chimie,Cryptographie,........
L’idée de groupe et d’origine l’étude des équations algébriques par Lagrange.
dans ce mémoire on à étudiée les groupes dont tous les sous groupes de rang infini sont
des T groupes ,Un T -groupes est un groupes dont la normalité est une relation transitive
ie ;
”Tous les sous groupes sous normaux sont normaux”
On sait que la relation de normalité n’est pas transitive,Un contre exemple est :
Dans le groupe de permutation S4 on a les sous groupes
A = {(1, 2)(3, 4)}
B = {(1, 2), (3, 4), (1, 3)(4, 2), (2, 3)(4, 1)}
on a A normal dans B et B est normal dans S4 mais A n’est pas normal dans S4
Cependant il existe des groupes dont la normalité est transitive exemples :

1. Les groupes simples non abéliens car les seuls sous groupes normaux sont le groupe
même et l’identité.

2. Les groupes de dedekind (les groupes dont tous les sous-groupes sont normaux )sont
des T groupes

? Le premier chapitre : On a étudie quelques concepts fondamentaux de la théorie des
groupes : Résolubilité,Nilpotence,Groupes abéliens ...

? Le deuxième chapitre : On a étudie les conditions de finitude, Les opérations de fer-
meture et quelques classes de groupe ;groupes de Cernikove ,Groupes polycycliques
,...
.

? Le troisième chapitre : Nous nous sommes concentrés sur les groupes dont tous les
sous groupes de rang infini sont des T -groupes.
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Chapitre 1

Concepts Fondamentaux

Notre objectif dans ce chapitre est de donner quelques notions de base concernant la
théorie des groupes.
Nous commençons d’abord par définir les suites de composition,Les groupes résolubles et
nilpotents,puis en passe aux groupes abéliens,Et on se termine par les classes des groupes.

3
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1.1 Quelques notions de base

1.1.1 Suites de composition

Définition 1.1.1. Une suite de composition est une chaine finie des sous-groupes Gi de

G telle que

G = G0 > G1 > G2 · · · > Gn = e

Dans le quelle Gi+1 C Gi,∀i = 0, n− 1.

Les groupes quotients Gi/Gi+1 sont appelés les quotients(ou bien les facteurs)de la suite

de composition et n est sa longueur (n est le nombre des quotients).

Si Gi+1 6= Gi,∀i = 0, n−1,on dit que la suite de composition est strictement décroissante.

Définition 1.1.2. Une suite de composition d’un groupe G

G = G0 > G1 > G2 · · · > Gn = e

est appelée une suite normale si pour touts i(0 ≤ i 6 n) on a Gi �G.

Remarque 1.1.1. 1. Tout groupe à au moins une suite de composition trivial 1G�G.

2. La suite de composition Σ : G0 = e�G1 �G2 � · · ·�Gn = G est dite abélienne si

ses quotients sont des groupes abéliens.

1.1.2 Groupes résolubles

Définition 1.1.3. Soit (G, ∗) un groupe,(G, ∗) est abélien si la loi (*) est commutative,

i.e :

x ∗ y = y ∗ x, ∀x, y ∈ G

Définition 1.1.4. A tout couple (x, y) d’un groupe G on associer l’élément : x−1y−1xy

et on le note [x, y], Le commutateur des éléments x, y.C’est-à-dire :

[x, y] = x−1y−1xy

Remarque 1.1.2. Si G est un groupe abélien alors,Tout commutateur est égale à l’élé-

ment neutre de G . Car :
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Soit G un groupe abélien ⇔ ∀x, y ∈ G : xy = yx

⇔ ∀x, y ∈ G : x−1y−1xy = x−1y−1yx

⇔ ∀x, y ∈ G : x−1y−1xy = 1G
⇔ [x, y] = 1G

Définition 1.1.5. On appel groupe dérivé de G , Le sous-groupe engendré par l’ensemble

des commutateurs de G , On note G′ ou D(G).ie :

D(G) = G′ = [G,G] = 〈[x, y];x, y ∈ G〉

Remarque 1.1.3. Si le groupe G est commutatif , Alors G′ = 1G

Notation 1.1.1. Soit G un groupe :

– G′ = G(1) = [G,G]

– (G′)′ = (G(1))(1) = [[G,G], [G,G]]

.

.

.

– G(n) = [[G,G], [G,G], · · · , [G,G]]

Définition 1.1.6. On dit qu’un groupe G est résoluble s’il existe un entier n > 0 tel que

G(1) = 1G.

Le plus petit entier n > 0 qui vérifier G(n) = 1G est appelé le degré de résolubilité ou la

longueur dérivé de G.

Remarque 1.1.4. Tout groupe abélien G est résoluble,Car pour un tel groupe G on a

G′ = G1 = 1G.

Proposition 1.1.1. Si H est un sous groupe de G, Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

a. H est normal dans G et G/H est abélien.

b. G′ ≤ H.

Démonstration. (1) =⇒ (2) Soit x, y ∈ G,G/H est abélien ∀x̄, ȳ ∈ G/H on a :

[x̄, ȳ] = H, (H est le neutre de G/H),alors :
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[x, y] = H

Donc

[x, y].H = H

Donc

[x, y] ∈ H

Alors

G′ ≤ H

(2) =⇒ (1) On a x, y ∈ G, [x, y] ∈ H,∀x ∈ G,

[x, y].H = H.

donc

[x, y] = H

donc

[x̄, ȳ] = H

donc G/H est abélien.

Proposition 1.1.2. Pour un groupe G,Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. G est résoluble.

2. Il existe une suite décroissante (Hk)k=0,1,··· ,n,De sous-groupes de G telle que :

1 = Hn �Hn−1 �Hn−2 � · · ·�H1 �H0 = G

Les quotients Hk/Hk+1 étant abéliens (pour k = 0, 1, · · · , n− 1).

Démonstration. 1) =⇒ 2) Si G est résolubles de classe n, La suite de composition définie

par Hk = Gk avec k = 0, 1, · · · , n.

2) =⇒ 1) Il suffit de montrer par récurrence que Gk ≤ Hk(k = 0, 1, · · · , n)

L’inclusion était trivial pour k = 0,Supposons que l’on ait Gk ≤ Hk(k = 0, 1, · · · , n) on
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déduit que G(k)′ = Gk+1 ≤ H ′K . Or Hk/Hk+1 est abélien,Donc D’après la proposition

précédente on a H ′K/Hk+1.

Par transitivité de l’inclusion,On obtient Gk+1 ≤ Hk+1.

Définition 1.1.7. On dit qu’un groupe G est metabélien s’il est résoluble et admet une

suite de longueur dérivée égale a 2,C-à-dire : G admet une suite abélienne :

Σ : e = G2 �G1 �G.

telle que G/G1 et G1/G2 sont abéliens.

G un groupe metabélein s’il admet un sous-groupe propre non trivial H abélien telle que

G/H est abélien.

Définition 1.1.8. Un groupe G est dit localement résoluble si et seulement si tous ses

sous-groupes de type finis sont résolubles.

1.1.3 Groupes nilpotents

Définition 1.1.9. (Suite centrale) Une suite de composition d’un groupe G

G = G0 > G1 > G2 > · · · > Gn−1 > Gn = e

est appelée suite centrale si Gi/Gi+1 ≤ ζ(G/Gi+1) pour touts i(0 ≤ i ≤ n) avec ζ(G) =<

x ∈ G,∀g ∈ G : xg = gx > pour tout i = 0, n− 1.

Proposition 1.1.3. Une suite normale est une suite centrale si et seulement si :

∀i(0 ≤ i ≤ n− 1), [Gi, G] ≤ Gi+1.

Démonstration. =⇒ soit Σ une suite normale avec [Gi, G] 6 Gi+1 pour tout 0 6 i 6

n− 1,Et soient x ∈ Gi ,Et g ∈ G notons x̄ et ḡ leur classe modulo Gi+1,Alors

x̄ȳ = ȳx̄⇔ [x, y] ∈ Gi+1

d’où :[Gi, G] 6 Gi+1

⇐ réciproquement,supposons que Σ vérifie la condition [Gi, G] 6 Gi+1 montrons que Gi+1

est normale dans G

Soit x ∈ Gi+1etg ∈ G,Gi+1 6 Gi ⇒ x ∈ Gi.
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alors , d’après la condition précédente on a :

[x, y] = x−1(g−1xg) ∈ Gi+1, d’où g−1 ∗ x ∗ g ∈ Gi+1, de plus,[x, g] ∈ Gi+1 ⇒ x̄ḡ = ḡx̄ dans
G

Gi+1
.

Gi

Gi+1
6 ζ( G

Gi+1
)

Définition 1.1.10. Un groupe G est nilpotent s’il est admet une suite centrale.

Définition 1.1.11. H est un sous-groupe sous-normale de G,Si H est un sous groupe de

G et admet une suite de composition de G vers H

Définition 1.1.12. (Suite centrale ascendante)

étant donné un groupe G on note :

ζ0(G) = 1

ζ0(G) = ζ(G)

ζ2(G) et telle que ζ( ζ

ζ1(G)) = ζ( ζ

ζ2(G))

ζ1(G) et telle que ζ( ζ

ζi−1(G)) = ζ1(G)
ζi−1(G)

On obtient donc une série ascendante , Dite la suite centrale ascendante de G

1 = ζ0(G)� ζ1(G)� ....� ζi−1(G)� ζi(G)�

avec ζi(G)
ζi−1(G) = ζ( G

ζi−1(G)), Pour tout i ∈ N avec le groupe G est nilpotent.

Remarque 1.1.5. – s’il existe s ≥ 0 tel que ζs(G) = G,On dit que G est nilpotent ,

Le plus petit entier s est appelé la classe de nilpotence de G.

– Si s = 0 on a ζ0(G) = e = 1 donc le groupe trivial est nilpotent de classe 0.

– Et s = 1 on a ζ0(G) = ζ(G) = G donc G est abélien alors , Les groupes nilpotents

de classe 1 sont les groupes abéliens.

Définition 1.1.13. (Suite centrale descendante)

étant donné un groupe G ,On note :

γ1(G) = G
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γ2(G) = [γ1(G), G] = [G,G] = G′

γ3(G) = [γ2(G), G] = [G,G,G]

...

γi(G) = [γi−1(G), G] = [G, · · · , G]

...

On remarque que pour tout i ∈ N(i ≥ 2), γi(Gγ) = [γi−1(G), G] ≤ γi(G) d’où

γi−1(G)
γiγ(G) ≤ ζ( G

γ(G)).

et on obtient,donc une série descendante,dite la suite centrale descendante de G

G = γ1(G)� γ2(G)� · · ·� γi−1(G)� γi(G)� · · ·

avec le groupe G est nilpotent.

Remarque 1.1.6. Le plus petit élément n ≥ 1 tel que γn+1(G) = 1 est la classe de

nilpotence de G

Théorème 1.1.1. Un groupe G a une suite centrale descendante de longueur r si et

seulement s’il a une suite centrale ascendante de longueur r.

Démonstration. On considère G = e

⇒) On suppose que G a une suite centrale ascendante de longueur r, Et on considère la

chaine croissante des sous-groupes ζi de G.

Démontrons que pour tout i(0 ≤ i ≤ r), on a γr+1−i ≤ ζi.Pour i = 0, γr+1 = (e) = ζ0,La

relation est vérifiée.

Raisonnons par récurrence sur i ; Supposons γr+1−i ≤ ζi pour 0 ≤ i ≤ r − 1 et montrons

que γr−1 ≤ ζi+i.γr+1−i = [γr−i, G] donc équivaut à [γr − i, G] ≤ ζi ; or ζi+1 est le plus

grand sous-groupe de G contenant ζi tel que [ζi+i, G] ≤ ζi par suite on a γr−i ≤ ζi+1 pour

i = r on trouve γ1 = G ≤ ζr, donc ζr = G.

On conclut que G a une suite centrale ascendant de longueur s ≤ r

←) supposons maintenant que G a une suite centrale descendante de longueur s et consi-

dérons la chaine décroissante de sous-groupe γi de G.
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montrons que pour tout i(1 ≤ i ≤ s + 1), on a γi ≤ ζs+1−i,cette relation est vraie pour

i = 1 ,Car γ1 = G = ζs.

raisonnons par récurrence sur i ; La relation étant supposée vrai pour i(1 ≤ i ≤ s),

montrons que γi ≤ ζs−i

γi ≤ ζs+1−i ⇒ [γi, G] ≤ [ζs+1−i, G].

Définition 1.1.14. Un groupe G est dit localement nilpotent si est seulement si tous ses

sous-groupes de type fini sont nilpotents .

1.1.4 Groupe abélien

Définition 1.1.15. (Sous groupe de torsion) Les éléments d’ordre fini dans un groupe

constitue un sous groupe appelé le sous-groupe de torsion.

Théorème 1.1.2. (Théorème de décomposition) Dans un groupe abélien G,Le sous-groupe

de torsion T est la somme directe de sous-groupe des composantes p-premiers .

Définition 1.1.16. Un groupe abélien G est divisible si tout élément est divisible par

tout entier positive. c’est à dire : tout élément de G a une infinité de p-hauteur pour tout

p-premier .

Les groupes quasi cycliques

Le groupe additif des nombres rationnels est Q ; le quotient d’un groupe divisible est
divisible ,Alors Q/Z est divisible,C’est un groupe de torsion si n(m/n+ Z) = 0Q/Z .
D’après le théorème de composition,Le groupe Q/Z est la somme directe du composante
première
Le groupe P est réalisé comme P -composante de Q/Z et il a un P -groupe divisible abélien
.
P appelé un P -groupe quasi cyclique.
On peut voir que tout groupe abélien divisible est une somme directe de groupes quasi
cycliques et copies de Q.

1.1.5 Propriétés d’injection des groupes abéliens divisibles

Un groupe abélien est injectif si on a un monomorphisme µ : H −→ K et α : H −→ G
un homomorphisme avec H et K deux groupes abéliens.Et un homomorphisme β : K −→
G tel que α = β ◦ µ .
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Proposition 1.1.4. Baer Un groupe abélien est injectif si et seulement si est divisible.

Proposition 1.1.5. (Baer) Si D est un sous-groupe divisible d’un groupe abélien G ,alors

G = D ⊕ E pour E un sous-groupe.

Proposition 1.1.6. Un groupe abélien est dit réduit s’il n’a pas un sous groupe divisible

non trivial.

Proposition 1.1.7. Si G un groupe abélien,il existe le plus grand sous-groupe divisible

unique D de G.

En outre, G = D ⊕ E ou E est un groupe réduit .

Démonstration. On définit D le sous-groupe engendré par tous les sous-groupes divisibles

de G.Alors D est divisible,par la proposition (Bear) il est possible d’écrire G = D ⊕ E

bien sur E est réduit.

1.1.6 La structure des groupes abéliens divisibles

Théorème 1.1.3. Un groupe abélien G est divisible si et seulement si est une somme

directe des copies isomorphes de Q et des groupes quasi-cycliques.

1.1.7 Sous-groupes des groupes divisibles

Proposition 1.1.8. Tout groupe abélien est isomorphe avec un sous-groupe d’un groupe

abélien divisible.

Démonstration. Soit F un groupe abélien libre ;on a de précédent F est une somme di-

recte d’une infinité des groupes cycliques,

par conséquent,F est isomorphe avec un sous-groupe d’une somme directe D des copies

de Q.

Maintenant,tout groupe abélien est une image de quelque F et par conséquent,Est iso-

morphe avec un sous-groupe d”un groupe de quotient de D.

mais le quotient de D ;Comme D est divisible

d’où le résultat
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Somme directe des groupes cycliques et quasi-cycliques

Proposition 1.1.9. Si G un groupe abélien,Deux sous-ensemble indépendantes qui contient

des éléments avec un ordre des puissances p-premiers a le même cardinal. La même

est vraie de sous-ensemble maximale qui consiste des éléments d’ordre infini , Donc

r0(G), rp(G),Et r(G) ne dépend que de G.

Proposition 1.1.10. Supposons que G un groupe abélien ,Peut être exprimer comme

une somme directe des groupes quasi-cycliques,Groupes cycliques d’ordre puissance d’un

nombre premier et groupes cycliques infinis.

Alors,L’ensemble des sommes directes de chaque isomorphismes dans les deux décompo-

sitions ont le même cardinal.

Groupes abéliens libres

Un groupe abélien libre est un groupe libre dans la variété des groupes abéliens,ces
groupes sont juste des sommes directes des groupes cycliques infinis.
Tandis que tout groupe abélien est une image d’un groupe libre donc tout sous-groupes
des groupes abéliens sont également libres abéliens.

Théorème 1.1.4. Si F un groupe abélien dans un ensemble X et H un sous-groupe de

F ,Alors H est libre abélien dans un ensemble Y ou |Y |6 |X|.

Propriété de projection des groupes libre abéliens

Un groupe abélien G est projective si un épimorphisme ε : K → H et un homomor-
phisme α : G → H,Pour quelques groupes abéliens H et K,Il existe un homomorphisme
β : G→ K tel que ε ◦ β = α,
On remarque que la projection est dérivée de l’injection en inversant toutes les flèches et
remplaçant le monomorphisme par un épimorphisme .

Théorème 1.1.5. (Mac-lane) Un groupe abélien G est projectif si et seulement si G est

libre abélien.

Théorème 1.1.6. Si G est abélien et H un sous-groupe de G tel que G/H est abélien

libre alors : G = H ⊕K,pour quelque sous-groupe K .

.

Démonstration. Soit F = G/H et on note l’homomorphisme canonique G à F par α ,

Ensuite, F est projectif, Avec β un homomorphisme ,Donc βα = l,Si g ∈ G , On a (g −
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(g)αβ)α = (g)α− (g)α = 0 Alors g ∈ kerα+ Imβ ;par conséquent G = kerα⊕ Imβ,Alors

βα = 1 implique que kerα ∩ Imβ = 0.

par conséquence G = kerα⊕ Imβ

de plus kerα = H.

La structure des groupes abéliens finis

Lemme 1.1.1. Soit G un P -groupe abélien dont tous les éléments ont des ordres bornés

et soit g un élément d’ordre maximal dans G,Alors < g > est une somme directe dans G.

Théorème 1.1.7. (Frobenius-stickelberger) Un groupe abélien G est fini si et seulement

siG est une somme directe de groupes cycliques finis avec un ordre des puissances des

nombres premiers.

Démonstration. Supposons que G est fini,D’après les résultats précédents on peut présu-

mer queG est un P -groupe non trivial,Si g est un élément d’ordre maximal dansG,Ensuite

G = G1⊕ < g > par 4− 2− 7

mais |G1| < |G|,alors on peut appliquer l’induction dans l’ordre de groupe à G1,on obtient

le résultat .

L’inverse est évident.

La structure des groupes abélien de type fini

Tout groupe commutatif ou non commutatif,Avec une condition maximale sur des
sous-groupes est de type fini,Pour les groupes abéliens l’inverse est vraie.

Théorème 1.1.8. Un groupe abélien G satisfait la condition maximale si et seulement si

G est de type fini.

Proposition 1.1.11. Un groupe abélien G de type fini s’il est un groupe de torsion.

Démonstration. Si G =< g1, · · · , gn > et Gi =< gi >,Ensuite G est la somme des groupes

finis G1, · · · , Gn.

Par conséquence G est fini.

Proposition 1.1.12. G un groupe abélien est de type fini si et seulement si est une somme

directe un nombre fini de groupes cycliques d’ordres infinis ou puissance d’un nombre.
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Théorème 1.1.9. (Kuros) Un groupe abélien G satisfait la condition minimale si et

seulement si est une somme directe de groupes quasi-cycliques et groupes cycliques d’ordre

puissance d’un nombre premier.

Sous groupes pures et P-groupes

Proposition 1.1.13. Soit H ≤ K ≤ G est un groupe abélien, Si H est propre en G et
K

H
est pure en G

H
, Alors K est propre en G

Démonstration. Soit K ∈ nG et écrire K = ng ou g ∈ G ensuite K +H = n(g+H) d’où

par pureté de K
H

,on aK+H = n(K ′+H) pour certainK ′ dansK,Donc h = K−nK ′ ∈ H

puisque h = ng − nK ′ = n(g − k′) la pureté de H dans G les rendements h = nh′ avec

h′ ∈ H,Donc k = nh′ + nk′ = n(h′ + k′) ∈ nk, Cela prouve le résultat.

Proposition 1.1.14. Soit G un p-groupe abélien, Si chaque élément, D’ordre p a une

hauteur infinie,Alors G est divisible.

Démonstration. Si G est non divisible il existe un élément de G d’ordre le plus petit qui

n’est pas divisible par p ,Soit | g |= pm par hypothèse m > 1 maintenant pm−1g a l’ordre

p et a donc une hauteur infinie, Nous pouvons donc certainement écrire pm−1g = (pm)g1

pour certain g1 dans G, Il s’ensuit que pm−1(g − pg1) = 0 et g2 = pg3 pour certains g3

dans G par conséquent g = g2 + pg1 = p(g3 + g1) en contradiction avec notre choix de

g.

Proposition 1.1.15. Soit G un P-groupe abélien non divisible ,Alors G a un sous-groupe

cyclique pure non trivial.

1.1.8 Sous groupes de base

Proposition 1.1.16. Tout groupe torsion abélien G est sous-groupe de base.

1.1.9 Structure des groupes abéliens bornés

Théorème 1.1.10. (Prufer,bacr) Un groupe abélien G est borné si est seulement s ’il est

une somme directe des groupes cycliques d’ordres finis bornés.

Démonstration. Soit G borné et B un sous groupe de base , Alors G
B
est a la fois divisible

et borné mais cela ne peut signifier que G = B une somme directe de groupe cycliques

l’inverse est clair.
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En général ; un groupe de torsion abélien a de nombreux sous-groupes de base mais
c’est un fait remarquable qu’ils sont tous isomorphes.

Théorème 1.1.11. (kulikov,fuchs) Si G est un groupe de torsion abélien tous les sous-

groupes de base de G sont isomorphes.

Proposition 1.1.17. B est un sous-groupe de base de G .

Démonstration. Naturellement B est une somme directe de groupe cyclique si x ∈ pmg ∩

B, ensuite Y = Pm(x1, x2, · · · ) = (y1, yk, 0, 0, · · · )pourcertainsxi, yi, enGietK ≥ 0. par

conséquent Yi = pmxi et x = (pmx1, · · · , pmxk, 0, 0, · · · ) = pm(x1, x2, · · ·xk, 0, 0, · · · ) pmB

donc B est propre en G ,Laissez ensuite x = (x1, x2, · · · ) en G avoir l’ordre pm, Ensuite

pmxi = 0 et si i > m on a xi ∈ pGi puisque | Gi |= pi,Par conséquent x ∈ B + PG et
G
B

= P (G
B

) ce qui implique que G
B

est divisible.

Sous groupes bornés pures

Proposition 1.1.18. Un sous-groupe H borné pure d’un groupe abélien G est une somme

directe.

Proposition 1.1.19. Soit T le sous groupe de torsion d’un groupe abélien G,Si T est la

somme directe d’un groupe divisible et d’un groupe borné alors T est une somme directe de

G. Facilement de 1.1.3 et 1.1.19 aidons nous pour montrer que le sous-groupe de torsion

n’est pas toujours une sommation directe.

Proposition 1.1.20. Si C est la somme cartésienne des groupes cycliques d’ordre p, p2, p3, · · ·

Le sous-groupe de torsion T n’est pas une somme directe de G .

Proposition 1.1.21. Si G un groupe abélien qui n’est pas de torsion ,Il a une somme

directe non trivial qui est soit cyclique ou quasi- cyclique .

Démonstration. Soit T le sous groupe de torsion de G ,si T est divisible c’est une som-

mation direct et G a une sommation direct quasi cyclique , Si T est non divisible il a un

sous groupe cyclique pure non triviale de 1.1.15, En appliquent 1.1.19 nous conclurons

qu’il s’agit d’une somme direct de G car il est clairement pure en G .

Proposition 1.1.22. Un groupe abélien indécomposable qui n’est pas de torsion est soit

un p-groupe cyclique, Soit un groupe quasi- cyclique.
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Proposition 1.1.23. Un p- groupe G abélien a un p-rang fini si et seulement si c’est une

somme directe de plusieurs groupes cycliques et quasi- cycliques.

Démonstration. Si G 6= 0 et rp(G) < ∞ alors G a par (4.3.11) une décomposition G =

G1 ⊕ G2 ou G1 est cyclique non trivial ou quasi-cyclique ,Puisque rp(G) = rp(G2) + 1 ,

On peut appliquer la récurrence ion sur le rang a G et obtenir le résultat souhaité.

Sur la base de 1.1.23 et 1.1.11 , Nous conclurons que pour un p-groupe abélien avoir
un rang fini équivalent à la condition minimale

critère de P-groupe cyclique de kulikov

Théorème 1.1.12. (kulikov) Un P -groupe G abélien est une somme directe de groupe

cyclique si et seulement s’il existe une chaine ascendante de sons groupes G1 ≤ G2 ≤

· · · ≤ Gn ≤ · · · dont l’union est G telle que la hauteur d’un élément non nul de G ne peut

pas dépasser un entier positif K(n) .

Proposition 1.1.24. Un P -groupe G abélien dénombrable est une somme directe de

groupe cyclique si et seulement s’il ne contient aucun élément non trivial de hauteur

infinie.

Théorème 1.1.13. (kulikov) Si G est une somme directe de groupes cycliques chaque

sous groupe de G est également une somme directe de groupes cycliques.

Groupes sans torsion

Définition 1.1.17. On dit qu’un groupe est sans torsion s’il n’a pas des éléments d’ordre

fini.

Proposition 1.1.25. (Baer) Deux groupes abéliens sans torsion de rang ≤ 1 isomorphes

si et seulement s’ils ont le même type de plus chaque type est le type d’un groupe abélien

sans torsion de rang 0 ou 1.
Par exemple Z a le type (0, 0, · · · , 0) Et Q a le type de (∞,∞, · · · ) le groupe de tous les

rationnels pyadique ,m2n(m,n ∈ (Z),A le type de (∞, 0, 0, · · · ) il est clair que l’ensemble
des classes d’isomorphisme des groupes abéliens sans torsion de rang 1 a le cardinal 2N0

Proposition 1.1.26. Il existe des groupes abéliens indécomposables sans torsion de rang

2 qui ont exactement deux automorphismes.

Proposition 1.1.27. (Pontryagin) Soit G un groupe abélien dénombrable sans torsion

alors G est abélien libre si et seulement si chaque sous-groupe de rang fini est abélien libre.
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1.1.10 Sommes cartésiennes infini des groupes cycliques

Théorème 1.1.14. (Specker) Soit G une somme cartésienne d’une infini des groupes

cycliques infinis alors G n’est pas exprimable comme une somme directe des groupes in-

décomposables en particulier.G n’est pas abélien libre.

Théorème 1.1.15. (Specker) Soit G une somme cartésienne de groupes cycliques infinis,

Alors chaque sous-ensemble de G est contenu dans une somme directe de type fini de

G dont le complément direct est également une somme cartésienne de groupes cycliques

infinis.

Théorème 1.1.16. (Specker) Si G est une somme cartésienne de groupes cycliques infinis

chaque sous-groupe dénombrable de G est abélien libre.

1.1.11 Les classes des groupes

Définition 1.1.18. Puisque certaines classes naturelle des groupes se répètent fréquem-

ment , il est commode d’avoir un alphabet fixe des classes :

F pour les groupes finis.

C pour les groupes cycliques.

Fπ pour les p-groupes finis.

U pour les groupes abéliens.

B pour les groupes périodiques.

N pour les groupes nilpotents.

S pour les groupes de type finis.

G pour les groupes résolubles.

Remarque 1.1.7. 1. Les groupes qui appartiennent a une classe X sont appelés x-

groupe.

2. les deux classes extrêmes des groupes sont :

* la classe de tous les groupes D.

* la classe des groupes triviaux I .
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1.1.12 groupe libre

Définition 1.1.19. Soit F un groupe et σ : X → F une application d’un ensemble non

vide X dans le groupe F .

On dit que (F, σ) est libre sur X si pour tout groupe G et tout application σ : X → G il

existe un unique homomorphisme β : F → G vérifiant βσ = α . Donc, Le groupe F est

libre, S’il existe un ensemble non vide X et une application σ : X → F tell que (F, σ) soit

libre sur X

Remarque 1.1.8. l’application σ dans la définition précédente est nécessairement injec-

tive.



Chapitre 2

Conditions de finitude

Dans ce chapitre nous allons étudier deux parties essentiels dans la théorie des
groupes, La première partie est dédiée aux conditions de finitude ; opérations de fermeture
usuelles ; groupe finement présenté ; groupe de rang fini ; groupe périodique ; condition
maximales et minimales.
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2.1 Conditions de finitude

Définition 2.1.1. (Opérations de fermeture) Une opération A est appelée opération de

fermeture si elle est idempotente,C’est a dire si A = A2.

2.1.1 Opérations de fermeture usuelles

– L’opération de fermeture d’identité I par Iχ = χ pour tout χ
– L’opération du fermeture universelle U définie par Uχ = D pour tous χ 6= = ,et
U= = =

– Les opérations de fermeture universelles les plus connues :
a χ = Sχ si chaque sous-groupe d’un χ-groupe est un χ-groupe.Autrement dit la
classe χ est S-fermée.

b χ = Snχ si tous sous-groupe normale d’un χ-groupe et un χ-groupe.Autrement dit
la classe χ est Sn-fermée.

c χ = Hχ si chaque image homomorphe d’un χ-groupe est un χ-groupe.Autrement
dit la classe χ est H-fermée.(Q est souvent utilisé a la place de H) .

d χ = pχ si chaque extension d’un χ-groupe est un χ-groupe,ie :si χ = χ2.Autrement
dit la classe χ est p-fermée.

Définition 2.1.2. (Conditions de finitude) Une condition de finitude est une propriété

théorique de groupe qui est possédée par tous les groupes finis.Principalement les conditions

de finitude qui sont proches de la propriété d’être fini.

2.1.2 Groupes finement présentés

Définition 2.1.3. Soit la chaine des groupes et des morphismes des groupes suivantes :

· · · → Gn−1 → Gn → Gn+1 → · · ·

Cette chaine est dite chaine exacte en Gn si Im(fn−1) = ker(fn). On dit que la

chaine est exacte si elle est exacte en chaque groupe de la suite .

Définition 2.1.4. Une présentation du groupe G est une chaine exacte de groupes :

(2.1) 1→ R→ F → G→ 1

Ou F est un groupe libre. Si G est de type finie on peut supposer que F est de rang

fini.Soit x1, x2, · · · , xn un ensemble des générateurs libres pour F ,et soit (xθ)i = ai ,de
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sorte que G =< a1, · · · , am >.

La chaine exacte (2.1) est une présentation finie de G s’il existe un nombre fini d’éléments

α1, · · · , αn de F tels que

ker θ = αF1 , · · · , αFn .

Lemme 2.1.1. La classe des groupes finement présentés est P -fermée.

Démonstration. Soit N un sous-groupe normal d’un groupe G et supposons que N soit

engendrée par a1, · · · , am ,Pour les relations α1 = · · · = αn = 1 et que G/N soit engendrée

par b1N, · · · , brN pour les relations σ1 = · · · = σs = 1.

Évidemment,G peut être engendrée par les éléments.

(2.2) a1, · · · , am, b1 · · · , br

Pour certain mot λj, µij et υij il y a des relations σi(b) = λi(a), (abj )i = µij(a) et

(ai)bj−1=υij(a).

Donc,Les relations suivantes sont satisfaites par les générateurs de (2.2).

αi(a) = 1, (i = 1, · · · , n)
σj(b) = λj(a), (j = 1, · · · , s)
(ai)bj = µij(a) et (abj−1)i = υij(a)(i = 1, · · · ,m, j = 1,, r)

Soit Ḡ est un groupe engendré par ā1,· · · ,ām,b̄1,· · · , ,Pour la relation (2.3) dans les āi
et b̄j.Ce sera suffisant pour prouver que G w Ḡ.L’application āi → ai,b̄j → bj détermine
un homomorphisme de Ḡ sur G.
Soit K le ker de cet homomorphisme.Clairement āi → ai détermine un isomorphisme de
N̄ =< ā1, · · · , ām > avec N ,donc K ∩ N̄ = 1.
Maintenant,N̄ � Ḡ par le troisième ensemble de relation 2.3 alors,bjN → bjN détermine
un isomorphisme de Ḡ/N . Donc K ≤ N̄ et K = 1.

Définition 2.1.5. Une extension de groupe est une manière pour décrire un groupe en

terme de 2 groupes <plus petit>.

Une extension d’un groupe Q par un groupe N est un groupe G qui s’insère dans une suite

exacte courte .

1→ N → G→ Q→ 1

G est une extension de Q par N si N est un sous-groupe normale de G et Q est le

groupe quotient G/N .
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2.1.3 Groupes de rang fini

Définition 2.1.6. (Rang de Prûfer) On dit qu’un groupe est de rang fini r si tout sous-

groupe de type fini peut être engendré par r éléments et si r est le plus petit entier positif

avec cette propriété .

2.1.4 Groupes périodiques

Définition 2.1.7. Un groupe périodique est un groupe dont chacun des éléments a un

ordre fini.

Si G est un groupe périodique ,alors,l’exposant de G est le plus petit commun multiple des

ordres des éléments de G ,si cela n’existe pas,G d’exposant infini.

La classe des groupes localement finis,dans lesquels chaque sous-groupe de type fini est fini

,est une sous-classe de la classe des groupes périodiques.

2.2 Conditions maximales et minimales

2.2.1 Conditions maximales sur les sous-groupes

Définition 2.2.1. On dit qu’un groupe G vérifie la condition maximale(ou simplement

Max) si tout ensemble non vide de sous-groupes de G possède un élément maximal.

Définition 2.2.2. On dit qu’un groupe G vérifie la condition maximale sur les sous-

groupes normaux(ou simplement Max-n) si tout ensemble non vide de sous-groupes nor-

maux de G possède un élément maximal.

Définition 2.2.3. On dit qu’un groupe G vérifie la condition maximale sur les sous-

groupes sous-normaux(ou simplement Max-s) si tout ensemble non vide de sous-groupes

sous-normaux de G possède un élément maximal.

Définition 2.2.4. On dit qu’un groupe G vérifie la condition maximale sur les sous-

groupes abéliens(ou simplement Max-ab) si tout ensemble non vide de sous-groupes abé-

liens de G possède un élément maximal.

Proposition 2.2.1. Un groupe nilpotent vérifie la condition maximale si et seulement s’il

est de type fini.
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Démonstration. Il est claire qu’il suffit d’établir qu’un groupe nilpotent de type fini vérifie

la condition maximale,La réciproque étant immédiate.

2.2.2 Conditions minimales sur les sous-groupes

Définition 2.2.5. On dit qu’un groupe G vérifie la condition minimale(ou simplement

Min) si tout ensemble non vide de sous-groupes de G possède un élément minimal.

Définition 2.2.6. On dit qu’un groupe G vérifie la condition minimale sur les sous-

groupes normaux(ou simplement Min-n) si tout ensemble non vide de sous-groupes nor-

maux de G possède un élément minimal.

Définition 2.2.7. On dit qu’un groupe G vérifie la condition minimale sur les sous-

groupes sous-normaux(ou simplement Min-s) si tout ensemble non vide de sous-groupes

sous-normaux de G possède un élément minimal.

Définition 2.2.8. On dit qu’un groupe G vérifie la condition minimale sur les sous-

groupes abéliens(où simplement Min-ab) si tout ensemble non vide de sous-groupes abéliens

de G possède un élément minimal.

2.2.3 Groupes de C̆ernikove

Définition 2.2.9. On dit qu’un groupe G est de Cernikove ,S’il est une extension fini

d’un groupe abélien vérifiant la condition minimale ,C’est à dire :s’il existe un sous-groupe

A�G tel que A soit abélien vérifiant Min et G/A soit fini.

2.2.4 Groupes polycycliques

Définition 2.2.10. X un sous-ensemble d’un groupe G,L’intersection de tout les sous-

groupes de G contenant X est un sous-groupe de G appelé le sous-groupe engendré par

X,Et on le note < X >.

< X > est le plus petit sous-groupe de G contenant X.

Définition 2.2.11. Un groupe G est dit groupe de type fini s’il est engendré par un nombre

fini des éléments.
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Définition 2.2.12. Un groupe G est monogène s’il admet un unique générateur a ∈

G(ie :engendré par un seul élément),C’est à dire :

G =< a >

Si G est monogène fini on dit que G est cyclique.

Définition 2.2.13. On dit qu’un groupe G est polycyclique s’il admet une série cyclique.

Une série cyclique est une série dont les quotients sont des groupes cycliques.

Proposition 2.2.2. G est un groupe polycyclique si et seulement s’il est résoluble et

vérifie la condition maximale.

Démonstration. ⇒ Soit 1 = Hn�Hn−1�· · ·�H1�H0 = G des sous-groupes de G,tels que

HK/HK+1 soit cyclique pour k = 0, 1, · · · , n − 1.En particulier,Les quotients HK/HK+1

sont résolubles et ils vérifient la condition maximale.Mais la résolubilité et la condition

maximale sont des propriétés stable par extension donc G est résoluble et vérifie la condi-

tion maximale.

⇐ Le groupe G est résoluble donc il possède une série 1 = Hn�Hn−1� · · ·�H1�H0 = G

tels que Hk/Hk+1 soit abélien pour k = 0, 1, · · · , n − 1.De plus,G vérifiant la condition

maximale,Hk/Hk+1 est de type fini.Or,suivant un résultat bien connu,un groupe abélien

de type fini est isomorphe à un produit direct d’un nombre fini des groupes cycliques.

Supposons que pour un entier k donné (k ∈ 0, 1, 2, · · · , n−1),Hk/Hk+1 soit isomorphe au

produit direct A1 × A2 × · · ·At,Les groupes At étant cycliques.

La série à quotient cyclique 1�A1�A1×�A2�· · ·�A1×· · ·×At ∼= Hk/Hk+1 doncHk/Hk+1

est polycyclique car la polycyclicité étant stable par extension,G est polycyclique.

Lemme 2.2.1. Tout groupe abélien de type fini est polycyclique.

Démonstration. Soit G un groupe abélien de type fini.Alors G =< x1, x2, · · · , xn > pour

certains x1, x2, · · · , xn de G.

Posons G0 = 1 et Gi =< x1, x2, · · · , xi > ou 1 ≤ i ≤ n ;donc Gi =< xi > Gi− 1 car G est

abélien,on trouve la série 1 = G0�G1�· · ·�Gn−1�Gn = G dont les quotients :Gi/Gi−1 =<

x1 > Gi−1/Gi−1 =< xiGi−1 > sont cycliques.D’où G est polycyclique.
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2.2.5 Groupes résiduellement finis

Définition 2.2.14. Soit G un groupe,On appelle résiduel fini de G et on note R,L’intersection

de tous les sous-groupes normaux d’indice fini dans G, C’est à dire :

R = ∩N\N �GetG/N ∈ F

Définition 2.2.15. Soit G un groupe le sous-groupe de Frattini Φ(G) est l’intersection

des sous-groupes maximaux de G.



Chapitre 3

groupe dont tous les sous-groupes de

rang infini ont une relation de

normalité transitive

Dans ce chapitre nous allons étudier deux parties essentiels : groupe dont tous
les sous-groupes de rang infini ont une relation de normalité transitive,Sous groupe de
fitting.
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Définition 3.0.16. Un groupe G est dit T-groupe ( ou d’avoir la propriété T)si la nor-

malité dans G est transitive i.e si tout les sous groupes sous normaux de G sont normaux

La structure des T -groupe résoluble à été décrite par W gasch dans le cas fini et par

D.J.S,Robinson Pour des groupes arbitraires , En particulier les groupes résolubles ayant

la propriété T sont métabéliens et hypercyclique,Bien que la classe de T-groupe ne soit pas

un sous groupe fermé(car tout groupe simple a évidemment la propriété T)il est connu que

les sous groupes de T-groupes résolubles finis ont également la propriété T , En étudiant

les groupes dans lesquels tous les sous groupes appropriés de rang infini ont la propriétés

T, Le résultat principal concerne les groupes localement résoluble avec une telle propriété.

Théorème 3.0.1. Soit G un groupe localement soluble dont les sous groupes propres de

rang infini ont la propriété T,Soit G a un rang fini,Soit un T-groupe résoluble ,

Le théorème ci dessus doit être comparé au résultat de Robinson déclarant que tout groupe

localement résoluble dont les sous groupes propres ont la propriété T est fini ou un T̄

groupe ,De plus ,Il a été prouvé que si G est un groupe résoluble(généraliser) satisfaisant

la condition minimale sur des sous-groupes qui n’ont pas la propriété T,Alors soit G est

un T̄ groupe ou il satisfait la condition minimale sur sous-groupes (et en particulier G a

un rang fini dans ce dernier cas) .

Démonstration. On sait que si G est un groupe localement résoluble de rang fini,Il existe

un entier positif n tel que le n-iéme terme Gn de la série dérivée de G soit périodique et

hypercentral, En particulier,Les groupes localement résolubles de rang fini sont hyperabé-

liens,Et ils sont même résolubles dans le cas sans torsion .

Lemme 3.0.2. Soit G un groupe localement résoluble de rang infini ,Si chaque sous-groupe

propre de rang infini de G à la propriété T,Alors G est métabélien .

Démonstration. Supposons pour une contradiction que le groupe G n’est pas métabélien

,De sorte qu’il contient un sous-groupe H propre de rang infini qui n’est pas métabélien ,Si

K est un sous groupe normale de rang infini de H,le groupe H
K

est un T̄ -groupe localement

résoluble ,et donc il est métabélien,il s’ensuit que H est contenu dans l’intersection M de

tous les sous-groupes normaux de rang infini de H,As H est un T-groupe chaque sous-

groupe sous-normal deM est normal dansH ,Et doncM n’a pas de sous-groupes normaux

appropriés de rang infini,ainsi chaque sous-groupe normal de M est hyperabélien,et donc

même métabélien ,cette contradiction preuve le lemme .
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Lemme 3.0.3. Soit G un groupe résoluble dont les sous-groupes de rang infini ont la

propriété T,et soit H un sous-groupe de G,Si X est un sous groupe sous normale de H et

il existe des sous groupes normaux U et V de G de rang infini tels que

U ∩ V = U, V ∩X = {1}

Alors X est normale dans H.

Démonstration. Comme U est de rang infini ,Tous les sous-groupes du groupe G/U ont

la propriété T ,En revanche les T- groupes minimaux non T résoluble sont finis,de sorte

que le groupe infini G/U est un T̄groupe et donc XU est normale dans HU ,De même

nous avons que HV .

Par conséquent H normalise les deux

X = XU ∩XV

Est normale dans H.

Corollaire 3.0.1. Soit G un groupe dont les sous-groupes de rang infini ont la propriété

T,Si G contient un sous-groupe abélien normale A de rang infini,Alors G est un T̄ groupe

.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de G de rang fini,Et soit X un sous-groupe sous-

normale de H,Puisque A a un rang infini,il contient un sous-groupe B tel que

X ∩B = {1}

Et

B = B1 ×B2

.

Ou B1 et B2 de rang infini,clairement G est un T-groupe ,de sorte que B1 et B2 sont

normaux dans G L’application du lemme 2.2 donne que X est normale dans H,Par consé-

quent G est un T̄ groupe .
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Les deux résultats suivants montrent que le résultat principal est facile à prouver .

Lemme 3.0.4. Soit G un groupe dont les sous-groupes propres de rang infini ont la

propriété T,Si G/G′ a un rang infini ,Alors tous les sous groupes sous normaux de rang

fini de G sont normaux.

Démonstration. Soit X un sous-groupe normal de rang fini de G,Et considérons tout

élément g dans l’ensemble G/G′,Clairement,Il existe un sous-groupe H de G contenant

〈g,G′〉 tel que les deux groupes H/G′ et G/H ont un rang infini ,Alors XH est un

sous-groupe propre de G de rang infini ,De sorte que XH est un T groupe et X est

normale dans XH, Par conséquent g normalise X et donc X est un sous-groupe normal

de G = G/G′.

Corollaire 3.0.2. Soit G un groupe dont les sous-groupes propres de rang infini ont la

propriété T,Si G a un rang fini alors soit G a un rang fini,Soit c’est un sous T-groupe.

Démonstration. Supposons que G a un rang fini ,Alors G/G′ a un rang fini , Et donc tous

les sous-groupes sous-normaux selon le lemme 2.4,Soit X un sous-groupe sous-normal de

rang infini de G,Pour chaque élément x de X,Le sous groupe 〈x,X〉 est un sous-groupe

sous-normal dans G,Il s’ensuit que

〈〈X = x′〉, X|x ∈ X〉

est un sous-groupe normal de G,Par conséquent tous les sous-groupes sous-normaux et G

est un T-groupe.

Lemme 3.0.5. Soit G un groupe , Et soit A un sous-groupe abélien normal de G tel que

chaque sous-groupe de A a un nombre fini de conjugués dans G,Si A est le produit direct

d’une collection infinie de sous-groupes d’ordre d’élément non triviaux de A tel que

〈an\n ∈ N〉G = Drn∈N〈an〉G

.

Démonstration. Soit a1 tout élément non trivial de A Et supposons par indication que les
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éléments a1, · · · , an de A ont été choisis de telle manière que

〈a1, · · · , an〉G = 〈a1〉G × · · · × 〈an〉G

.Clairement le sous-groupe 〈a1, · · · , an〉G est fini et donc A contient un sous-groupe infini

B tel que

A = 〈a1, · · · , an〉G ×B

puisque B a un nombre fini dont les conjugués dans G,BG a un indice fini dans A et il est

donc infini,Si an + 1 est un élément non trivial de BG. Nous avons

〈a1, · · · , an, an+1〉G = 〈a1〉G × · · · × 〈an〉G × 〈an+1〉G

Et le lemme est prouvé.

Lemme 3.0.6. Soit G un groupe résoluble de rang infini si tous les sous-groupes propres

de rang infini de G ont la propriété T ,Alors tous les sous-groupes de G′ sont normaux en

G.

Démonstration. Le groupe G est métabélien par le lemme 2.1 de sorte qu’en particulier

tous les sous-groupes de G′ sont sous normaux en G, si G
G′

a un rang infini il résulte du

lemme 2.4 que chaque sous-groupe cyclique,De G est normal dans G,De sorte que dans cas

tous les sous-groupes de G sont normaux dans G. Supposons maintenant que G
G′

a un rang

fini ,De sorte que G a un rang infini et supposons pour une contradiction que G contient

un sous-groupe cyclique qui n’est pas normal dans G,Si H est un groupe propre normale

dans H, Il s’ensuit que G
G′

ne peut pas être la union de ses sous-groupes cycliques d’ordre

de puissance première,Soit g un élément de G tel que G = 〈g,G′〉,Soit N Le sous-groupe

composé de tous les éléments d’ordre fini de G,Et supposons d’abord que N a un rang

infini

si chaque composante primaire deN a un rang fini et Π est l’élément des diviseurs premiers

de l’ordre de X(avec la convention que π = φ si 〈X〉 est fini),La composante π′ de N peut

être décomposée en produit direct de deux sous-groupes de rang infini,Contredisant le

lemme 2.2 supposons maintenant que la p-composante de N a un rang infini pour un

nombre p-premier, Et soit S le socle de P , puisque G est abélien et G = 〈g,G′〉 chaque

sous-groupe de s a un nombre fini de conjugués dans G, Et donc d’application du lemme
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2.6 les rendements qu’ils existent dans S une suite (an), n ∈ N d’éléments non triviaux

tel que

〈an, n ∈ N〉G = Drn∈N〈an〉G

Ainsi dans ce cas également une contradiction peut être dérivée du lemme 2.2 supposons

enfin que N a un rang fini ,De sorte que le groupe sans torsion G
G′

a un rang infini tel que
G
K

est un groupe périodique non trivial.

ClairementK a un nombre fini de conjugués dans G,Et donc aussi le groupe G′

K
est pério-

dique, Il s’ensuit que le noyau KG de k est un groupe abélien libre de rang infini , Ainsi le

produit 〈g〉KG est un sous groupe propre de rang infini de G , Et donc c’est un T-groupe

par conséquent tous les sous groupes de KG sont invariant en g, Et donc même normaux

dans G, Cela est impossible par le lemme 2.2 cette dernière contradiction montre que tout

les sous-groupes de G′ sont normaux en G.On peut maintenant prouver que si un groupe

résoluble de rang infini n’a pas la propriété T ,Alors il doit avoir un sous groupe propre

de rang infini qui se comporte de la même manière.

Définition 3.0.17. F (G) est le plus grand(relativement à l’inclusion ) des sous-groupes

normaux nilpotents de G et que c’est un sous-groupe caractéristique de G.

Si G est un groupe fini,On appelle sous groupe de fitting de G et on note F (G) ou Fit(G)

le plus grand ( relativement à l’inclusion )des sous-groupes normaux nilpotents de G.

Lemme 3.0.7. Soit G un groupe résoluble de rang infini, Si tous les sous-groupes propres

de rang infini de G ont la propriété T ,Alors G est un T -groupe.

Démonstration. D’après le corollaire 2.5 on peut supposer sans part de généralité que le

sous-groupe G′ de G a un rang infini.

Soit X un sous-groupe sous-normal de rang fini de G , Il existe alors dans les sous-groupes

U et V de rang infini tel que

U ∩ V = 〈U, V 〉 ∩X = {1}

.

Puisque tous les sous-groupes de G sont normaux en G , par le lemme 2.7,Il résulte du

lemme 2.2 que X est normale en G ,Considérons maintenant un sous-groupe Y ′ a un rang
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fini, La première partie de la preuve indique que le sous-groupe sous-normal 〈y, Y ′〉 est

normal dans G pour chaque y en Y et donc

Y = 〈〈y, Y ′〉\y ∈ Y 〉

est également normale de G.

Supposons maintenant que Y ′ a un rang infini de sorte qu’il contient un sous-groupe de

Z de rang infini tel que Y ′

Z a également un rang infini , Le sous-groupe Z est normal dans

G par le lemme 2.7 et tous les sous-groupes propres de groupe infini de G
Z
ont la propriété

T, Donc G
Z
est un T-groupe et Y est normal dans G.

Par conséquent tous les sous-groupes sont normaux de G sont normaux, C’est à dire que

G est un T-groupe dans la classification de robinson des T-groupes résolubles les groupes

non périodiques avec la propriété T sont divisés en trois classes :

1. Groupes abéliens non périodiques.

2. Groupes non abéliens dans lesquels le centralisateur du sous-groupe commutateur

est non périodique(appelés T-groupe de type 1 ) :

3. Groupes non périodique dans lesquels le centralisateur du sous-groupe commutateur

est périodique(appelés T-groupe de type 2 )

En particulier il s’avère que le sous-groupe de fitting de tout T -groupe résoluble de type 1

a un indice 2(voir[13],théorème3.1.1) De plus si G est un T-groupe de type 2 est divisible

et [G,G] = G′ ,

Lemme 3.0.8. Soit G un T -groupe T -résoluble dont le sous-groupe de fitting F est non

périodique alors F a un indice fini dans G.

Démonstration. Il est bien connu que F coïncide avec le centralisateur de G ,Supposons

que G est abélien ou qu’il est de type 1, Et dans ce dernier cas F a l’indice 2 en G.

Corollaire 3.0.3. Soit G un groupe résoluble , Le sous groupe de rang infini ont la

propriété T ,Si G de rang infini et que son sous groupe de fitting n’est pas périodique,Alors

G est un T̄ -groupe.
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Démonstration. Comme G est un T-groupe soluble , Le sous groupe d’ajustement F de

G est abélien, De plus F a un indice fini dans G par le lemme 2.9 et donc il a un rang

infini par conséquent G est un T̄ -groupe selon le corollaire 3.1

Dans la preuve de notre résultat principal,Nous aurons également besoin de certaines

propriétés de presque d’extension dont la classe de cohomologie a un ordre fini,Pour plus

de détails sur ces méthodes.

preuve du théorème. Supposons pour une contradiction que l’énoncé est faux, De sorte

que G a un rang infini et qu’il n’est pas un T̄ -groupe,Puisque G est un T-groupe résoluble

par le lemme 2.1 et le lemme 2.8,Il contient un sous-groupe H de rang fini qui n’a pas la

propriété T.

Soit X un sous-groupe non normal de H, Il résulte du corollaire 2.3 que le sous-groupe G′

et son centralisateur CG(G′) sont périodiques et ont un rang fini , Comme l’intersection

X ∩G′ est un sous groupe normal de G,Et le groupe de facteurs G
X∩G′ ,Est également un

contre exemple, Nous pouvons supposer que X ∩ G′ = {1},Pour chaque nombre premier

P ,Soit GP ′ La composant P premier de G′,puisque :

⋂
P

GP ′ = {1}

⋂
P

XGP ′ = X

Et une autre existe un numéro P deprime tel que H ne normalise pas XG′,En particulier

G/GP ′ ,N’est pas un T̄ -groupe et c’est un contre exemple.

Remplaçant ainsi G par G/GP ′ ,On peut supposer que G est un P groupe (de rang fini),Le

groupe de facteur G/CG(G′) a un rang infini est isomorphe à un groupe d’automorphismes

de G′,De sorte qu’il ne peut pas être périodique,Partie 1, théorème 3.2.9,Par conséquent

G est un T-groupe de type 2,De sorte que G est divisible et [G′, G] = G′ Cela signifie que

H0(G/G′, G′) = {0},Et donc que le deuxième groupe de cohomologie H2(G/G′, G′) a un
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exposant fini, En particulier la classe de cohomologie de l’extension

G′� G→ G

G′

A un ordre fini, Et donc il existe un sous-groupe L de G tel que G = LG′ et L⋂
G′ est fini

(voir [23],théorème 5),Clairement L contient un élément à l’ordre infini et [G′, a] 6= {1}

puisque CG(G′) est périodique,Il s’ensuit qu’il existe un sous-groupe caractéristique fini

E de G′ contenant L⋂
G′ et tel que [E, a] 6= {1},Le sous groupe LE a un rang infini

,Et donc il a la propriété T,De plus le groupe de facteurs LE
E

est abélien,De sorte que

le sous-groupe infini 〈a,E〉 est normale dans LE et donc c’est un T -groupe,Ce qui est

impossible car 〈 a,E 〉 est de type finie et non abélien.

Cette contradiction complète la preuve.



conclusion

Dans ce mémoire nous constatons que siG est un groupe localement résoluble dont tous
les sous-groupes propres de rang infini sont des T-groupes alors ;soit G un T -groupes,ou
G est de rang fini .
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Resumé 

Dans ce travail on a présenté une étude sur quelques propriétés des T-groupes. 

Dans le premier chapitre, on a donné les notions de bases nécessaires dans la théorie des groups, (suites de composition, 

groupes résolubles, groupes nilpotents, groupes abéliens, suites centrales…etc.), puis on a donne quelques exemples sur 

des groupes qui satisfait la structure des groupes abéliens divisibles et les groupes abéliens divisibles bornés. 

Dans le deuxième chapitre, on a traité les conditions de finitudes, les conditions maximales et minimales. 

Dans le dernier chapitre on a étudiée les groupes dont tous les sous-groupes de rang infini ont une relation de 

normalité  transitive. 

Abstract 

In this work we presented a study on some properties of T-groups. 

In the first chapter, we gave the basic notions necessary in the theory of groups, (composition sequences, solvable 

groups, nilpotent groups, abelian groups, central sequences ... etc.), then we gave some example on groups which 

satisfies the structure of divisible abelian groups and bounded divisible abelian groups. 

In the second chapter, we dealt with the finitude conditions, the maximum and minimum conditions. 

In the last chapter we studied the groups of which all the subgroups of infinite rank have a normality relation. 

 ملخص
T    المجموعات خصائص بعض بدراسة قمنا العمل هذا في  

غير  للحل ،المجموعات م الاساسية في نظرية المجموعات مثل سلاسل التكوين ،المجموعات القابلة تطرقنا لبعض المفاهي في الفصل الاول

المجموعات الابيلية القابلة للقسمة و المجموعات لة على الواضحة ،المجموعات الابيلية والسلاسل الممركزة ... الخ ،ثم قدمنا بعض الامث

المحدودة.لابيلية القابلة للقسمة ا  

 في الفصل الثاني عالجنا شروط النهايات ،كما اضفنا الشرط الاعظمي و الادنى .

لث قمنا بدراسة المجموعات منها المجموعات الفرعية ذات الرتب اللانهائية التي لها علاقة تعدي طبيعية.في الفصل الثا  


