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Résumé

Nous présentons dans ce mémoire quelques identités des polynémes de Bernoulli, polynémes
de Genoucchi et polynémes de Laguerre dérivés du calcul ombral.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions et propriétés sur les espaces
vectoriels, les séries formelles et les nombres de Stirling.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques propriétés du calcul ombral.

Dans le troisieme chapitre, nous démontrons, en utilisant les propriétés du calcul ombral,
quelques identités des polynomes de Bernoulli, polynémes de Genoucchi et polynémes de
Laguerre. Ces identités sont démontrées dans les articles [6], [2] et [5] respectivement.
Mots clés : calcul ombral, polynémes de Bernoulli, polynémes de Genoucchi et

polynoémes de Laguerre.



Abstact

We present in this thesis some identities of Bernoulli polynomials, Genoucchi polynomials
and Laguerre polynomials arising from the application of umbral calculus.

In the first chapter, we recall some notions and properties on vector spaces, formal series
and Stirling numbers.

In the second chapter, we present some properties of the ombral calculus.

In the third chapter, we prove, using the properties of the ombral calculus, some identities
of Bernoulli polynomials, Genoucchi polynomials and Laguerre polynomials. The proofs of
these identities was given in [6], [2] et [5] respectively.

Key words : umbral calculs, Bernoulli polynomials, Genoucchi polynomials and

Laguerre polynomials.

i



ACRONYMES ET NOTATION

— P : I'anneau des polynémes a une indéterminée a coefficients dans C
— P* : 'espace dual de P.

— Op ¢ le symbole de Kronecker.

— B, : le n-iéme nombre de Bernoulli.

— By (z) : le n-iéme polynéme de Bernoulli.

- B (z) : le n-iéme polynoéme de Bernoulli d’ordre a.
— FE, : le n-iéme nombre d’Euler.

— E,(z) : le n-iéme polynéme d’Euler.

- EY (x) : le n-iéme polynéme d’Euler d’ordre a.

— @G, : le n-iéme nombre de Genoucchi.

— Gp(x) : le n-iéme polynéme de Genoucchi.

- Gﬁf)(x) : le n-iéme polyndéme de Genoucchi d’ordre a.
— L, : le n-iéme nombre de Laguerre.

— L,(z) : le n-iéme polynome de Laguerre.

— S1(n, k) : le nombre de Stirling de premier espéce.

— Sa(n, k) : le nombre de Stirling de seconde espéce.

- (Z) : le coefficient binomial.

------
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Introduction Générale

Le calcul ombral est le nom d’un ensemble de technique de calcul formel qui, avant
les années 1970, était plutdt appelé calcul symbolique. Il s’agit de I'étude des similarités
surprenantes entre certaines formules polynomiales a priori non reliées entre elles, et d’un
ensemble de régles de manipulation (au demeurant assez peu claires) pouvant étre utilisées
pour les obtenir.

Dans les années 1930 et 1940 Eric Bell Temple a essayé de fournir les bases calcul ombral
rigoureuses, ne réussissant que partiellement. Mais en 1970 le développement de calcul ombral
sur la base solide de fonction linéaire sur les espaces polynomiales est réussi par Steven
Roman, Gian-Carlo Rota et d’autres.

Le calcul ombral est un outil pour 1’étude les suites de Sheffer et en particulier les suites
de polyndémes de type binomial et les suites d’appell.

En 2011, R. Dere et Y. Simsek ont démontré quelques identités des polynémes de Ge-
noucchi en appliquant le calcul ombral (cf. [2]). Aprés eux, plusieurs auteurs ont considéré
le méme probléme pour d’autres suites de polyndmes : les polynomes de Bernoulli [5] et les
polynémes de Laguerre [6]. Dans ce mémoire nous présentons les résultats obtenus dans [2],
[5] et [6].

Ce manuscrit est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre introductif visé a présenter les définitions et notions de base impor-
tantes dans le calcul ombral qui sont largement utilisés.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a étudier les propriétés du calcul ombral.

Le chapitre 3 est consacré a présenter quelques identités des polynémes de Bernoulli, de

Genoucchi et de Laguerre dérivés du calcul ombral.



Chapitre 1

Préliminaires



1.1. ESPACES VECTORIELS CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.1 Espaces vectoriels

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. Soit K un corps. Un espace vectoriel sur K est un ensemble E muni de deux
opérations. D’abord d’une addition, c’est a dire qu’a tout couple v,w € E on peut associer
v+w € E tel que (E,+) est un groupe abélien, autrement dit :

® U+ v =0v+4u pour tous u,v € F/;

o (ut+v)+w =u+ (v+w) pour tous u,v,w € E ;

e i/ existe un élément noté Og tel que u+ O = u pour tout u € F;

e pour tout u € E il existe un élément v € E tel que u + v = Op.
De plus il existe une application de K x E — E notée (A\,v) — X - v, telle que pour tous
ANpeKetv,we E on ait

o l-v=uw,

e N+p)-v=Av+p-v;

o A (o) = () v

e \-(vF+w)=A-v+ A w.

Remarque 1.1. Dans la suite A - v sera noté Av pour simplifier.

Remarque 1.2. Les éléments de K sont appelés les scalaires et les éléments de E les vec-

teurs. La seconde opération est la multiplication par les scalaires.
Remarque 1.3. Le vecteur Og est appelés le vecteur nul, il sera noté O simplement.

Théoréme 1.1. Soit E un espaces vectoriel sur K. Pour tous A\ e K etu € E on a :
1. Mu = 0g si et seulement si (A = O0g ouu = 0p).

2. (=Nu = —(Au) = AM(—u).

Définition 1.2. Un sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E est un sous-ensemble F
non-vide de E tel que :

o siu,v € F alorsu+wv e F;

e si\ecKetuekF, alors \u € F.

1.1.2 Systéme de vecteur et dimension

Soit E un espace vectoriel. Un systéme de vecteurs de E est une famille {v;,...,v,} de

vecteurs de E.
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Définition 1.3. Un systéeme {vq,...,v,} est li€ si il existe Ay, ..., A\, non tous nuls tels que
Avr + -4 Ao, = 0. 51 le systeme n'est pas lié il est libre.
Un systéme (v;);er est li€ si il existe \;,i € I presque tous nuls (nuls sauf un nombre fini

d’entre eux) tels que ), ; A\jv; = 0 Si le systéme n’est pas li€ il est libre.

Définition 1.4. Etant donné un systéme {vy,...,v,} une combinaison linéaire de ces vec-
teurs est un vecteur de la forme \vy + - -+ + A\v,. L’ensemble des combinaisons linéaires
d’un systéme de vecteurs est un sous-espace vectoriel appelé le sous-espace engendré par le

systeme.

Définition 1.5. Un systéme {vi,...,v,} (resp. (v;)ie1) est générateur pour un espace vec-

toriel E si tout vecteur de E est combinaison linéaire des v;.

Définition 1.6. Un systéme {vy,...,v,} (resp.(v;)ic1) est une base d’un espace vectoriel E

si 1l est générateur et libre.

Définition 1.7. On appelle espace vectoriel de dimension finie tout espace vectoriel admet-

tant une famille génératrice finie.
Le théoréme suivant est fondamental.

Théoréme 1.2. Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie on le méme nombre

d’éléments appelé dimension de [’espace.

Théoréme 1.3. Soit F C E un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel fini E. Alors, F

est de dimension finie, et

dim(F) < dim(E).

De plus, on a

dim(F) =dim(F) <= F = F.

1.1.3 Applications Linéaires

Dans tout ce qui suit, E' et F' sont deux espaces vectoriels de dimension finie.

Définition 1.8. Soit f : E — F une application. On dit que f est une application linéaire

st les deux conditions sont satisfaites pour tous N € K et v,w € F :

1. fOw) = Af(v)
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2. flo4+w) = f(v)+ f(w).

Théoréme 1.4. La somme de deux applications linéaires est linéaire. Si on multiplie une

application linéaire par un scalaire on obtient encore une application linéaire.

Théoréme 1.5. L’ensemble des applications linéaires de E dans F' forme un espace vectoriel

noté L(E, F).

Théoréme 1.6. Si [ est une application linéaire de E dans F', et G une application linéaire

de ' dans G, alors go [ est une application linéaire de E dans G.

Définition 1.9. Le noyau de f est l’ensemble des {v € E tel que f(v) = 0}. C’est un
sous-espace vectoriel de E noté ker(f).

L’image de f est l’ensemble des {f(v),v € E}. C’est un sous-espace vectoriel de E noté

().
Définition 1.10. On appelle rang de f la dimension de l'image de f.

Définition 1.11. Le rang d’un systéme de vecteurs (vy,--- ,v,) est la dimension du sous-

espace qu’il engendre. Si {eq, ..., e,} est une base de E, le rang de f est le rang du systéme

de vecteurs {f(e1), ..., f(en)}
Théoréme 1.7 (Théoréme du rang). On a
rang(f) = dim(FE) — dim(ker f)

Théoréme 1.8. Soit f : E — F une application linéaire, et supposons que dim E = dim F'
et qu’elle est finie. On a alors équivalence entre

(i) [ est injective

(i1) f est surjective

(11i) [ est bijective
1.1.4 Espace dual d’un espace vectoriel
Soit K un corps commutatif et £ un K - espace vectoriel (de dimension finie ou non).

Définition 1.12. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

Définition 1.13. L’ensemble L(E,K) des formes linéaires sur E est appelé 'espace dual de
E et noté E*.
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Théoréme 1.9. E* est un K— espace vectoriel,

Théoréme 1.10. Soit E un K- espace vectoriel de dimension finie. Alors sont dual E* est
de dimension finie et on a

dimE* = dimE.

Théoréme 1.11. Soit un espace vectoriel E de dimension n et de base B = (eq,...,e,).
L’espace vectoriel E* est de dimension n et admet pour base (en particulier) le systéme de

formes linéaires (€3, ..., e}), ou el est définit par €} (e;) = 60; ;, avec 6;; = 1 si i = j,0 sinon.

Cette base de E* est appelée base duale de la base B.

1.1.5 Opérateur linéaire

Définition 1.14. Un opérateur linéaire est une fonction entre deux espaces vectoriels qui

est linéaire sue son domaines de définition.

1.1.6 [K-algébre

Définition 1.15. Une algébre sur un corps commutatif K est un K-espace vectoriel A muni
d’une opération binaire X bilinéaire, ce qui signifie que pour tous vecteurs x,y,z dans A et
tous scalaires a,b dans K, les égalités suivantes sont vraies :

1. (z+y) Xxz=xXxXz+yXz;

IL.ax(y+z)=sxy+axz;

1. (ax) x (by) = (ab)(x x y) ;

1.2 Séries formelles

1.2.1 Définitions et opérations

Définition 1.16. Une série formelle en X sur le corps K est une expression :

Y an X" =ag+taX +a X+ a, X"t (1.1)

n>0

ot a, sont des éléments de K.

Remarque 1.4. Contrairement auzx polynomes, on ne suppose pas qu’il n y a qu’un nombre

fini de coefficients a,, non nuls.



1.2. SERIES FORMELLES CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.17 (Addition et multiplication). La somme et le produit de deux séries for-

melles sont donnés respectivement par :

(i anX”> + (i an”> = 3 (an + bp) X" (1.2)

n=0 n=0
et
(Yo (Lo -2 (3w ) X 0
=0 7=0 n=0 \i+j=n
Définition 1.18 (Multiplication par un scalaire). La série (X Z kX" est le produit

n=0

[e.9]
de la série a(zx) = Z X" par le scalaire k.
n=0
Définition 1.19. L’espace vectoriel des suites d’éléments de K indexées par N, muni de la

multiplication interne définie ci-dessus, est une K-algebres commutative appelée algébre des

séries formelles a une indéterminée sur K, cette algébre se note K[[X]]

o0

Définition 1.20 (Division). Soit a(X) = ZanX" et B(X Zb X" deux séries for-
n=0 n=0
melles telle que B(X) # 0. On dit que (B divise v si et seulement s’il existe une série formelle

w tell que o = B - w.

Définition 1.21 (intégration). La série f(X Zan est le résultat de ['intégration

de la série a(X) = ZanX".

1.2.2 L’ordre d’une série formelle

Définition 1.22. On appelle ordre de la série formelle S = ianX” # 0, le plus petit
entier n pour lequel a,, est non nul et est noté O(S). Alors, on ZZO

O(S) :=min{n € N,a, #0}. (1.4)
Remarque 1.5. Par convention, on a O(0) = 400.
Théoréme 1.12. Soient S et T deux séries formelles. Alors,on a :

O(S+T) > min(O(S),0(T)) (1.5)
et

O(ST) = O(S) +O(T). (1.6)

Définition 1.23. Une série S avec O(S) =1 est appelée série delta.
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1.2.3 Composition des séries formelles

Définition 1.24. Soit S € K[[X]] telle que O(S) > 1 et soit T =" b, X" € K[[X]]. On
appelle composé de T par S et on note T oS (ou T(S)) la série formelle Y~ b, S™. On dit

que T o S est obtenue par composition de T avec S.

Théoréme 1.13. L’application T — ToS de K[[X]] dans lui-méme est un homomorphisme
de K-algebre.

Ceci veut dire qu’on a les propriétés suivantes :

(T1 +T3) oS = TyoS+T508, (1.7)
(T'T3) oS = (T108)(Tz0S), (1.8)
AoS = A (AeK). (1.9)

Théoréme 1.14. Soient S, T et U dans K[[X]] avec O(S) > 1 et O(T) > 1 (donc O(SoT) >
1). Alors
Uo(SoT)=(UoS)oT. (1.10)

1.2.4 La dérivé d’une série formelle

Définition 1.25. Soit S =3  a,X" € K[[X]]. On appelle dérivé de S et on note S, la
série formelle > 7 (n 4+ 1)a,+1 X"

Remarque 1.6. La dérivation des séries formelles prolonge la dérivation des polyndémes et

aussi celle des fractions rationnelles sans pole en 0.

Théoréme 1.15. La dérivation des séries formelles posséde les propriétés habituelles :

(S+TY=5+T, (A =AY) (Ae€K), (ST) =8T+ST.

1.2.5 Inverse d’une série formelle

Dans K][[X]], on a I'identité :

I-X)1-X+X>+- +X"+--)=1

Donc 1 — X est inversible et (1 — X)™! =" ' X".C’est cet exemple fondamental qui nous

permet de déterminer les séries formelles inversibles.

8



1.3. NOMBRES DE STIRLING CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Théoréme 1.16. Soit S = > a, X" € K[[X]].
n=0

Pour que S soit inversible dans K[[z]], il faut et il suffit que ag # 0, ¢’est-a-dire que O(S) = 0.

1.3 Nombres de Stirling

En mathématique, les nombres de Stirling apparaissent dans plusieurs probléme combi-
natoire . Ils tirent leur nom de James Stirling, qui les a introduits au XVIII siecle. Il en existe
deux sortes, nommée les nombres de Stirling de premiére espéce Si(n, k) et les nombres de

Stirling de seconde espéce So(n, k).

1.3.1 Nombres de Stirling de premiére espéce

Définition 1.26. Les nombres de Stirling de premiére espéce Sy(n, k) sont les coefficient du

développement de la factorielle décroissante (x),, ¢’est-a-dire que
(@) =2z —-1)(x—=2)---(z—n+1)= ZSl(n, k)ax® (1.11)
k=0

Remarque 1.7. On a, (z)g =1 car il s’agit d’un produit vide.

Exemple 1.1. On a
(2)s = 2(x — 1)(z — 2) = 2° — 32° + 2z,

d’ou l'on tire :
S1(3,0) =0, Si(3,1)=2, Si(3,2)=-3 et S(3,3)=1.
Remarque 1.8. Le nombre Si(n, k) a méme signe que (—1)"%.

Le tableaux suivant donnant quelques valeurs des Si(n, k) :
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nlk 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9
0 1

1 0 1

2 0 -1 1

3 0 2 -3 1

4 0 —6 11 —6 1

5 0 24 —30 35 —10 1

6 0 —120 274 —225 85 —15 1

7 0 720 —1764 1624 —735 175 —21 1

8§ 0 -—5040 13068  —13132 6769 —1960 322 28 1

9 0 40320 —109584 118124 —67284 22449 —4536 546 —36 1

En utilisant le fait que
(T)ns1 = 2(2)n — n(2)y
on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 1.17. Les nombres de Stirling de premiére espece satisfont la relation de récur-

rence
VE >0, Si(n+1,k)=5(nk—1)—nSi(n,k), (1.12)
avec les conditions initiales :

51(0,0) =1 et VYn>0, Sl(n,O) = Sl(O,n) =0. (113)

Théoréme 1.18. Les nombres de Stirling de premiére espéece satisfont les identités sui-
vantes :

1. Yk >n, on a Si(n,k) =0,

2. 5(
3. 5i(
4. Si(n,n —
5. 51(
6. Si(

On a 'important théoréme suivant :

Théoréme 1.19. Pour tout k € N, on a

S S, k)% -~ w (1.14)

10
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1.3.2 Nombres de Stirling de seconde espéce

Définition 1.27. Les nombres de Stirling de seconde espéce sont les nombres réels Sa(n, k)
(n,k € N, k < n) qui figurent dans l’écriture de x™ comme combinaison linéaire des poly-

nomes (z),(0 < k <n). On a précisément pour tout n € N :
> Sa(n, k)(x)p = 2. (1.15)
k=0
Exemple 1.2. On a :
=z —1)(r—2)+32(x—1)+z=(2); +3(x) + (2)3.
D’ow l'on tire :
$5(3,0) =0, S»(3,1)=1, S55(3,2)=3 et S5(3,3)=1.

Théoréme 1.20. Les nombres de Stirling de seconde espéce sont donnés par la formule

explicite
! 1< k
Sa(n, k) = o Z(—l)’“ﬂ (j)j". (1.16)
=

A partir de la définition des nombres de Stirling de seconde espéce, on peut également

démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.21. Les nombres de Stirling de seconde espece satisfont la relation de récur-

rence !

avec les conditions initiales
S2(0,0) =1 et ¥Yn>0: Sy(n,0)=S55(0,n) =0. (1.18)

Nous donnons maintenant quelques valeurs des nombres de Stirling de seconde espéce
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1.3. NOMBRES DE STIRLING

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

nlk 0 1 2 3 4 d 6 7 8 9
0 1

1 0 1

2 01 1

3 01 3 1

4 0 1 7 6 1

5 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 90 65 15 1

7 0 1 63 301 350 140 21 1

g§ 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

Les nombres de Stirling de seconde espéce vérifiant les identités suivantes :

Théoréme 1.22. Pour tout entier n > 0, on a

1. S(n,n) =1,
2. S(n,n—1)=(3),

3. S(n,2) =21 —1.

12



Chapitre 2

Calcul ombral
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2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES CHAPITRE 2. CALCUL OMBRAL

Soit P = Clz| 'anneau des polyndmes a une indéterminée a coefficients dans C. L’'un
des points de départ du calcul ombral est le fait que toute série formelle dans F peut jouer
trois roles différents : en tant que série formelle, en tant qu’application linéaire sur P et en
tant qu’opérateur linéaire sur P. Explorons d’abord le lien entre les séries formelles et les

applications linéaires.

2.1 Définitions et propriétés

Soit P* I'espace vectoriel de toutes les applications linéaires sur P. Notons que P* est

I'espace dual de P. Il sera pratique de désigner I'action de L € P* sur p(z) € P par :
(L|p(z)). (2.1)
Donc, les opérations de ’espace vectoriel P* sont :
(L+ Mlp(x)) = (L|p(z)) + (M|p(x)), (2.2)

et
(rLlp(z)) = r({L|p(x)), r € C. (2.3)

Notons également que puisque toute application linéaire sur P est déterminée par ses valeurs
sur la base de P, l'application L € P* est déterminée par les valeurs (L|z") pour n > 0.
D’autre part, toute série formelle de F peut étre écrite sous la forme :

o0

f =3 %tk, (2.4)

k=0

et on peut l'utiliser pour définir une application linéairef(¢) en posant :
(f(t)|z") = a, pourn >0. (2.5)

En d’autre terme, 'application linéaire f(¢) est définie par :
= (f(t)|xF
fiy =3 YOI (26)

ou 'expression f(t) a gauche est une série formelle. Remarquons en particulier que,

(t%]2") = nldp i, (2.7)

14



2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES CHAPITRE 2. CALCUL OMBRAL

ol d, % est la fonction delta de Kronecker. Ceci implique,

{t*|p(z)) = p™(0). (2.8)

Alors, toute application linéaire L sur P a la forme f(¢). Pour voir cela, on note simplement

que si

_y o (2.9)
k=0

alors,

(fo(t)|z") = (L|z") pourn >0 (2.10)
et donc comme une application linéaire, L = f1(t).
Ainsi, on peut définir 'application ¢ par :
P = F

¢ (2.11)

Théoréme 2.1. ([7], page 440) L’application ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels de
P* sur F.

Démonstration. Soient L, M € P* et r,s € C. En utilisant les opérations (2.2) et (2.3), on

obtient
(rL + sM\x >

Mg

o(rL+ sM) =

<

k=0
= (L|x* t"‘ s M|:E
SRR T

= 1¢(L) + s¢p(M),
d’ol ¢ est une application linéaire. Ceci d’une part.

D’autre part, comme,
fot) = fu(t) = (L|z") = (M]z")Vn > 0= L = M,

alors, ¢ est injective. De plus, 'application ¢ est surjective, car pour tout f € F, 'application

linéaire L = f(t) a la propriété ¢(L) = fr(t) = f(t). O

Dans la suite, nous identifions ’espace vectoriel P* avec ’espace vectoriel F, en utilisant
I'isomorphisme ¢. Ainsi, nous considérons les applications linéaires sur P simplement comme

des séries formelles. L’avantage de cette approche est que F est plus qu'un simple espace

15



2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES CHAPITRE 2. CALCUL OMBRAL

vectoriel, c’est un algébre. Par conséquent, on a automatiquement défini une multiplication
des applications linéaires, autrement dit, le produit des séries formelles. L’algebre F, lors-
qu’il est considéré a la fois comme 'algébre des séries formelles et 1’algebre des applications

linéaires sur P, est appelé ’algébre ombral.

Exemple 2.1. Pour a € C, la fonction d’évaluation €, € P* est définie par :

(ealp(z)) = p(a). (2.12)

En particulier, on a

(€alz") = a",

alors, la représentation en série formelle de [’application €, est :

= ga]:c = a
fe ) =D Htk = e (2.13)
k=0

qui est la série exponentielle. Si e est ’évaluation en b alors,

eatebt _ e(a-‘rb)t’

donc le produit de ’évaluation en a et de l’évaluation en b est I’évaluation en a + b.

Remarque 2.1. Lorsque on considere la série delta f € F comme une application linéaire,
on la désigne comme une application delta. De méme, une série inversible f € F est appelée

application inversible.

Théoréme 2.2. ([7], page 441)

1) Pour f € F,
flt) = i %t’“. (2.14)
2) Pourp € P, -
p(z) = f: %lﬁ‘ (2.15)
3) Pour f,g € F, nk_o
(f)g(t)]z") = (Z (FO)l") {g(B)]2""). (2.16)
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5) St o(fr(t)) =k pour k >0, alors

<Z akfk(t)|p(l')> = Z ak<fk(t)|p(x)>>

k>0
ot la somme a droite est finie.

6) Sio(fr(t)) =k pour k >0, alors

(fe®)|p(x)) = (fr()lq(x)) pour k=0 = p(x) = q(z).

7) Si deg pr(x) = k pour k > 0 alors,

(fO)]pr(x)) = (g(t)|pe(z)) pour k>0 = f(t) = g(t).

Démonstration. On démontre seulement la partie 3). Soient

-y ot
k=0
et
g(t):Zﬁt]-
=0’
On a
> 1 < /m
F(t)g(t) = (— ( )abm>tm.
'mZ_O m!kzzo ) RTmek

(2.17)

(2.18)

(2.19)

En appliquant les deux membre de 'expression précédente (comme une application linéaire)

a 2" on obtient,

0901 =3 ()b

k=0

Le résultat vient du fait que la partie 1) implique

ap = (f(t)lz")

et
bk = {g(t)][2"").

maintenant, on présente le premier résultat "ombral".

Théoréme 2.3. ([7], page 442) Pour tout f(t) € F et p(x) € P,
(f®)]zp(x)) = (Ouf (t)|p(x))-

17
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2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES CHAPITRE 2. CALCUL OMBRAL

Démonstration. Par linéarité, il suffit de I’établir pour p(z) = z™. Si

o0

OED A

k=0

alors,

i) = (S T Tt
-,

Qp+1

= (f@)")

i

]

Considérons quelques exemples d’applications linéaires importantes et leurs représenta-

tions en séries formelles.

Exemple 2.2.

1) Nous avons déja vue que la fonction d’évaluatione™, satisfaisant :

(" [p(x)) = pla). (2.21)

2) L’application de différence avant est lapplication delta e™ — 1, satisfaisant :
(" —1|p(z)) = p(a) — p(0). (2.22)
3) L’application Abel est l'application delta te™, satisfaisant :

(te”|p(x)) = p'(a). (2.23)

—1 satisfait

4) L’application inversible (1 —t)
(1=0)pla)) = [ pludu (224

0

5) Déterminer Uapplication linéaire f satisfaisante

FO)lp(e)) = / " p(w)du, (2.25)

on remarque que,

o0 <f(t)’ k o0 k+1 at _ 1
J0=2 k!xtk—z(kaJrl)tk:et
k=0 k=0



2.2. SERIE FORMELLE EN TANT QU’OPERATEURSARNIRHRESCALCUL OMBRAL

2.2 Série formelle en tant qu’opérateurs linéaires

Dans cette section, nous étudions la relation entre les séries formelles et les opérateurs

linéaires sur P. Notons 'opérateur dérivé k-éme sur P par t*. alors,
t*p(x) = p* (). (2.26)

On peut alors le généralise a la série formelle :

ft) = Htk (2.27)

FOpla) = 3 Tlp@) = Y- ZrW@), (2:28)

ou la derniére somme étant finie. Notons en particulier que,

F(t)a" = i (Z) apz" " (2.29)

k=0
Avec cette définition, nous voyons que chaque série formelle f € F joue trois roles dans
le calcul ombral : en tant que série formelle, en tant que application linéaire et en tant
qu’opérateur linéaire.
Les deux notations (f(t)|p(x)) et f(t)p(x) sont clair si nous considérons f comme une
application ou comme un opérateur.
Il est important de noter que f = ¢g dans F si et seulement si f = g comme applications
linéaires, ce qui est vrai si et seulement si f = g comme opérateurs linéaires. Il convient

également de noter que

f@D)g®)]p(x) = F)lg(t)p(x)] (2.30)

f)g(t)p(x) = g(t)f(t)p(x), pour f,g € FetgeP. (2.31)

Lorsque nous considérons une série delta f comme un opérateur, nous 'appelons un opé-
rateur delta. Le théoréme suivant décrit la relation clé entre les applications linéaires et les

opérateurs linéaires de la forme f(t).
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2.2. SERIE FORMELLE EN TANT QU’OPERATEURSARNIRHRESCALCUL OMBRAL

Théoréme 2.4. ([7], page 444) Si f,g € F alors,

(FB)g(®)lp(x)) = (fO)|g®)p(x)), (2.32)

pour tous les polynomes p(x) € P.

Démonstration. Si f a la forme (2.27) alors d’aprés (2.29) on a,

W15 <t0| 3 ( ) > — a4 = (O™, (2.33)

Par linéarité, cela est vrai pour z™ remplacé par tout polynéome p(z). Par conséquent, I’ap-

plication au produit fg donne

(fWgDp(x)) = ({E1fO)g(B)p(z))
= ("lfOlg@)p)])
= (fDlg(t)p(x)).

O]
La relation (2.33) montre que l'application de l'application linéaire f(¢) équivalent a

l'application de l'opérateur f(t) puis & une évaluation en x = 0.

Voici les versions opérateur des applications de I'exemple 2.2.

Exemple 2.3.

1) L’opérateur e satisfait

i tk” z”:() FenF = (2 4 a), (2.34)
alors,
e"p(z) = p(x +a) pourp € P. (2.35)

Donc, e est un opérateur de traduction.

2) L’opérateur de différence avant est l'opérateur delta e™ — 1, ou

(e — Dp(x) = p(z + a) — p(a). (2.36)
3) L’opérateur Abel est l'opérateur delta te™, ou

te“p(z) = p'(x + a). (2.37)
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4) Lopérateur inversible (1 —t)~' satisfait

(1—t)"'p(x) = /Ocop(x +u)e “du. (2.38)

5) L’opérateur (e™ — 1)/t satisfait

eat _ r+a
1p(m) :/ p(u)du. (2.39)

Nous avons vu que toutes les applications linéaires sur P ont la forme f(¢), pour f € F.
Cependant, tous les opérateurs linéaires sur P n’ont pas cette forme. Pour voir cela, observons
que

deg[f (t)p(x)] < deg p(z),
mais I'opérateur linéaire ¢ : P — P défini par ¢(p(x)) = zp(z) n’a pas cette propriété.
Caractérisons les opérateurs linéaires de la forme f(t). Tout d’abord, nous avons besoin

d’un lemme.

Lemme 2.1. Si T est un opérateur linéaire sur P et Tf(t) = f(t)T pour certaines séries

delta f(t), alors deg(Tp(x)) < deg(p(z)).

Démonstration. Pour tout m > 0 on a,
deg(Tz™) — 1 = deg(f(t)T2™) = deg(T f(t)z™),

alors,

deg(Tx™) = deg(T f(t)z™) + 1.
Comme deg(f(t)z™) = m—1, nous allons utilisé le raisonnement par récurrence. Pour m = 0,
on a deg(7T'1) = 1. Supposons qu’elle est vrai pour m — 1, alors
deg(Tz™) =deg(Tf(t)z™)+1<m—-1+1=m.

]

Théoréme 2.5. Les assertions suivantes sont équivalentes pour un opérateur linéaire T :
P—P.
1) T a la forme f(t), , c’est-a-dire qu’il existe f € F tel que T = f(t) comme un
opérateur linéaire.

2) T commute avec l'opérateur dérivé, c’est-a-dire tT = Tt.
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2.3. SUITE DE SHEFFER CHAPITRE 2. CALCUL OMBRAL

3) T commute avec n’importe quel opérateur delta g(t), c’est-a-dire, Tg(t) = g(t)T.

4) T commute avec n'importe quel opérateur de translation , c¢’est-a-dire, Te™ = e™T.

Démonstration. 1l est clair que 1) implique 2). Pour I'inverse, soit

o0

Z tO|TI'

k=0
alors,
(g(t)]") = (t°|T").

Puisque T' commute avec ¢, on a

(™| T*) (0|t T %)
(t°| Tt ")

= (k)a(t’|T2*)
(k) (tlg(t)z"")
(t"[g(t)z")

et puisque cela est vrai pour tout n et k on obtient 7' = g(t). O

2.3 Suite de Sheffer

Nous pouvons maintenant définir le principal objet d’étude dans le calcul ombral. En se
référant & une suite s, (z) dans P, nous supposerons toujours que deg(s,(x)) = n pour tout

n > 0.

Théoréme 2.6. Soit f une série delta, soit g une série inversible et considérons dans F la
suite géométrique

9.9 9% 9f°, ...

Il existe alors une unique suite s,(x) dans P satisfaisant les conditions d’orthogonalité :
(g() /5 () [sn ()08 pour n,k > 0. (2.40)

Démonstration. L’unicité découle du théoréme 2.2. Pour I'existence, si on pose

n
T) = E Qn,jT;
=0
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et

GO0 =S bt
i=k
ol by # 0 alors (2.40) s’écrit :
o = (ST bt g anges )

= Dok 2o Dritnj (T']z5)

o0 .
= Zizk bk,ian,ﬂ!-
Prenons k£ = n, nous obtenons
1
Apn =
bn n

Pour k=n—1,0n a
0= bnfl,nfl = an,nfl(n - 1)' + bnfl,nan,nn!

et en utilisant le fait que a,, = 1/b,, nous pouvons résoudre ce probléme pour a, ,—1. En
prenant successivement k = n,n—1,n—2... nous pouvons résoudre les équations résultantes

pour les coefficients a,, k de la suite s,(z). O
Définition 2.1. La suite s,(x) est appelée la suite de Sheffer pour (g(t), f(t)).
Deux types spéciaux de séquences Sheffer méritent une mention explicite.

Définition 2.2. La suite de Sheffer pour une paire de la forme (1, f(t)) est appelée la suite

associée pour f(t). La suite de Sheffer pour une paire de la forme (g(t),t) est appelée la suite

Appell pour g(t).
Notons que la suite s,(x) de Sheffer pour (g(t), f(t)) si et seulement si
{g(t) fE ()]s (@) 00

ce qui équivaut a
(FH(O)]g(t)sn(@))nldn

qui est aussi équivalente a dire que la suite p, () = g(t)s,(z) est la séquence associée a f(t).

Théoréme 2.7. La suite s,(x) de Sheffer pour (g(t), f(t)) si et seulement si la suite p,(z) =

g(t)sn(x) est la suite associée a f(t).
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Avant de considérer des exemples, nous souhaitons décrire plusieurs caractérisations des

suites de Sheffer. Tout d’abord, nous avons besoin d’un résultat clé.

Théoréme 2.8. La suite s, (x) de Sheffer pour (g(t), f(t)).

1) Pour h € F,
= 30 SOy (2.41)
2) Pourp € P, o
o) = 37 BOL OB o1
&

Démonstration. 1) découle du théoréme 2.2, puisque

<Zk 0 A )—|Sk( )>9(t)fk(t)|3n(x>> = 2o bt )|/:k( )>n!5n,k;
= (h(t)|sn(2))-
2) découle de la méme maniére du théoréme 2.2. O
Nous pouvons maintenant commencer notre caractérisation des suites de Sheffer, en com-

mencant par la fonction génératrice. L’idée d’une fonction génératrice est assez simple. Si

rn(2) est une suite de polynémes, nous pouvons définir une série formelle de la forme :

> T\T
g(t,z) = —kkg, et
k=0 )

Cette série formelle est appelée la fonction génératrice (exponentielle) pour la suite 7,(z).

Théoréme 2.9. ([7], page 449)

1) La suite p,(x) est la suite associée a la série delta f(t) si et seulement si

(2.43)
k=0
ot f(t) est linverse de composition de f(t).
2) La suite s,(x) de Sheffer pour (g(t), f(t)) si et seulement si
_;ey(f(t) — Mtk' (2.44)

g(f(t)) = K

La somme de droite est appelée la fonction génératrice de s,(x).
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Démonstration. La partie 1) est un cas particulier de la partie 2). Pour la partie 2), 'ex-

pression ci-dessus est équivalente a

e =3 Wy

g(t) —
ce qui équivaut a

= 32 i)

Mais si s,(x) est Sheffer pour (f(¢),g(t)) alors ce n’est que le théoréme d’expansion pour
e¥t. Inversement, cette expression implique,

o0

sa0) = (Isal@) = 3 2 (1) 4 1)),
k=0
alors,
(g 5 (O)lsn()) = nldnp,
donc s, (z) est la suite de Sheffer pour (f,g). O

Nous pouvons maintenant donner une représentation pour les suites de Sheffer

Théoréme 2.10. (/7], page 450)

1) La suite p,(x) est la suite associée pour f(t) si et seulement si

o) = 3 S G0 (2.45)

k=0

2) La suite s,(x) est la suite de Sheffer pour (g(t), f(t)) si et seulement si

Su(a) = ,i,( (FO)F ) a")a". (2.46)

k=0

Démonstration. 11 suffit de prouver la partie 2). On sait que s,(z) la suite de Sheffer pour

(g(t), f(t)) si et seulement si

Lo 5 5e®)
(7)) 2t

Mais cela est équivalent a

L U\ — sk(y) Blen ) —
<9(?(t)) | > <k0 Ll bl > n(Y)-
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Le développement de I’exponentielle sur la gauche donne

3 <g(f(t))‘;!f(t) ") <Z #t|> = $u(y)-

k=0

Le remplacement de y par x donne le résultat. O]
Les suites de Sheffer peuvent également étre caractérisées au moyen d’opérateurs linéaires.

Théoréme 2.11. (/7], page 450)
1) La suite p,(x) est la suite associée a f(t) si et seulement si
(@) pn(0) = dp0.
(b) f(£)pn(x) = npn—1(x) pourn = 0.
2) La suite s,(x) est la suite de Sheffer pour (g(t), f(t)) si et seulement si

f(t)sn(z) =ns,—1(xz) pourn > 0.
Démonstration. Pour la partie 1), si p,(z) est associé a f(t) alors,

pa(0) = (" pa(2)) (f (1)°[pa(2)) = nldn.

et
(FOMfOpa(a)) = (F(O)Fpa(2))
= nldyp
= n(n—1)0, k1
= n{f (D) Ipn-1(2))
et comme cela est vrai pour tout £ > 0 nous obtenons 1b). Inversement, si 1a) et 1b) sont
vrais alors
(fO pa(x)) = (1f(&)pal@))
= (n)kpn—(0)
= (M)rOn—t0
= nlo,k,
donc p,(x) est la suite associée a f(t).

Comme dans la partie 2), si s,(z) est la suite de Sheffer pour (g(t), f(t)), alors

(GO f B)sn(x)) = (g(t)f ()" [sn(2)

- nksn,k:—&—l
= n(n—1)0,_1x

= n{g(t)f(t)*]sn1(z)),
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donc, f(t)s,(x) = ns,_1(x), comme voulu. Inversement, supposons que
f@)sn(x) = nsn(x)
et soit p,(x) la suite associée a f(t). Considérons T' I'opérateur inversible sur V' défini par :
Tsn(x) = pal2),

alors,
Tf(t)sn(x) = nTsp1(x) = npy-1(x) = f(t)pa(x) = f(O)Ts0(2),

donc, d’aprés le théoréme 2.5 T = ¢(t) pour certaines séries inversibles g(t). Alors,

(g fFO)lsa(x)) = (fFO)lg(t)sa(@))
= (1 >
= (n)kpn k( )
= (Midn—ko0
= nlon
et ainsi s, () est suite de Sheffer pour (g(t), f(t)). O

Nous donnons ensuite une formule pour 'action d’un opérateur linéaire h(t) sur une suite

de Sheffer.

Théoréme 2.12. ([7], page 452) Soient s,,(x) une suite de Sheffer pour (g(t), f(t)) et p,(z)
la suite associée a f(t). Alors pour tout h(t) on a

n

t)sn(e) = 3 (1) (O pocao). (247

k=0

Démonstration. Par le théoréeme d’expansion

iy = 3 OIS gy

prt k!
On a
r0sa(e) = Sy PO ) iy,
= sy, MO ) ),
quelle est la formule souhaitée. O

Théoréme 2.13. (7], page 452)
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1) (L’identité binomiale) Une suite p,(z) est la suite associée o une série delta f(t) si
et seulement si elle est de type binomial, c’est-a-dire si et seulement si elle satisfait
lidentité : .

mlat ) =3 () mloesto) (2.48)

k=0
pour tout y € C.

2) (L’identité de Sheffer) Une suite s,(x) est de Sheffer pour (g(t), f(t)), pour certains
inversibles g(t) si et seulement si

n

sn(T+y) = (Z) Pr(Y)sn—k(x), (2.49)

k=0

pour tout y € C, ou p,(x) est la suite associée pour f(t).

Démonstration. Pour prouver la partie 1), si p,(z) est une séquence associée alors prendre
h(t) = e¥' dans le théoréme 2.12 donne l'identité binomiale. A D'inverse, supposons que
la suite p,(z) soit de type binomial. Nous utiliserons la caractérisation d’opérateur pour

montrer que p,(x) est une suite associée. En prenant x = y = 0 nous avons pour n =0
po(0) = po(0)po(0)
donc po(0) = 1. De plus,
P1(0) = po(0)p1(0) + p1(0)po(0) = 2p1(0)
alors p1(0) = 0. Supposons que p;(0) =0 pouri=1,...,m—1,on a
Pm(0) = po(0)pm(0) + p1(0)po(0) = 2pm (0)

d’out p,, = 0. Par suite p,(0) = d,,0.

Ensuite, définissons une application linéaire f(t) par

{(fD)lpn(x)) = d1n-

Comme (f(t)|1) = (f(t)|po(z)) = 0 et (f(t)|p1(x)) = 1 # 0 on en déduit que f(t) est une

série delta. Maintenant, I'identité binomiale donne

FOlepa(@)) = 5o ()paly) (f(E)Pai(@))
= ZZ 0 (Z)Pn Y)On—k,1
= npnfl(y)
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alors
(" f(t)pa(x)) = (" [npn_1(2))

et comme cela est vrai pour tout y, nous obtenons f(t)p,(z) = np,_1(x). Ainsi, p,(z) est la
suite associée a f(t).

Pour la partie 2), si s,(z) est une suite de Sheffer, alors prendre h(t) = e¥' dans le
théoréme 2.12 donne l'identité de Sheffer. A l'inverse, supposons que l'identité de Sheffer
soit vraie, oul p,(x) est la suite associée pour f(t). Il suffit de montrer que g(t)s,(z) = p,(z)

pour certain ¢(t) inversible. Définissons un opérateur linéaire 7' par

T'sn(z) = pn(z).
Alors
V' T's, (1) = e¥'p, () = pulx +y)

et par l'identité de Sheffer

n

Te's,(z) = k; (Z)pk(y)Tsn_k(:B) = Z <Z)pk(y)pn—k($)

k=0
et les deux sont égaux par la partie 1). Par conséquent, T commute avec eV et est donc de

la forme ¢(t), comme souhaité. O

2.4 Exemples de suite de Sheffer

Nous pouvons maintenant donner quelques exemples de suite de Sheffer. Bien qu’il soit
souvent relativement simple de vérifier qu'une suite donnée est Sheffer pour une paire donnée
(g(t), f(t)), il en va tout autrement de trouver la suite de Sheffer pour une paire donnée. Le
calcul ombral propose deux formules & cet effet, 'une des ce qui est direct, mais nécessite
le calcul habituellement trés difficile de la série (f(t)/t)~". L’autre est une relation de ré-
currence qui exprime chaque s,(x) en termes de termes précédents dans la suite de Sheffer.
Malheureusement, 1’espace ne nous permet pas de discuter en détail de ces formules. Ce-
pendant, nous discuterons de la formule de récurrence des suites associées plus loin dans ce

chapitre.

Exemple 2.4. La suite p,(z) = x™ est la suite associée pour la série delta f(t) = t. La

fonction génératrice de cette suite est
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et l’identité binomiale est la formule binomiale bien connue

(z+y)" = Zn: (Z) byt

k=0

Exemple 2.5. Les polynomes factoriels inférieurs
(X)p=xz(z—-1)---(x —n+1)
former la suite associée pour la fonction de différence directe

fit)=¢e -1

discuté dans ['exemple 18.2. Pour voir cela, nous calculons simplement, en utilisant le théo-

réeme 18.12. Puisque (0)o est défini comme étant 1, nous avons (0), = O,0. Aussi,

(e = D(@)n =

La fonction génératrice des polynomes factoriels inférieurs est

0o
ey In(1+4t¢) )

k-l

k=0
qui peut étre réécrit sous la forme la plus familiere
(L= ()¢
k
k=0
Bien stir, il s’agit d’une identité formelle, il n’est donc pas nécessaire de restreindre t. L’iden-

tité binomiale dans ce cas est

] (4 [Nt

k=0

qui peut également étre écrit sous la forme

T+Y\ " (x Y
()26
C’est ce qu’on appelle la formule de convolution de Vandermonde.

30



2.4. EXEMPLES DE SUITE DE SHEFFER CHAPITRE 2. CALCUL OMBRAL

Exemple 2.6. Les célébres polynomes Hermite H,(x) forment la suite d’Appell pour la
fonction inversible

g(t) = "%,
En utilisant ce fait, nous obtenons
—1\* (n)ar
Hn — —t2/2 n_ n—k.
() =e T kéo 5 ) T ¢

La fonction génératrice des polynomes Hermite est

— Hi(y)
yt—t2/2 k\Y) k
e = | t

k=0

et lidentité de Sheffer est

Hy(z +y) = k; (Z) Hy(z)y" .

1l faut remarquer que les polyndomes Hermite, tels que définis dans la littérature, différent

souvent de notre définition par une constante multiplicative.

Exemple 2.7. Les polynomes de Laguerre L) () d’ordre o forment la suite de Sheffer pour

la paire
e t
gty =1 -t et f(t)= romet
On a
" onl
(@ nlfat+n\
L) = Y ()
k=0
La fonction génératrice des polynomes de Laguerre est
1 = LM (z)
- ot/(t1) -n Tk
(1—f)eti” ; k!

Comme pour les polynomes Hermite, certaines définitions des polyndémes de Laguerre dif-

ferent par une constante multiplicative.
Corollaire 2.1. Les polynomes de Sheffer satisfont les relations suivantes :
sn() = g(t)~'a", (2.50)

formule dérivée

tsn(z) = s, (x) = ns,_1(z), (2.51)
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formule de récurrence

=|x— g(t) Sn(x
swale) = (2= ) s, (o) (2.5)
théoréeme d’expansion
ey = 32 L) gy (2:53)
k=0 ’

théoreme de multiplication

sp(x), (2.54)

et
(h(t)|p(az)) = (h(a)|p(x)), (2.55)

ot o # 0.

Corollaire 2.2. Soit fi(t),..., fm(t) € F. Alors, on a

() ] = 3 (( - m)) (RO - (fu®la™),  (256)

n

ou la somme est sur tous les entiers non négatifs iy, ..., i, tels que i, + -+ + 1, = n.
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CHAPITRE 3. QUELQUES IDENTITES DES POLYNOMES DE BERNOULLI, DE
3.1. CALCUL OMBINOUETRDEYNIIMESGVERES OEGH £ ORDRAISIIHEQNBRA L

Dans ce chapitre, en utilisant les propriétés des suites de Sheffer et les suites d’Appell,

nous démontrons de nombreuses propriétés fondamentales

3.1 Calcul ombral et polynémes de Genocchi d’ordre su-
périeur

Définition 3.1. Les polynomes de Genocchi d’ordre supérieur Gﬁf)(x) sont définis par la

fonction génératrice suivante :

(etH)a ZG“ (3.1)

ot [t| < m. Notons que GV = Gn(x) est le polynome de Genocchi.

En utilisant (2.50) et(3.1), nous arrivons a le lemme suivant :

Lemme 3.1. On a :

G;’”(:p):( 2t )b:v". (3.2)

Théoréme 3.1. On a

k—j—1 1
(' + 1)F|G(x)) = 2n(k — 1)! Zz _]_f; (3.3)

ot Gp(x) et S(u,v) désignons respectivement les polynomes de Genocchi et les nombres

Stirling du deuxiéme espéce.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.1, on obtient

(€ + D16 = (e + 112,

En utilisant (2.32) et (2.51), on obtient

k—1 ,
t k _ (k=1 oy f =1
7=0
Comme
1 ;
S(n—1,7) = = {(e! — 1)]a""1),
J!
alors en substituant la relation ci-dessus en (3.4), on arrive au résultat souhaité. O]
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En utilisant (2.51), on arrive au lemme suivant.

Lemme 3.2. On a

Remarque 3.1. Une deuzieme preuve du lemme 3.2 est également obtenue a partir de (3.1)

en utilisant la dérivée par rapport a x.

Remarque 3.2. D’apres le lemme 3.2, on peut voir que

1

a 1 a
G0 (@) = Gl ().

Lemme 3.3. On a

1 1
@(y — _ * At

Démonstration. De (3.1) et lemme 3.1, on obtient

1 1 2t \“°
G (g) = n,
(6t+1) v (@) el +1 (et+1> ’

Apreés quelques calculs dans I’équation au dessus, on arrive a

1 1 ot \ ™
G(a) E— n
(et+1> 0= (et+1) v

En utilisant le lemme 3.2, on obtient le résultat souhaité. O

eta—1
2t

eta — 1 L[
GO (x > = —/ GO (z)dx.
(“ievw) =5 [ 60w

Démonstration. En utilisant le lemme 3.2, on a :

ete — 1 ele —1 1
(b) _ 4 ()
< > K%(@> < 2t|n+gawxm>.

Par (2.32), on obtient :

C L)) = e~ 1169, (@)
ot n n+1 ntl '

|Gq(1b) (x)) est donnée par le théoréme suivant :

Une représentation intégrale de (

Théoréme 3.2. On a

Le résultat souhaité découle maintenant de (2.22). ]

Une formule de récurrence pour G,(f)(a:) est donné par le prochaine théoréme.
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Théoréme 3.3 (Formule de récurrence). On a

G @) =2 ((n—a+ DO +(a - )+ DE())

Démonstration. Dans la formule (2.52), posons

o0 - () . (35)

2t

Alors, on obtient

o e't — (e' +1) "
Gyl = (95 - aw> G ()
et 1
= 600 - o (o - 1) G0

+1) ¢

a (a+1)

Par conséquent, dans I’équation ci-dessus en utilisant le lemme 3.3, la remarque 3.2 et le fait

que

nous arrivons au résultat souhaité. O]

Nous sommes maintenant prét & prouver la formule de multiplication des polyndémes de

Genocchi comme suit :

Théoréme 3.4 (Formule de multiplication). Pour chaque entier impair positif o, on a

a—

Ga(az) = ™! :(—1)”Gn (x + é) .

e

Démonstration. Si on substitue(3.5) dans (2.54) et posons a = 1, alors on obtient :

e +1 2 el +1
Gnlaz) = o™ ( il ) 2 Gy(r) =" il Gn(x).
2t ) ea +1 ca +1
A partir de I'équation ci-dessus, nous obtenons :
a—1 o
Gn(az) =a™ ! Z(—l)”eﬁGn(:v).
=0
Gréce a (2.21), nous arrivons au résultat souhaité. O
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Rappelons que les polynémes d’Euler EY dordre supérieur a sont définis par la série

génératrice :

2 ¢ xt __ = (a) "
(et—l—l) e _ZE" (I)m

a 2 ¢ n
EW(z) = (€t+1) ",

Le prochaine théoréme exprime les polynémes de Genocchi en termes de polynémes

Lemme 3.4. On a

d’Euler et les nombres de Stirling du premier espéce.

Théoréme 3.5. On a

GO =3 j Z() (i)f“1(—1>Ms<k,m>nmEé‘?k<x>.

=0 k=0 m=0 \J

Démonstration. De le lemme 3.1, nous trouvons

CO() — ( 1 +2t—1) o

et+1 et+1
et ()
=y () DF(— 1)k
y t a
= \J (e +1)* e= \k

En utilisant le fait que

ou (n)y=n(n—1)---(n—k+1) dans ce qui précédé, nous obtenons :
GO (z) = Z @) L i Nk (—1yi*my, (—2—) an*
n L\ j)2a k (el + 1)

7=0 k=0

En utilisant le lemme 3.4 et le fait que
k
Wk =>_ S(k,my™,
m=0

ou S(k,m) désigne les nombres de Stirling de premiers espéce dans ce qui précédé, nous

obtenons le résultat souhaité. O]

Théoréme 3.6. On a

(e + 1)fo) (x) = 2ntlj€(x).
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Démonstration. En utilisant (2.50), on obtient

(¢ + )G9 (z) = (20) ( 2t )a_l .

ept +1

Gréace aux lemmes 3.1 et 3.2, on obtient le résultat souhaité. O
En remplacant @ = 1 dans le théoréme 3.6, nous arrivons au corollaire suivant.

Corollaire 3.1. On a
Gn(z + 1)+ G, (z) = 2na" " (3.6)

Remarque 3.3. Si on pose a = 1 dans (3.1), alors on peut arriver a la prouve de corollaire
3.1 ci-dessus comme suit :

[e.e] n

2te = 3 (Gl + 1) + Gn(:c)%.

n=0

d’apres ce qui précédé, nous arrivons a (3.6).

3.2 Calcul ombral et polynémes de Bernoulli

Les polynémes de Bernoulli sont définit par la fonction génératrice :

text B 0

_ ()t _ E "

et — 1 =€ - Bn(:p)tn—,a (37)
n=0

Dans le cas particulier, z = 0, B,(0) := B, sont appelés les nombres Bernoulli . De (3.7),
on a

BQ =1 et (B + 1)“ — B" = Bn(]-) — Bn = 51’7-“

ol Oy, 1 est le symbole Kronecker.

En particulier, par (3.7), on a
B,(z) = (7;) By (3.8)
1=0

D’aprés (3.8), on voit que B,(x) est un polynéme unitaire de degré n. Nous rappelons que

les polynémes Euler sont définis par la fonction génératrice :

2¢™ E(x)t S ¢
= = ZEn(x)m. (3.9)
n=0
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Dans le cas particulier, x = 0, E,(0) = E,, sont appelés les nombres Euler. De (3.9), nous
pouvons déduire 1’équation suivante :
Eo(z) = Xn: "VE, 2. (3.10)
l
1=0
Ainsi par (3.10), on voit que E,(z) est aussi un polyndme unitaire de degré n.

En utilisant (3.10), on obtient

Ey=1 et (E+1)"+E"=E,(1)+ E, =25, (3.11)

t

Théoréme 3.7. B,(x) est une suite d’Appell pour ¢

Démonstration. Soit

g(t) = ——¢€F.

Alors g(t) est une série inversible .Par (3.7), on obtient

— B 1
2('33)25’“ = — e, (3.12)
k! g(t)
Donc d’aprés (3.12), on a
1
—a" = B,(z n = 0), 3.13
= Baa) (020 (3.13)
et
tB,(z) = Bl (z) = nB,_1(z). (3.14)
A partir de (3.13) et (3.14), nous déduisons le résultat souhaité. O
Théoréme 3.8. On a
t n
B,(x) = 1% (3.15)

Démonstration. Par (3.8), nous obtenons

[ Bt = i (B ) B (o))
_ Z tk lB
eyt -1
= ; B, (z).
En particulier, pour y = 1, nous avons
t z+1 t
By(z) = —— . /x By(u)du = . 1x"

39



CHAPITRE 3. QUELQUES IDENTITES DES POLYNOMES DE BERNOULLI, DE
3.2. CALCUL OMBRNOLUETBDEYNOMBEGDERBERNORILVES DU CALCUL OMBRAL

<6yt - 1|Bn(x)> - /Oy B, (u)du. (3.16)

t

Théoréme 3.9. On a

Démonstration. D’aprés (2.51), nous obtenons facilement

By (z) = t{ ! Bn+1(x)} (3.17)

n+1

A partir de(3.17), nous pouvons déduire I'’équation suivante :

<eytt— 1|Bn(x>> _ <eyt B 1’%HBH+1($)> _ /Oy B, (u)du.

Pour r € N, les polynoémes de Bernoulli d’ordre r sont définis par la fonction génératrice :

( : )Text: B0 (3.18)

t _ ol
e 1 —~ n!

O

Dans le cas particulier, z = 0, BT(LT)(O) = B sont appelés les nombres Bernoulli d’ordre 7.

De (3.18), on obtient
n l .
B (z) = (n> B a7 (3.19)
1=0

Notons que

I,y
BO = > (l’n’ )Bh...BlT. (3.20)

lit+lr=n
Grace aux (3.19) et (3.20), on déduit que B () est un polynéme unitaire avec des coeffi-
cients en Q.

Maintenant, nous montrons le théoréme suivant :

t_ 1 T
Théoréme 3.10. B (x) est la suite d’Appell pour (6 ; )

Démonstration. D’aprés (3.19), on obtient

x+y 1 ' ™
/ BY(wdu = ——{BlL@+y) - BIL(@)]

= N y—ktk’IB (x)

k! n
k=1

vt 1

_ _expt B (x), (3.21)

et
B"(z 4+ 1) — B (2) = nB" P (2). (3.22)
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A partir de (3.21) et (3.22), on remarque

B (z) = /IH B (u)du = BU—1 (). (3.23)

BO(z) = (et a 1) By (z) = (et L 1)H Bu(z) = (et L 1)T:cn, (3.24)

tB"(z) =n (et — 1) g = nBT(LT_)l(x) (3.25)

et

et —1

Il est facile de montrer que ( ) est une série inversible dans F. Donc, par (3.24) et

3.25), on obtient le théoréme. O
(3.25),

Théoréme 3.11. Soit p(x) € P,, avec p(x) = Zkak(x). Alors on a
k=0

1 /et —1 1 [t
_ 1 (k) _ (k)
be = < ; Ip (90)> = k‘!/o P (u)du,

ot p®)(u) = L p(u).

Démonstration. En utilisant (3.25), on déduire

B,([)(:c):t{ ! B(T)(:c)} (n>0). (3.26)

n+1"

Ainsi, de (3.26), on a

<eytt_ 1]B,§r>(x)> = <eyt —1 1 Bg)(x)> - /Oy B (u)du. (3.27)

n+1

Dans le cas particulier ¥ = 1, on obtient

yt 1 1
(“THE0@) = [ B =B
0

t

Par (2.56), on a

t " n t 4 t .
n\ _ i\ ir 3.28
<(€yt_1) ‘x > ';Jr' (inWiT) <eyt_1|$ > <eyt_1’x > ( )
n=t1+-+ip
t n t " n T
<eyt_1\x >:Bn, <<€yt_1) |2 >:B,§>. (3.29)
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Ainsi, d’aprés (3.28) et (3.29), on a

Prenons p(z) € P, avec

r) =Y bBi(x) (3.30)
k=0
De (3.13) et (3.14), on remarque que By, (x) ~ (ett_l,t). Par la définition des suites d’Appell,
on a
el —1,
’ t"|By(z) ) = nldpr  (n,k>0), (3.31)

et en utilisant (3.30), on déduit

() -2

Par suite, d’aprés (3.16) et (3.32) ,on a

1 Jet—1, 1 /et —1 1
- — - (k) —— (k)
Ok Kl < ram’ VP(-’L’)> il < ; p (aﬁ)> o /O P (u)du, (3.33)

ot p*) (u) = Cﬁb—k,cp(u), par conséquent, grace aux (3.30) et (3.33), nous obtenons le théoréme.

|B,(z > Zblllélk_k'bk (3.32)

O
Corollaire 3.2. Pourn >0, on a
n t _ 1
5@ =Y (1) (“THB@ ) i)
k=0 t
i. e .
B (z) = (Z) B VB ().
k=0
Démonstration. Soit p(z) = BY )( ) € P, avec p(x Z bpBi(z). Alors, on a
P9(z) = I (Z) B, (a), (3:34)
et
1 /et —1 n\ /e —1
- - (k) _ (r)
b= (@) = () (B @ ) (3.39
Par conséquent, le théoréme 3.11 et I'identité (3.35) impliquent le corollaire. n
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n

Théoréme 3.12. Soit p(z) € P, avec p(x) = Zb,(:)B,ET)(x). Alors, on a
k=0

- 5 (452w

Démonstration. A partir de la définition des suites d’Appell, on a

<<€t - 1)rtk|Br(f)(a:)> = nld (n,k) > 0.

t

Soit p(z) € P, avec p(x) = Z b\ B") (). D’apres (3.36) on a
k=0

(55 ) = ?;w”<(5§i)3ﬂ3ﬁ%w>

n

= > b0 = k).

=0

) = 5 (55 #w).

Par conséquent, par (3.38), on obtient le théoréme.

Ainsi, grace a (3.37), on a

Théoréme 3.13. Pourn € N* etr € N, on a

Démonstration. Considérons p(x) = B, (x) avec

Bu(z) = p(z) =Y b B(x).

Le théoréme 3.12 et 'identité (3.39) impliquent

- 3{(572) - (552 )
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Pour k < r, on a

1 et — 1
k! t

) #1.0)

Bn+7'fk(:v)

Soit k > r. Alors par (3.40), on a

| —

((e" = 1)t | By (2))

el
|
=

—~
—~

et — 1)'|t" " B, (x))

3

| = = =

\\33/\
o

r

n+1)---(n+r—k)

)

(" = )" Busr—i(x))

(3.41)

) (k — (e — 1| Boyrula))

(k: ) d r r—1q it
— . -1 (e’ Bn r—k(T
i 2 ()
( ﬁ7‘) d r r—1q .
= B ()0 B0,
Tl(r) 7=0 J
Par conséquent, grace aux (3.39), (3.41) et (3.42), on trouve le résultat du théoréme. O
Théoréme 3.14. Soient n,m € N* tels quen > m. On a
= E,_ " /n—m ) -
E»,(lr) E(r) — 4 n n—I41 B n—m—p+1 B
wECa = 4 (3 (7)) (S (1, ") me
2n—m k
n—m n En—m—l-i—lEn—k-‘rl-i-l
= 4 Bi(x)Byr_i(z).
;;( l ><k—l>(n—m—l+1)(n—k+l+1) (@) Bei()

Démonstration. Pour n,m € N* avec n > m, on a
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oun—m—p=>0.

Considérons p(z) = E,(z) tel que

E.(x) =p(x) = > bBy(). (3.43)
Alors, on a
n
p®)(z) = k! (k) E, (z) (3.44)
et
1 /et —1 n\ /e —1
pummy —_— — - E —
= (@) = (1) (B
n En—k+1<1) - En—k+1 n En—k—i—l
=2 _. 3.45
(k:) n—Fk+1 k)n—k+1 (3.45)
D’aprés (3.43) et (3.45), on obtient
=2 nE - By(x). 4
Z()n_;m (@) (3.46)
De (3.46), nous déduisons le résultat du théoréme. O

3.3 Calcul ombral et polynémes de Laguerre

Soit A € C — {1}. Les polynéme de Frobenius-Euler sont définis par la fonction généra-

(222 e e ZH @ (3.47)

En particulier, si x = 0, alors H,(0|\) = H,(\) est appele le n-iéme nombre de Frobenius-

trice :

Euler.

D’aprés (3.47), on a

" /n
H,(z\) = Hi(\)z" k. 3.48
(a3 Z (7)o (3.48)
Les polynéme de Laguerre sont définis par la fonction génératrice :
exp(—-2
= L( 3.49
— Z (3.49)
De (3.49), on a
= n - (_1>rx7" r r
S Lot = > (-1 L
n=0 r=0
o) n 1) n
_ Z (Z ( )‘ (r) $T> . (3_50)
n=0 \r=0 T
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Alors, d’apreés (3.50), on obtient

Lo(z) =Y ——Lrlgr (3.51)

r=0

Dong, (3.50) implique que L,(z) est un polynéme de degré n avec coefficient rationnel et le

coefficient dominant est ~—=—. Par (3.51), notons que u = L, () est la solution de I'¢quation
n

différentielle d’ordre 2 suivante :
zu(x) + (1 — 2)u'(x) + nu(z) = 0. (3.52)

La formule de Rodrigues pour L, (x) est donnée par :

1 x dn —T . n
L,(z) = e (%e x > : (3.53)
La formule (3.53) implique
/ € Ly (z)Ly(z)dx = 0ppm, (n,m e N), (3.54)
0
ol Oy, est le symbole de Kronecker.
Soit

P = {p(z) € Clz]|degp(z) < n}. (3.55)

P, est un espace préhilbertien avec le produit scalaire :

(p(2), q(a)) = /gaﬁe-xp<x>q<x>dx, (3.56)

ou p(z), q(z) € P,. D’aprés (3.54), (3.55) et (3.56), c’est clair que Lo(z), L1(z), ..., L,(z)

sont une base orthogonale pour P,,.

Théoréme 3.15. Pour n,k € N* avecn > k, on a

Li(z) = ) Sa(n, k) (@),

n!(;)

ot So(n, k) est le nombre de Stirling du deuxiéme espéce.

Démonstration. Pour p(z) € P,, supposons que le polynéme p(x) défini sur [0, o) est donné

par

p(a) =) CiLi(x). (3.57)
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Par suite, d’aprés (3.54) et (3.57), on obtient

Co = (p(o). Lula) = [ e plo)Lufa)id
0
1 > dk —x k
= i (@e x )p(az)da:. (3.58)
Prenons p(z) = 2™ ou n > 0. Alors, de (3.58), on obtient

1 [ /(d
Cr, = <—> e Tk dr

k), \dzt
= (—1)’“% /OOO e “x"dx
—~ (—1)k(i) n! (3.59)
Grace aux (3.57) et (3.59), on obtient
2 = ! kio(_mk(fz) Lu(a). (3.60)
Puisque _
(@) =a(@—1)(n—k+1) ~ (L —1). (3.61)

Alors, en utilisant (2.42) et (3.60), on obtient

= W(x)k =3 Soln, k) (@), (3.62)

k=0 ’ k=0

Les identités (3.60) et (3.62) impliquent

Ly(z) = ) Sa(n, k) (),

n!(;)

oun,k € N* avec (n > k). D’ou le résultat. O

Théoréme 3.16. Pourn > 0, on a

%(Ln o L)) = 3 (-1 <k) Li(x).

k=0 n
n
Démonstration. Soient p,(x) et g,(z) = Z qu.Tk deux suites de polyndomes. La composition

k=0
ombral de ¢,(z) et p,(x) est la suite

(gm0 D)) =Y guipr(x). (3.63)
k=0

47



CHAPITRE 3. QUELQUES IDENTITES DES POLYNOMES DE BERNOULLI, DE
3.3. CALCUL OMBRNOLUETBDEYNOMEGDERRE DERREES DU CALCUL OMBRAL

D'aprés (3.49) et (2.44), on remarque que
Lo(z) ~ (1 ¢, %) | (3.64)
Sofent S,(z) ~ (g(t), £(1)) ot ra(x) ~ (A1), 1(£)). Alors, on a
(ra 0 s)(x) = (g(t)R(f (1)), 1(f(1)))- (3.65)
Gréce aux (3.64) et (3.65), on déduit que
(Lo o L)(z) ~ (1,1). (3.66)
En utilisant (2.44) et (3.65), on obticnt
(Lo o L)(x) = 2" (3.67)

Par suite, de (3.60) et (3.67) on obtient le théoréme. O

LA L S~k —1,5)
Bafr)=n1d 2 2 (1) (kﬂ)]zj(n—k—m] Li().

Démonstration. Pour p(x) = E,(z) € P,, supposons que
En(z) =) CiLy(x). (3.68)
k=0
Par (3.58) et (3.68), on a

1 > dk —x_ k
Cr = s L E,(x)dx

- [ Enfkfl
= ”!Z<_1>k(k+l)M' (3.69)

D’autre part, on a

(et?Fl) - (et;q)_l - (1+ et2_1>_1 22(—1)j (et;)j (3.70)
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el +1
Notons que (€' — 1)/ est une série delta et E,(x) ~ .
?) et (2.44), on obtient

D’aprés (3.9), (?

Grace aux (77?7

E,(z) =

Alors, (77) et (3.73) impliquent

Ch

Par conséquent, grace aux (3.68) et

n—k—l j
<k+l) (n—k —112( ) 15—k =1,7)
J=

2

_ 2 xt
N et +1 ¢

S ()
SR )

s §18y(n —k —1,5)
k+l 2(n—k—1)

(3.74), on obtient le théoréme.

Théoréme 3.18. Pourn >0, on a

n {n—kn—k—l J (_1)m+k(rjn)52(n_k_l+m7m)

(n—k—01(""m)

49

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)



CHAPITRE 3. QUELQUES IDENTITES DES POLYNOMES DE BERNOULLI, DE
3.3. CALCUL OMBRNOLUETBDEYNOMEGDERRE DERREES DU CALCUL OMBRAL

Démonstration. On a

(et . 1) B (ett_l)_l B (“et%_l) - (#) (3.75)

=0
t _ t—1 J t 1 J t _ 1
Notons que (%) = <e . 1) est une série delta en F et B, (z) ~ (e ; ,t).
En utilisant (3.7), (2.44) et (?7), on obtient
= t ot -1\
ol - (1)
n! t
n=0
> ) t_ 4+ 1 J
- ey (S e
, t
7=0
= et —t—1\ .\t
_ _1) n|
— Z(Z( 1) ( . > x)n!. (3.76)
n=0 \j=0
En comparant les coefficients des deux cotés de (3.76), on déduit
- et —t—1,

J=0

7T
L

En utilisant le fait que

e —1 : n—k 1 - " n—k

m=l
n—=k I -
= mz:OSz(erl,l)( +l)!t x
n—k I N
= n;osQ(mH,z)( +l)!(n—k)m;1: . (3.79)
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Ainsi, par (3.78) et (3.79), on déduit que

() - EE O it

Par suite, d’aprés (3.77) et (3.80), on obtient

n - SRS () () e

Grace aux (3.7) et (3.3), on a

=SS () St

l

Notons que B, (z) € P,, (voir (3.7)). Remarquons que

D’aprés (3.58), on a

1 > dk —x_k
Cry = i), (we ") B, (z)dx

_ (_1)k(”) /OO kB (2)da
QS [

_ k(Z) ( )Bn_k_l(kJrl)!

_ n|i< D" "’”(k;rl)

De (3.82) et (3.84), on obtient

B L (=1)™ (1) Sy(n — k — 1+ m,m)
Ce=nl, 2 (n—k — DL (" F-rm) '

Par conséquent, les identités (3.83) et (3.85) impliquent le résultat du théoréme.
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Théoréme 3.19. Pourn >0, on a

n n—k n—k—l k;_|_l k: ]‘Sg(n_k_laj)
e =3 {85 (4 e e e

=0 j=0

Démonstration. On a

1— A e A 1Y }
g —_ J S — t — J
Y (1+1_A> ;( 1) <1_A) (e! — 1) (3.86)
, el — A
Notons que (€' — 1)7 est une série delta dans F et H,(z|\) ~ (1 ) ,t). Les identités
(3.47), (2.44) et (3.86) impliquent
" A .
H =S (-1 (—— —1)ig" .
o) = 3 (125) @ - (3.87)
et
. : e N
(e —1)a" = j!ZSQ(k,j)Hx”
k=j
e (N .
— ]!ZSQ(k,j)(k>x k (3.88)
k=j
Grace aux (3.87) et (3.88), on arrive a
gy = 3 (1) s e
A \ k (1—=XN)J ’
J=0 k=j
n n k j'
_ : : n—k
k=0 7=0
et .
Hy(z|)) = (Z) H(\)z" ", (3.90)
k=0
Ainsi, par (3.89) et (3.90), on obtient
k il
Hy(N) = ooy ek d): (3.91)
7=0
D’aprés (3.90), on voit que H,(x|\) € P,. Supposons que
H(z|)) = ZOkLk (3.92)
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De (3.58), on a

Lo ds
W (we ") H, (z|\)dx

_ (_1)k<”)/ gk 1L (2| \)da
— k( )t : ( )Hn_k_,(/\) /O ety
( |

s (k l) n" k-t A) (3.93)

Par(3.91) et (3.93), on obtient

n—k n—k— 1) <k+l)]‘
=n! Sa(n —k —1,7). 3.94
)3 pESUELE L) 391
=0 j5=0
Par conséquent, d’aprés (3.92) et (3.94), on obtient le théoréme. O

Théoréme 3.20. Pourn >0, on a

N (i k:—l—2 By
—”'Z{ ) km}%@f)-

= =0

Démonstration. Pour S, (x) ~ (g(t), f(t)) et rn(z) ~ (h(t),[(t)), supposons que

= Z Cn,krk(x)- (3-95)
k=0
Alors, on note que -
(f(t)), K
Cun = iy { e NI (3.96)
f(t)
ou n, k > 0. Grace aux (77), (3.49) et (2.44), on note que
t 1 t
Ln@) ~ (1—t,——) et Eno)~ [~ 1), (3.97)
-1 2
Maintenant, nous supposons que
= CosLi(2). (3.98)
k=0

93



CHAPITRE 3. QUELQUES IDENTITES DES POLYNOMES DE BERNOULLI, DE
3.3. CALCUL OMBRNOLUETBDEYNOMEGDERRE DERREES DU CALCUL OMBRAL

v —%<(@til)< ti)k—l'x”>
_ _(Z>< il|<ti1)klxn—k>. (3.99)

k-1 00
(tll) Lk (k ; 2)(_1>k1tlwnk

Par (3.96) et (3.97), on a

Ch

Comme

(]

~
[e=]

3
o

— > (k B 5 a 2) (=) (n — k)2 (3.100)

Alors, d’apreés par (3.99) et (3.100), on obtient

n
~— (k—1-2\ (n—k) 2
— k n—k—l
o= (D)o (1) i ()

o

n—k
k—1—-2 1
= nl ) F, 3.101
”;( I )( oy TR (3.101)
Par conséquent, grace aux (3.98) et (3.101), nous obtenons le théoréme. O

Théoréme 3.21. Pourn >0, on a
- —1—-2 B
_ngﬁgx: )(DHGZZW}M@'
Démonstration. Les théorémes 3.17 et (3.20) impliquent

”Z"“ k—1-2\ EBuny "Z’“‘ k+ 1\ j1Sy(n—k—1,5)
l Min—k—1D)! & I ) 2n—k-0 "’

=0

ou n, k > 0 avec n > k. Supposons que

D’aprés (3.96), on a

Cn,k = T3

(7)o e ()

n—k
k—1-2 1
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Par conséquent, en utilisant (3.102) et (3.103), on obtient le théoréme. O

Théoréme 3.22. Pourn >0, on a

H,(z|\) = n! kzzo {; (k: - ; - 2) (_1>k/j:__k—z<j)z)!} Li(z).

Démonstration. Posons

A) =Y CriLi(z). (3.104)
k=0
Alors, d’apres (3.96), on a
1 tk "
= w{(55) )
n—k
—1-2 H, (M)
= nl 1)F 3.105
" ( z >( Ly gy (3-105)
1=0
Le théoréeme découle de l'utilisation de (3.104) et (3.105). O
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