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Résumé

Dans le présent travail, on a étudié un probléeme de Cauchy non linéaire non ho-
mogene rétrograde u;(t) + Au(t) = f(t,u(t)), 0 < t < T avec u(t) = ¢, ot A est
un opérateur positif auto-adjoint a domaine dense sur un espace de Hilbert, il est
mal posé du fait qu'une petite perturbation dans la valeur finale ¢ peut conduire a
un grand écart de solution. On montre, dans des conditions appropriées sur ¢ et f
qu’une solution du probléme ci-dessus satisfait 1’équation intégrale. On a utilisé la
méthode de régularisation pour obtenir des solutions approchées stables. La méthode
de régularisation spectrale tronquée est basée sur la troncature de la représentation
spectrale d’un opérateur A, elle est utilisée pour obtenir des approximations régulari-
sées pour la solution de 1’équation intégrale, et I’analyse des erreurs est effectuée avec
une valeur finale exacte et bruitée ¢.
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Abstract

In this work we treat the nonlinear nonhomogeneous backward Cauchy problem
ue(t) + Au(t) = f(t,u(t)), 0 <t < T with u(t) = ¢, where A is a densely defined
positive self-adjoint operator on a Hilbert space, it is ill-posed in the sense that a small
perturbation in the final value ¢ can lead to a large deviation in solution. We show,
under suitable conditions on ¢ and f, that a solution of the above problem satisfies
an integral equation. A regularization method is used to get stable approximate so-
lutions. The truncated spectral regularization method is based on truncation of the
spectral representation of an operator A, it is used to obtain regularized approxima-
tions for the solution of the integral equation, and error analysis is carried out with
exact and noisy final value ¢.
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NOTATIONS

H, K : Espace de Hilbert.

A, B : Opérateurs linéaires.

R : Ensemble des nombres réels.

C : Ensemble des nombres complexes.

D(A) : Le domaine de définition de 1'opérateur A.
A" : Opérateur adjoint de A.

A~1: Opérateur inverse de A.

ker A : Le noyau de l'opérateur A.

ImA : L'image de l'opérateur A.




A : Valeur propre de I'opérateur A.

Gr(A) : Le graphe de A.

R)(A) : Résolvante de A.

L,(X) : L'ensemble d’opérateur linéaire de X.

p(A) : L'ensemble résolvant de 1'opérateur A.

o(A) : Spectre de A.

T(t),S(t) : Semi-groupes.

Z(H) : Espace des opérateurs linéaires continus dans H.

L([0, 7]; H) : Désigne I'espace H e toutes les fonctions mesurables de Lebesgue.

C([0,7]; H) : Espace de Banach de toutes les fonctions continues a valeur H.



INTRODUCTION

A notion d’un probléme mathématique mal-posé est apparue dans les discussions
L du mathématicien frangais J]. Hadamard dans son ouvrage "Lectures on Cauchy’s
Problem in Linear Partial Diferential Equations" [18], apres avoir introduit, une ving-
taine d’années avant, la notion d’un probleme bien-posé qui doit satisfaire, d’apres
lui, a trois propriétés : I'existence, 1'unicité et la stabilité de la solution. La perte d"une
des propriétés définit un probléme dit mal-posé. C’était une étape pour la classifica-
tion des models mathématiques de problemes de physique associés a des équations
différentielles.

Les méthodes générales de 1’analyse mathématique ont bien était adaptées pour
les solutions des problémes bien-posés, cependant, ce n’était pas clair dans quel sens
les probléemes mal-posés peuvent avoir solutions. Plusieurs mathématiciens comme
Tikhonov, Morozov, Ivanov et d’autres ont travaillé pour développer la théorie et les
méthodes pour résoudre les problemes mal-posés. IIs ont pu donner une définition
mathématique précise "des solutions approchées" pour des classes générales de ces
problémes. Pour plus de détails du traitement des problemes mal-posés, on réfere a
deux excellents livres de D. Colton, H.W. Engel, A.K. Louis [12] et de H. W. Engl, M.
Hanke et A. Neubauer [21].

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes ont été proposées pour ré-
soudre le probleme mal-posé de Cauchy, on cite "la méthode de quasi-solution" de

Tikhonov 1977 [7], "la méthode de quasi-réversibilité" par lattes et Lions en 1967 [55],
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"la méthode de la convexité logarithmique" développe par John (1960). Agmon, Ni-
renberg (1963), Miller (1973), Payne (1973), Carraso (1999) [58], [16], "les procedures
itératives" par Kozlov et Maz’ya 1990 [17] "la méthode quasi-valeur aux limites" par
Clark et Oppenheimer 1995 [28], [26]; et "la technique des semi-groupes C-régularisés”
par Mel'nikova, 2002 [29].

L’objet de ce mémoire, concerne I'étude d’un probleme de Cauchy non linéaire
non homogene qui est mal posé en ce sens que de petites perturbations de la valeur
finale peuvent conduire a de grandes déviations dans la solution. nous montrons que
la solution de ce probléme satisfait une équation intégrale dans des conditions appro-
priées sur ¢ et f et on applique la méthode de la régularisation spectrale tronquée
pour obtenir des approximations régularisées pour la solution de 1'équation intégrale,
et 'analyse des erreurs est effectuée avec une valeur finale exacte et bruitée.

Ce mémoire est un développement de 1'étude d’un probleme source mal-posé
d’une équation parabolique. il est composé de trois chapitres.

premier chapitre on rappelle quelques résultats connus d’analyse fonctionnelle (les
espaces de Hilbert, les opérateurs linéaires, la théorie spectrale et les semi-groupes).

dans le deuxieme chapitre nous aborderons 1'étude des techniques et méthodes de
résolutions pour les probléemes mal-posés. On présente briévement le principe de trois
méthodes : la méthode de quasi-réversibilité, la méthode de quasi-valeurs limites et
la méthode de Tikhonov.

Au chapitre trois, on étudie la Régularisation spectrale tronquée pour un probleme
parabolique non linéaire mal posé.
Le probléeme de Cauchy non linéaire non homogene étudié est le suivant :

{ut(t)+AM(f):f(tf”(t))' 0SE<T  (pyp)

avec f(-,-) est une fonction a valeur dans H définie dur [0, T[x H et A est un opérateur
borné positif auto-adjoint a domaine dense sur un espace de Hilbert.

Dans ce contexte, beaucoup d’approches ont été faites pour le cas homogene [29].
Pour l'étude du cas non homogene, on note Lattés et Lions [55], qui utilisent la mé-
thode de quasi-réversibilité, et S.Djezzar [38] utilisant la méthode des quasi-valeurs
aux limites. et Jana et Nair [1] [2] [3]utilisant la Régularisation spectrale tronquée pour
un probléme parabolique non linéaire mal posé.
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Dans ce travail, on utilise la méthode de régularisation spectrale tronquée pour
obtenir une solution approchée stable.
On donne des résultats préliminaires requis pour cette analyse, on définit la solution
générale pour (FVP) non linéaire et on prouve 1l'existence dune solution générale
dans certaines conditions.
On montre la convergence des solutions régularisées vers la solution générale, et on
dérive une estimation d’erreur lorsque la valeur finale ¢ est aussi bruitée que exacte,
et on déduit de nombreux résultats comme cas spéciaux.
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CHAPITRE

RAPPEL D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions et compléments mathéma-
tiques en relation avec ce travail. On citera en particulier, les théories des opérateurs
et des semi-groupes et on finira avec le théoréme de Hill-Yoshida.

1.1 L’espace de Hilbert

Définition 1.1. [19]

Soit V un espace vectoriel réel. On appelle «semi-produit scalaire» sur V- x V (ou, par abus
de langage, sur V) une application

{x,y} eVxVi—<xy>R

13



satisfaisant aux conditions suivantes :

( . n .
)< Y A,y >=
i—1

1

n .
AP < xj,y >
=1

1
(linéairité par rapport a x)
m . m .
ii) < x, .21 Wy >= '21 W <xy;> (1.1)
= =
(linéairité par rapport a y)
iii) < x,y >=<y,x > (symétrie)
| iv) <x,x>>0 pourtout x eV (positivité)

On appelle «espace préhilbertien non séparé» le couple {V, <, >} formé d'un espace vec-
toriel et d’un semi-produit scalaire.
Un «produit scalaire» est une forme bilinéaire symétrique vérifiant

Vx #0, <x,x>>0 (définie-positivité) (1.2)
et on appelle espace préhilbertien le couple V, <, > oit <, > est un produit scalaire.

Remarque 1.1. [19]

La condition (1.1)ii) est redondante puisqu’elle résulte des conditions (1.1)i) et iii). La
condition (1.2) implique évidemment la condition (1.1)iv).

La donné d’'un produit scalaire définit une norme et, par suite, une distance sur
I'espace V. Pour vérifier cela, nous avons besoin de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 1.2. [19]

Nous dirons qu'un espace préhilbertien est un espace de Hilbert s’il est complet pour la
distance associée. Donc tout espace de Hilbert est un espace de Banach (normé complet).

1.2 Rappel sur les opérateurs linéaires

1.2.1 Les opérateurs linéaires bornés
Soient H et K deux espaces de Hilbert.
Définition 1.3. (Opérateur linéaire) [53]

On appelle opérateur linéaire toute application A : H — K qui vérifie

14



1Vx,ye HA(x+y)=Ax+ Ay.
2 VA eC,Vx € H A(Ax) = AA(x).
Définition 1.4. [53]
On dit que A est borné s'il existe une constante M € IR, telle que
| Ax|| < Mx], Vx € H
Si A : H — K est un opérateur linéaire borné, alors sa norme est définie par

| Ax]
[Bdl

|A]l = sup

x7#£0

L’ensemble des opérateurs linéaires bornés définis de H dans K est un espace vectoriel sur le
corps C noté par B(H,K), si H = K on note B(H) au lieu de B(H, H).

Proposition 1.1. [53]

Si A et B sont des opérateurs linéaires bornés sur H et si A € C, alors A+ B, AA et AB
sont également des opérateurs bornés car,

(i) [|lA+ B[ < [lA[l+|B]
(if) [[AA[ < [IA[]IA[
(i) |[AB| < [lAl[|IB]
Théoréme 1.1. (Adjoint d’un opérateur) [11]

Soient H, K deux espaces de Hilbert et A € B(H, K). Alors il existe un unique opérateur
A* € B(K, H) tel que

Vx € H,Vy € K, < Ax,y >=<x, A%y >
L'opérateur A* s’appelle I'adjoint de A.

Théoreme 1.2. (Propriétés de l'adjoint) [11]

1 Si A € B(H,K), alors (A*)* = A, ||A]| = || A*|
2 Si A€ B(H,K)etBe B(H,K),alors (Bo A)* = A* o B

15



3 Si A1, Ax € B(H,K) et VA, u € C, alors (AA1 + pAs)* = LA + A}
Définition 1.5. [53]
Soit A € B(H) alors,
1 A est dit auto-adjoint si A = A*.
2 A est dit normal si AA* = A*A.
3 A est dit non positif si (Ax,x) > 0,Vx € H.
Définition 1.6. (Inverse d'un opérateur) [53]
Soit A € B(H) on dit que A est inversible s'il existe un opérateur B € B(H), qui vérifie
AB=BA=1
B est dit I'inverse de A et on note B= A~1.
Lemme 1.1. [53]
Soit A1, Ay € B(H). Si Ay et Aj sont inversibles, alors

(A1Ay) ' = AJTAT

1.2.2 Les opérateurs linéaires non bornés

Définition 1.7. (Domaine) [53]

Un opérateur linéaire A de H dans K est une application linéaire A définie sur un sous-
espace vectoriel D(A) de H appelé domaine de A, tel que

D(A)={xe€ H; Axe H}.
Définition 1.8. [53]
Le graphe de A est le sous-espace vectoriel de H x K noté Gr(A) défini par :
Gr(A) = {(u, Au);u € D(A)}.
On appelle Noyau de A le sous-espace de H noté ker(A) définit par
ker(A) = {u € D(A); Au =0},
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et image de A le sous-espace de K noté Im(A) définit par :
Im(A) ={Ax;x € H},

On dit que A est injectif si ker(A) = 0 et que A est surjectif si Im(A) = K.
L’opérateur A est bijectif s’il est a la fois injectif et surjectif.

Définition 1.9. [53]

Un opérateur linéaire non borné de H dans K est un couple (A, D(A)) oit D(A) est un
sous-espace vectoriel de H et A une application linéaire de D(A) de H dans K.

Définition 1.10. [53]

On dit que (A, D(A)) est une extension de (B, D(B)) si D(B) C D(A) et Bx = Ax,
Vx € D(B), on note B C A. De plus B C A si et seulement si Gr(B) C Gr(A).

Définition 1.11. (Opérateur fermé) [53]

Un opérateur A : D(A) C H — K linéaire non borné est fermé si son graphe est fermé
dans H x H.

Remarque 1.2. [53]

Un opérateur A est fermé si et seulement si pour toute suite (x,), de D(A) telle que
lim x, =xet lim Ax, =y, alorsx € D(A) et y = Ax.

n— 00 n——+00

Définition 1.12. (Adjoint) [53]

Soit A : D(A) C H — K un opérateur linéaire non borné de domaine dense dans H. On
appelle adjoint de A, I'opérateur (A*, D(A*)) défini par

D(A*) = {y € K tel que l'application x — (Ax,y) est continue sur D(A)},

et
(x, A*y) = (Ax,y), pourtout x & D(A) etpourtout ye D(A").

Définition 1.13. (Opérateur inversible) [53]

On dit qu’un opérateur A : D(A) C H — K est inversible si A est bijectif et possede un
inverse A1 : K — D(A) C H borné.

17



1.2.3 Les opérateurs compacts

Les opérateurs compacts constituent une classe particuliere d’opérateurs linéaires bor-
nés qui présentent de grandes analogies avec les opérateurs linéaires définis sur des
espaces de dimension finie.

Définition 1.14. [43]

Un opérateur linéaire A, défini sur un espace de Hilbert H, est dit compact, ou compléte-
ment continu, si I’'adhérence de l'image de toute partie bornée de H est compacte.

Critere 1.1. [43]

Si (xy) est une suite bornée de vecteurs d'un espace de Hilbert H, I'opérateur A est compact
si, et seulement si, on peut extraire de la suite (Ax,) une sous-suite convergente.

Ce critere permet d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 1.3. [43]

La limite A d’une suite convergente (Ay) d’opérateurs linéaires compacts, définis dans un
espace de Hilbert H est un opérateur linéaire compact dans H.

Proposition 1.2. [43]

Tout opérateur de rang fini est compact.

Remarque 1.3. [43]

Si A et B sont deux opérateurs compacts, I'image de toute partie bornée () par B est bornée
(car B est borné) et puisque A est compact, I'adhérence de ABQ) est compact ; le produit de
deux opérateurs compacts est donc compact.

1.3 Rappel sur la théorie spectrale
Etant donné un opérateur linéaire A défini dans un espace de Hilbert H, nous allons
étudier les propriétés de l'opérateur A — Al ot A est un nombre complexe quelconque
et I I'opérateur identité. Quel que soit A, ona D(A — AI) = D(A).

L'inverse de A — A, quand il existe, est appelé opérateur résolvant ou résolvante

de A. On le note R)(A). L'étude de 1'opérateur R)(A) simplifie considérablement
celle de A. L'objet de la théorie spectrale est I’étude des propriétés de R)(A) en tant

18



que fonction de A définie dans C et a valeurs dans 'ensemble des opérateurs linéaires
dans H.

1.3.1 Les valeurs propres d’un opérateur linéaire :

X signifie un espace normé sur le corps C
Définition 1.15. [61]

Un nombre A € C est une valeur propre de A € L,(X) s'il existe un vecteur x € X,
x # 0, tel que :
(A—AD)x =0 (1.3)

Chaque vecteur x # 0 qui satisfait (1.3) s’appelle vecteur propre de A € L,(X) nous notons
par 0, (A) I'ensemble de valeurs propres de A.

Définition 1.16. [61]
Appelons 0,(A) le spectre ponctuel de A, soit A € C et soit

Ex=x€X;(A—ADx =0

1.3.2 Théorie spectrale
Définition 1.17. [43]

on appelle ensemble résolvant de I'opérateur linéaire A, et on le note p(A), l'ensemble des
valeurs de A telles que Ry (A) existe, soit borné et a domaine dense ; on appelle spectre de A,
et on le note o(A), le complémentaire de p(A)

Définition 1.18. [43]

L’ensemble des valeurs de A pour lesquelles R (A) n’existe pas est appelé le spectre discret
(on dit aussi spectre ponctuel) de A. On le note c4(A).
L’ensemble des valeurs de A pour lesquelles R (A) existe, est a domaine dense, mais n’est pas
borné est appelé le spectre continu de A. On le note o.(A).
L’ensemble des valeurs de A pour lesquelles R, (A) existe, mais n'est pas a domaine dense est
appelé le spectre résiduel de A. On le note o,(A).
Les éléments du spectre discret sont appelés les valeurs propres de A.
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Théoréme 1.4. [43]

Soit A un opérateur linéaire défini dans un espace de Hilbert H.

1. Son ensemble résolvant p(A) est ouvert.

2. La fonction A — Ry (A) est analytique pour tout A qui appartient a p(A).
3. Son spectre o(A) est fermé et non vide.

Théoréme 1.5. [43]

Soit A un opérateur linéaire auto-adjoint défini dans un espace de Hilbert H
1. Ses valeurs propres sont réelles.
2. Les vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes sont orthogonaux.
3. Som spectre résiduel est vide.
4. Son spectre continu est réel.
Théoreme 1.6. [43]
Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert H.
1. Son spectre o(A) est inclus dans un disque de rayon ||A|| centré a I'origine.
2. Son ensemble résolvant p(A) n’est pas vide.
Définition 1.19. [43]

On appelle rayon spectral d'un opérateur linéaire borné A le nombre positif r(A) défini
par :
r(A) = sup |A|
Aec(A)

Théoréme 1.7. [43]

Si A un opérateur linéaire compact sur un espace de Hilbert H et A une valeur propre non
nulle de A, 'espace vectoriel E) = ker(A — AI) est de dimension finie.

20



Définition 1.20.

Une famille de projection E(A), —oo < A < +o0 dans un espace de Hilbert H, est appelée
résolution de l'identité ou famille spectrale si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) E(A)E(s) = E(min(A, 1), A, € R
(ii) E(—o00) = 0;E(400) =1

]
E(—co)x = lim E(M)x,
A——00
et
E(4o0)x = lim E(u)x, x € H,

U—00

(iii) E(A+0) =E(A), ot E(A+0)x = lir%E(A+s)x, xe€H
e—

1.4 Rappel sur les semi-groupes

1.4.1 Continuité uniforme des semi-groupes d’opérateurs linéaires
bornés

Définition 1.21. [8]
Soit X un espace de Banach, une famille a parametre T(t), 0 < t < oo, d’opérateurs li-
néaires bornés de X vers X, est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :
(i) T(0) = I, (I est I'opérateur identité sur X)
(ii) T(s +t) = T(s)T(t) pour tout t,s > 0 ( propriété des semi-groupes)
Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés T (t), est uniformément continu si :
lim||[T(¢t) = I|| =0
im|7(t)~ 1|

L'opérateur linéaire A défini par :

D(A) = {x €X: limw existe}

£L0
H T d*tT
Ax = lim (B)x—x = (t)x pour x € D(A)
t10 t dt |,

est le générateur infinitésimal du semi-groupe T(t), D(A) est le domaine de A.
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Remarque 1.4. [8]

Par cette définition, il est clair que si T(t) est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
uniformément continus, alors :

lim|| T(s) = (1)) = 0

Théoréme 1.8. [8]

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe uniformément
continu, si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.
Théoreme 1.9. [8]

Soient S(t) et T(t) deux semi-groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bor-
nes.

Si:
lim rt) —1 — A= hmw
t10 t t10 t

Alors :
T(t) = S(t), pourtout t>0.

1.4.2 Continuité forte des semi-groupes d’opérateurs linéaires bor-
nés
Définition 1.22. [8]

Un semi-groupe T(t), 0 < t < oo, d’opérateurs linéaires bornés sur X est un semi-groupe
fortement continu, d’opérateurs linéaires bornés si :

lifoq T(t)x =x pour tout x € X
t

Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X est appelé un semi-
groupe de classe Cy ou simplement un Cy semi-groupe.

Théoréme 1.10. [8]

Soit T(t) un Cy semi-groupe. Il existe une constante w > 0 et M > 1 tels que :

IT(t)]| < Me“" pour 0<t< oo
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Corollaire 1.1. [8]

Si T(t) est un Cy semi-groupe, alors pour tout x € X, t — T(t) est une fonction continue
de Ry (I'axe non négatif) dans X.

Théoréme 1.11. [8]

Soit T(t) est un Cy semi-groupe et soit A est son générateur infinitésimal. Alors :
a) Pour x € X
t+h

li
iy} s

t
b) Pour x € X, [ T(s)xds € D(A) et
0

t
A T(s)xds | =T(t)x —x
[

c) Pour x € D(A), T(t)x € D(A) et
d
aT(t)x = AT(t)x = T(t)Ax

d) Pour x € D(A)

T(H)x — T(s)x = /T(T)AxdT - /AT(T)xdT

S

Corollaire 1.2. [8]

Si A est un générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe T (t), alors D(A) le domaine de
A, est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Théoréme 1.12. [8] (Théoréme Hille-Yosida)

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe T(t) sur X
tel que || T(t)|| < Me“! avec M > 1 et w € R si et seulement si :
(i) Aest ferméet D(A) C X
(ii) L’ensemble résolvant de A contient |w, oo et

IR(A, A < M/(A—w)" pour A>w n=1,2,...
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On note que si un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe
T(t) sur X tel que | T(t)|| < Me“!, M > 1et w € R, alors

(o)
/e_AST )xds pour tous A >w et x € X
0

f/\s

] T(s)xds est une intégrale de Bochner et c’est la transformée de Laplace du semi-

groupe (T(t));
Corollaire 1.3. [8]

Soit A le générateur infinitésimal d'un Coy semi-groupe de contractions T(t). L'ensemble
résolvant p(A) de A contient le demi-plan ouvert droit, i.e,

p(A) D {A:ReA >0}

tels que :
1

< —
IR(A: A)] <

Corollaire 1.4. [8]
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe satisfaisant
IO < e,

si et seulement si,

i) Aestferméet D(A) = X

ii) L'ensemble résolvant p(A), de A contient I'axe {A : ImA = 0,A > w}, tels que :

1
—w

; <
IR A < 5
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CHAPITRE

2

METHODES DE REGULARISATION

On aborde dans ce chapitre le principe de quelques méthodes de régularisation. En
fait, cette partie est une introduction aux méthodes de régularisation les plus cou-
rantes : la méthode de Quasi-réversibilité, la méthode de Quasi-valeurs limites (quasi-
boundary value method) et on termine par une la méthode de Tikhonov. Pour une
lecture plus approfondie on propose de voir le livre de Kirsch [5].

Régulariser un probléme mal-posé, c’est le remplacer par un autre, bien-posé de
sorte que l'erreur commise soit compensée par le gain de stabilité. La principale dif-
ticulté dans l'application d"une méthode de régularisation a un probléme particulier
est la détermination du parametre de régularisation lui-méme.

2.1 Méthode de quasi-réversibilité modifiée pour un pro-
bleme de Cauchy mal posé

2.1.1 Introduction

Soit H un espace de Hilbert complexe, ot la norme et le produit scalaire sont notés
respectivement par ||-|| et (-, -).
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On considére le probleme de Cauchy rétrograde suivant :

u'(t) + Au(t) =0, 0 <t < T,u(T) = f, (FVP)
ou A:D(A): H— H est un opérateur linéaire, non-borné, avec D(A) = H,
A* = A, 3y > 0,(Au,u) > v||ul|?>,Vu € D(A).

Le probleme consiste a déterminer u(t) pour 0 < t < T a partir de la connaissance
de la condition finale u(T) = f.

Il est bien connu que ce type de probleme est fortement mal posé au sens d'Hada-
mard [18] ,c’est-a-dire : méme si la solution existe unique, elle ne dépend pas conti-
niment de f.

Puisque le semi-groupe S(t) = e !/ est irréversible, on souhaite trouver un opé-
rateur S, (t), « > 0 'proche’ de S(t) dans un certain sens, de fagcon que le probleme
(FVP) soit bien posé.

Parmi les stratégies d’approche de ce type de questions, on peut citer la méthode
de quasi-réversibilité proposée par [55] .L'idée principale de cette méthode consiste a
remplacer 1'opérateur A dans I'équation (FVP) par A, = gu(A).

Dans la méthode originale [55] proposent g, = A — a A2, pour obtenir un probleme
bien posé dans le sens inverse du temps, et dans la méthode de quasi-réversibilité mo-
difiée , [20] proposent ¢, = A(I —aA) L.

—t

On indique qu’en utilisant cette méthode, on est confronté a certaines difficultés.

La premiere résulte du terme correcteur (aA2) (opérateur d’ordre deux) ce qui
induit une difficulté sérieuse pour 'implémentation numérique, et la seconde consiste
dans le fait que le coefficient d’erreur (e(a)) résultant d’une petite perturbation de la

) 1 . e
donnée f est I'ordre ex.Pour toute ces raisons, on propose une modification de cette
méthode, en introduisant une nouvelle perturbation :

1
Ay =gu(A) = —p—Tln(oc+e*7’TA),tx <0,p>1
Le premier avantage de cette perturbation résulte du fait que (A, € Z(H)),ce qui
impliquer une position correcte du probleme perturbé dans les deux directions du
temps, le deuxiéme avantage réside dans la possibilité d’établir des résultats meilleurs
(optimalité de la méthode) par rapport aux résultats obtenus précédemment.

2.1.2 Préliminaire

Dans cette section on présente les notations et le cadre fonctionnel qui seront utilisés
dans cette analyse. On note par Ey,A > 7 > 0 la résolution de 1'identité associée a
I'opérateur A.
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Soit S(t) := e 4 = [dE, € £(H),t > 0, le semi-groupe engendré par — A. Quelques
4

propriétés de base de S(t) sont données par le théoréme suivant :
Théoreme 2.1. (voir [8], Chap.2, Théoréme 6.13, P. 74)

Pour cette famille d’opérateur on a :

1St <1,vt >0;

2. la fonction t — S(t),t > 0, est analytique;

3. pour tout r > 0 et t > 0, l'opérateur S(t) € £ (H,D(A"));

4. pour tout entier k > 0 et t > 0, ||S®(8)|| = ||A*S(t)|| < c(x)t™;
5. pour tout x € D(A"),r > 0ona S(t)A"'x = A"S(t)x.

Théoréme 2.2.

pour t > 0 est auto-adjoint, injectif et a image dense

(5(t) = S(£)", R(S(t)) = H).

2.1.3 Méthode de quasi-réversibilité modifiée
On introduit maintenant la méthode de quasi-réversibilité modifiée pour régulariser
le probleme (FVP).
Description de 1a méthode :

1. Soit v, la solution du probleme suivant :

o () + Agua(t) =0, 0< a <t < T,04(T) = f, (FVP),
ou l'opérateur A est remplacé par A,.
2. On injecte la condition initiale

v2(0) = ¢a
dans le probleme :
ul (t) + Aug(t) = 0,0 < t < T,u,(0) = @y, (IVP),

3. Enfin, on montre que
Du(f) = [[ta(T) = fl| — 0,0 — O
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2.1.4 Analyse de la méthode

Analyse de A, et ses conséquences

On commence 'analyse par une étude qualitative de la perturbation A, et ses consé-
quences. Pour 0 < a < ay =1 — e 1T, p > 1, on définit :

1
= = @ —— 7pTA
Ay = gu(A) o7 In(a + e )

= f—piTln(lx—kep“)dE;\.
0

Proposition 2.1.

Ona

1.1
1. Ay € Z(H) et | Ay < p—Tln(;);

2. Ay = A% > 00t AgAPv = A Agu,v € D(A?),0 > 0;
3. Yv € D(A), lim ||Ayv — Av|| =0;
a—0

4. Yv € H,S,(t)v = e *4«? — S(t)v,a — 0.
preuve.

1. La propriété A, € Z(H) découle directement des propriétés de la fonction
Sx, A > 7. En effet, le choix de a nous permet d’écrire

at+e P <agt+e 1<

ce qui implique que

1
- - —rTry >
8u = ga(7) o7 In(a +e7777) > 0.

D’autre part

— . 1
p:= lim gu(A) — p—Tln(oc > 0).

A—>+00

On remarque que g, > 0, ce qui montre que g, " et sup = Z,. D’apres la
A>y
représentation spectrale de g,(A), A > 7, on conclut que A, € Z(H).
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2. La propriété (2) résulte directement du calcul fonctionnel et les propriétés de A.

3. Soitv € D(A),on a

1
Ay = T In(a + e P A1 Av.

Notons
1 o
Bu= ———In(x+e PTA)A1 = / Ma(A)dEy,
P 0
1
ott My(A) = ——1In(a + e PTA)A~1. De la définition de a, on remarque que

pT
Mgy (A) > 0, pour tout A > . De plus

My(A) =1— pl—T In(1+ aePTHA=1 > 0.

Ce qui implique M, (A) < 1, pour tout A > <. Par conséquent, l'opérateur B, est
uniformément borné ,i.e.,||By|| <1,V0 <a <1—e T, Soit v = e PT4h, h € H.
On calcule

+o0 2
1
|(Bs — I)v||* = / (—T In(1+ aeP“)A—1> e 2PTAA||Eph 2. (ax)
5 P
En vertu ”In(1+ x) < x, x > 0" la quantité (a,) peut étre dominée comme suit :

2
14
I8 = DolP < (55 ) 12— 06— 0,

ce qui montre que B,v — v dans H, quand « — 0, Va € R(S(pT)).Mais
R(S(pT)) est dense dans H et B, est uniformément borné sur H. Ainsi, par le
théoreme du prolongement par continuité, on a

Yv e H,Byv — v,a —> 0.

En particulier pour v € D(A), on obtient

Ay = B,Av — Av,a — 0.
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4. Puisque A, € Z(H), alors on peut définir

_t 40 t
Su(t) = e e = (lX —|—e_pTA> = ) ( n') Ay, teR.
n=0

Il est claire que ||Sx(t)]| < 1, ¢t > 0. D’'oit S4(t), t > 0 est un semi-groupe de
contraction sur H.
On a

=S (1) = —An(H)Sa(t)
et

Su(t) — Sp(t) = J%(Sﬁt—r)sa( 7)) dt

t
0
D'ot, Vt >0, 0<a, B<1-— e 7T, h € D(A), on obtient I'estimation
ISx(Eh = Sa(t)h] <t Agh— Adhl,

ce qui montre que S,(f)h est une suite de Cauchy dans H, uniformément par
rapport a t € [0, T]. Comme S,(t) est une contraction et D(A) est dense H, alors
la limite

Sa(t)h — S(t)h, a—0, t>0

se prolonge pour tout 1 € H et uniformément par rapport a t € [0, T|. Il est clair
que S(t) € £ (H) est un semi-groupe de contraction sur H.
Soith € D(A), t > 0, alors

IS(E)h = Su(t)h]| =

[ d
of E(S(T)Sa(t — 7)d7)

< OftHSa(t —T)(A — Ay)S(T)h||dT

t
< JIA- AS()h]dr.
0

De l'inégalité
|AaS(T)R| = || BeAS(T)h|| < [|S(T)Ah|
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vient
[(Ax — A)S(T)h|| < 2[[S(T)AR]|.

Puisque ||S(T)Ah|| est continue comme fonction de t, une application du théo-

reme de Lebesgue de la convergence dominée donne

t
lim [|S(£)h — Sa(E)h]| < / lim ||(A — Ag)S(7)h||dT = 0.
a—0 " a—0

Ce qui implique que S,(t) — S(t) = S(t) sur D(A), quand a — 0. Grace a
la densité de D(A) dans H, on conclut que S, — S(t) = S(t) sur H, quand

o — 0.

Remarque 2.1.

Par un calcul direct, on peut montrer que
Vhe H, Su(t)h — S(t)h, a — 0.

En effet, soit v = e PTAL, L e H, on calcule
+o0
IS0 =Sl = [ ((@te?™) — e ) e Eai
Y
et a +e PTA <1, la fonction

_t _t

Mu(A) = (@ +e 7T —e it = i1 (1 4+ e™)77 —1)

peut étre dominée comme suit :

t pT/\(IX _|_e*pT)\)pLT
pTe X pTA
MN(A) = (1 —+ LaePT}\) = ;ep :
pT

Ce qui implique

+oo 2
IS(t)0 = S0l = | MurPe BRI < (5) 112 —>0, & —o
v

En vertu de la densité de R(S(pT)) et ||Sa(t)|| < 1, > 0, on conclut que
Vhe H, Su(t)h — S(t)h, a— 0.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.1.
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Remarque 2.2.

Dans la proposition 2.1, on a justifié que la perturbation proposée donne une bonne ap-
proximation de A. Ainsi, on peut espérer que cette perturbation produira un effet réqularisant

significatif.

Résultats de convergence

Il est important de caractériser la classe admissible pour laquelle le probleme (FVP)
admet une solution. La réponse a cette question est donnée par le lemme suivant :

Lemme 2.1.

Le probleme (FVP) admet une solution unique, si et seulement si f € C1(A). Dans ce cas,
elle est donnée par :

u(t) =eT=HAf (2.1)

preuve.

+00
Si f € C1(A), ie, [ eTd||E\f||* est finie, alors on définie u(t) = elT"HAf =
7
e e f On voit que u(t) donnée par cette expression vérifie 1'équation (FVP).
Maintenant, si on suppose que u(t) = el ~!f est solution de '’équation (FVP), alors

—+o00
u(0) = e f € H si et seulement si ||u(0)|| = eTf = [ e*TAd||E,f|? est finie. O
0

Remarque 2.3.

En utilisant le cadre théorique des semi-groupes et les propriétés de S,(t), on montre le
théoreme suivant :

Théoréme 2.3.

Pour tout f € H, la fonction

(T-1)

Uy = e(T_t)A“f = (lX + e_pTA> G f (2.2)

est 'unique solution du probleme (FVP), et elle dépend continfiment de f.
Pour montrer la dépendance continue de v, de f, on calcule

lva(B)]] =

o™ f| < QI < QI = el @
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A partir de (2.2) on construit

1
Py = Ua(()) = (D‘ +e—pTA) ’ f
Théoréme 2.4.

Le probleme (IVP),, est bien posé, et sa solution est donnée par :

_1
Ha(t) = S(t)gu = e (w+eTA) 7 £, (2.4)
Corollaire 2.1.

0
Si f€Ciig(A), 0 >0,alors sup ||us(t) — u(t)| converge vers zéro, avec I'ordre av
0<t<T
se termine par ce travail par la construction d’une famille d’opérateurs régularisante pour le
(FVP).

Définition 2.1.

Une famille d’opérateurs {R(t),a > 0,t € [0, T|} C Z(H) est dite famille d’opérateurs
régularisante pour le probleme (FVP) si pour toute solution u(t), 0 < t < T du probleme
(FVP) avec la condition finale f, et pour tout 5 > 0, il existe un choix a(6) > 0, tel que

a(6) — 0,6 — 0, (%)
IRu(s)fs —u(t)[| — 0,6 — 0, (%),

pour tout t € [0, T| dés que fs satisfait || fs — f|| < 0.

1
On définit Ry(t) = e A (a +e PT4) 7, + >0, a > 0; il est clair que Ry (t) € L (H).
Dans ce qui suit, on montre que R, (t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le
probleme (FVP).
Théoréeme 2.5.

On suppose que f € C1(A), alors (%) a lieu.

preuve.
On a
Hu(t) = [IRa(t) fa — u(t) || < [IRa(t)(fu = F)Il + [IRa(t)f — u(®)[| = A1(t) + B2(t), (2.5)
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m = IR =PI < () 26)
et
Ba(t) = [Ra()f — u(t)]]. )

choisissons a = /3, alors a(8) — 0,6 — 0, et

M(t) <8 —50,6 — 0. (2.8)
On obtient
Mo(t) = |[ua(t) — u(t)]] — 0,6 — 0, 2.9)

uniformément par rapport a t. En combinant (2.8) et (2.9) on obtient

sup |Re(t)fs — fll — 0, &6 — 0. (2.10)
0<t<T

Ce qui montre que R, (t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le probleme
(FVP). O

Par des calculs similaires a ceux utilisés pour établir les résultats précédents, on
montre que

Mo(t) < Clp,t, T)ar™||f|li, >0, 2.11)

avec
pT+t pT—t +

C(p,t,T)=p 7 (pT—t) 7" 7T <1.

remarques et conclusion

Pour comparer ces résultats avec les résultats obtenus en utilisant les méthodes
Q.R. de LATTES et LIONS, la méthode Q.R.M. de GASEWSKI et ZACCARIAS, on
rappelle les résultats obtenus par ces deux méthodes :

e La méthode (Q.R.) :

U (£) = e—tAeT(A—zxAz)f’ (Sor.)

avec le coefficient d’erreur e(x) = el/%,

34



e La méthode(Q.R.M.) :

1o (1) = e tAeTA(A+ad) " ¢ (Sqr.M.)

avec le coefficient d’erreur e(a) = e!/*.

1. Dans le cas p = 1, la représentation de u,(.) coincide avec la représentation
(Sg.p.v.) obtenue par la méthode (Q.B.V)) , avec le méme coefficient d’erreur

e(a) d’ordre %.

2. Dans les méthodes (Q.R.) et (Q.R.M.) le coefficient d’erreur e(a) est de 'ordre
1
eu,

1 1/
1\? 1 P
On remarque que pour p > 1, (E) < er et (E) < L pourp > 1.

2.2 Laméthode de Quasi-valeurs limites (quasi-boundary
value method) [49]

Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H ot —A est le généra-
teur infinitésimal d’un semi-groupe compact de contraction dans H. On considere le
probleme de trouver u : [0; T| — H tel que :

{u’(t) +Au()=0 0<t<T (FVP) 212

u(T) = ¢

pour une certaine valeur finale ¢ dans H. Ce probleme n’est pas bien-posé car si une
solution unique existe sur [0; T], elle ne va pas dépendre contintiment de la valeur
finale ¢ : Ce type de problémes a était considéré par plusieurs auteurs utilisant des
approches différentes, comme Lattes et Lions [55], Lavrentiev [41],ils ont approché
(FVP) en perturbant 1'opérateur A.

Un probleme similaire a était traité d’une autre maniére voir [36], [26]. En pertur-
bant la condition de la valeur finale, ils approchent le probleme (FVP) par :

! = <t <
{” +Au =0, 0st=T oBvP) (2.13)

au(0) +u(T) =¢

une approche similaire est connue comme la méthode des conditions aux limites auxi-
liaires et donnée dans [14]
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Selon cette méthode, G.Clarck et S.Oppenheimer [26], ont approché le probleme (FVP)
par:

{u’(t) + Au(t) =0, 0<t<T (2.14)

au(0) +u(T) = ¢
Ce qui a permis d’obtenir des estimations explicites, concernant 1'ordre de conver-
gence des approximations. L'erreur introduite par de petits changements dans la va-
. . . 1
leur finale ¢ n’est pas exponentielle mais, de l'ordre de L, Sur [0; T] : Il montra que

ce probléme est bien posé pour tout & > 0 et que, les approximations u, sont stables.
Il montra aussi, que u,(T) converge vers ¢ quand tend vers zéro et, que les valeurs
uy(t) convergent sur [0; T|] si et seulement si (FVP) admet une solution.

Exemple

Soit A un opérateur auto-adjoint positif sur un espace de Hilbert H. On considere le
probleme de trouver u : [0, T| — H, tel que :

WD) = f (FVP) (2.15)

pour une certaine valeur finale f dans H.
Ce probleme a été traité dans [ [36], [26], [67]] de cette maniere :

{u’(t)+Au(t) =0 0<t<T
)

(Q.B.V.P) (2.16)

u' + Au =0, 0<t<T
au(0) +u(T) = f

Soit {E) } >0 est une mesure spectrale associée a 'opérateur A dans H, alors pour
tout f € H on peut écrire :

f= / dE, f (2.17)
0

Sile probleme (FVP) (resp(Q.B.V.P)) admet une solution u(resp u,) alors cette solution
peut étre représentée par :

u(t) = / MT-DJE, (2.18)
0
respectivement :
T e At
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Alors :

, 0o _Ae—)\t

Et nous avons 'estimation suivant :
—l
(1+In(T/a)) !

lua(B)]] < — Vte[0,T],f e H (2.21)

oua <eT
Maintenant, nous donnons le résultat de convergence.

Théoréme 2.6.

Pour tout f € H, uy(T) converge vers f dans H, lorsque « tend vers zéro.
Théoréme 2.7.
Pour chaque f € H, le probleme (FVP) a une solution classique donnée par (2.18) si et

seulement si la suite (1,(0))a>0 converge dans H. De plus, on a alors que u,(t) converge
vers u(t) dans C1([0, T], H) lorsque « tend vers zéro.

Théoréme 2.8.

Si la fonction u donnée par (2.18) est une solution classique du probleme (FVB), et uS est
une solution du probleme (Q.B.V.P) pour f = f;, telle que || f — fs|| < 6 alors on a :

4(0) ~ w ()] <1 +1n5) " 02)

oit c = T(1+ ||Au(0)]).

Remarque 2.4.

D’aprés (2.22), pour T > e ' ona:

1)*1. (2.23)

[4(0) — uz (0)[| < c(in 5

Remarque 2.5.

Sous I'hypotheése du théoréme ci-dessus, si on note U, la solution du probleme (FVP) pour
f — fs5, en utilisant la méthode de Quasi-réversibilité [55] on obtient I'estimation suivante :

J4(0) ~ UZ(0)]| < ca(in 3)~2" (2.24)
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Théoréme 2.9.

S’il existe un ¢ €10,2] tel que :

o0

/ A% || dE, |12 (2.25)
0

converge, alors u,(T) converge vers f d’ordre afe~2 lorsque o tend vers zéro.

Corollaire 2.2.

S’il existe un ¢ €10,2] tel que :
/)\ s+2’y (e+2) ATdHE f||2 (2.26)
0

oit v = 0,1, converge alors u, converge vers u dans C'([0,T], H) d’ordre de convergence
afe 2,

2.3 La méthode de Tikhonov [51]

Dans cette partie A : X — Y ; désigne un opérateur linéaire et borné défini entre deux
espaces de Hilbert X et Y.
Cette méthode de régularisation consiste a résoudre le systéme linéaire

qui revient a minimiser
[Ax —ylly

telsquex € X;y € Y:
Si X est de dimension infinie et 'opérateur A est compact, ce probleme de mini-
misation est aussi mal-posé, voir le lemme suivant :

Lemme 2.2.

Soient A : X — Y; un opérateur linéaire et borné et y € Y. Il existe X € X tel que
|AX — y|ly < ||Ax — yl|y, pour tout x € X si et seulement si X € X; est une solution de
I'équation :

A*Ax = A%y (2.28)
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On se donne A : X — Y; un opérateur linéaire et borné et y € Y et on veut
déterminer x* € X, qui minimise la fonctionnelle de Tikhonov :

Ja(x) = | Ax — y[|* + o[ x| (2.29)
On a le théoréme suivant :

Théoreme 2.10.

Soient A : X — Y ; un opérateur linéaire et borné et « > 0. La fonctionnelle de Tikhonov
Jo admet un seul minimum x € X. Ce minimum est la solution unique de I'équation

ax® + ATAx* = A%y (2.30)

Pour la démonstration de ce théoréme voir [5] p.37.
La solution de I’équation 2.30 peut étre écrite sous la forme x* = R,y, tel que :

Ry = (al + A*A)1A* Y — X (2.31)

En choisissant un systeme sipgulie.r (#j,xj,yj) pour I'opérateur compact A, on voit
que R,y admet la représentation suivante :

Ry =Y 1 (y,y)x }:

n= O“—'—]’l]

y,y] xj, yeyY (2.32)

avec : q(a, p) = - +2 5. Cette fonction g est appelée la fonction filtre.

Théoréme 2.11.

Soit A : X — Y un opérateur linéaire et compact et a > 0 :
a) Lopérateur ol + A*A admet un inverse borné. L'opérateur R, : Y — X défini

par 2.31 forme une stratégie de régularisation avec ||Ry| < ﬁ On l'appelle la méthode

de régularisation de Tikhonov. R,Y? est déterminé comme la solution unique x*° € X de
I"équation du second espece.

X0 4 A*Ax® = A%y (2.33)
Chagque choix a(6) — 0(6 — 0) avec (25) — 0(0 — 0) est admissible.

b) Soit x = A*z € Im(A*) avec ||z|| < E. On choisit a(8) = < pour ¢ > 0; alors
I'estimation suivante est vérifiée :

[x49)8 x| < % (% + \/E) V/oE (2.34)
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c) Soit x = A*Az € Im(A*A) avec ||z|| < E. Le choix a(6) = c(%)%, pour ¢ > 0, donne
'estimation de 'erreur :

2
3

QI

5 (2.35)

1
4 ) < (37 Ve E

Pour cela, la méthode de régularisation de Tikhonov est optimale pour ||(A*)~'x|| < E oi
J(A*A)1x]| < E.

Les valeurs propres de A tendent vers zéro et les valeurs propres de al + A* A sont bornées
loines de zéro par « > 0.

Du théoreme précédent, on observe que a a été choisi d'une fagon a dépendre de
§ et qu’il converge vers zéro quand J tend vers zéro mais pas plus vite que 5°.

Théoréme 2.12.

Soit K : X — Y un opérateur linéaire compact et bijectif tel que 'image Im(K) est de
dimension infinie. De plus, soit x € X; et on assume qu’il existe une fonction continue :
[0; +-00[— [0; 400 avec a(0) = 0, telle que

lim[|x*®)4 — x[|65 =0
6—0

pour tout y — Y avec ||y* — Ax|, oit x*(9)% € X résout 2.33. Alors x = 0.

La démonstration détaillée de ce résultat se trouve dans le livre de Kirsch [5].p.39.

La méthode de régularisation de Tikhonov n’est pas optimale pour des hypothéses
plus fortes sur la solution x.

Le choix de « dans le théoreme 2.11 est mis a priori, c’est-a-dire avant de commen-
cer le calcul de x*, choix a posteriori.
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CHAPITRE

3

REGULARISATION SPECTRALE
TRONQUEE POUR UN PROBLEME
PARABOLIQUE NON LINEAIRE MAL
POSE

3.1 Introduction

Soit H un espace de Hilbert sur le corps des réels ou complexe, et soit

A : D(A) C H — H un opérateur non borné auto-adjoint a domaine dense . Pour
T > 0 et ¢ € H on s’'intéresse a la résolution du probleme de la valeur finale non
linéaire désigné brievement comme le FVP non linéaire,

u(t) + Au(t) = f(tu(t)), 0<t<rt (3.1)
u(t) = ¢, (3.2)

ot f(+,-) est une fonction a valeur dans H définie sur [0, T] x H. On sait que le pro-
bléme ci-dessus est mal-posé (cf.Goldstein [15]) du fait qu'une petite perturbation
dans la valeur finale ¢ peut conduire a un grand écart de solution. C’est pourquoi
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une certaine méthode de régularisation doit étre utilisée pour obtenir des solutions
approchées stables.

Il existe beaucoup de méthodes de régularisation pour le FVP parabolique. Voici
quelques-unes des méthodes dans littérature.

(a) Méthode de Quasi-réversibilité : Cette méthode est basée sur la considération
d’une perturbation de l'opérateur A et elle a été introduite par Lattes et Lions (cf.
[55]) pour le FVP homogene linéaire. D’autres auteurs ont également utilisé cette
méthode pour le FVP homogene linéaire (voir par exemple Boussetila et Rebbani
[44], Miller [30] et Showalter [56]). Dans [1], Jana et Nair ont utilisé cette méthode
pour le FVP linéaire non homogeéne. Dans [37], Fury a utilisé cette méthode pour
des problemes semi-linéaires non autonomes. Dans [48], Tuan, Trong et Quan ont
envisagé une approche similaire pour le FVP non linéaire non homogeéne avec le
terme non homogene f(u(f)).

(b) Méthode de Quasi-valeur limite : Cette méthode est basée sur la considération
d’une perturbation dans la valeur finale et elle a été utilisée par Clark et Oppenheimer
(voir [26]), Denche et Bessila (voir [38]), Denche et Djezzar (voir [39]) pour le FVP
homogene linéaire.

(c) Méthode de régularisation spectrale tronquée : Cette méthode est basée sur la
troncature de la représentation spectrale d'un opérateur. Dans [46], Tuan a considéré
cette méthode pour le FVP homogeéne linéaire. Cette méthode a été envisagée pour le
FVP linéaire non homogene (voir par exemple Jana et Nair [2] et Tuan et Trong [47]).

Dans ce travail, on considere la méthode de régularisation spectrale tronquée pour
le FVP non linéaire non homogene (3.1) — (3.2).

On peut rappeler qu'une fonction u : [0, 7] — H est une solution du FVP (3.1) —
(3.2) si u est différentiable sur [0, 7| et satisfait (3.1) — (3.2). Nous verrons que si u(-)
est une solution de (3.1) — (3.2), alors elle satisfait I’équation intégrale

e E ¢ — eCTDAE, f(s,u(s))ds 0<t<T, (3.3)
0~ /]

0

dans certaines conditions appropriées sur ¢ et f(-,-), ot Ejy : A > 0 est la résolution
d’identité de I'opérateur A. On définit la solution lisse du FVP non linéaire donnée par
(3.1) — (3.2) comme la solution de "équation intégrale (3.3). Notons qu’en raison de

[e9)

la présence de I'opérateur non borné ¢ — [ e(""Y*dE, ¢, le probleme de trouver une
0

solution lisse est mal posé. Par conséquent, une méthode de régularisation doit étre

utilisée pour obtenir des solutions approchées stables. Dans ce travail, on considere
la solution régularisée ug(t,¢) comme la solution de ’équation intégrale obtenue a
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partir de (3.3) par troncature, c’est-a-dire que ug(t,¢) est une solution de

B T P
up(t,9) = [T dE g~ //emdmsu,s(sqb)) 0<t<t, (34
0 0

pour B > 0. Dans des conditions appropriées sur ¢ et f, I'existence, la régularité et la
convergence des solutions régularisées sont prouvées lorsque la valeur finale est aussi
bruitée qu” exacte.

Dans la section 2, on donne les résultats préliminaires requis pour cette analyse.
Dans la section 3, on définit la solution générale (mild) pour le FVP non linéaire et
on prouve l'existence d’une solution générale (mild) dans certaines conditions. Dans
la section 4, on définit les solutions régularisées. Dans la section 5, on montre la
convergence des solutions régularisées vers la solution générale (mild), et on dérive
une estimation d’erreur lorsque la valeur finale ¢ est aussi bruitée qu’exacte, et on
déduit de nombreux résultats comme cas spéciaux.

3.2 Préliminaires

Tout au long de ce travail, C([0, T]; H) représente 1’espace de Banach de toutes les
fonctions continues a valeurs H dans [0, 7] avec la norme

o]0 = Sup lo(®)l, v C([0,7]; H).

De plus, L!(]0,7]; H) désigne 'espace H de toutes les fonctions mesurables de Le-
besgue h sur [0, 7] tel que

/||h(t)||dt <o,
0

ou l'intégration se fait au sens de Lebesgue. On désigne le domaine et I'image d'un
opérateur T par D(T) et R(T), respectivement.

3.2.1 Quelques conséquences du théoréme spectral.

Soit A : D(A) C H — H un opérateur non borné positif auto-adjoint a domaine dense
défini sur I’espace de Hilbert H. On rappelle le théoréme spectral (cf. Yosida [32]) que

Ag = /AdEw, ¢ € D(A)
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D(A) = {(p €H: /A2d||E/\g0||2 < oo}.
0

De plus, pour toute fonction continue ou continue par partie 1 : [0,00) — [0, 0),
I'opérateur h(A) est défini par

o0

n(A)g = [ h(N)dErg, @ € D(h(4)),
0
IXMA»{¢EH:/mm%za¢2<w}
0

Et dans ce cas : -
In(A)pl? = [nAPd|Erg|? ¢ € D(h(A)).
0

tA

En particulier, pour t > 0, 'opérateur e’ est donné par :

el = /e)‘tdE,\(p, Vo € D(e')
0

DM ={pecH: /eZAthEAgOHZ < 00} .
0

De plus, on peut voir pour t > 0

(e¢]
e A= /e_MdEA,
0

D(e ') = {(p €H: /e_2)‘td||E/\go||2 < oo} = H.
0

On note aussi que {e '4 : t > 0} est une famille d’opérateurs linéaires bornés sur
H qui est un semi-groupe fortement continu, dont — A est le générateur (cf. Pazy [8]),
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et |[e~*4|| < 1 pour tout t > 0. En utilisant la représentation spectrale, ce qui suit peut
étre prouvé facilement. Pour t > 0,

R(e ™) C D(e') et (3.5)

e et =1 sur D(efd) et ee ™ =1 sur H. (3.6)

~t4 est un opérateur injectif avec un espace D(e!4), et !4

tA

Observons que pour t > 0, e
est un opérateur fermé bijectif dont I'inverse est e~

3.3 Solution générale (mild) et existence

On utilise le lemme suivant pour les prochains résultats.

Lemme 3.1.

Soit F : [0,7T] x H — H une fonction mesurable de Borel satisfaisant aux conditions
suivantes :
(i) il existe gy € H, tel que la fonction s — F(s, o) appartient a L*([0, t]; H).
(i1) il existe ¢ > 0 tel que ||F(s, ¢1) — F(s, 92)|| < ¢||@1 — @2|| pour tous ¢1, 92 € H et pour
tout s € [0, T].
Alors pour chaque w € L'([0,]; H), la fonction s — F(s,w(s)) appartient a L*([0, t]; H).

preuve.

Soit w € L1( [0, T]; H). Puisque F est fonction mesurable de Borel, il s’ensuit que la
fonction s — F(s,w(s)) est mesurable. Ainsi, en utilisant (i) — (ii), on a

J’HF(s,w(s))nds < ||F<s,<oo>||ds+Oan(s,w(s))—P(s,(po>||ds

<

C =P —n

T
IE(s, ¢o)||ds +Cof\IW(S) — ¢ol|ds < co.

Ainsi, s — F(s,w(s)) appartient a L'([0, ]; H). O

Théoréme 3.1.

Soit u : [0,7] — H une solution du FVP (3.1) — (3.2). On suppose que f(-,-) est la
fonction mesurable de Borel satisfaisant I'une des conditions suivantes :
(i) La fonction s — f(s, @) est dans L'([0,T]; H) pour certains ¢ € H , et

1f (s, 91) = f(5, 92) || < xll@1 — @2
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pour tout @1, @y et pour tout s € [0, T] oit k > 0.
(ii) La fonction f : [0,7] x H — H est continue.
Alors
(1) s = f(s,u(s)) appartient a L' ([0, 7]; H),

T

(2) pour chaque t € [0,7], ¢ — [ e~ T4 f(s,u(s))ds appartient a D(e(T=H4) et
t
(3)u satisfait

u(t) = oA («P -/ e“S>Af<s,u<s)>ds)

t
pour tous t € [0, T].

De plus, si ¢ € D(e™), f(s,u(s)) € D(e?) pour tous s € [0,7] et s — e f(s,u(s))

appartient a L' ([0, 7], H), alors

T

u(t) = eTH4p — /e(s_t)Af(s,u(s))ds (3.7)

t
pour tout t € [0, T].

preuve.

On utilise la procédure de Pazy [8] pour trouver la solution générale (mild) du
probleme de Cauchy abstrait linéaire non homogene a valeur initiale. Soit

w(s) =e T9(s), 0<s<t
En prenant la dérivée de w par rapport a s, on obtient
w'(s) = Ae T4y (s) + e~ (T5)4y/ ().
Maintenant utilisant (3.1), on obtient
w'(s) = Ae (T9)Ay(s) — Ae=(T5)4y(s) 4 e (T4 f(s,u(s))
e~ (A (s, u(s)).
si f(-,-) satisfait a la condition (i) par le lemme 3.1, s — f(s,u(s)) appartient a
LY([0, 7]; H).
si f(-,-) satisfait a la condition (ii), alors s — f(s,u(s)) est continue. Dans tous les
cas s — f(s,u(s)) appartient a L'([0,7]; H). Donc s +— w'(s) = e ("=)4f(s,u(s))
appartient a L!([0, 7]; H). Maintenant, on intégrant w’ de t a T, on obtient
T
w(T) — w(t) = / e~ (T4 £ (s, u(s))ds,

t
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i.e.,
T

e (DAY (1) = ¢ — / e~ (T4 £ (s, u(s))ds.

t

T

D’aprés I'équation ci-dessus, il est clair que ¢ — [e~ (794 £(s,u(s))ds appartient a
t

D(el™HA4) et

u(t) = e(TH4 (qb - /e(TS)Af(s,u(s))ds) (3.8)

t

T
Puisque : e(T")4 est un opérateur fermé (voir(3.6)) et [ e~ (794 f(s,u(s))ds existe
t
sous les hypotheses f(s,u(s)) € D(e’) pour tous s € [0,7] et s — e f(s,u(s))
appartient a L!([0, T]; H), par le théoréme de Hille pour ¢ € [0, 7] on a:

T T

e(Tt)A/e(Ts)Af(s,u(s))ds = /e(St)Af(s,u(s))ds.

t t

Ainsi, si ¢ € D(e™), f(s,u(s)) € D(e’d) pour tous s € [0,7] et s — e f(s,u(s))
appartient a L!([0, 7]; H) alors de (3.8) on obtient

T

u(t) = e(THAp — /e(St)Af(s,u(s))ds.

t

Ceci complete la preuve O

Au vu de la derniére partie du théoreme 3.1, on définie la solution générale (mild)
de (3.1) — (3.2) comme suit.

Définition 3.1.

Etant donné ¢ € D(e™) et une fonction mesurable de Borel
f :[0,7t] x H— H, une fonction u : [0,T] — H est appelé une solution générale du FVP
non linéaire donnée par (3.1) — (3.2) si
(i) f(s,u(s)) € D(e%4) pour tout s € [0, 7],
(ii) s — A f (s, u(s)) appartient a L' ([0, 7], H) et

(iii) u(t) = e(TDAp — [el=DAf(s5,u(s))ds, 0<t< T
t
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Remarque 3.1.

La définition d’une solution générale (mild), pour le probleme parabolique linéaire non
homogene donnée par Jana et Nair [2], coincide avec la définition ci-dessus lorsque f(t, u(t))
est remplacé par f(t).

Remarque 3.2.

Par le théoreme 3.1, si u(-) est la solution du FVP non linéaire donnée par(3.1) — (3.2)
alors c’est une solution générale si
(i) ¢ € D(e™),
(ii) f(s,u(s)) € D(e%4) pour tout s € [0.7] et
(iii) la fonction s — e (s, u(s)) appartient a L' ([0, 7], H).
Cependant, une solution générale n’a pas besoin d’étre une solution par exemple choisissons
f(-,-) = 0et ¢ € D(e™) mais ¢ ¢ D(Ae™). Alors la solution générale est de la forme
u(t) = e(m=H44. Notons que

u(h) —u(0) _

lim = —AeTAgb.

h—0

puisque ¢ ¢ D(Ae™), u(-) n'est pas différentiable en 0. Par conséquence, u(-) n’est pas une
solution.
maintenant on prouve l'existence d'une solution générale sous certaines conditions en

fGr).

Pour cela on utilise les lemmes suivants.

Lemme 3.2.

Soit T : C([0, T]; H) — C([0.7]; H) tel qu’il ¢ > 0 satisfaisant
IT(0)(t) — /H s)lds 0<t<T (3.9)

pour tous v,w € C([0,7]; H). Alors T a un point fixe unique.

preuve.
On montre que l'opérateur T est une contraction par rapport a une nouvelle norme

complete sur C([0, T]; H), de sorte que par le principe de cartographie de contraction
T a un point fixe unique. Par hypothese,

IT(@)(t) - / [o(s) — w(s)|ds.
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Par conséquent, pour toute 7 > 0,

|| T(v)(t) = T(w)(t)||

N

Cjetﬂ“v(s) — w(s)|ds

T
cfe(t_s)”eS”Hv(s) —w(s)||ds

NN

t
Ky sup e¥[|o(s) —w(s)ll,

0<s<t

T

Ky, = c/e(ts)”ds = E(1 — e~ (T,
Ul

t

maintenant, soit
[ofly = sup e[[v(s)[|, © € C([0,7]; H).

0<s<T

Notons |||, est la norme sur C([0, 7]; H) et elle satisfait
[olleo < [lolly < e™[[o]lee Vo € C([0, 7]; H).

Donc, C([0, 7]; H) est un espace de Banach par rapport a ||.||; et K, < 1 chaque fois
1 > c. Ainsi, pour 7 > ¢, T est une contraction par rapport a la norme complete |. ||,
sur C([0, T]; H). O

Lemme 3.3.

Sih € C([0,7]; H), alors la fonction t — e *Ah(t) est continue.
preuve.
Soient t,ty € [0,7] et ¢(t) = e *4h(t). En utilisant |e 4| < 1,

lp(t) = p(to)ll < lle™ A (h(t) — h(to)) || + [|(e* — e~ h(to)]|
< (1) = h(to) | + (e — e~ h)h(to) .

Puisque pour chaque ¢ € H,t +— e '4¢ (cf. Pazy [8]), thr? P(t) = P(to). O
—o
Théoréme 3.2.
Soient ¢ € D(e™) et f: [0,7] x H — H satisfaisant aux conditions suivantes :
(i) Pour chaque ¢ € H, f(s, @) € D(e%?) pour tout s € [0, 7| et la fonction

(s, 9) — e f(s, @) est mesurable de Borel.
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(ii) pour certain g € H, la fonction s — e f (s, @o) appartient a L' ([O, 7]; H).
(iii) il existe k > O tel que

(£ (s, 1) = f(s, 92)) | < xllg1 = @2
pour tous @1, 2 € H et pour tout s € [0, T|.
Alors la fonction s + e f(s, w(s)) appartient a L*([0, T]; H) pour tout w € C([0,7]; H) ,
et il existe une unique u € C([0, t]; H) tel que
T
u(t) = elTDAg _ / e=DAF (s, u(s))ds, 0<t<t.
0
preuve.

Par le lemme 3.1 pour w € C([0,7]; H), la fonction s +— 54 f (s, w(s))
appartient a L!([0, 7]; H). Pour w € C([0, 7]; H), soit

T
Glw)(t) = "9 — [ DA (s, w(s))ds,
t
qui peut aussi s’écrire

G(w)(t) = e e — e—tA/esAf(S’w(S))dS.

t

Puisque {e~*4 : t > 0} est un semi-groupe fortement continu, t — e *4e™¢ est
continu. De plus, puisque la fonction s + e f(s,w(s)) appartient a L'([0,7]; H),

T
t — [eAf(s,w(s))ds est continue. Donc, par le lemme 3.3, G(w) € C([0,7]; H) de
t
sorte que l'application G : C([0,7]; H) — C([0,7]; H) est bien défini. On prouve que
G a un point fixe unique. a cet effet, on observe que

IG()(t) - / Jo(s) - w(s)|ds (3.10)

pour tous v,w € C([0,7]; H) et pour tout t € [0, T]. En effet, en utilisant ||e~*4|| < 1 et
la condition (iii), on a
T
IG@)(1) = Gw)(®) < [lle [l (f(s,0(s)) — f(s,w(s)))ds

T

< x [llo(s) —w(s)l|ds.

t

—~
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Par conséquent, par le lemme 3.2, G a un point fixe unique, de plus la conclusion du
théoreme est vraie. O

3.4 Régularisation

Soit u(-) la solution lisse du FVP non linéaire donnée par (3.1) — (3.2) selon la défi-
nition 3.1. C’est,

T

u(t) = [eNdEp— [ [eTIEf(su(s))ds, 0<t<T (3
0 t 0

Ou ¢ € D(e™) et f: [0,7] x H— H une fonction mesurable de Borel satisfaisant aux
conditions (i) — (iii) dans la définition 3.1. Puisque ¢ + [ e(""HAdE,¢ un opérateur

0
non borné, c’est clair de (3.11) que la dépendance de u(-) sur ¢ n’est pas continue.

Pour obtenir une approximation stable de u(t), une méthode de régularisation doit
étre utilisée. Dans ce but, on définit ug(t, ¢) comme la solution de I'équation intégrale
obtenue a partir de (3.11) par troncature, c’est-a-dire que, ug(t, ¢) est une solution de

T B

p
ug(t, ¢) = /e(T_t)AdE/\(P— //e(s_t)AdE,\f(s, ug(s,¢))ds, 0<t<T (3.12)
0 t 0

pour B > 0. On montre que I'équation intégrale non linéaire (3.12) a une solution
unique, et la solution est, en effet, une solution régularisée sous certaines hypotheéses
sur f(-,-). Pour cela, on utilise le lemme suivant.

Lemme 3.4.

Soient p € Het 0 <t < s < 1. Alors pour > 0

p
[ dEg|| <P g
0

preuve.
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En utilisant le fait que e?(5~* < 2(5-DB pour 0 < A < B, on obtient
2

B 5
[e=HAdE, ¢ [ e2=DAA||E, 9|2
0 0

b
< 6P [d||Exgl* < e 0F g%
0

d’ot1 le résultat. O
Théoréme 3.3.

Soient ¢ € Het f : [0,7] x H — H une fonction mesurable de Borel satisfaisant aux
conditions suivants :
(i) Pour certain ¢y € H, la fonction s — f(s, go) appartient a L'([0,7]; H).
(ii)1l existe k > 0 tel que || f(s, 1) — (s, 2)|| < «x||@1 — @2|| pour tous @1, p € H et pour
tout s € [0, 7].
Alors pour chaque B > 0, il existe un ug € C([0, T]; H) unique tel que :

B T P
ug(t) = /e(T_t))‘dEA(P—//e(s_t))‘dEAf(s,uﬁ(s))ds 0<t<T
t 0

0
preuve.

Soit v € C([0,7]; H). D’apres le lemme 3.1, s — f(s,v(s)) appartient a L'([0, T]; H).
Par conséquent, en utilisant le lemme 3.4 et le fait que e’ < e™ pour f > 0 et
0 < s < 71, on obtient

IJ:

ds < Ofesﬁnf(s,v(s))uds

< eTﬁbfnf(s,v(s))uds < oo,

[ ety (s, 0(6))

Par conséquent, l'intégral

est bien défini pour tout v € C([0, 7]; H) et pour 0 < ¢ < T. Maintenant, pour > 0,
soit

B T B
Gp(v) = / (T IE, ¢ — / / eC=DAAE, f(s,0(s))ds, v e C([0,7]; H).
0 t 0
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On observe que

p T p
Gs(v)(t) = [eG DME ¢ — [ [el~DAAE,f(s,v(s))ds
0 t o
= "0 () — [ & DMy (A)f (5, 0(5) o
- e_tAqaﬁ —etA tff[), s,0(s)
ou ¢pp = e’ X 0,6] (A)¢. Puisque {e~ A .t > 0} est un Cy semi-groupe, t — e~ ¢pg est

continu. De plus, comme s — f4(s,v(s)) appartient a L'([0, 7]; H), t — ffﬁ s,w(s))ds
t

est continu. Par conséquent, par le lemme 3.3, G4(v) € C([0,7]; H). Ensuite, nous
montrons que Gg : C([0, 7]; H) — C([0,7]; H) a un point fixe unique. Pour cela, nous
observons que

|Gp(2)(t) — Gy(w)(1)]| < xe™ /||v w(s) |ds (319)

pour tous v, w € C([0,t]; H) et pour tout ¢ € [0, 7]. Cela se voit comme suit :

Soient v,w € C([0,7]; H) et t € [0, 7] en utilisant : e25~HA < e25-1B pour
0<t<s<71;0<A<petlacondition (ii), ona:

I Gp(v)(t) = Gp(w)(t) || < f J et IME(f(s,0(s)) — f(s,w(s))) | ds
tT 013 1/2
= [<Ofez(s_t)AlldEA(f(S/U(S))—f(Szw(S)))Hz) ds

B 1/2
el 1P <bfd||E)\(f(5/U(5)) —f(S/ZU(S)))HZ) ds

< el [(f(s,0(s)) = f(s,w(s))) llds

t

< KeTﬁva(s)—w(s)Hds.

N\
~—n

Ainsi, (3.13) est valable pour tous v, w € C([0, T]; H) et pour tout t € [0, T]. Par consé-
quent, par le lemme 3.2, Gg a un point fixe unique, ainsi la conclusion du théoreme
détient. O
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Maintenant, on prouve que la solution de ’équation intégrale (3.12) dépend conti-
nuellement de ¢ . Pour cela, on utilisera le lemme suivant qui est une conséquence de
I'inégalité bien connue de Gronwall (cf. Perko [35]).

Lemme 3.5.

Sih: [0, 7] — H est une fonction continue non négative satisfaisant

T
h(t) < c0+K/h(s)ds
t

pour certains cg > 0, alors h(t) < coelT=D¥,

Théoréme 3.4.

Soit f : [0,T] x H — H une fonction mesurable de Borel satisfaisant aux conditions
(i) — (ii) du théoréme 3.3, et soient p > 0 et ¢1,¢$o € H. Soient ug(t, ¢1) et ug(t,¢2) les
solutions de I'équation intégrale (3.12) avec ¢ remplacé par ¢y et ¢, respectivement. Alors,
pour 0 <t < T

lup(t, 1) — up(t, ¢2)|| < e %D p; — gy .

preuve.

Pour 0 <t < 7, soit

ud (8) = ug(t, 1), u () = up(t, ¢), wi() = f(s,ug) (1) — f(s,ug (t).

Maintenant

B T p
(1) —u (1) = / e(TDAGE, (¢ — / / e~ E, (]2 (s)) ds.
0 t 0
En utilisant le lemme 3.4, on a

B

[ TINGE (g1 = )| | < e g1 — g,

0

g
[ B ()| < e ()]
0
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Par conséquent,
T
Ju(6) w0 < Pl — ol + [ elPafs) .
t

Par la condition (ii) dans le théoréeme 3.3 on a
1 2
lwg?(s)[| < xllug(s) — ul (s)]].
Par conséquent

Pl (1) = u (Ol < P llgr — gl +x [ P (5) — i (5) .

t

ainsi, par le lemme 3.5,

Pl (1) — u@ (1)]] < g1 — |l

Donc, on obtient ainsi 1'inégalité requise. O

3.5 Estimation de l’erreur de convergence

soit u(-) la solution générale du FVP non linéaire donnée par (3.1) — (3.2). notons
que la condition sur ¢ et f(-,-) dans la définition 3.1 implique

(¢ T ,B
/ MT||Exp|2 < oo et / / eME, £ (s, u(s))|| ds < co. (3.14)
0 0 0

On prouve la convergence de la solution régularisée a la solution générale et on estime
les erreurs en supposant également que ¢ et f (-, -) satisfait I'hypothese suivante.

Hypothese (A). Il existe une fonction continue ou continue par morceaux et crois-
sante monotone g : (0,00) — (0,00) telle que

(1) [ &A1) Exgl* < 05 < oo,
0

T (es] 1/2
@) Of (g"gZ(A)eZSAdHEAf(S/u(S))Hz) ds < 77g < o0

ol g et 77, sont des constantes positives.
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Il est a noter que I'hypothese (2) implique que

[ 80 dELf(s,u(s))
0

est bien défini presque partout pour s € [0, T] avec

(0] 2 o0
[ 8B f(su(s)| = [ SN dlIEf(s,u(s))?
0 0

et donc la condition dans (2) est équivalente a I’hypothese que la fonction

| s dEf(s,u(s))

S

appartient a L!([0, 7]; H).

Clairement, si |g| < 1, alors les conditions de (3.14) impliquent les conditions (1)
et (2) de I'hypothese (A). On verra que le cas ot ¢ est une fonction non bornée, est
plus pertinent pour cette analyse. Pour les choix (i) g(A) = e pour certains p > 0
et (ii) g(A) = Aq pour certains q > 0, les conditions de '’hypothese (A) prennent la
forme

oo T o0

(i) [ eXPTOAA| Exgp|? < co et [ || [ePTAE,f(s,u(s))|| ds < oo
0 010

and
(o) T (o)

(ii) [ A21e¥™d||Ex¢p||> < oo et [ || [ ATerdE, f(s, u(s)) ‘ds < 0,
0 0 1|0

respectivement

3.5.1 Analyse des erreurs avec des données exactes

Pour prouver les résultats sur les estimations de I’erreur de convergence, on utilise les
deux lemmes suivants.

Lemme 3.6.

Soit w € LY([0,7]; H) et soit g : (0,00) — (0,00) une fonction continue ou continue et
croissante monotone telle que

t /B 1/2
/ (/gz(?t)ez“dEAw(sV) ds < co.
0 0
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Alors

T |l o
lim /g(/\)eS)‘dEAw(s) ds = 0.
B—o0 5|15

preuve.

Par I'hypothese, pour presque tout s € [0, ],

2
JgMerdEyw(s)| = [g*(A)e*d||Exw(s)|?
p p
< [N Erw(s)|P < oo
0
et alors
2
/g()\)eSAdEAw(s) — 0 quant B — oo
p

pour presque tout s € [0, T]. par conséquent, on a

T (&) T e}
lim /g(/\)eSAdE/\w(s) ds = [ lim /g(/\)eS/\dEAw(s) ds = 0.
B—c0 p—oco
]
Lemme 3.7.

Soit g : (0,00) — (0, 00) une fonction continue ou continue par morceaux et croissante.
Soient s > 0 et ¢ € H tels que

P
[ £ dlErgl? < o
0

Alors, pour B > 0,



preuve.

On a

0 ooe—ZSA
[ DM dE g = [ 2 §2(A)e*d||Eyg|2
B B
e—Zt,B ~ e—Ztﬁ o 2
Wfﬁ 82(A)325Ad|‘EA§0H2 = gz(ﬁ) Hfﬁ SZ(A)GSAdEAQ”H .
Le résultat est donc valable. O]

Théoréme 3.5.

Soient ¢ € H et f : [0,7] x H — H une fonction mesurable de Borel satisfaisant aux
conditions (i) — (ii) du Théoreme 3.3. Soit u(+) la solution douce du FVP non linéaire donnée
par (3.1) — (3.2) et soit ug(-) = ug(:,¢) la solution de I'équation intégrale (3.12) pour
B > 0. Soient g, ¢ et f(-,-) satisfont I'hypothese (A). Alors pour 0 < t < T,

A e_tﬁ _ Ke_tlg
() = up(t)]] < elTI5Cy(B) B S (g + 17g)e™"

ﬁ m (3.15)

pour tout B > 0, oit

ds =+ 0 quand B — oo.

[ 8N dELf (s, u(s))

S

Ce(B) = /oog(A)eTAdEW +/T
B 0

En particulier,
lim ug(t) =u(t), 0<t<Tt.
B—ro0

preuve.
Pour 0 <t < 7, tel que :

wg(t) = f(t,u(t)) — f(tup(t)).
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de (3.11) et (3.12) on a:
o0 T 00
u(t) —ug(t) = [eTDYE ¢ — [ [elDAAE, (s, u(s))ds
B t 0
T P
+ [ [elAdE, f( (s,ug(s))ds
t 0
o0 T o0
= [elTHAE ¢ — [ [e=DAAE,f(s, u(s))ds
p t B
T B
— [ [ e HAdIE wg(s)ds.
t 0
maintenant, en utilisant le lemme 3.7, on a
/ —OME, || < & / 2(A\)e™dE ¢ (3.16)
8(p)
p B
et
[ee] e—t‘B T (0]
/ / s=OAJEL (s, u(s))| ds < / / MM E f(s,u(s)| ds.  (3.17)
8(B)
to|B 0 ||p
En utilisant aussi, le lemme 3.4, on a
T B T
/ / el=DAIE, wg(s)|| ds < / el 20 (s) | ds.
t /o t
En utilisant la condition (ii) dans le théoréme 3.3
T B T
/ / eI E, ¢ ‘ ds < etﬁ/ xeP||u(s) — ug(s)||ds. (3.18)
t ||Jo t

Maintenant, en utilisant (3.16),(3.17) et (3.18),on a

T

+/

t

[u(t) —up(t)ll <

ﬁf e(T—t)AdEAqb

|| B
+ f fe(sft))‘dE)\wﬁ(s)
0

¢
e P

N

g(B)
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L'inégalité ci-dessus peut s’écrire sous la forme :

), [
P lu(t) ~ ug()ll < EH 4 [ xePu(s) — up(s)lds
gB)
Par conséquent, par le lemme 3.5, on a
Ce(B) (v
ePllu(t) — ug(t)|| < S tlelt—tx
() —ug (Ol < — g
ie.,
e tP

lu(t) — ug ()] < eI Cg(B) (3.19)

8(B)
pour tout t € [0, T), notons que Cq(B) < 04 + 17 pour tout B > 0. Donc, de (3.19), on
obtient l'inégalité (3.15). Puisque [ g?(1)e*™d||Ex¢|> < o, on a

0

2

/g()\)eTAdEMp = /gz()\)ezdeE)\(pHZ — 0 quand B — oo. (3.20)
p p

en utilisant (3.20) et le lemme 3.6, on a C¢(B) — 0 quand B — co. Donc, de (3.19),
lu(t) —ug(t)|| — 0 quand B — co. O

Remarque 3.3.

Quand (i)g(A) = eP*,p > 0 et (ii)g(A) = A9,q > 0, par le théoreme 3.5 on a :
(D)]Ju(t) — ug(t)[| < (g +175)eTxe (1TPIE ¢t
(i) ||u(t) — u/;(t)H < (Qg + ﬂg)e(T*t)Ke*t.B/‘Bq,

respectivement, pour 0 < t < T.

3.5.2 Analyse des erreurs avec des données bruitées

Supposons que les données ¢ soient bruitées, c’est-a-dire que nous avons ¢ a la place de ¢
avec

H‘P - (PSH SE
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pour certain € > 0. Soit u(.) la solution général du FVP non linéaire donnée par (3.1) — (3.2)
et soit uge = ug(¢e,.) la solution de I'équation intégrale (3.12) avec ¢ remplacé par ¢,
c’est-a-dire ;

T

B
g (t) = / TN E, b, — / / e~ DAE, £ (s, . (s))ds
0 t 0
pour chaque B > 0.

Théoréme 3.6.

Soient ¢ € H et f : [0,7] x H — H une fonction mesurable de Borel satisfaisant aux
conditions (i) — (ii) du théoreme 3.3. Supposons que g, ¢ et f(-,-) satisfont I'hypothese (A).
Alors
e tP

g(B)

(1) = s )] < cg(0) (PPt S5 ), o<t <,

N

oit cg(t) = e™"V*max{1, 0¢ + 174 }.

preuve.

Soit 0 < t < T et soit ug(t) = ug(¢,t) la solution de I'équation intégrale (3.12).
Maintenant, en utilisant le théoréme 3.4, on obtient

lu(t) = upe(B)]] < T *eT0P g — e
pour que
lup(5) = upge(t) ] < eTelTP|lp — | + lu(t) — ug(8)]]-
puisque [|¢ — e[| < ¢
lup(t) = upe(t)| < ™%l Pe - Jlu(t) —ug(t)]. (3.21)
A partir de (3.21), en utilisant le théoréme 3.5, on obtient 1’estimation requise. O

Remarque 3.4.

En particulier, lorsque (i) g(A) = e, p > 0 et (ii) g(A) = A9, q > 0, par le théoreme
3.60na
(1) lu(t) — up(t)|| < cg(t)(elT™HPe 4 e~ (PHB) ot

(i) [fu(t) — upe(t)]| < cg(t) (e Pe+ 7P/ p1),
respectivement, pour 0 < t < T.

61



3.5.3 Estimation des erreurs dans les stratégies de choix des para-
metres

a partir du théoréme 3.6, on a

[u(t) —upe(t)]| < cg(t) (e(T_t)ﬁs + E(T) 0<t<T,

ot ¢, (t) = e max{1, 0, + . notons que, pour un ¢ fixeet 0 <t < 7,
g Q¢ T1g que, p

lim = eelT1f = oo .Plus loin,
B—o0
lim & =0,
p—oo 8(B)
quand 0 < t < T, et pour t =0,
lim & =0,
p—oo 8(B)

quand g est non borné.

Ainsi, dans le but d’obtenir des solutions régularisées approchées pour un ¢ fixe,
il faut choisir le parametre de régularisation B (¢), qui dépend de ¢ tel que

—tBt(e)
<€e(rt)/3f(s) 4+ ge(ﬁ—(tg))> — 0 quand e — 0.
t

Aussi,il est également souhaitable que B;(¢) satisfait

e thile) e (T e 1P
B ( * g(ﬁ)) |

Cela peut étre fait en suivant la méthode adaptée [3].

ce(T-DB(e)

3.6 Conclusion
On a défini la solution lisse pour le FVP non-homogeéne non linéaire pour le probleme

parabolique et on a considéré des approchées régularisées pour celui-ci, apres on a
effectué des estimations de 1'erreur lorsque ¢ est exact aussi bien que inexact.
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CONCLUSION

Tout d’abord, ce document mémoire est une étude plus motivante basée sur la
méthode de régularisation spectrale tronquée et ses applications dans le cadre d’équa-
tion intégrale.

Ensuite, ce travail vise a obtenir des approximations régularisées pour la solution de
I’équation intégrale et ’analyse des erreurs est effectuée avec une valeur finale exacte
et bruitée ¢.

Finalement, on peut envisager d’appliquer cette méthode a d’autre types d’équations
et le choix du parametres des résultats de convergences peuvent étre établis.
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