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RÉSUMÉ

L’objectif principal de ce mémoire est l’étude du comportement asymptotique d’une

équation aux différences du troisième ordre et d’un système de p équations aux diffé-

rences non linéaires .

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions et théorèmes princi-

paux concernant la théorie d’équations aux différences .

Dans le deuxième chapitre, nous étudions la périodicité des solutions et la stabilité

des points d’équilibres d’un système de p équations aux différences non linéaires.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude de la périodicité des solutions et la stabilité

des points d’équilibres d’une équation aux différences non linéaire du troisième ordre

avec des puissances arbitraires.

Mots-clés : Équations aux différences, Systèmes d’équations aux différences, Sta-

bilité, Périodicité, Comportement asymptotique.
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ABSTRACT

The main objective of this work is to study the asymptotic behavior of a third order

difference equation and a system of nonlinear difference equations.

In the first chapter, we give some main definitions and theorems concerning the

theory of difference equations.

In the second chapter, we study the periodicity of the solutions and the stability of

the equilibrium points of a system of p nonlinear difference equations.

The last chapter is devoted to the study of the periodicity of the solutions and the

stability of the equilibrium points of a third order nonlinear difference equation with

arbitrary powers. .

Keywords : Difference equation, Systems of difference equations, Stability, perio-

dicity, Asymptotic behavior.
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INTRODUCTION

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier le comportement asymptotique des

solutions d’une équation et d’un système d’équations aux différences non linéaires.

Les équations aux différences sont à la base de l’analyse appliquée depuis long-

temps. En fait, le concept de récurrence, qui est la base de ce genre d’équations, est

apparu depuis l’époque de De Moivre (1667-1754).

La notion de suite récurrente/équation aux différences à très probablement été in-

venté dans [5], bien que de telles suites étaient déjà apparues dans [6]. De [5] et [6],

nous voyons que De Moivre avait tous les ingrédients pour résoudre des équations aux

différences linéaires homogènes à coefficients constants sous une forme fermée, bien

que certaine formules explicites pour les solutions des équations d’ordre inférieur sont

apparues plut tard dans [7](voir aussi [8]). Les résultats de De Moivre peuvent être

considérer comme un point de départ pour une investigation sérieuse sur les équations

aux différences.

Actuellement, la théorie des équations aux différences est devenue un sujet attractif

au milieu des chercheurs et des scientifiques de différentes disciplines.

Les équations aux différences en général décrivent l’évolution de certains phéno-
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Introduction

mènes au cours du temps, puisque la plupart des mesures de l’évolution des variables

temporelles étant discrètes, et pour cela, ces équations revêtent une importance par-

ticulière dans les modèles mathématiques, décrivant des situations de vie réelle, leur

champs d’application avait connu une diversité qui touche des domaines comme l’éco-

nomie, la médecine, la biologie, L’épidémiologie...etc.

Plus important encore, les équations aux différences apparaissent également dans

l’étude des méthodes de discrétisation des équations différentielles. Plusieurs résultats

de la théorie des équations aux différences ont été obtenus comme des analogues

discrets plus ou moins naturels de résultats correspondants d’équations différentielles.

En plus de l’introduction, le mémoire est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons donnés des définitions et résultats généraux

concernant les équations et les systèmes d’équations aux différences, ainsi que la stabi-

lité.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à étudier la périodicité des solu-

tions, prouver la stabilité des points d’équilibre et étudier le comportement asympto-

tique des solutions du système de p équations aux différences suivant

x(1)
n+1 = A+

x(1)
n−1

x(p)
n

, x(2)
n+1 = A+

x(2)
n−1

x(p)
n

, . . . , x(p−1)
n+1 = A+

x(p−1)
n−1

x(p)
n

, x(p)
n+1 = A+

x(p)
n−1

x(p−1)
n

, n ∈N0, p ≥ 3,

où A ∈]0,∞[ et les valeurs initiales x( j)
−1, x

( j)
0 , j = 1, p, sont des nombres réels strictement

positifs.

Dans le dernier chapitre, nous allons étudier le comportement asymptotique de

l’équation aux différences du troisième ordre avec des puissances arbitraires

yn+1 =
ryn

1 + yp
n−1yq

n−2

, n ∈N,

où les paramètres r, p, q ∈]0,∞[ et les valeurs initiales y−2, y−1, y0 sont des nombres réels

strictement positifs.
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CHAPITRE 1

SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX

DIFFÉRENCES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons donner quelques définitions et résultats généraux

concernant les équations et les systèmes d’équations aux différences, la stabilité ainsi

que quelques théorèmes que nous seront utilisés pour la suite de notre mémoire. Dans

un premier lieu, nous allons familiariser aux équations aux différences linéaires et

non linéaires. Dans la deuxième partie, nous allons donner quelques définitions et

théorèmes concernant les systèmes d’équations aux différences, ainsi que la stabilité

par linéarisation de ces systèmes.

Pour ces éléments préliminaires, nous renvoyons aux ouvrages [2], [9], [12], [13],

[18] et [19].
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Systèmes d’équations aux différences

1.2 Équations aux différences

Cette première partie regroupe des notions générales des équations aux différences,

de la stabilité ainsi que quelques théorèmes utiles.

1.2.1 Équations aux différences linéaires

Définition 1.2.1 (Équations aux différences linéaires) Une équation de la forme

xn+k + p1 (n) xn+k−1 + · · · + pk (n) xn = 1 (n) (1.1)

avec p0 (n) = 1; p1 (n) , p2 (n) , p3 (n) , . . . , pk (n) , 1 (n) sont des fonctions définies surNn0 s’ap-

pelle équation aux différences linéaire d’ordre k dès que pk (n) , 0.

Remarques 1.2.1

En général on associe k conditions initiales avec l’équation (1.1)

xn0 = c1, xn0+1 = c2, . . . , xn0+k−1 = ck, (1.2)

avec ci, i = 1, 2, . . . , k sont des constantes réelles ou complexes.

Définition 1.2.2 (Équations aux différences linéaires homogènes) L’équation aux diffé-

rences (1.1) avec 1 (n) = 0,∀n ≥ n0 est dite équation aux différences linéaire homogène et elle

s’écrit comme suit

xn+k + p1 (n) xn+k−1 + · · · + pk (n) xn = 0. (1.3)

Définition 1.2.3 Une suite {xn}n≥n0
est dite solution de l’équation (1.1) avec les conditions

initiales (1.2) si elle satisfait la relation (1.1).

Théorème 1.2.1 [9] L’équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet une et une seule

solution.

4



Systèmes d’équations aux différences

Théorème 1.2.2 [9] L’ensemble S des solutions de l’équation aux différences (1.3) est un espace

vectoriel surK de dimension K.

Définition 1.2.4 (Ensemble fondamental) Un ensemble de k solutions libres de l’équation

aux différences (1.3) est dit ensemble fondamental des solutions.

Le théorème suivant montre que l’équation aux différences linéaire homogène (1.3)

admet toujours un ensemble fondamental des solutions (c’est à dire une base des

solutions).

Théorème 1.2.3 [9], [18](Théorème fondamental)

Si pk (n) , 0,∀n ≥ n0, l’équation aux différences linéaire homogène (1.3) admet un ensemble

fondamental des solutions.

Proposition 1.2.1 Si x1
n, x2

n, . . . , xk
n sont des solutions de l’équation (1.3). Alors

xn = a1x1
n + a2x2

n + · · · + akxk
n

est aussi une solution de l’équation (1.3), avec ai, i = 1, 2, . . . , k, sont des constantes arbitraires.

Corollaire 1.2.1 Soit
{(

x1
n

)
n≥n0
,
(
x2

n
)

n≥n0
, . . . ,

(
xk

n

)
n≥n0

}
un ensemble fondamental des solutions

de l’équation (1.3). Alors la solution générale de (1.3) est donnée par

xn =

k∑
i=1

aixi
n,

avec ai, i = 1, 2, . . . , k, sont des constantes arbitraires.

Théorème 1.2.4 [9], [18] Soit
{(

x1
n

)
n≥n0
,
(
x2

n
)

n≥n0
, . . . ,

(
xk

n

)
n≥n0

}
un ensemble fondamental des

solutions de l’équation (1.3) et
(
xp

n

)
n≥n0

une solution particulière de l’équation (1.1), alors toute

solution générale de l’équation (1.1) prend la forme

xn =

k∑
i=1

aixi
n + xp

n, n ≥ n0.
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Systèmes d’équations aux différences

Les équations aux différences linéaires à coefficients constants

Dans toute la suite, on s’intéresse aux équations aux différences à coefficients

constants homogènes, c’est à dire

xn+k + p1xn+k−1 + · · · + pkxn = 0. (1.4)

Les pi sont des constantes réels ou complexes.

Résolution de l’équation homogène

Notre but est de trouver un ensemble fondamental des solutions et par conséquent

la solution générale de l’équation (1.4).

Théorème 1.2.5 [9], [13] L’équation (1.4) a des solutions de la forme

xn = λ
n,

avec λ ∈ C∗ et vérifie

p (λ) =
k∑

i=0

piλ
k−i = 0. (1.5)

Définition 1.2.5 (Polynôme caractéristique) Le polynôme

p (λ) =
k∑

i=0

piλ
k−i

s’appelle le polynôme caractéristique associé à l’équation (1.4).

Théorème 1.2.6 [9], [13] Si les racines λ1, λ2, . . . , λk du polynôme caractéristique p (λ) sont

distinctes, alors
{
λn

1 , λ
n
2 , . . . , λ

n
k

}
est un ensemble fondamental des solutions pour l’équation

(1.4).

6



Systèmes d’équations aux différences

Corollaire 1.2.2 Toute solution de l’équation (1.4) s’écrit comme combinaison linéaire des

λn
i , i = 1, 2, . . . , k, ie

xn =

k∑
i=1

ciλ
n
i , ci ∈ R,

avec λ1, λ2, . . . , λk sont des racines distinctes du polynôme caractéristique p (λ).

Théorème 1.2.7 [9], [13] Supposons que λ1, λ2, . . . , λr, r < k sont les racines du polynôme

caractéristique associé à l’équation (1.4) avec les degrés de multiplicité m1,m2, . . . ,mr respecti-

vement
(∑r

i=1 mi = k
)
, alors

{
(λ1)n

n≥n0
,n (λ1)n

n≥n0
,n2 (λ1)n

n≥n0
, . . . , nm1−1 (λ1)n

n≥n0
, (λ2)n

n≥n0
,n (λ2)n

n≥n0
,n2 (λ2)n

n≥n0
, . . . ,

nm2−1 (λ2)n
n≥n0
, . . . , (λr)

n
n≥n0
,n (λr)

n
n≥n0
,n2 (λr)

n
n≥n0
, . . . , nmr−1 (λr)

n
n≥n0

}
,

est un ensemble fondamental pour l’équation (1.4).

Corollaire 1.2.3 [9] La solution générale de l’équation (1.4) s’écrit :

yn =

r∑
i=1

mi−1∑
j=0

ci jn jλn
i , ci j ∈ R

où

• Le paramètre r ≤ k désigne le nombre des racines distinctes de l’équation caractéristique (1.5).

• Le paramètre λi désigne une racine de l’équation caractéristique (1.5).

• Le paramètre mi désigne le degré de multiplicité de la racine λi.

• Les coefficients ci j sont des constantes qui sont déterminées à partir des conditions initiales.

1.2.2 Équations aux différences non linéaires

Soit I un intervalle de R et soit f : Ik+1 −→ I est une fonction continue.

7



Systèmes d’équations aux différences

Définition 1.2.6 Une équation aux différences d’ordre (k + 1),

xn+1 = f (xn, xn−1, . . . , xn−k), n = 0, 1, . . . , (1.6)

avec les valeurs initiales x0, x−1, . . . , x−k ∈ I, est dite non linéaire s’il n’est pas de la forme (1.1)

Définition 1.2.7 (Point d’équilibre) Un point x̄ ∈ I est dit point d’équilibre pour l’équation

(1.6) si

x̄ = f (x̄, x̄, . . . , x̄),

autrement dit

xn = x̄, ∀n ≥ −k.

Définition 1.2.8 (Périodicité) Une solution {xn}n≥−k de l’équation (1.6) est dite éventuelle-

ment périodique de période p ∈N0 si

∃N ≥ −k; xn+p = xn.

Si N = −k, on dit que la solution est périodique de période p .

Définition 1.2.9 (Permanence) Une solution {xn}n≥−k de l’équation (1.6) est dite permanente

s’il existe P et Q deux constantes réelles telles que 0 < P ≤ Q < +∞, et pour toutes valeurs

initiales x0, x−1, · · · , x−k ∈ I, il existe N ≥ −k tel que

P ≤ xn ≤ Q, pour tout n ≥ N.

Définition 1.2.10 (Oscillation) Une solution {xn}n≥−k de l’équation (1.6) est dite non-oscillatoire

autour du points d’équilibre x ; s’il exist N ≥ −k tel que, soit

xn ≥ x, pour tout n ≥ N,

ou

xn ≤ x, pour tout n ≥ N.

8



Systèmes d’équations aux différences

Définition 1.2.11 (Intervalle invariant) Un intervalle J ⊆ I est dit intervalle invariant pour

l’équation (1.6) si

x−k, x−k+1, · · · , x0 ∈ J⇒ xn ∈ J, n > 0.

A propos de la stabilité

Définition 1.2.12 Soit x̄ un point d’équilibre de l’équation (1.6),

1. x̄ est dit localement stable si

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x−k, x−k+1, . . . , x0 ∈ I : |x−k − x̄| + |x−k+1 − x̄| + · · · + |x0 − x̄| < δ

alors

|xn − x̄| < ε, ∀n ≥ −k.

2. x̄ est dit localement asymptotiquement stable si

• x̄ est localement stable,

• ∃γ > 0 ∀x−k, x−k+1, . . . , x0 ∈ I : |x−k − x̄| + |x−k+1 − x̄| + · · · + |x0 − x̄| < γ, alors

lim
n→+∞

xn = x̄.

3. x̄ est dit globalement attractif si

∀x−k, x−k+1, . . . , x0 ∈ I, lim
n→+∞

xn = x̄.

4. x̄ est dit globalement asymptotiquement stable si

• x̄ est localement stable,

• x̄ est globalement attractif.

5. Le point x̄ est dit instable s’il est n’est pas localement stable.

Définition 1.2.13 On appelle équation aux différences linéaire associée à l’équation

9
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(1.6) l’équation

yn+1 = p0yn + p1yn−1 + · · · + pkyn−k (1.7)

avec

pi =
∂ f
∂ui

(x̄, x̄, . . . , x̄), i = 0, 1, . . . , k,

et
f : Ik+1 −→ I

(u0,u1, . . . , uk) 7−→ f (u0,u1, . . . , uk)

Théorème 1.2.8 [18](Stabilité par linéarisation)

1. Si toutes les racines du polynôme caractéristique de l’équation aux différences linéaire

associée sont dans le disque unitaire ouvert |λ| < 1, alors le point d’équilibre x de

l’équation (1.6) est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une racine du polynôme caractéristique de l’équation aux différences linéaire

associée a un module supérieur à un, alors le point d’équilibre x de l’équation (1.6) est

instable.

Théorème 1.2.9 [4](Théorème de Clark)

Une condition suffisante pour la stabilité locale asymptotique de l’équation (1.6) est

|p0| + |p1| + · · · + |pk| < 1.

Théorème 1.2.10 [2] Supposons que α2, α1 et α0 sont des nombres réels. Alors, une condition

nécessaire et suffisante pour toutes les racines de l’équation

λ3 + α2λ
2 + α1λ + α0 = 0,

se trouvent à l’intèrieur du disque unitaire, est

|α2 + α0| < 1 + α1, |α2 − 3α0| < 3 − α1 et α2
0 + α1 − α0α2 < 1.

10
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Théorèmes de convergences

On donne maintenant quelques Théorèmes de convergences pour les équations aux

différences d’ordre 2.

Théorème 1.2.11 [19] Considérons l’équation aux différences définie par

xn+1 = 1(xn, xn−1), n = 0, 1, . . . , (1.8)

avec

1 : [a, b] × [a, b] −→ [a, b], a, b ∈ R.

Supposons que 1 est une fonction continue telle que

1. 1(x, y) est croissante par rapport à x ∈ [a, b] pour chaque y ∈ [a, b] et 1(x, y) est décroissante

par rapport à y ∈ [a, b] pour chaque x ∈ [a, b].

2. Si (m,M) est une solution du système m = 1(m,M)

M = 1(M,m)

donc m =M.

Alors l’équation (1.8) admet un seul point d’équilibre x̄ et toute solution de l’équation

(1.8) converge vers x̄.

Théorème 1.2.12 [19] Considérons l’équation aux différences définie par

xn+1 = 1(xn, xn−1), n = 0, 1, . . . , (1.9)

avec

1 : [a, b] × [a, b] −→ [a, b], a, b ∈ R.

Supposons que 1 est une fonction continue telle que

11
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1. 1(x, y) est décroissante par rapport à x ∈ [a, b] pour chaque y ∈ [a, b] et 1(x, y) est croissante

par rapport à y ∈ [a, b] pour chaque x ∈ [a, b].

2. Si (m,M) est une solution du système m = 1(M,m)

M = 1(m,M)

donc m =M.

Alors l’équation (1.9) admet un seul point d’équilibre x̄ et toute solution de l’équation

(1.9) converge vers x̄.

1.3 Système d’équations aux différences non linéaires

Soient f (1), f (2), . . . , f (p) des fonctions continûment différentiables, tel que

f (i) : Ik+1
1 × Ik+1

2 × · · · × Ik+1
p → Ik+1

i , i = 1, 2, . . . , p,

où Ii, i = 1, 2, . . . , p sont des intervalles réels.

Considérons le système de p équations aux différences



x(1)
n+1 = f (1)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
x(2)

n+1 = f (2)
(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
...

x(p)
n+1 = f (p)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

) (1.10)

où n, k ∈N0,
(
x(i)
−k, x

(i)
−k+1, . . . , x

(i)
0

)
∈ Ik+1

i , i = 1, 2, . . . , p.

Définissons la fonction

H : I(k+1)
1 × I(k+1)

2 × · · · × I(k+1)
p −→ I(k+1)

1 × I(k+1)
2 × · · · × I(k+1)

p

12
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par

H(W) =
(

f (1)
0 (W), f (1)

1 (W), . . . , f (1)
k (W), f (2)

0 (W), f (2)
1 (W), . . . , f (2)

k (W), . . . , f (p)
0 (W), f (p)

1 (W), . . . , f (p)
k (W)

)
,

avec

W =
(
u(1)

0 ,u
(1)
1 , . . . , u

(1)
k ,u

(2)
0 ,u

(2)
1 , . . . , u

(2)
k , . . . ,u

(p)
0 ,u

(p)
1 , . . . , u

(p)
k

)T
,

f (i)
0 (W) = f (i)(W), f (i)

1 (W) = u(i)
0 , . . . , f (i)

k (W) = u(i)
k−1, i = 1, 2, . . . , p.

Posons

Wn =
[
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

]T
.

Ainsi, le système (1.10) est équivalent au système

Wn+1 = H(Wn), n = 0, 1, . . . , (1.11)

c’est à dire

x(1)
n+1 = f (1)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
x(1)

n = x(1)
n

...

x(1)
n−k+1 = x(1)

n−k+1

x(2)
n+1 = f (2)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
x(2)

n = x(2)
n

...

x(2)
n−k+1 = x(2)

n−k+1
...

x(p)
n+1 = f (p)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
x(p)

n = x(p)
n

...

x(p)
n−k+1 = x(p)

n−k+1

.

13
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Définition 1.3.1 (Point d’équilibre)

1. Un point (x(1), x(2), . . . , x(p)) est dit point d’équilibre pour le système (1.10) si

x(1) = f (1)
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
,

x(2) = f (2)
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
,

...
...

x(p) = f (p)
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
.

2. Un point W =
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
∈ Ik+1

1 × Ik+1
2 ×

. . . × Ik+1
p est un point d’équilibre du système (1.11) si

W = H(W).

Définition 1.3.2 (Périodicité) Une solution
{
x(1)

n , x
(2)
n , . . . , x

(p)
n

}
n≥−k

du système (1.10) est dite

éventuellement périodique de période s ∈N0 si

∃N ≥ −k; x(i)
n+s = x(i)

n , i = 1, 2, . . . , p.

Si N = −k, on dit que la solution est périodique de période s .

Définition 1.3.3 (Permanence) Une solution
{
x(1)

n , x
(2)
n , . . . , x

(p)
n

}
n≥−k

du système (1.10) est

dite permanente s’il existe P et Q deux constantes réelles telles que 0 < P ≤ Q < +∞, et pour

toutes valeurs initiales x(i)
0 , x

(i)
−1, · · · , x

(i)
−k ∈ Ii, il existe N ≥ −k tel que

P ≤ x(i)
n ≤ Q, i = 1, 2, . . . , p, pour tout n ≥ N.

Définition 1.3.4 (Oscillation) Une solution
{
x(1)

n , x
(2)
n , . . . , x

(p)
n

}
n≥−k

du système (1.10) est dite

non-oscillatoire autour du points d’équilibre (x(1), x(2), . . . , x(p)), s’il existe N ≥ −k tel que, soit

x(i)
n ≥ x(i), i = 1, 2, . . . , p, pour tout n ≥ N,

14
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ou

x(i)
n ≤ x(i), i = 1, 2, . . . , p, pour tout n ≥ N.

À propos de la stabilité

Définition 1.3.5 Soient W un point d’équilibre du système (1.11) et ||.|| une norme , par

exemple la norme euclidienne.

1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque ε > 0, il existe

δ > 0 tel que
∣∣∣∣∣∣W0 −W

∣∣∣∣∣∣ < δ implique
∣∣∣∣∣∣Wn −W

∣∣∣∣∣∣ < ε pour n ≥ 0.

2. Le point d’équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement

stable) s’il est stable et s’il existe γ > 0 tel que
∣∣∣∣∣∣W0 −W

∣∣∣∣∣∣ < γ implique

∣∣∣∣∣∣Wn −W
∣∣∣∣∣∣→ 0, n→ +∞.

3. Le point d’équilibre W est dit globalement attractif ( respectivement globalement attrac-

tif de bassin d’attraction l’ensemble G ⊆ Ik+1
1 × Ik+1

2 × . . . × Ik+1
p ), si pour chaque W0

(respectivement pour chaque W0 ∈ G)

∣∣∣∣∣∣Wn −W
∣∣∣∣∣∣→ 0, n→ +∞.

4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement

globalement asymptotiquement stable par rapport à G) s’il est localement stable, et si

pour chaque W0 ( respectivement pour chaque W0 ∈ G),

∣∣∣∣∣∣Wn −W
∣∣∣∣∣∣→ 0, n→ +∞.

5. Le point d’équilibre W est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Remarque 1.3.1 Il est claire que
(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)
∈ I1×I2×· · ·×Ip est un point d’équilibre du

système (1.10) si seulement si W =
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
∈

Ik+1
1 × Ik+1

2 × . . . × Ik+1
p est un point d’équilibre du système (1.11).

15
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Définition 1.3.6 (système linéaire associé) On appelle système linéaire associé au système

(1.11) autour du point d’équilibre W =
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
le système

Wn+1 = AWn, n = 0, 1, . . . ,

où A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre W, donnée par

A =



∂ f (1)
0

∂u(1)
0

∂ f (1)
0

∂u(1)
1

. . .
∂ f (1)

0

∂u(1)
k

∂ f (1)
0

∂u(2)
0

∂ f (1)
0

∂u(2)
1

. . .
∂ f (1)

0

∂u(2)
k

. . .
∂ f (1)

0

∂u(p)
0

∂ f (1)
0

∂u(p)
1

. . .
∂ f (1)

0

∂u(p)
k

∂ f (1)
1

∂u(1)
0

∂ f (1)
1

∂u(1)
1

. . .
∂ f (1)

1

∂u(1)
k

∂ f (1)
1

∂u(2)
0

∂ f (1)
1

∂u(2)
1

. . .
∂ f (1)

1

∂u(2)
k

. . .
∂ f (1)

1

∂u(p)
0

∂ f (1)
1

∂u(p)
1

. . .
∂ f (1)

1

∂u(p)
k

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

∂ f (1)
k

∂u(1)
0

∂ f (1)
k

∂u(1)
1

. . .
∂ f (1)

k

∂u(1)
k

∂ f (1)
k

∂u(2)
0

∂ f (1)
k

∂u(2)
1

. . .
∂ f (1)

k

∂u(2)
k

. . .
∂ f (1)

k

∂u(p)
0

∂ f (1)
k

∂u(p)
1

. . .
∂ f (1)

k

∂u(p)
k

∂ f (2)
0

∂u(1)
0

∂ f (2)
0

∂u(1)
1

. . .
∂ f (2)

0

∂u(1)
k

∂ f (2)
0

∂u(2)
0

∂ f (2)
0

∂u(2)
1

. . .
∂ f (2)

0

∂u(2)
k

. . .
∂ f (2)

0

∂u(p)
0

∂ f (2)
0

∂u(p)
1

. . .
∂ f (2)

0

∂u(p)
k

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

∂ f (p)
0

∂u(1)
0

∂ f (p)
0

∂u(1)
1

. . .
∂ f (p)

0

∂u(1)
k

∂ f (p)
0

∂u(2)
0

∂ f (p)
0

∂u(2)
1

. . .
∂ f (p)

0

∂u(2)
k

. . .
∂ f (p)

0

∂u(p)
0

∂ f (p)
0

∂u(p)
1

. . .
∂ f (p)

0

∂u(p)
k

∂ f (p)
1

∂u(1)
0

∂ f (p)
1

∂u(1)
1

. . .
∂ f (p)

1

∂u(1)
k

∂ f (p)
1

∂u(2)
0

∂ f (p)
1

∂u(2)
1

. . .
∂ f (p)

1

∂u(2)
k

. . .
∂ f (p)

1

∂u(p)
0

∂ f (p)
1

∂u(p)
1

. . .
∂ f (p)

1

∂u(p)
k

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

∂ f (p)
k

∂u(1)
0

∂ f (p)
k

∂u(1)
1

. . .
∂ f (p)

k

∂u(1)
k

∂ f (p)
k

∂u(2)
0

∂ f (p)
k

∂u(2)
1

. . .
∂ f (p)

k

∂u(2)
k

. . .
∂ f (p)

k

∂u(p)
0

∂ f (p)
k

∂u(p)
1

. . .
∂ f (p)

k

∂u(p)
k



,

tel que

f (i)
j = f (i)

j

(
W

)
, i = 1, 2, . . . , p, j = 0, 1, . . . k.

Théorème 1.3.1 [18](Stabilité par linéarisation)

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unitaire ouvert

|λ| < 1, alors le point d’équilibre W du système (1.11) est localement asymptotiquement

stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur à un,

alors le point d’équilibre W du système (1.11) est instable.
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CHAPITRE 2

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

D’UN SYSTÈME DE P ÉQUATIONS

AUX DIFFÉRENCES

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est l’étude du comportement asymptotique du sys-

tème d’équations aux différences

x(1)
n+1 = A+

x(1)
n−1

x(p)
n

, x(2)
n+1 = A+

x(2)
n−1

x(p)
n

, . . . , x(p−1)
n+1 = A+

x(p−1)
n−1

x(p)
n

, x(p)
n+1 = A+

x(p)
n−1

x(p−1)
n

, n ∈N0, p ≥ 3

où A ∈]0,+∞[ et les valeurs initiales x( j)
−1, x

( j)
0 , j = 1, p, sont des nombres positifs.

Dans [1], Amleh et al ont étudié la stabilité globale et la périodicité des solutions
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positives de l’équation aux différences

xn+1 = A +
xn−1

xn
, n ∈N0, (2.1)

où A ∈]0,∞[ et les valeurs initiales x−1, x0 sont des nombres positifs.

Dans [21], Papaschinopouls et Schinas ont étudié le système d’équations aux diffé-

rences

xn+1 = A +
xn−1

yn
, yn+1 = A +

yn−1

xn
, n ∈N0, (2.2)

où A ∈]0,∞[ et les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0 sont des nombres positifs.

D’autre part Okumus et Soykan ont étudié dans [20] le système de trois équations

aux différences

xn+1 = A +
xn−1

zn
, yn+1 = A +

yn−1

zn
, zn+1 = A +

zn−1

yn
, n ∈N0, (2.3)

où A ∈]0,∞[ et les valeurs initiales xi, yi, zi ∈]0,∞[, i = −1, 0.

Dans ce chapitre, nous généralisons les résultats concernant l’équation (2.1) et les

systèmes (2.2), (2.3) à un système de p équations aux différences

x(1)
n+1 = A+

x(1)
n−1

x(p)
n

, x(2)
n+1 = A+

x(2)
n−1

x(p)
n

, . . . , x(p−1)
n+1 = A+

x(p−1)
n−1

x(p)
n

, x(p)
n+1 = A+

x(p)
n−1

x(p−1)
n

, n ∈N0, p ≥ 3.

(2.4)

2.2 Périodicité des solutions

Dans le théorème suivant, on va étudier la périodicité des solutions positives du

système (2.4).

Théorème 2.2.1

(i) Supposons que le système (2.4) admet une solution non triviale
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

18
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périodique de période 2, tel que x(i)
−1 = x(p−1)

−1 , i = 1, 2, . . . , p − 2. Alors A = 1.

(ii) Soit A = 1. Alors la solution
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

du système (2.4) est périodique de

période 2 si et seulement si

x(p)
0 =

x(p−1)
−1

x(p−1)
−1 − 1

, x(i)
0 =

x(p)
−1

x(p)
−1 − 1

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

avec x(p−1)
−1 , 1, x(p)

−1 , 1 et x(i)
−1 = x(p−1)

−1 , i = 1, 2, . . . , p − 2.

Preuve.

(i) Supposons que
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

est une solution non triviale du système (2.4)

tel que

x(i)
n+2 = x(i)

n , i = 1, 2, . . . , p, n ∈N0,

alors, du système (2.4), pour n ∈ {0, 1, . . .}, on aura

x(i)
n−1

(
x(p)

n − 1
)
= Ax(p)

n donc x(i)
n−1

A +
x(p)

n

x(p−1)
n−1

− 1

 = Ax(p)
n ,

et

x(p)
n−1

(
x(p−1)

n − 1
)
= Ax(p−1)

n donc x(p)
n−1

A +
x(p−1)

n

x(p)
n−1

− 1

 = Ax(p−1)
n .

En effet, du système (2.4) on a

x(i)
n+1 = A +

x(i)
n−1

x(p)
n

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

ce qui implique que

x(i)
n+1x(p)

n − x(i)
n−1 = Ax(p)

n , i = 1, 2, . . . , p − 1.

Comme la solution
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
est périodique de période 2, on a

x(i)
n−1 = x(i)

n+1, i = 1, 2, . . . , p − 1,
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donc

x(i)
n−1

(
x(p)

n − 1
)
= Ax(p)

n , i = 1, 2, . . . , p − 1,

du système (2.4) et de la périodicité de la solution
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

, on aura

x(i)
n−1

A +
x(p)

n

x(p−1)
n−1

− 1

 = Ax(p)
n , i = 1, 2, . . . , p − 1,

ce qui nous donne

x(i)
n−1

Ax(p−1)
n−1 + x(p)

n − x(p−1)
n−1

x(p−1)
n−1

 = Ax(p)
n , i = 1, 2, . . . , p − 1.

Comme

x(i)
−1 = x(p−1)

−1 , i = 1, 2, . . . , p − 2,

avec la périodicité de la solution, on obtient

x(i)
n−1 = x(p−1)

n−1 , i = 1, 2, . . . , p − 2.

Par suite, on trouve

(A − 1)
(
x(p−1)

n−1 − x(p)
n

)
= 0. (2.5)

De même, du système (2.4) on a

x(p)
n+1 = A +

x(p)
n−1

x(p−1)
n

,

ce qui implique que

x(p)
n+1x(p−1)

n − x(p)
n−1 = Ax(p−1)

n .

Comme la solution
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

est périodique de période 2, alors

x(p)
n−1 = x(p)

n+1,
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donc

x(p)
n−1

(
x(p−1)

n − 1
)
= Ax(p−1)

n ,

du système (2.4) et de la périodicité de la solution
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
, on aura

x(p)
n−1

A +
x(p−1)

n

x(p)
n−1

− 1

 = Ax(p−1)
n ,

ce qui nous donne

(A − 1)
(
x(p)

n−1 − x(p−1)
n

)
= 0. (2.6)

Comme
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

est une solution non triviale du système (2.4), alors

il existe au moins un n ∈ {0, 1, . . .} et m ∈ {0, 1, . . .} tel que

x(p−1)
n−1 , x(p)

n , x(p)
m−1 , x(p−1)

m .

Alors de (2.5) et (2.6), A = 1 ce qui termine la démonstration de (i).

(ii) Pour montrer la condition nécessaire, on suppose que la solution
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

est périodique de période 2 et on va montrer que

x(p)
0 =

x(p−1)
−1

x(p−1)
−1 − 1

, x(i)
0 =

x(p)
−1

x(p)
−1 − 1

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

avec x(p−1)
−1 , 1, x(p)

−1 , 1 et x(i)
−1 = x(p−1)

−1 , i = 1, 2, . . . , p − 2.

Comme x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n , n = −1, 0, . . . sont des fonctions périodique de pé-

riode 2, alors x(i)
−1 = x(i)

1 , i = 1, 2, . . . , p.

Du système (2.4), pour A = 1 on a

x(i)
0 = x(i)

2 = 1 +
x(i)

0

x(p)
1

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

alors

x(i)
0 =

x(p)
1 + x(i)

0

x(p)
1

=
x(p)
−1 + x(i)

0

x(p)
−1

, i = 1, 2, . . . , p − 1.
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Pour x(p)
−1 , 1 on aura

x(i)
0 =

x(p)
−1

x(p)
−1 − 1

, i = 1, 2, . . . , p − 1.

De même, du système (2.4), pour A = 1, on a

x(p)
0 = x(p)

2 = 1 +
x(p)

0

x(p−1)
1

,

alors

x(p)
0 =

x(p−1)
1 + x(p)

0

x(p−1)
1

=
x(p−1)
−1 + x(p)

0

x(p−1)
−1

.

Pour x(p−1)
−1 , 1 on aura

x(p)
0 =

x(p−1)
−1

x(p−1)
−1 − 1

.

D’autre part, du système (2.4) on a

x(i)
1 = 1 +

x(i)
−1

x(p)
0

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

comme la solution du système (2.4) est périodique de période 2, alors

x(i)
−1 = x(i)

1 = 1 +
x(i)
−1

x(p)
0

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

c’est à dire

x(i)
−1 =

x(p)
0

x(p)
0 − 1

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

d’où

x(i)
−1 = x(p−1)

−1 , i = 1, 2, . . . , p − 2.

Ce qui prouve la condition nécessaire.
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Pour montrer la condition suffisante, on suppose que

x(p)
0 =

x(p−1)
−1

x(p−1)
−1 − 1

, x(i)
0 =

x(p)
−1

x(p)
−1 − 1

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

avec x(p−1)
−1 , 1, x(p)

−1 , 1 et x(i)
−1 = x(p−1)

−1 , i = 1, 2, . . . , p − 2,

et on va montrer que la solution
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

du système (2.4) est pério-

dique de période 2 (ie : x(i)
n+2 = x(i)

n , n = −1, 0, . . . , i = 1, 2, . . . , p).

Du système (2.4) on aura

x(i)
1 = 1 +

x(i)
−1

x(p)
0

= 1 + x(i)
−1

x(p−1)
−1 − 1

x(p−1)
−1

 , i = 1, 2, . . . , p − 1,

comme x(i)
−1 = x(p−1)

−1 , i = 1, 2, . . . , p − 2, on obtient

x(i)
1 = 1 + x(i)

−1

x(i)
−1 − 1

x(i)
−1

 i = 1, 2, . . . , p − 1

donc

x(i)
1 = x(i)

−1, i = 1, 2, . . . , p − 1.

D’autre part

x(p)
1 = 1 +

x(p)
−1

x(p−1)
0

= 1 + x(p)
−1

x(p)
−1 − 1

x(p)
−1

 ,
et par suite

x(p)
1 = x(p)

−1.

De même, du système (2.4) on aura

x(i)
2 = 1 +

x(i)
0

x(p)
1

= 1 +
x(i)

0

x(p)
−1

, i = 1, 2, . . . , p − 1,
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ce qui nous donne

x(i)
2 = 1 +

x(p)
−1(

x(p)
−1 − 1

)
x(p)
−1

=
x(p)
−1

x(p)
−1 − 1

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

c’est à dire

x(i)
2 = x(i)

0 , i = 1, 2, . . . , p − 1.

D’autre part

x(p)
2 = 1 +

x(p)
0

x(p−1)
1

= 1 +
x(p)

0

x(p−1)
−1

,

ce qui nous donne

x(p)
2 = 1 +

x(p−1)
−1(

x(p−1)
−1 − 1

)
x(p−1)
−1

=
x(p−1)
−1

x(p−1)
−1 − 1

,

c’est à dire

x(p)
2 = x(p)

0 .

Par indication, on trouve

x(i)
n+2 = x(i)

n , n = −1, 0, . . . , i = 1, 2, . . . , p.

Ce qui termine la démonstration.

Pour illustrer nos résultats de cette section, nous considérons l’exemple numérique

suivant

Exemple 2.2.1

Soient A = 1 et p = 4 dans le système (2.4), alors on obtient le système

x(1)
n+1 = 1 +

x(1)
n−1

x(4)
n

, x(2)
n+1 = 1 +

x(2)
n−1

x(4)
n

, x(3)
n+1 = 1 +

x(3)
n−1

x(4)
n

, x(4)
n+1 = 1 +

x(4)
n−1

x(3)
n

, n ∈N0 (2.7)

24



Comportement asymptotique d’un système

Supposons x(1)
−1 = 4, x(1)

0 =
5
4
, x(2)
−1 = 4, x(2)

0 =
5
4
, x(3)
−1 = 4, x(3)

0 =
5
4
, x(4)
−1 = 5, x(4)

0 =
4
3
,

les valeurs initiales vérifient les conditions du Théorème (2.2.1) (voir le graphe (2.1))

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

n

X
(1

)
n

,X
(2

)
n

,X
(3

)
n

,X
(4

)
n

 

 

X(1)
n

X(2)
n

X(3)
n

X(4)
n

Figure 2.1 – Ce graphique représente la périodicité de la solution du système (2.7)

2.3 Stabilité locale des points d’équilibre

Dans cette section nous étudions la stabilité locale des points d’équilibre du système

(2.4).

Le Lemme suivant donne les points d’équilibre positifs du système (2.4).

Lemme 2.3.1 Si
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
est un point d’équilibre positif du système (2.4), alors

(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
=

 (A + 1,A + 1, . . . ,A + 1,A + 1), si A , 1,

(µ, µ, . . . , µ,
µ

µ − 1
), µ ∈]1,+∞[ si A = 1.

Preuve.
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Soit
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
un point d’équilibre du système (2.4), donc

x(1) = A +
x(1)

x(p)
, x(2) = A +

x(2)

x(p)
, . . . , x(p−1) = A +

x(p−1)

x(p)
, x(p) = A +

x(p)

x(p−1)
. (2.8)

Si nous substituons la dernière relation de récurrence de (2.8) dans l’équation

x(p−1) = A +
x(p−1)

x(p)
,

on trouve

x(p−1)
(A − 1

A

)
= A − 1

A
.

•) Pour A , 1, on trouve :

x(p−1) =

(
A2 − 1

A

) ( A
A − 1

)
.

Alors

x(p−1) = A + 1.

Les valeurs de x(1), x(2),. . ., x(p−2) et x(p) se découlent directement de la valeur de

x(p−1) et du système (2.8), ie :

x(1) = x(2) = . . . = x(p−1) = x(p) = A + 1.

Alors

(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
= (A + 1,A + 1, . . . ,A + 1,A + 1).

•) Pour A = 1

Soit
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
un point d’équilibre du système (2.4), donc
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x(1) = 1 +
x(1)

x(p)
, x(2) = 1 +

x(2)

x(p)
, . . . , x(p−1) = 1 +

x(p−1)

x(p)
, x(p) = 1 +

x(p)

x(p−1)
. (2.9)

Si nous substituons la dernière relation de récurrence de (2.9) dans les équations

x(1) = 1 +
x(1)

x(p)
, x(2) = 1 +

x(2)

x(p)
, . . . , x(p−2) = 1 +

x(p−2)

x(p)
,

on trouve

x(1) = 1 + x(1)

x(p−1) − 1

x(p−1)

 , donc x(1)

(
1 − 1 +

1

x(p−1)

)
= 1,

x(2) = 1 + x(2)

x(p−1) − 1

x(p−1)

 , donc x(2)

(
1 − 1 +

1

x(p−1)

)
= 1,

...

x(p−2) = 1 + x(p−2)

x(p−1) − 1

x(p−1)

 , donc x(p−2)

(
1 − 1 +

1

x(p−1)

)
= 1.

Et par suite

x(1) = x(2) = . . . = x(p−2) = x(p−1).

On pose

x(1) = x(2) = . . . = x(p−2) = x(p−1) = µ, µ > 0.

Pour µ , 1

x(p) =
µ

µ − 1
.

Et comme x(p) > 0, alors :

µ − 1 > 0, ie : µ ∈]1,+∞[.

Et par suite :
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(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
= (µ, µ, . . . , µ,

µ

µ − 1
), µ ∈]1,+∞[.

Théorème 2.3.1 Les assertions suivantes sont vraies

(i) Si A > 1, alors le point d’équilibre du système (2.4) est localement asymptotiquement stable.

(ii) Si 0 < A < 1, alors le point d’équilibre du système (2.4) est instable.

(iii) Si A = 1, alors pour toutµ ∈]1,∞[ il existe une solution positive
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p−1)
n , x(p)

n

)}
n≥−1

du système (2.4) qui tend vers le point d’équilibre positif (µ, µ, . . . , µ,
µ

µ − 1
).

Preuve.

(i) Pour montrer (i), il faut d’abord définir le système équivalent du système (2.4) :



x(1)
n+1 = A +

x(1)
n−1

x(p)
n

x(1)
n = x(1)

n

x(2)
n+1 = A +

x(2)
n−1

x(p)
n

x(2)
n = x(2)

n
...

x(p−1)
n+1 = A +

x(p−1)
n−1

x(p)
n

x(p−1)
n = x(p−1)

n

x(p)
n+1 = A +

x(p)
n−1

x(p−1)
n

x(p)
n = x(p)

n

(2.10)

Le système linéarisé associé au système (2.10) autour du point d’équilibre(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
est :

Xn+1 = B
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
Xn.
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où :

Xn =
(
x(1)

n , x
(1)
n−1, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(p−1)
n , x(p−1)

n−1 , x
(p)
n , x

(p)
n−1

)T
,

et

B
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
est la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre(

x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)
)
.

Pour construire la Jacobienne B, il faut d’abord définir les fonctions suivantes :

f (i)
1 : (]0,+∞[)2p → ]0,+∞[(
x(1)

1 , x
(1)
2 , x

(2)
1 , x

(2)
2 , . . . , x

(p−1)
1 , x(p−1)

2 , x(p)
1 , x

(p)
2

)
7→ A +

x(i)
2

x(p)
1

f (i)
2 : (]0,+∞[)2p → ]0,+∞[(
x(1)

1 , x
(1)
2 , x

(2)
1 , x

(2)
2 , . . . , x

(p−1)
1 , x(p−1)

2 , x(p)
1 , x

(p)
2

)
7→ x(i)

1

avec i = 1, 2, . . . , p − 1, et

f (p)
1 : (]0,+∞[)2p → ]0,+∞[(
x(1)

1 , x
(1)
2 , x

(2)
1 , x

(2)
2 , . . . , x

(p−1)
1 , x(p−1)

2 , x(p)
1 , x

(p)
2

)
7→ A +

x(p)
2

x(p−1)
1

f (p)
2 : (]0,+∞[)2p → ]0,+∞[(
x(1)

1 , x
(1)
2 , x

(2)
1 , x

(2)
2 , . . . , x

(p−1)
1 , x(p−1)

2 , x(p)
1 , x

(p)
2

)
7→ x(p)

1

Alors, la matrice Jacobienne B
(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)
devient
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∂ f (1)
1

∂x(1)
1

∂ f (1)
1

∂x(1)
2

∂ f (1)
1

∂x(2)
1

∂ f (1)
1

∂x(2)
2

· · ·
∂ f (1)

1

∂x(p−1)
1

∂ f (1)
1

∂x(p−1)
2

∂ f (1)
1

∂x(p)
1

∂ f (1)
1

∂x(p)
2

∂ f (1)
2

∂x(1)
1

∂ f (1)
2

∂x(1)
2

∂ f (1)
2

∂x(2)
1

∂ f (1)
2

∂x(2)
2

. . . . . .
∂ f (1)

2

∂x(p−1)
1

∂ f (1)
2

∂x(p−1)
2

∂ f (1)
2

∂x(p)
1

∂ f (1)
2

∂x(p)
2

∂ f (2)
1

∂x(1)
1

∂ f (2)
1

∂x(1)
2

∂ f (2)
1

∂x(2)
1

∂ f (2)
1

∂x(2)
2

. . . . . .
∂ f (2)

1

∂x(p−1)
1

∂ f (2)
1

∂x(p−1)
2

∂ f (2)
1

∂x(p)
1

∂ f (2)
1

∂x(p)
2

∂ f (2)
2

∂x(1)
1

∂ f (2)
2

∂x(1)
2

∂ f (2)
2

∂x(2)
1

∂ f (2)
2

∂x(2)
2

. . . . . .
∂ f (2)

2

∂x(p−1)
1

∂ f (2)
2

∂x(p−1)
2

∂ f (2)
2

∂x(p)
1

∂ f (2)
2

∂x(p)
2

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...

∂ f (p)
1

∂x(1)
1

∂ f (p)
1

∂x(1)
2

∂ f (p)
1

∂x(2)
1

∂ f (p)
1

∂x(2)
2

. . . . . .
∂ f (p)

1

∂x(p−1)
1

∂ f (p)
1

∂x(p−1)
2

∂ f (p)
1

∂x(p)
1

∂ f (p)
1

∂x(p)
2

∂ f (p)
2

∂x(1)
1

∂ f (p)
2

∂x(1)
2

∂ f (p)
2

∂x(2)
1

∂ f (p)
2

∂x(2)
2

. . . . . .
∂ f (p)

2

∂x(p−1)
1

∂ f (p)
2

∂x(p−1)
2

∂ f (p)
2

∂x(p)
1

∂ f (p)
2

∂x(p)
2



tel que

f ( j)
i = f ( j)

i

(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)
, i = 1, 2, j = 1, p,

et

x(1) =
(
x(1)

1 , x
(1)
2

)
, x(2) =

(
x(2)

1 , x
(2)
2

)
, . . . , x(p) =

(
x(p)

1 , x
(p)
2

)
.

Alors

B
(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)
=



0 1
x(p)

1

0 0 . . . 0 0 − x(1)
2

(x(p)
1 )2

0

1 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 1
x(p)

1

. . . 0 0 − x(2)
2

(x(p)
1 )2

0

0 0 1 0 . . . 0 0 0 0
...
...
...
...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 1
x(p)

1

− x(p−1)
2

(x(p)
1 )2

0

0 0 0 0 . . . 1 0 0 0

0 0 0 0 . . . − x(p)
2

(x(p−1)
1 )2

0 0 1
x(p−1)

1

0 0 0 0 . . . 0 0 1 0



.
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La Jacobienne autour du point d’équilibre
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
est

B
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
=



0 1
x(p)

0 0 . . . 0 0 − x(1)(
x(p)

)2 0

1 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 1
x(p)

. . . 0 0 − x(2)(
x(p)

)2 0

0 0 1 0 . . . 0 0 0 0
...
...
...
...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 1
x(p)

− x(p−1)(
x(p)

)2 0

0 0 0 0 . . . 1 0 0 0

0 0 0 0 . . . − x(p)(
x(p−1)

)2 0 0 1
x(p−1)

0 0 0 0 . . . 0 0 1 0



.

(2.11)

Si A , 1, le point d’équilibre
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
= (A+1,A+1, . . . ,A+1,A+1),

donc

B
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
=



0 1
A+1 0 0 . . . 0 0 − 1

A+1 0

1 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 1
A+1 . . . 0 0 − 1

A+1 0

0 0 1 0 . . . 0 0 0 0
...
...
...
...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 1
A+1 − 1

A+1 0

0 0 0 0 . . . 1 0 0 0

0 0 0 0 . . . − 1
A+1 0 0 1

A+1

0 0 0 0 . . . 0 0 1 0



.

Alors, le polynôme caractéristique est
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det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1
A+1 0 0 . . . 0 0 − 1

A+1 0

1 −λ 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 −λ 1
A+1 . . . 0 0 − 1

A+1 0

0 0 1 −λ . . . 0 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . −λ 1
A+1 − 1

A+1 0

0 0 0 0 . . . 1 −λ 0 0

0 0 0 0 . . . − 1
A+1 0 −λ 1

A+1

0 0 0 0 . . . 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

- Pour p = 3, la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre
(
x(1), x(2), x(3)

)
=

(A + 1,A + 1,A + 1) est

B
(
x(1), x(2), x(3)

)
=



0 1
A+1 0 0 − 1

A+1 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 1
A+1 − 1

A+1 0

0 0 1 0 0 0

0 0 − 1
A+1 0 0 1

A+1

0 0 0 0 1 0


Ce qui implique que

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1
A+1 0 0 − 1

A+1 0

1 −λ 0 0 0 0

0 0 −λ 1
A+1 − 1

A+1 0

0 0 1 −λ 0 0

0 0 − 1
A+1 0 −λ 1

A+1

0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Alors l’équation caractéristique du B

(
x(1), x(2), x(3)

)
autour du point d’équi-

libre
(
x(1), x(2), x(3)

)
= (A + 1,A + 1,A + 1) est

λ6 − (3A + 4)
(A + 1)2 λ

4 +
(3A + 4)
(A + 1)3 λ

2 − 1
(A + 1)3 = 0.
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- Pour p = 4, la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre
(
x(1), x(2), x(3), x(4)

)
=

(A + 1,A + 1,A + 1,A + 1) est

B
(
x(1), x(2), x(3), x(4)

)
=



0 1
A+1 0 0 0 0 − 1

A+1 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1
A+1 0 0 − 1

A+1 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1
A+1 − 1

A+1 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 − 1
A+1 0 0 1

A+1

0 0 0 0 0 0 1 0


Ce qui implique que

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1
A+1 0 0 0 0 − 1

A+1 0

1 −λ 0 0 0 0 0 0

0 0 −λ 1
A+1 0 0 − 1

A+1 0

0 0 1 −λ 0 0 0 0

0 0 0 0 −λ 1
A+1 − 1

A+1 0

0 0 0 0 1 −λ 0 0

0 0 0 0 − 1
A+1 0 −λ 1

A+1

0 0 0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Alors l’équation caractéristique du B

(
x(1), x(2), x(3), x(4)

)
autour du point d’équi-

libre
(
x(1), x(2), x(3), x(4)

)
= (A + 1,A + 1,A + 1,A + 1) est

(
λ2 − 1

A + 1

) (
λ6 − (3A + 4)

(A + 1)2 λ
4 +

(3A + 4)
(A + 1)3 λ

2 − 1
(A + 1)3

)
= 0.

- Pour p = 5, la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre
(
x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

)
=

(A + 1,A + 1,A + 1,A + 1,A + 1) est
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B
(
x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

)
=



0 1
A+1 0 0 0 0 0 0 − 1

A+1 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1
A+1 0 0 0 0 − 1

A+1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1
A+1 0 0 − 1

A+1 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1
A+1 − 1

A+1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 − 1
A+1 0 0 1

A+1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0


Ce qui implique que

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1
A+1 0 0 0 0 0 0 − 1

A+1 0

1 −λ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −λ 1
A+1 0 0 0 0 − 1

A+1 0

0 0 1 −λ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −λ 1
A+1 0 0 − 1

A+1 0

0 0 0 0 1 −λ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −λ 1
A+1 − 1

A+1 0

0 0 0 0 0 0 1 −λ 0 0

0 0 0 0 0 0 − 1
A+1 0 −λ 1

A+1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Alors l’équation caractéristique du B

(
x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

)
autour du point

d’équilibre
(
x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

)
= (A + 1,A + 1,A + 1,A + 1,A + 1) est

(
λ2 − 1

A + 1

)2 (
λ6 − (3A + 4)

(A + 1)2 λ
4 +

(3A + 4)
(A + 1)3 λ

2 − 1
(A + 1)3

)
= 0.

Par indication, pour tout p ≥ 3, l’équation caractéristique de la matrice jacobienne

associée à un système d’un nombre quelconque p des équations aux différences

autour du point d’équilibre
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
= (A+1,A+1, . . . ,A+1,A+1)

est
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(
λ2 − 1

A + 1

)p−3 (
λ6 − (3A + 4)

(A + 1)2 λ
4 +

(3A + 4)
(A + 1)3 λ

2 − 1
(A + 1)3

)
= 0, (2.12)

ce qui équivalent à (
λ2 − 1

A + 1

)p−3

= 0,

ou

λ6 − (3A + 4)
(A + 1)2 λ

4 +
(3A + 4)
(A + 1)3 λ

2 − 1
(A + 1)3 = 0.

C’est à dire (
λ2 − 1

A + 1

)p−3

= 0,

ou (
λ − 1√

A + 1

) (
λ +

1√
A + 1

) (
λ4 − (2A + 3)λ2

(1 + A)2 +
1

(1 + A)2

)
= 0.

On a

λ4 − (2A + 3)λ2

(1 + A)2 +
1

(1 + A)2 = 0 ⇔ (λ2)2 − (2A + 3)
(1 + A)2 (λ)2 +

1
(1 + A)2 = 0

On pose

x = λ2

Alors

(λ2)2 − 2A + 3
(1 + A)2 (λ)2 +

1
(1 + A)2 = 0 ⇔ x2 − 2A + 3

(1 + A)2 x +
1

(1 + A)2 = 0.

Et par suite

∆ =
4A + 5

(1 + A)4 > 0

Alors

x1 =
1
2

(2A + 3) +
√

4A + 5
(1 + A)2 ⇒ λ3,4 = ±

1√
2

√
2A + 3 +

√
4A + 5

A + 1
,

x2 =
1
2

(2A + 3) −
√

4A + 5
(1 + A)2 ⇒ λ5,6 = ±

1√
2

√
2A + 3 −

√
4A + 5

A + 1
.
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Et donc

λ3 =
1√
2

√
2A + 3 −

√
4A + 5

1 + A
, λ4 = −

1√
2

√
2A + 3 −

√
4A + 5

1 + A
,

λ5 =
1√
2

√
2A + 3 +

√
4A + 5

1 + A
, λ6 = −

1√
2

√
2A + 3 +

√
4A + 5

1 + A
.

Remarquons que

λ3 =
1√
2

√
2A + 3 −

√
4A + 5

1 + A

=
1
2

√
2
√

2A + 3 −
√

4A + 5

1 + A

=
1
2

√
4A + 6 − 2

√
4A + 5

1 + A

=
1
2

√
4A + 5 + 1 − 2

√
4A + 5

1 + A

=
1
2

((
√

4A + 5 − 1)2)
1
2

1 + A

λ3 =
1
2

√
4A + 5 − 1

1 + A
.

Donc

λ3 =
1
2

√
4A + 5 − 1

1 + A
, λ4 = −

1
2

√
4A + 5 − 1

1 + A
,

λ5 =
1
2

√
4A + 5 + 1

1 + A
, λ6 = −

1
2

√
4A + 5 + 1

1 + A
.

Ce qui implique que les racines de l’équation (2.12) sont

λ1 =
1√

1 + A
, λ2 = −

1√
1 + A

, λ3 =
1
2

√
4A + 5 − 1

1 + A
,

λ4 = −
1
2

√
4A + 5 − 1

1 + A
, λ5 =

1
2

√
4A + 5 + 1

1 + A
, λ6 = −

1
2

√
4A + 5 + 1

1 + A
,

tel que λ1,2 sont de degré de multiplicité égale à p − 2.

Comme A > 1, on obtient

|λ1| = |λ2| =
1√

1 + A
< 1,
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|λ3| = |λ4| =
1
2

√
4A + 5 − 1

1 + A
< 1,

et

|λ5| = |λ6| =
1
2

√
4A + 5 + 1

1 + A
< 1.

Donc toutes les racines de l’équation (2.12) ont un module strictement inférieur

à 1. Alors d’après le Théorème (1.3.1) le point d’équilibre (A + 1,A + 1, . . . ,A + 1)

est localement asymptotiquement stable.

(ii) Pour 0 < A < 1, il y a des racines qui ont un module supérieur à un, alors d’après

le Théorème (1.3.1) le point d’équilibre (A + 1,A + 1, . . . ,A + 1) du système (2.4)

est instable.

(iii) Si A = 1, le point d’équilibre du système (2.4) est
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
= (µ, µ, . . . , µ,

µ

µ − 1
),

donc

B
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
=



0 µ−1
µ 0 0 . . . 0 0 − (µ−1)2

µ 0

1 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 µ−1
µ . . . 0 0 − (µ−1)2

µ 0

0 0 1 0 . . . 0 0 0 0
...
...
...
...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 µ−1
µ − (µ−1)2

µ 0

0 0 0 0 . . . 1 0 0 0

0 0 0 0 . . . − 1
µ(µ−1) 0 0 1

µ

0 0 0 0 . . . 0 0 1 0


Alors, le polynôme caractéristique est
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det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ µ−1
µ 0 0 . . . 0 0 − (µ−1)2

µ 0

1 −λ 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 −λ µ−1
µ . . . 0 0 − (µ−1)2

µ 0

0 0 1 −λ . . . 0 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . −λ µ−1
µ − (µ−1)2

µ 0

0 0 0 0 . . . 1 −λ 0 0

0 0 0 0 . . . − 1
µ(µ−1) 0 −λ 1

µ

0 0 0 0 . . . 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
- Pour p = 3, la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre

(
x(1), x(2), x(3)

)
=

(µ, µ, µµ−1 ) est

B
(
x(1), x(2), x(3)

)
=



0 µ−1
µ 0 0 − (µ−1)2

µ 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 µ−1
µ − (µ−1)2

µ 0

0 0 1 0 0 0

0 0 − 1
µ(µ−1) 0 0 1

µ

0 0 0 0 1 0


Ce qui implique que

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ µ−1
µ 0 0 − (µ−1)2

µ 0

1 −λ 0 0 0 0

0 0 −λ µ−1
µ − (µ−1)2

µ 0

0 0 1 −λ 0 0

0 0 − 1
µ(µ−1) 0 −λ 1

µ

0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Alors l’équation caractéristique du B

(
x(1), x(2), x(3)

)
autour du point d’équi-

libre
(
x(1), x(2), x(3)

)
= (µ, µ, µµ−1 ) est

λ6 −
(

2µ2 − 1
µ2

)
λ4 +

(
µ3 + µ2 − 3µ + 1

µ3

)
λ2 −

(µ − 1)2

µ3 = 0.
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- Pour p = 4, la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre
(
x(1), x(2), x(3), x(4)

)
=

(µ, µ, µ, µµ−1 ) est

B
(
x(1), x(2), x(3), x(4)

)
=



0 µ−1
µ 0 0 0 0 − (µ−1)2

µ 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 µ−1
µ 0 0 − (µ−1)2

µ 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 µ−1
µ − (µ−1)2

µ 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 − 1
µ(µ−1) 0 0 1

µ

0 0 0 0 0 0 1 0


Ce qui implique que

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ µ−1
µ 0 0 0 0 − (µ−1)2

µ 0

1 −λ 0 0 0 0 0 0

0 0 −λ µ−1
µ 0 0 − (µ−1)2

µ 0

0 0 1 −λ 0 0 0 0

0 0 0 0 −λ µ−1
µ − (µ−1)2

µ 0

0 0 0 0 1 −λ 0 0

0 0 0 0 − 1
µ(µ−1) 0 −λ 1

µ

0 0 0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Alors l’équation caractéristique du B

(
x(1), x(2), x(3), x(4)

)
autour du point d’équi-

libre
(
x(1), x(2), x(3), x(4)

)
= (µ, µ, µ, µµ−1 ) est

(
λ2 −

µ − 1
µ

) (
λ6 −

(
2µ2 − 1
µ2

)
λ4 +

(
µ3 + µ2 − 3µ + 1

µ3

)
λ2 −

(µ − 1)2

µ3

)
= 0.

- Pour p = 5, la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre
(
x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

)
=

(µ, µ, µ, µ, µµ−1 ) est
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B
(
x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

)
=



0 µ−1
µ 0 0 0 0 0 0 − (µ−1)2

µ 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 µ−1
µ 0 0 0 0 − (µ−1)2

µ 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 µ−1
µ 0 0 − (µ−1)2

µ 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 µ−1
µ − (µ−1)2

µ 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 − 1
µ(µ−1) 0 0 1

µ

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0


Ce qui implique que

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ µ−1
µ 0 0 0 0 0 0 − (µ−1)2

µ 0

1 −λ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −λ µ−1
µ 0 0 0 0 − (µ−1)2

µ 0

0 0 1 −λ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −λ µ−1
µ 0 0 − (µ−1)2

µ 0

0 0 0 0 1 −λ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −λ µ−1
µ − (µ−1)2

µ 0

0 0 0 0 0 0 1 −λ 0 0

0 0 0 0 0 0 − 1
µ(µ−1) 0 −λ 1

µ

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Alors l’équation caractéristique du B

(
x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

)
autour du point

d’équilibre
(
x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)

)
= (µ, µ, µ, µ, µµ−1 ) est

(
λ2 −

µ − 1
µ

)2 (
λ6 −

(
2µ2 − 1
µ2

)
λ4 +

(
µ3 + µ2 − 3µ + 1

µ3

)
λ2 −

(µ − 1)2

µ3

)
= 0.

Par indication, pour tout p ≥ 3, l’équation caractéristique de la matrice jacobienne

associée à un système d’un nombre quelconque p des équations aux différences

autour du point d’équilibre
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
= (µ, µ, . . . , µ, µµ−1 ) est
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(
λ2 −

µ − 1
µ

)p−3 (
λ6 −

(
2µ2 − 1
µ2

)
λ4 +

(
µ3 + µ2 − 3µ + 1

µ3

)
λ2 −

(µ − 1)2

µ3

)
= 0. (2.13)

ce qui équivalent à (
λ2 −

µ − 1
µ

)p−3

= 0,

ou

λ6 −
(

2µ2 − 1
µ2

)
λ4 +

(
µ3 + µ2 − 3µ + 1

µ3

)
λ2 −

(µ − 1)2

µ3 = 0.

C’est à dire (
λ2 −

µ − 1
µ

)p−3

= 0,

ou

(λ − 1)(λ + 1)
(
λ4 −

(
µ2 − 1
µ2

)
λ2 +

(µ − 1)2

µ3

)
= 0.

On a

λ4 −
(
µ2 − 1
µ2

)
λ2 +

(µ − 1)2

µ3 = 0 ⇔ (λ2)2 −
(
µ2 − 1
µ2

)
(λ)2 +

(µ − 1)2

µ3 = 0

On pose :

x = λ2

Alors :

(λ2)2 −
(
µ2 − 1
µ2

)
(λ)2 +

(µ − 1)2

µ3 = 0 ⇔ x2 −
(
µ2 − 1
µ2

)
x +

(µ − 1)2

µ3 = 0.

Et par suite

∆ = µ2(µ − 1)4 > 0

Alors
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x1 =
µ − 1
µ2 ⇒ λ3,4 = ±

√
µ − 1
µ

x2 =
µ − 1
µ

⇒ λ5,6 = ±
√
µ − 1
µ
.

Et donc

λ3 =

√
µ − 1
µ
, λ4 = −

√
µ − 1
µ
,

λ5 =

√
µ − 1
µ
, λ6 = −

√
µ − 1
µ
.

Ce qui implique que les racines de l’équation (2.13) sont

λ1 = −1, λ2 = 1, λ3 =

√
µ − 1
µ
,

λ4 = −
√
µ − 1
µ
, λ5 =

√
µ − 1
µ
, λ6 = −

√
µ − 1
µ
,

tel que λ5,6 sont de degré de multiplicité égale à p − 2.

Comme µ > 1, on obtient

|λ1| = |λ2| = 1,

|λ3| = |λ4| =
√
µ − 1
µ

< 1,

et

|λ5| = |λ6| =
√
µ − 1
µ
< 1.

D’une part le module de quatre racines est strictement inférieur à 1, d’autre part,

on a deux racines de module égale à 1. Alors on ne peut rien dire sur la stabilité

du point d’équilibre
(
x(1), x(2), . . . , x(p−1), x(p)

)
= (µ, µ, . . . , µ,

µ

µ − 1
).

Pour continuer notre démonstration, on va utiliser le lemme suivant

Lemme 2.3.2 Soit
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

une solution du système (2.4). Alors, s’il

existe s ∈ {−1, 0, . . .}, tel que pour n ≥ s, x(1)
n ≥ x(1), x(2)

n ≥ x(2), . . . , x(p)
n ≥ x(p) (resp :

x(1)
n < x(1), x(2)

n < x(2), . . . , x(p)
n < x(p), la solution

{(
x(1)

n , x
(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
tend vers le point

d’équilibre positif
(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)
du système (2.4) lorsque n→ +∞.

Preuve. Soit
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

une solution positive du système (2.4), tel que
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x(1)
n ≥ x(1), x(2)

n ≥ x(2), . . . , x(p)
n ≥ x(p), n ≥ s, (2.14)

Où s ∈ {−1, 0, . . .} .

On va montrer que

lim
n→+∞

(
x(1)

n , x
(2)
n , . . . , x

(p)
n

)
=

(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)
.

D’abord, montrons que

lim
n→+∞

x(1)
n = x(1).

Alors, du système (2.4) et de la relation (2.14), on obtient

x(1)
n+1 = A +

x(1)
n−1

x(p)
n

≤ A +
x(1)

n−1

x(p)
, n ≥ 1. (2.15)

On pose

un+1 = A +
un−1

x(p)
, n ≥ 1, (2.16)

tel que

us = x(1)
s , us+1 = x(1)

s+1, s ∈ {−1, 0, . . .} , n ≥ s. (2.17)

Alors la solution un de l’équation aux différences (2.16) est comme suit

un = uh + up,

tel que

 uh : est la solution de l’équation homogène.

up : est une solution particulière de l’équation (2.16).
De l’équation (2.16), on a l’équation homogène

un+1 −
un−1

x(p)
= 0.

Alors, le polynôme caractéristique de l’équation homogène est

λ2 − 1

x(p)
= 0.
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Et donc

λ1,2 = ±
1√
x(p)
.

Alors, la solution de l’équation homogène est

uh = c1

 1√
x(p)

n

+ c2

− 1√
x(p)

n

.

D’autre part La solution particulière est sous la forme

up = Ac3.

Comme up est une solution de l’équation (2.16), en substituant sa valeur dans

(2.16), on trouve

Ac3 −
Ac3

x(p)
= A ⇒ c3 −

c3

x(p)
= 1.

Ce qui implique que

c3 =
x(p)

x(p) − 1
,

et par suite

up =
Ax(p)

x(p) − 1
.

D’où

un = c1

 1√
x(p)

n

+ c2

− 1√
x(p)

n

+
Ax(p)

x(p) − 1
.

De l’équation (2.16), on a :

ū = A +
ū

x(p)
⇒ ū

x(p) − 1

x(p)

 = A,
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alors

ū =
Ax(p)

x(p) − 1
,

et par l’utilisation de la relation (2.17), on trouve

x(1) =
Ax(p)

x(p) − 1
.

D’où

un = c1

 1√
x(p)

n

+ c2

− 1√
x(p)

n

+ x(1).

Par l’utilisation des deux relations (2.15) et (2.16), on obtient

x(1)
n+1 − un+1 =

x(1)
n−1

x(p)
n

− un−1

x(p)
.

Ce qui implique que :

x(1)
n+1 − un+1 ≤

x(1)
n−1 − un−1

x(p)
, n > s. (2.18)

Par conséquent, d’après les relations (2.17) et (2.18), on a :

x(1)
n+1 − un+1 ≤ 0 ⇒ x(1)

n+1 ≤ un+1, n > s,

c’est-à-dire

x(1)
n ≤ un, n ≥ s. (2.19)

Par passage à la limite de la relation (2.19) on trouve que

lim
n→+∞

x(1)
n ≤ lim

n→+∞
un = x(1), (car x(p) > 1). (2.20)

Par hypothèse et d’après (2.14), on a

lim
n→+∞

x(1)
n ≥ x(1), (2.21)
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de (2.20) et (2.21), on aura

lim
n→+∞

x(1)
n = x(1). (2.22)

De la même manière, on peut montrer que

lim
n→+∞

x(2)
n = x(2), . . . , lim

n→+∞
x(p)

n = x(p). (2.23)

De (2.22) et (2.23), la solution
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
tend vers

(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)
lorsque

n→ +∞.

On peut voir aussi que si x(1)
n < x(1), x(2)

n < x(2),. . . , x(p)
n < x(p), pour n ≥ s alors{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
tend vers

(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)
lorsque n→ +∞.

Ce qui termine la démonstration du lemme.

Pour illustrer les résultats de ce Théorème, nous considérons l’exemple numérique

suivant

Exemple 2.3.1 1. Soient A = 2 et p = 3 dans le système (2.4), alors on obtient le système

x(1)
n+1 = 2 +

x(1)
n−1

x(3)
n

, x(2)
n+1 = 2 +

x(2)
n−1

x(3)
n

, x(3)
n+1 = 2 +

x(3)
n−1

x(2)
n

, n ∈N0 (2.24)

Supposons x(1)
−1 =

3
2
, x(1)

0 =
5
2
, x(2)
−1 =

3
2
, x(2)

0 =
13
4
, x(3)
−1 =

4
3
, x(3)

0 =
7
3

.

Alors, on obtient la représentation graphique suivante

2. Soient A =
1
2

et p = 4 dans le système (2.4), alors on obtient le système

x(1)
n+1 =

1
2
+

x(1)
n−1

x(4)
n

, x(2)
n+1 =

1
2
+

x(2)
n−1

x(4)
n

, x(3)
n+1 =

1
2
+

x(3)
n−1

x(4)
n

, x(3)
n+1 =

1
2
+

x(4)
n−1

x(3)
n

n ∈N0

(2.25)

Supposons x(1)
−1 = 2, x(1)

0 = 32, x(2)
−1 = 9, x(2)

0 = 10, x(3)
−1 = 4, x(3)

0 = 17, x(4)
−1 = 7, x(4)

0 = 5.

Alors, on obtient la représentation graphique suivante
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Figure 2.2 – Ce graphique représente le comportement asymptotique de la solution du
système (2.24)
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Figure 2.3 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (2.25)
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2.4 Le comportement asymptotique des solutions posi-

tives

Dans cette section, nous donnons et prouvons quelques résultats concernant le

comportement asymptotique des solutions du système (2.4), lorsque 0 < A < 1,A = 1

et A > 1.

2.4.1 Cas 0 < A < 1 :

Théorème 2.4.1 Supposons que 0 < A < 1 et
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

est une solution positive

du système (2.4). Alors,

(i) Si

x(i)
−1 < 1, x(i)

0 >
1

1 − A
, i = 1, 2, . . . , p. (2.26)

Alors

lim
n→∞

x(i)
2n+1 = A, lim

n→∞
x(i)

2n = ∞, i = 1, 2, . . . , p.

(ii) Si

x(i)
0 < 1, x(i)

−1 >
1

1 − A
, i = 1, 2, . . . , p. (2.27)

Alors

lim
n→∞

x(i)
2n+1 = ∞, lim

n→∞
x(i)

2n = A, i = 1, 2, . . . , p.

Preuve.

(i) D’après le système (2.4), pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a

x(i)
1 = A +

x(i)
−1

x(p)
0

, x(p)
1 = A +

x(p)
−1

x(p−1)
0

.

48



Comportement asymptotique d’un système

Comme x(i)
−1 < 1, i = 1, 2, . . . , p (d’après (2.26)), alors

x(i)
1 < A +

1

x(p)
0

, x(p)
1 < A +

1

x(p−1)
0

, i = 1, 2, . . . , p − 1.

De plus, d’après (2.26), on a

x(p)
0 >

1
1 − A

⇒ 1

x(p)
0

< 1 − A,

et

x(p−1)
0 >

1
1 − A

⇒ 1

x(p−1)
0

< 1 − A.

Ce qui implique que

x(i)
1 < A + (1 − A) = 1, i = 1, 2, . . . , p.

D’autre part, d’après (2.4), pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a

x(i)
2 = A +

x(i)
0

x(p)
1

, x(p)
2 = A +

x(p)
0

x(p−1)
1

,

comme

x(p)
1 < 1 et x(p−1)

1 < 1,

alors
1

x(p)
1

> 1 et
1

x(p−1)
1

> 1,

ce qui nous donne

x(i)
2 > A + x(i)

0 > x(i)
0 , i = 1, 2, . . . , p,

alors

x(i)
2 >

1
1 − A

i = 1, 2, . . . , p
(
car x(i)

0 >
1

1 − A

)
.
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Par indication, pour n = 0, 1, . . ., on obtient

x(i)
2n−1 < 1, x(i)

2n >
1

1 − A
, i = 1, 2, . . . , p. (2.28)

Du système (2.4), pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a

x(i)
2n = A +

x(i)
2n−2

x(p)
2n−1

, x(p)
2n = A +

x(p)
2n−2

x(p−1)
2n−1

,

et d’après (2.28), on a :

x(p)
2n−1 < 1 et x(p−1)

2n−1 < 1,

alors
1

x(p)
2n−1

> 1 et
1

x(p−1)
2n−1

> 1.

donc

x(i)
2n > A + x(i)

2n−2, i = 1, 2, . . . , p.

Par la répétition des mêmes étapes, pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on obtient

x(i)
2n > A + x(i)

2n−2 = 2A +
x(i)

2n−4

x(p)
2n−3

> 2A + x(i)
2n−4 > 3A + x(i)

2n−6 > · · · ,

x(p)
2n > A + x(p)

2n−2 = 2A +
x(p)

2n−4

x(p−1)
2n−3

> 2A + x(p)
2n−4 > 3A + x(p)

2n−6 > · · · .

Remarquons que, pour i = 1, 2, . . . , p

x(i)
2n > A + x(i)

2(n−1) > 2A + x(i)
2(n−2) > 3A + x(i)

2(n−3) > · · · > nA + x(i)
2(n−n),

d’où

x(i)
2n > nA + x(i)

0 , i = 1, 2, . . . , p.

Par passage à la limite, lorsque n→∞, on obtient

lim
n→∞

x(i)
2n = ∞, i = 1, 2, . . . , p.
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D’autre part, et du système (2.4), pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a

x(i)
2n+1 = A +

x(i)
2n−1

x(p)
2n

, x(p)
2n+1 = A +

x(p)
2n−1

x(p−1)
2n

.

De (2.28) et par passage à la limite des deux membres des deux égalités précé-

dentes lorsque n→∞, et par l’utilisation du fait que x(i)
2n−1 < 1, i = 1, 2, . . . , p, on

aura

lim
n→∞

x(i)
2n+1 < A + lim

n→∞

1

x(p)
2n

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

et

lim
n→∞

x(p)
2n+1 < A + lim

n→∞

1

x(p−1)
2n

.

Et par suite, pour i = 1, 2, . . . , p, on trouve

lim
n→∞

x(i)
2n+1 = A,

(
car lim

n→∞
x(p)

2n = ∞, lim
n→∞

x(p−1)
2n = ∞

)
.

(ii) D’après le système (2.4), pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a

x(i)
1 = A +

x(i)
−1

x(p)
0

, x(p)
1 = A +

x(p)
−1

x(p−1)
0

,

comme x(p)
0 < 1 et x(p−1)

0 < 1 (d’après (2.27)), alors

x(i)
1 > A + x(i)

−1 > x(i)
−1, i = 1, 2, . . . , p.

De plus, d’après (2.27), on a

x(i)
−1 >

1
1 − A

, i = 1, 2, . . . , p,

ce qui implique que

x(i)
1 >

1
1 − A

, i = 1, 2, . . . , p.
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D’autre part, de (2.4), pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a

x(i)
2 = A +

x(i)
0

x(p)
1

, x(p)
2 = A +

x(p)
0

x(p−1)
1

,

comme x(i)
0 < 1, i = 1, 2, . . . , p, alors

x(i)
2 < A +

1

x(p)
1

, x(p)
2 < A +

1

x(p−1)
1

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

ce qui nous donne

x(i)
2 < A + (1 − A) = 1, i = 1, 2, . . . , p

(
car x(p)

1 >
1

1 − A
, x(p−1)

1 >
1

1 − A

)
.

Par indication, et pour n = 0, 1, . . ., on obtient

x(i)
2n−1 >

1
1 − A

, x(i)
2n < 1, i = 1, 2, . . . , p. (2.29)

Du système (2.4), pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a

x(i)
2n+1 = A +

x(i)
2n−1

x(p)
2n

, x(p)
2n+1 = A +

x(p)
2n−1

x(p−1)
2n

et d’après (2.29), on aura

1

x(p)
2n

> 1, et
1

x(p−1)
2n

> 1,

donc

x(i)
2n+1 > A + x(i)

2n−1, i = 1, 2, . . . , p.

Par la répétition des mêmes étapes, pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on obtient

x(i)
2n+1 > A + x(i)

2n−1 = 2A +
x(i)

2n−3

x(p)
2n−2

> 2A + x(i)
2n−3 > 3A + x(i)

2n−5 > · · · ,
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x(p)
2n+1 > A + x(p)

2n−1 = 2A +
x(p)

2n−3

x(p−1)
2n−2

> 2A + x(p)
2n−3 > 3A + x(p)

2n−5 > · · · .

Remarquons que pour i = 1, 2, . . . , p

x(i)
2n+1 > A + x(i)

2n−[(1)(2)−1] > 2A + x(i)
2n−[(2)(2)−1] > 3A + x(i)

2n−[(3)(2)−1] > · · · > kA + x(i)
2n−2n.

Il est facile de voir que

2n = 2k − 1⇒ k =
2n + 1

2
.

donc

x(i)
2n+1 >

2n + 1
2

A + x(i)
0 , i = 1, 2, . . . , p.

Par passage à la limite, lorsque n→∞, on obtient

lim
n→∞

x(i)
2n+1 = ∞, i = 1, 2, . . . , p.

D’autre part, de(2.4), pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a

x(i)
2n = A +

x(i)
2n−2

x(p)
2n−1

, x(p)
2n = A +

x(p)
2n−2

x(p−1)
2n−1

,

par l’utilisation de (2.29) et par passage à la limite des deux membres des deux

égalités précédentes lorsque n→∞, et par l’utilisation du fait que x(i)
2n−2 < 1, i =

1, 2, . . . , p, on aura

lim
n→∞

x(i)
2n < A + lim

n→∞

1

x(p)
2n−1

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

et

lim
n→∞

x(p)
2n < A + lim

n→∞

1

x(p−1)
2n−1

.

Et par suite, pour i = 1, 2, . . . , p, on trouve

lim
n→∞

x(i)
2n = A,

(
car lim

n→∞
x(p)

2n−1 = ∞, lim
n→∞

x(p−1)
2n−1 = ∞

)
.
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Ce qui termine la démonstration du Théorème.

2.4.2 Cas A = 1 :

Dans ce cas, nous prouvons que chaque solution positive du système (2.4) est bornée

et permanente.

Théorème 2.4.2 Supposons que A = 1. Alors, toute solution positive
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
n≥−1

du système (2.4) est bornée et permanente.

Preuve.

Soit
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p)
n

)}
une solution positive du système (2.4). Il est clair que

x(i)
n > 1, i = 1, 2, . . . , p pour n ≥ 1.

Alors on a

x(i)
j ∈

[
K,

K
K − 1

]
, j = 1, 2, . . . ,m + 1, i = 1, 2, . . . , p,

où

K = min
{
α,
β

β − 1

}
> 1, α = min

1≤ j≤m+1
{x(1)

j , x
(2)
j , . . . , x

(p)
j }, β = max

1≤ j≤m+1
{x(1)

j , x
(2)
j , . . . , x

(p)
j }.

Donc, pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on aura

K ≤ x(i)
m+2 = 1 +

x(i)
m

x(p)
m+1

≤ K
K − 1

, K ≤ x(p)
m+2 = 1 +

x(p)
m

x(p−1)
m+1

≤ K
K − 1

,

car

K ≤ x(i)
m ≤

K
K − 1

, i = 1, 2, . . . , p,

K ≤ x(p)
m+1 ≤

K
K − 1

⇒ K − 1
K
≤ 1

x(p)
m+1

≤ 1
K
,
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et

K ≤ x(p−1)
m+1 ≤

K
K − 1

⇒ K − 1
K
≤ 1

x(p−1)
m+1

≤ 1
K
.

Par indication, on trouve que

x(i)
j ∈

[
K,

K
K − 1

]
, j = 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , p.

Ce qui termine la démonstration.

2.4.3 Cas A > 1 :

Dans ce cas, nous prouvons que le point d’équilibre positive du système (2.4) est glo-

balement asymptotiquement stable. Pour prouvez la stabilité globale du point d’équi-

libre, nous avons besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.4.1 Supposons que A > 1. Alors, toute solution positive
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p−1)
n , x(p)

n

)}
n≥−1

du système (2.4) est bornée.

Preuve.

Soit
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p−1)
n , x(p)

n

)}
une solution positive du système (2.4). Il est clair que

x(i)
n > A > 1, pour n ≥ 1, i = 1, 2, . . . , p. (2.30)

De (2.30), comme x(p)
n > A, x(p−1)

n > A, pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on aura

x(i)
n+1 = A +

x(i)
n−1

x(p)
n

≤ A +
x(i)

n−1

A
, x(p)

n+1 = A +
x(p)

n−1

x(p−1)
n

≤ A +
x(p)

n−1

A
n ≥ 1. (2.31)

On pose

un+1 = A +
un−1

A
, n ≥ 1, (2.32)
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tel que

us = x(i)
s , us+1 = x(i)

s+1, s ∈ {−1, 0, . . .},n ≥ s, i = 1, 2, . . . , p. (2.33)

Alors, la solution un de l’équation aux différences (2.32) est comme suit

un = uh + up, (2.34)

avec uh : est la solution de l’équation homogène,

up : est une solution particulière de l’équation (2.32).

De l’équation (2.32) on a l’équation homogène

un+1 −
un−1

A
= 0.

Alors, le polynôme caractéristique de l’équation homogène est

λ2 − 1
A
= 0,

donc

λ1,2 = ±
1√
A
.

Alors, la solution de l’équation homogène est

uh = c(i)
1

(
1√
A

)n

+ c(i)
2

(
− 1√

A

)n

, i = 1, 2, . . . , p.

D’autre part la solution particulière s’écrit sous la forme

up = Ac(i)
3 , i = 1, 2, . . . , p.
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Comme up est une solution particulière de (2.32), en substituant sa valeur dans (2.32),

on trouve

Ac(i)
3 −

Ac(i)
3

A
= A⇒ (A − 1)c(i)

3 = A, i = 1, 2, . . . , p,

ce qui implique que

c(i)
3 =

A
A − 1

,

par suite

up =
A2

A − 1
.

D’où

un = c(i)
1

(
1√
A

)n

+ c(i)
2

(
− 1√

A

)n

+
A2

A − 1
, i = 1, 2, . . . , p. (2.35)

De l’équation (2.32) on a

ū = A +
ū
A
⇒ ū(1 − 1

A
) = A.

Alors

ū =
A2

A − 1
,

d’où

un = c(i)
1

(
1√
A

)n

+ c(i)
2

(
− 1√

A

)n

+ ū, i = 1, 2, . . . , p. (2.36)

Par l’utilisation des deux relations (2.31) et (2.32), on obtient

x(i)
n+1 − un+1 =

x(i)
n−1

x(p)
n

− un−1

A
, x(p)

n+1 − un+1 =
x(p)

n−1

x(p−1)
n

− un−1

A
,

ce qui implique que

x(i)
n+1 − un+1 ≤

x(i)
n−1 − un−1

A
, n > s, i = 1, 2, . . . , p. (2.37)

Par conséquent, de (2.33) et (2.37), on a

x(i)
n+1 − un+1 ≤ 0⇒ x(i)

n+1 ≤ un+1, n > s, i = 1, 2, . . . , p,
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c’est à dire

x(i)
n ≤ un, n ≥ s, i = 1, 2, . . . , p. (2.38)

De (2.30),(2.35) et (2.38), pour i = 1, 2, . . . , p on obtient

A < x(i)
n ≤ c(i)

1

(
1√
A

)n

+ c(i)
2

(
− 1√

A

)n

+
A2

A − 1
,

où

c(i)
1 =

1
2

(
x(i)

0 +
√

Ax(i)
1 −

A2

A − 1
(1 +

√
A)

)
, c(i)

2 =
1
2

(
x(i)

0 −
√

Ax(i)
1 −

A2

A − 1
(1 −

√
A)

)
.

En effet, de (2.33) et (2.35), pour i = 1, 2, . . . , p, on a :

x(i)
0 = c(i)

1 + c(i)
2 +

A2

A − 1
et x(i)

1 =
c(i)

1 − c(i)
2√

A
+

A2

A − 1
,

ce qui implique que pour i = 1, 2, . . . , p, on trouve

c(i)
1 =

1
2

(
x(i)

0 +
√

Ax(i)
1 −

A2

A − 1
(1 +

√
A)

)
, c(i)

2 =
1
2

(
x(i)

0 −
√

Ax(i)
1 −

A2

A − 1
(1 −

√
A)

)
.

Théorème 2.4.3 Supposons que A > 1. Alors, le point d’équilibre positif du système (2.4) est

globalement asymptotiquement stable.

Preuve.

D’après le Théorème (2.3.1), le point d’équilibre positif du système (2.4) est locale-

ment asymptotiquement stable pour A > 1. Alors il nous reste qu’à montrer qu’il est

globalement attractif. C’est à dire :

lim
n→∞

(
x(1)

n , x
(2)
n , . . . , x

(p)
n

)
= (A + 1,A + 1, . . .A + 1) .
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Pour cela, on va montrer que

lim
n→∞

x(i)
n = A + 1, i = 1, 2, . . . , p.

Au moyen du Lemme (2.4.1), on pose

Li = lim
n→∞

sup x(i)
n , mi = lim

n→∞
inf x(i)

n , i = 1, 2, . . . , p. (2.39)

Alors, de(2.4) et (2.39), on obtient

Li ≤ A +
Li

mp
, Lp ≤ A +

Lp

mp−1
, i = 1, 2, . . . , p − 1,

en effet, d’après le système (2.4) on a :

x(i)
n+1 = A +

x(i)
n−1

x(p)
n

, x(p)
n+1 = A +

x(p)
n−1

x(p−1)
n

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

alors, pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on trouve

sup x(i)
n+1 = sup

A +
x(i)

n−1

x(p)
n

 , sup x(p)
n+1 = sup

A +
x(p)

n−1

x(p−1)
n

 .
Donc, pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on obtient

Li = lim
n→∞

sup x(i)
n = lim

n→∞
sup x(i)

n+1 = lim
n→∞

sup

A +
x(i)

n−1

x(p)
n

 ,
Lp = lim

n→∞
sup x(p)

n = lim
n→∞

sup x(p)
n+1 = lim

n→∞
sup

A +
x(p)

n−1

x(p−1)
n

 .
Il est évident que

x(i)
n−1 ≤ sup x(i)

n , i = 1, 2, . . . , p

et

x(p)
n ≥ inf x(p)

n ⇒
1

x(p)
n

≤ 1

inf x(p)
n

, x(p−1)
n ≥ inf x(p−1)

n ⇒ 1

x(p−1)
n

≤ 1

inf x(p−1)
n

,
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et par suite

A +
x(i)

n−1

x(p)
n

≤ A +
sup x(i)

n

inf x(p)
n

, A +
x(p)

n−1

x(p−1)
n

≤ A +
sup x(p)

n

inf x(p−1)
n

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

alors

Li ≤ lim
n→∞

A +
sup x(i)

n

inf x(p)
n

 , Lp ≤ lim
n→∞

A +
sup x(p)

n

inf x(p−1)
n

 , i = 1, 2, . . . , p − 1,

donc

Li ≤ A +
Li

mp
, Lp ≤ A +

Lp

mp−1
, i = 1, 2, . . . , p − 1.

D’autre part on a

mi ≥ A +
mi

Lp
, mp ≥ A +

mp

Lp−1
, i = 1, 2, . . . , p − 1,

en effet, d’après le système (2.4), pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a :

x(i)
n+1 = A +

x(i)
n−1

x(p)
n

, x(p)
n+1 = A +

x(p)
n−1

x(p−1)
n

,

alors

inf x(i)
n+1 = inf

A +
x(i)

n−1

x(p)
n

 , inf x(p)
n+1 = inf

A +
x(p)

n−1

x(p−1)
n

 , i = 1, 2, . . . , p − 1.

Donc, pour i = 1, 2, . . . , p − 1, on a

mi = lim
n→∞

inf x(i)
n = lim

n→∞
inf x(i)

n+1 = lim
n→∞

inf

A +
x(i)

n−1

x(p)
n

 ,
mp = lim

n→∞
inf x(p)

n = lim
n→∞

inf x(p)
n+1 = lim

n→∞
inf

A +
x(p)

n−1

x(p−1)
n

 .
Il est évident que

x(i)
n−1 ≥ inf x(i)

n , i = 1, 2, . . . , p,
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et

x(p)
n ≤ sup x(p)

n ⇒
1

x(p)
n

≥ 1

sup x(p)
n

, x(p−1)
n ≤ sup x(p−1)

n ⇒ 1

x(p−1)
n

≥ 1

sup x(p−1)
n

et par suite

A +
x(i)

n−1

x(p)
n

≥ A +
inf x(i)

n

sup x(p)
n

, A +
x(p)

n−1

x(p−1)
n

≥ A +
inf x(p)

n

sup x(p−1)
n

, i = 1, 2, . . . , p − 1,

alors

mi ≥ lim
n→∞

A +
inf x(i)

n

sup x(p)
n

 , mp ≥ lim
n→∞

A +
inf x(p)

n

sup x(p−1)
n

 , i = 1, 2, . . . , p − 1.

Donc

mi ≥ A +
mi

Lp
, mp ≥ A +

mp

Lp−1
, i = 1, 2, . . . , p − 1.

Des relations précédentes on a

ALp−1 +mp ≤ mpLp−1 ≤ Amp + Lp−1, ALp +mp−1 ≤ mp−1Lp ≤ Amp−1 + Lp,

ce qui implique que

ALp−1 +mp ≤ Amp + Lp−1,

et

ALp +mp−1 ≤ Amp−1 + Lp.

Alors

(A − 1)(Lp−1 −mp) ≤ 0, (A − 1)(Lp −mp−1) ≤ 0,

comme A > 1, on obtient

Lp−1 ≤ mp et Lp ≤ mp−1.

De (2.39), il est clair que

mp ≤ Lp et mp−1 ≤ Lp−1.
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Alors

Lp−1 ≤ mp ≤ Lp, Lp ≤ mp−1 ≤ Lp−1,

d’où

Lp−1 = Lp = mp−1 = mp.

Des les même argument, pour i = 1, 2, . . . , p − 2, on a

Limp ≤ Amp + Li, miLp ≥ ALp +mi,

ce qui nous donne

Li(mp − 1) ≤ Amp, ALp ≤ mi(Lp − 1), i = 1, 2, . . . , p − 2.

Comme Lp = mp, pour i = 1, 2, . . . , p − 2, on a

Li(Lp − 1) ≤ mi(Lp − 1),

donc, pour i = 1, 2, . . . , p − 2, on obtient

Li ≤ mi.

Tant que x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p−2)
n sont bornées et m1,m2, . . . ,mp−2 sont des valeurs finies, alors

Li = mi, i = 1, 2, . . . , p − 2.

Alors

lim
n→∞

inf x(i)
n = lim

n→∞
sup x(i)

n = lim
n→∞

x(i)
n , i = 1, 2, . . . , p.

D’où toute solution positive
{(

x(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(p−1)
n , x(p)

n

)}
n≥−1

du système (2.4) tend vers le

point d’équilibre positif.

Ce qui termine la démonstration.
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

D’UNE ÉQUATION AUX

DIFFÉRENCES DU TROISIÈME ORDRE

AVEC DES PUISSANCES ARBITRAIRES

3.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est l’étude du comportement asymptotique de l’équa-

tion aux différences du troisième ordre avec des puissances arbitraires

yn+1 =
αyn

β + γyp
n−1yq

n−2

, n ∈N,

où α, β, γ, p, q sont des nombres positifs non nuls et les valeurs initiales y−2, y−1, y0 sont

des nombres positifs.
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Dans [10], El-Owaidy et al. ont étudié le comportement global de l’équation aux

différences suivante

xn+1 =
αxn−1

β + γxp
n−2

, n ∈N, (3.1)

avec des paramètres positifs non nuls et des valeurs initiales positives.

En généralisant les résultats d’El-Owaidy [10], Chen et al. [3] ont étudié le compor-

tement asymptotique de l’équation aux différences rationnelle suivante

xn+1 =
αxn−k

β + γxp
n−l

, n ∈N, (3.2)

où k, l ∈N, les paramètres sont des nombres positifs et les valeurs initiales x−max{k,l}, . . . , x−1, x0

sont des nombres positifs non nuls.

Dans ce chapitre, nous généralisons les résultats concernant les équations (3.1), (3.2)

à l’équation aux différences

xn+1 =
αxn

β + γxp
n−1xq

n−2

, n ∈N, (3.3)

cette équation se ramène à l’équation aux différences

yn+1 =
ryn

1 + yp
n−1yq

n−2

, n ∈N, (3.4)

en utilisant le changement des variables xn =

(
β

γ

) 1
p+q

yn avec r =
α
β

.

Ainsi, au lieu de l’équation (3.3), on étudiera l’équation (3.4).

3.2 Stabilité locale des points d’équilibre

Dans cette section nous étudions la stabilité locale des points d’équilibre positifs de

l’équation (3.4).
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Le Lemme suivant donne les points d’équilibre positifs de l’équation (3.4).

Lemme 3.2.1 Nous avons les cas suivants pour les points d’équilibre de l’équation (3.4).

(i) y0 = 0 est toujours un point d’équilibre de l’équation (3.4).

(ii) Si r > 1, alors l’équation (3.4) admet l’équilibre positif y1 = (r − 1)
1

p+q .

(iii) Si r < 1 et 1
p+q est un entier positif pair, alors l’équation (3.4) admet l’équilibre positif

y2 = (r − 1)
1

p+q qui est toujours dans l’intervalle ]0, 1[.

Preuve. Par définition du point d’équilibre on a ȳ est un point d’équilibre de l’équa-

tion (3.4) si et seulement si

ȳ =
rȳ

1 + ȳp+q ,

ce qui nous donne

ȳ
(
1 − r

1 + ȳp+q

)
= 0.

Alors

ȳ = 0 ou bien ȳ = (r − 1)
1

p+q (cette valeur doit être positive).

• Si r > 1, y1 = (r − 1)
1

p+q > 0, donc il est un point d’équilibre de l’équation (3.4).

• Si r < 1, on pose r =
n
m

tel que n,m > 0, n < m,

alors

r − 1 =
n
m
− 1 =

n −m
m
< 0.

Pour tout entier positif pair 1
p+q , (r − 1)

1
p+q > 0,

d’autre part

0 <
m − n

m
< 1 (car m > n),

alors

0 <
(m − n

m

) 1
p+q

< 1.

Comme 1
p+q est pair, alors (m − n

m

) 1
p+q

=
(n −m

m

) 1
p+q

,
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d’où

0 <
(n −m

m

) 1
p+q

< 1,

par suite

0 < (r − 1)
1

p+q < 1.

Donc, si r < 1 et
1

p + q
un entier positif pair y2 = (r − 1)

1
p+q est un point d’équilibre de

l’équation (3.4) qui est toujours dans l’intervalle ]0, 1[.

Ce qui termine la démonstration du Lemme.

Théorème 3.2.1 Nous avons les résultats suivants pour l’équation (3.4).

(i) Si r < 1, alors le point d’équilibre nul est localement asymptotiquement stable.

(ii) Si r > 1, alors le point d’équilibre nul est instable.

(iii) Si r = 1, alors le point d’équilibre nul est un point non-hyperbolique.

(iv) Supposons que r > 1 et soit q <
r

r − 1

−1
2
+

1
2

√
5 − 4p

(r − 1
r

). Alors le point d’équilibre

positif y1 = (r − 1)
1

p+q est localement asymptotiquement stable si

q ≤ p,

ou

p < q < p + 2
r

r − 1
.

(v) Supposons que r ∈]0, 1[ tel que 1
p+q est un entier positif pair. Alors le point d’équilibre positif

y2 = (r − 1)
1

p+q est instable.

Preuve.

L’équation linéaire associée à l’équation (3.4) autour du point d’équilibre y0 = 0 est

zn+1 = p0zn + p1zn−1 + p2zn−2,
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tel que

p0 =
∂ f
∂z1

(0, 0, 0) = r, p1 =
∂ f
∂z2

(0, 0, 0) = 0, p2 =
∂ f
∂z3

(0, 0, 0) = 0,

avec
f : ]0,+∞[3 −→ ]0,+∞[

(z1, z2, z3) 7−→ rz1

1 + zp
2zq

3

.

Alors, l’équation linéaire associée à l’équation (3.4) autour du point d’équilibre y0 = 0

est

zn+1 − rzn = 0, n = 0, 1, . . . , (3.5)

le polynôme caractéristique de l’équation (3.5) autour du point d’équilibre y0 = 0 est

λ − r = 0,

alors, la racine du polynôme caractéristique est

λ = r.

D’après le Théorème (1.2.8) de la stabilité par linéarisation, on a

• si r < 1, alors λ < 1 et par suite y0 = 0 est localement asymptotiquement stable,

• si r > 1, alors λ > 1 et par suite y0 = 0 est instable,

• si r = 1, alors λ = 1 et par suite y0 = 0 est un point non-hyperbolique.

Ce qui termine la démonstration de (i), (ii) et (iii).

Pour montrer (iv) on va supposer que r > 1, et on va montrer que y1 = (r − 1)
1

p+q est

localement asymptotiquement stable si

q ≤ p ou p < q < p + 2
r

r − 1
.
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L’équation linéaire associée à l’équation (3.4) autour du point d’équilibre y1 = (r −
1)

1
p+q est

zn+1 − zn + p
(r − 1

r

)
zn−1 + q

(r − 1
r

)
zn−2 = 0, n = 0, 1, . . . , (3.6)

le polynôme caractéristique de l’équation aux différences (3.6) autour du point d’équi-

libre y1 = (r − 1)
1

p+q est

λ3 − λ2 + p
(r − 1

r

)
λ + q

(r − 1
r

)
= 0. (3.7)

Selon le Théorème (1.2.10) et l’équation (3.7), on aura

α2 = −1, α1 = p
(r − 1

r

)
et α0 = q

(r − 1
r

)
.

D’abord, on va montrer que∣∣∣∣∣−1 + q
(r − 1

r

)∣∣∣∣∣ < 1 + p
(r − 1

r

)
,

c’est à dire

−1 − p
(r − 1

r

)
< −1 + q

(r − 1
r

)
< 1 + p

(r − 1
r

)
.

Pour q ≤ p, on a

q
(r − 1

r

)
≤ p

(r − 1
r

)
, (car r > 1)

alors

−1 + q
(r − 1

r

)
≤ −1 + p

(r − 1
r

)
< 1 + p

(r − 1
r

)
.

Donc

−1 + q
(r − 1

r

)
< 1 + p

(r − 1
r

)
.

Comme q ≤ p, alors −p ≤ −q < q, donc

−p
(r − 1

r

)
< q

(r − 1
r

)
, (car r > 1)

68
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par suite

−1 − p
(r − 1

r

)
< −1 + q

(r − 1
r

)
.

D’où

−1 − p
(r − 1

r

)
< −1 + q

(r − 1
r

)
< 1 + p

(r − 1
r

)
.

D’autre part, si p < q < p + 2
r

r − 1
, on aura

q
(r − 1

r

)
< p

(r − 1
r

)
+ 2,

alors

−1 + q
(r − 1

r

)
< 1 + p

(r − 1
r

)
.

Comme p < q, alors −p < q (car p, q > 0)

donc

−1 − p
(r − 1

r

)
< −1 + q

(r − 1
r

)
,

par suite

−1 − p
(r − 1

r

)
< −1 + q

(r − 1
r

)
< 1 + p

(r − 1
r

)
.

Donc dans tous les cas

|α2 + α0| < 1 + α1.

Maintenant, on va utiliser le fait que

q <
r

r − 1

−1
2
+

1
2

√
5 − 4p

(r − 1
r

) , (3.8)

multipliant les deux membres de (3.8) par
r − 1

r
, on aura

q
(r − 1

r

)
< −1

2
+

1
2

√
5 − 4p

(r − 1
r

)
,

alors

q
(r − 1

r

)
+

1
2
<

1
2

√
5 − 4p

(r − 1
r

)
,
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par suite (
q
(r − 1

r

)
+

1
2

)2

<

1
2

√
5 − 4p

(r − 1
r

)2

.

Donc

q2
(r − 1

r

)2

+ q
(r − 1

r

)
+

1
4
<

1
4

(
5 − 4p

(r − 1
r

))
,

d’où

q2
(r − 1

r

)2

+ p
(r − 1

r

)
+ q

(r − 1
r

)
< 1.

C’est à dire

α2
0 + α1 − α0α2 < 1. (3.9)

De (3.9), on aura

α1 < 1 − α2
0 − α0, (car α2 = −1)

alors

1 + 3q
(r − 1

r

)
+ p

(r − 1
r

)
< 1 + 3q

(r − 1
r

)
+ 1 − q

(r − 1
r

)
− q2

(r − 1
r

)2

< 2 + 2q
(r − 1

r

)
− q2

(r − 1
r

)2

.

Comme
(
q
(r − 1

r

)
− 1

)2

≥ 0, alors

q2
(r − 1

r

)2

+ 1 − 2q
(r − 1

r

)
≥ 0,

donc

2q
(r − 1

r

)
− q2

(r − 1
r

)2

≤ 1,

d’où

1 + 3q
(r − 1

r

)
+ p

(r − 1
r

)
< 3,

c’est à dire

1 + 3q
(r − 1

r

)
< 3 − p

(r − 1
r

)
, (3.10)

alors

−3 + p
(r − 1

r

)
< −1 − 3q

(r − 1
r

)
. (3.11)
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De (3.10) et (3.11), on aura

−3 + p
(r − 1

r

)
< −1 − 3q

(r − 1
r

)
< 1 + 3q

(r − 1
r

)
< 3 − p

(r − 1
r

)
, (car r > 1, p, q > 0)

ie

−3 + p
(r − 1

r

)
< −1 − 3q

(r − 1
r

)
< 3 − p

(r − 1
r

)
.

D’où

|α2 − 3α0| < 3 − α1.

Donc d’après le Théorème (1.2.10) et le Théorème (1.2.8), y1 = (r − 1)
1

p+q est localement

asymptotiquement stable.

Ce qui termine la démonstration de (iv).

Pour montrer (v), on suppose que r < 1 et on va montrer que y2 = (r − 1)
1

p+q est

instable.

L’équation linéaire associée à l’équation aux différences (3.4) autour du point d’équi-

libre y2 = (r − 1)
1

p+q est

zn+1 − zn + p
(r − 1

r

)
zn−1 + q

(r − 1
r

)
zn−2 = 0, n = 0, 1, . . . , (3.12)

alors, le polynôme caractéristique de l’équation (3.12) autour de y2 = (r − 1)
1

p+q est

λ3 − λ2 + p
(r − 1

r

)
λ + q

(r − 1
r

)
= 0, (3.13)

si on définit la fonction 1 telle que

1 : ]0,+∞[ −→ ]0,+∞[

λ 7−→ λ3 − λ2 + p
(r − 1

r

)
λ + q

(r − 1
r

)
alors, il est clair que

1(1) =
(p + q)(r − 1)

r
< 0, car p, q > 0, 0 < r < 1,
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et

lim
λ→+∞

1(λ) = +∞.

Donc, d’après le Théorème des valeurs intermédiaire, il existe au moins un λ∗ ∈]1,+∞[

tel que 1(λ∗) = 0, et alors 1(λ) admet au moins une racine dans l’intervalle ]1,+∞[.

Par suite, par l’utilisation du Théorème (1.2.8), alors y2 = (r − 1)
1

p+q est instable.

Ce qui termine la démonstration de (v).

3.3 Le comportement asymptotique des solutions posi-

tives

Dans cette section, nous donnons et prouvons quelques résultats concernant le

comportement asymptotique des solutions de l’équation (3.4).

Théorème 3.3.1 Chaque solution de l’équation (3.4) est bornée.

Preuve. Soit
{
yn

}
n≥−2 une solution de l’équation (3.4). Pour montrer ce Théorème,

on va supposer que cette solution n’est pas bornée supérieurement. Alors, il existe une

sous-suite
{
ynm+1

}
m≥0 tel que

lim
n→∞

nm = ∞, lim
n→∞

ynm+1 = ∞,

et

ynm+1 = max
{
yn : n ≤ nm

}
, pour tout m ≥ 0. (3.14)

De l’équation (3.4), on aura

ynm+1 =
rynm

1 + yp
nm−1yq

nm−2

→∞, lorsque m→∞.

Alors de (3.14) on obtient ynm →∞. De même on peut obtenir ynm−1 →∞ ou ynm−2 →∞
lorsque m→∞.
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Par conséquent, pour tout m ≥ 0,m suffisamment grand, de (3.4) et (3.14), on obtient

0 ≤ ynm+1 − ynm =
ynm(r − 1 − yp

nm−1yq
nm−2)

1 + yp
nm−1yq

nm−2

< 0,

qui est contradictoire avec notre supposition.

Alors, la solution
{
yn

}
n≥−2 est bornée.

Théorème 3.3.2 Supposons que r > 1 et
{
yn

}
n≥−2 est une solution de l’équation (3.4) de telle

sorte que pour certains n0 ∈N, si

yn > y1 =
p+q√

r − 1 pour n > n0,

ou

yn < y1 =
p+q√

r − 1 pour n > n0.

Alors, pour n ≥ n0 + 2, la suite
{
yn

}
est monotone, et

lim
n→∞

yn = y1.

Preuve. Supposons que pour certains n > n0

yn > y1 =
p+q√

r − 1

soit vérifier. Alors, pour n > n0 + 2(ie n − 2 > n0), on aura

yn > y1, yn−1 > y1, yn−2 > y1,

alors

yp
n−1yq

n−2 > y1
p+q,

d’où

yn+1 =
ryn

1 + yp
n−1yq

n−2

<
ryn

1 + y1
p+q = yn (car y1

p+q
= r − 1).
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Donc

yn+1 < yn, ∀n > n0 + 2.

Alors
{
yn

}
est monotone pour tout n ≥ n0 + 2.

Maintenant on va montrer que

lim
n→∞

yn = y1.

De l’équation (3.4), on aura

yn+1

(
1 + yp

n−1yq
n−2

)
= ryn, (3.15)

par passage à la limite des deux membres de l’équation (3.15) lorsque n→∞, on obtient

lim
n→∞

[
yn+1

(
1 + yp

n−1yq
n−2

)]
= lim

n→∞
ryn, (3.16)

si on pose lim
n→∞

yn = l, alors (3.16) devient

l(1 + lp+q) = rl,

ce qui implique que

l = (r − 1)
1

p+q = y1.

On peut prouver le deuxième cas de la même manière que précédemment.

Dans le théorème suivant, nous prouvons que le point d’équilibre nul de l’équation

(3.4) est globalement asymptotiquement stable dans le cas ou r < 1.

Théorème 3.3.3 Supposons que r < 1. Alors le point d’équilibre nul de l’équation (3.4) est

globalement asymptotiquement stable.

Preuve. D’après le Théorème (3.2.1) le point d’équilibre nul est localement asymp-

totiquement stable. Alors, il nous reste qu’à démontrer que y0 = 0 est globalement

attractif.
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ie

lim
n→∞

yn = y0 = 0,

pour toute solution positive
{
yn

}
n≥−2 de l’équation (3.4).

Soit
{
yn

}
n≥−2 une solution positive de l’équation (3.4).

Alors, pour tout n ≥ 0 on aura

0 < yn+1 =
ryn

1 + yp
n−1yq

n−2

< ryn,

c’est à dire

yn+1 < ryn,

par indication, pour n = 0, 1, . . . , on obtient

yn < rny0.

Alors

0 < lim
n→∞

yn < lim
n→∞

rny0,

d’où

lim
n→∞

yn = 0 (car r < 1⇒ lim
n→∞

rn = 0).

Ce qui termine la démonstration.

3.4 Périodicité des solutions

Dans le théorème suivant, on va étudier la périodicité des solutions positives de

l’équation (3.4).

Théorème 3.4.1 Si p + 2 ≥ q, alors l’équation (3.4) n’admet aucune solution périodique de

période 2.
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Si q > p+2 et r >
q − p

q − p − 2
, alors l’équation (3.4) admet une solution périodique de période

2.

Preuve. Supposons que l’équation (3.4) admet une solution périodique de période

2 de la forme

. . . , x, y, x, y, . . .

Alors, de l’équation (3.4) on obtient les égalités suivantes

x =
ry

1 + xpyq et y =
rx

1 + ypxq , (3.17)

ce qui nous donne

ry = x
(
1 + xpyq) et rx = y

(
1 + ypxq) ,

c’est à dire

ry − x = xp+1yq et rx − y = yp+1xq,

donc
ry − x
rx − y

=
xp+1yq

yp+1xq =
xp+1−q

yp+1−q ,

d’où (
x
y

)p+1−q

=
ry − x
rx − y

. (3.18)

De (3.18) on obtient
y
(
r − x

y

)
y
(
r x

y − 1
) = (

x
y

)p+1−q

.

Posons λ =
x
y

, on aura

r − λ = λp+1−q (rλ − 1) . (3.19)

Comme x, y > 0, alors

λp+1−q =

(
x
y

)p+1−q

> 0,
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de même

ry − x = xp+1yq > 0 et rx − y = yp+1xq > 0,

ce qui implique que

y
(
r − x

y

)
> 0 et y

(
r

x
y
− 1

)
> 0,

d’où

r − λ > 0 et rλ − 1 > 0,

ce qui nous donne

r > λ et λ >
1
r
.

Alors, on obtient toujours
1
r
< λ < r.

Nous considérons les cas suivants

Cas1 p + 2 ≥ q

• Si p + 2 = q, alors p + 1 − q = −1, donc (3.19) devient

r − λ =
(
r − 1
λ

)
,

ce qui nous donne

λ =
1
λ
,

cette relation est vérifiée si et seulement si λ = 1.

• Si p + 2 > q, il est clair que λ = 1 est une racine de l’équation (3.19).

De (3.19) on obtient

rλp+2−q − λp+1−q + λ − r = 0.

Posons

h (λ) = rλp+2−q − λp+1−q + λ − r,

alors

h
′
(λ) =

(
p + 2 − q

)
rλp+1−q − (

p + 1 − q
)
λp−q + 1
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=
(
p + 1 − q

)
λp−q (rλ − 1) + rλp+1−q + 1.

Comme p + 2 − q > 0, alors p + 1 − q > −1,

donc

(
p + 1 − q

)
λp−q (rλ − 1) + rλp+1−q + 1 > −λp−q (rλ − 1) + rλp+1−q + 1,

ie (
p + 1 − q

)
λp−q (rλ − 1) + rλp+1−q + 1 > λp−q + 1,

alors pour toute valeur de λ > 0 on obtient

(
p + 1 − q

)
λp−q (rλ − 1) + rλp+1−q + 1 > 0,

d’où

h
′
(λ) > 0.

Alors, h est une fonction strictement croissante.

Par conséquent, λ = 1 est la seule racine de la fonction h.

Donc, pour p + 2 ≥ q, on a x = y et l’équation (3.4) n’admet aucune solution

périodique de période 2.

Cas2 p + 2 − q < 0.

De l’équation (3.19) on obtient

λq−p − rλq−p−1 + rλ − 1 = 0.

Posons

1 (λ) = λq−p − rλq−p−1 + rλ − 1.

Il est clair que λ = 1 est une racine de 1 (λ), de plus on a

1
′
(λ) =

(
q − p

)
λq−p−1 − r

(
q − p − 1

)
λq−p−2 + r.
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Maintenant, étudions le comportement de 1 utilisant 1′ .

On a

1
′(0) = r > 0, 1′(1) = q − p − r(q − p − 1) + r

= q − p − r(q − p − 2).

Si 1′(1) < 0 , alors

q − p − r(q − p − 2) < 0⇔ r >
q − p

q − p − 2
,

donc d’après le Théorème des valeurs intermédiaire, il existe un λ0 ∈]0, 1[ tel que

1
′(λ0) = 0.

Selon le graphe de 1 et sa position par rapport à la tangente au point λ = 1,

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
graphe de g(λ) pour r=4,p=1 et q=4

λ

 

 
g(λ)
y=−λ+1
y=0

Figure 3.1 – Ce graphique représente le comportement de l’équation 1(λ)

il est facile de voir que 1 admet une borne supérieure au point λ0. Par suite le

graphe de 1 passe par l’axe des abscisses, d’où 1 admet une autre racine λ1 ∈]0, 1[.

Alors x , y.

De (3.17), on aura

x2 =
r2y2(

1 + xpyq
)2 et y2 =

r2x2(
1 + ypxq

)2 ,

alors

r2y2 = x2(1 + xpyq)2 et r2x2 = y2(1 + ypxq)2,
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donc
y2

x2 =
x2(1 + xpyq)2

y2
(
1 + ypxq

)2 ,

par suite

y4(1 + ypxq)2
= x4(1 + xpyq)2,

d’où

x2 − y2 = xqyp+2 − xp+2yq. (3.20)

Si on pose x−2 = x0 = x et x−1 = y, alors

x1 =
rx0

1 + xp
−1xq
−2

=
rx

1 + ypxq .

Utilisons (3.20) deux fois, on obtient

x1 =
rx

1 +
(

x2

y2 − 1 + xp+2yq−2
) = rx

1 + 1
y2

(
x2 − y2 + xp+2yq

) = rx
1 + ypxq = y.

Et

x2 =
rx1

1 + xp
0xq
−1

=
ry

1 + xpyq .

Utilisons (3.20) deux fois, on obtient

x2 =
ry

1 +
(

y2

x2 − 1 + yp+2xq−2
) = ry

1 + 1
x2

(
y2 − x2 + yp+2xq

) = ry
1 + xpyq = x.

Alors, l’équation (3.4) admet une solution périodique de période 2.

D’autre part, si 1′(1) > 0, on aura

q − p − r(q − p − 2) > 0⇔ r <
q − p

q − p − 2
,

alors selon le graphe de 1 et sa position par rapport à la tangente au point λ = 1,
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−2

−1.8

−1.6

−1.4

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

 

 
X: 1
Y: 0

graphe de g(λ) pour r=1,p=1 et q=4

λ

g(λ)
y=2λ−2
y=0

Figure 3.2 – Ce graphique représente le comportement de l’équation 1(λ)

il est facile de voir que le graphe de 1 passe par l’axe des abscisses seulement au

point λ = 1, donc 1 n’admet aucune racine que λ = 1. Par suite x = y et l’équation

(3.4) n’admet aucune solution périodique de période 2.

3.5 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de ce chapitre, nous considérons les exemples numé-

riques suivants

Exemple 3.5.1

1. Soient p = 3, q = 2 et r = 0.5 dans l’équation (3.4), alors on obtient l’équation

yn+1 =
0.5yn

1 + y3
n−1y2

n−2

, n ∈N, (3.21)

supposons y−2 = 2, y−1 = 1.03, y0 = 1. ( voir graph (3.3))

2. Soient p = 3, q = 2 et r = 1.3 dans l’équation (3.4), alors on obtient l’équation

yn+1 =
1.3yn

1 + y3
n−1y2

n−2

, n ∈N, (3.22)

supposons y−2 = 2, y−1 = 3, y0 = 0.5. ( voir graph (3.4))
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0 10 20 30 40 50
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1.2
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2

n

Y
n

 

 
Y
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Figure 3.3 – Ce graphique représente le comportement asymptotique de la solution de
l’équation (3.21)

0 10 20 30 40 50
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

n

Y
n

 

 
Y

n

Figure 3.4 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation
(3.22)
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3. Soient p = 0.5, q = 0.5 et r = 2 dans l’équation (3.4), alors on obtient l’équation

yn+1 =
2yn

1 + y0.5
n−1y0.5

n−2

, n ∈N, (3.23)

supposons y−2 = 2.5, y−1 = 1.08, y0 = 1. ( voir graph (3.5))

0 20 40 60 80 100

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

n

Y
n

 

 
Y

n

Figure 3.5 – Ce graphique représente le comportement asymptotique de la solution de
l’équation (3.23)

4. Soient p = 0.25, q = 0.25 et r = 0.5 dans l’équation (3.4), alors on obtient l’équation

yn+1 =
0.5yn

1 + y0.25
n−1 y0.25

n−2

, n ∈N, (3.24)

supposons y−2 = 0.02, y−1 = 0.04, y0 = 0.08.( voir graph (3.6))

0 10 20 30 40 50
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

n

Y
n

 

 
Y

n

Figure 3.6 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation
(3.24)
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Exemple 3.5.2

1. Soient p = 1, q = 1 et r = 1.09 dans l’équation (3.4), alors on obtient l’équation

yn+1 =
1.09yn

1 + yn−1yn−2
, n ∈N, (3.25)

supposons y−2 = 0.2, y−1 = 0.05, y0 = 0.03.( voir graph (3.7))

0 50 100 150 200
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

n

Y
n

 

 
Y

n

Figure 3.7 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation
(3.25)

2. Soient p = 0.25, q = 0.25 et r = 1.1 dans l’équation (3.4), alors on obtient l’équation

yn+1 =
1.1yn

1 + y0.25
n−1 y0.25

n−2

, n ∈N, (3.26)

supposons y−2 = 0.3, y−1 = 0.5, y0 = 0.2. ( voir graph (3.8))

Exemple 3.5.3 Soient p = 0.5, q = 3 et r = 6 dans l’équation (3.4), alors on obtient l’équation

yn+1 =
6yn

1 + y0.5
n−1y3

n−2

, n ∈N, (3.27)

supposons y−2 = 3, y−1 = 4, y0 = 3. ( voir graph (3.9))
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Figure 3.8 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation
(3.26)
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Figure 3.9 – Ce graphique représente la périodicité de la solution de l’équation (3.27)
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans notre mémoire, nous avons étudié le comportement des solutions du système

de p équations aux différences d’ordres 2 non linéaires suivant

x(1)
n+1 = A +

x(1)
n−1

x(p)
n

, x(2)
n+1 = A +

x(2)
n−1

x(p)
n

, . . . , x(p−1)
n+1 = A +

x(p−1)
n−1

x(p)
n

, x(p)
n+1 = A +

x(p)
n−1

x(p−1)
n

, n ∈N0,

où p ≥ 3, A ∈]0,+∞[ et les valeurs initiales x( j)
−1, x

( j)
0 , j = 1, p, sont des nombres positifs.

Dans un futur proche, nous allons essayer d’étudier le comportement des solutions

du système de p équations aux différences non linéaires d’ordres k suivant

x(1)
n+1 = A+

x(1)
n−k+1

x(p)
n

, x(2)
n+1 = A+

x(2)
n−k+1

x(p)
n

, . . . , x(p−1)
n+1 = A+

x(p−1)
n−k+1

x(p)
n

, x(p)
n+1 = A+

x(p)
n−k+1

x(p−1)
n

, n ∈N0,

où p ≥ 3, A ∈]0,+∞[ et les valeurs initiales x( j)
i , j = 1, p, i = −k,−k + 1, . . . , 0, sont des

nombres positifs.

De plus, nous avons étudié la stabilité des points d’équilibre et la périodicité des

solutions de l’ équation aux différences d’ordre trois suivante

yn+1 =
αyn

β + γyp
n−1yq

n−2

, n ∈N,
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où α, β, γ, p, q sont des nombres positifs non nuls et les valeurs initiales y−2, y−1, y0 sont

des nombres positifs.

Dans un futur proche, nous allons essayer d’étudier le système de deux équations

aux différences non linéaires d’ordres trois suivant

xn+1 =
αxn

β + γxp
n−1yq

n−2

, yn+1 =
αyn

β + γyp
n−1xq

n−2

, n ∈N,

oùα, β, γ, p, q sont des nombres positifs non nuls et les valeurs initiales x−2, x−1, x0, y−2, y−1, y0

sont des nombres positifs.

87



BIBLIOGRAPHIE

[1] A. M. Amleh, E. A. Grove, G. Ladas, and D. A. Georgiou, On the recursive se-

quence xn+1 = α + (xn−1/xn), Journal of Mathematical Analysis and Applications,

233(2)(1999), 790-798.

[2] E. Camouzis, G. Ladas, Dynamics of third-order rational difference equations with open

problems and conjectures, Advances in Discrete Mathematics and Applications Vol.5,

Chapman and Hall/CRC, (2008).

[3] D. Chen, X. Li and Y. Wang, Dynamics for nonlinear difference equations xn+1 =

(αxn−k)/(β + γxp
n−1), Advences in Difference Equations, (2009), Art. ID 235691, 13

page.

[4] C. W. Clark, A delayed recruitement of a population dynamics with an application to

baleen whale population, Journal of Mathematical Biology, 3(1976), 381-391.

[5] A. De Moivre, De Fractionibus algebraicis radicalitate immunibus ad fractiones simpli-

ciores reducendis, deque summandis terminis quarumdam serierum aequali inter-

vallo a se distantibus. philos. Trans 32, (1722), 162-178.

[6] A. De Moivre, The Doctrine of Chances, London(1718).

[7] A. De Moivre, Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis, Londini(1730).

[8] A. De Moivre, The Doctrine of Chances, 3rd edn. Strand, London(1756).

88



Bibliographie

[9] S. Elaydi, An introduction to difference equation, springer, (2005).

[10] H. M. El-Owaidy, A. M. Ahmed and A. M. Youssef, The dynamics of the recursive

sequence xn+1 = (αxn−1)/(β+γxp
n−2), Applied Mathematics Letters, 18(9)(2005), 1013-

1018.

[11] L. Fibonacci, Liber Abbaci, (1202).

[12] N. Finizio and G. Ladas, An introduction to differential equations with difference equa-

tions, fourier series, and partial differential equations, Wadsworth publishing company,

(1982).

[13] E. A. Grove and G. Ladas, Periodicities in nonlinear difference equations, Advances in

Discrete Mathematics and Applications Vol.4, Chapman and Hall/CRC, (2005).
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