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RESUME

Ce travail propose un analogue de la méthode de Halley pour résoudre un probléme de recherche
de racine f(x) = 0 dans le contexte p-adique. En particulier, une racine de I'équation polynomiale
f(x)=2%—a=0, o0 a€Q,etQ, dénote |'ensemble des nombres p-adiques, est calculée par
la méthode de Halley. Cette méthode a une convergence d'ordre 3 et converge plus rapide que la

méthode de Newton.

2010 Mathematics subject classification : 26E30. 34K28. 11E95.
Mots clés : valuation p-adique, norme p-adique, nombre p-adique, racine cubique, développement

p-adique, Méthode de Newton, Méthode de Halley, vitesse de convergence.



ABSTRACT

This work proposes an analogue of Halley's method for solving a root-finding problem f(z) =0
in the p-adic setting. In particular, a root of the polynomial equation f(z) = 2% — a = 0, where
a € Q, and Q, denotes the set of p-adic numbers, is computed through Halley's method. This

method has convergence of order 3 and converges faster than Newton's method.

2010 Mathematics subject classification : 26E30. 34K28. 11E95

Key words : p-adic valuation, p-adic norm, p-adic number, cubic root, p-adic development,

Newton's method, Halley's Method, speed of convergence.
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Abréviations et notations

Les notations suivantes seront utilisées dans toute la thése :

min, max Minimum,Maximum respectivement.

P Un nombre premier.
Up Valuation p-adique.
-, Norme p-adique.

d, Distance p-adique.

Point p-adique.
Ensemble des nombres rationnels.

R Ensemble des nombres réels.

Qp Ensemble des nombres p-adiques.

Zy, Ensemble des entiers p-adiques.

/s Ensemble des nombres p-adiques unitaires.

[] Partie entiére.
(.) Partie fractionnelle.



Introduction Générale

Le probléme de recherche de racine est I'un des problémes de calcul les plus importants.
Elle se pose dans une grande variété d'applications pratiques en physique, chimie, biosciences,
ingénierie, etc. En effet, la détermination de tout inconnu apparaissant implicitement dans les
formules scientifiques ou d'ingénierie pose un probléme de recherche de racines. Plus précisément,
Le probléme de recherche de racine est énoncé comme suit : étant donné une fonction f. Trouver
un nombre = = « tel que f(a) = 0.

A I'exception de certaines fonctions trés spéciales, il n'est pas possible de trouver une expres-
sion analytique pour la racine, a partir de laquelle la solution peut é&tre déterminée exactement.
Autrement dit, en général les solutions explicites sont difficiles, voir impossible, a obtenir analy-
tiquement. Ainsi, la plupart des méthodes de calcul du probléme de recherche de racines doivent
étre de nature itérative. Lorsque des solutions analytiques ne sont pas possibles pour ces équations,
les méthodes d'approximation numérique sont utiles pour obtenir des solutions approximatives.
On remplace alors la résolution mathématique exacte du probléme par sa résolution numérique
qui est, en général, approchée. L'idée fondamentale d'une méthode est de construire une suite de
vecteurs (x,,), qui converge vers le vecteur «, solution du probléme f(x) = 0. Ces méthodes sont
devenues aujourd'hui un outil essentiel pour I'investigation dans les différents problémes fonda-
mentaux de notre assimilation des phénomeénes scientifiques qui sont difficiles, a savoir impossible
a résoudre dans le passé. Ainsi, notons qu'il existe actuellement de nombreuses méthodes numé-
riques utilisées pour résoudre numériquement les équations non linéaires f(x) = 0 (méthode de

Newton, sécante, point fixe...).
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L'intérét des méthodes itératives, comparées aux méthodes directes, est d'étre simples a pro-
grammer et de nécessiter moins de place en mémoire. En revanche le temps de calcul est souvent
plus long.

Dans ce travail, Nous allons présenter une dérivation simple de la méthode de Newton, nommée
méthode de Halley. Cette méthode a été découverte par Edmond Halley (un mathématicien anglais
1656-1742), elle s'applique & une fonction de C? (i.e, f’ et f” sont continues) pour trouver une
approximation numérique des racines a I'équation f(z) = 0. Pour une discussion approfondie de
la propriété de convergence de la méthode de Halley, nous renvoyons les lecteurs a [9] et pour une
discussion plus approfondie de la méthode, on peut consulter [11] et [22].

Ce travail propose un analogue de la méthode de Halley pour résoudre un probléme de recherche
de racine f(z) = 0 dans le cadre p-adique. En particulier, une racine de I'équation polynomiale
f(xz) = 2% —a, ou a € Q, dénote I'ensemble des nombres p-adiques, est calculée par la mé-
thode de Halley. On verra comment utiliser cette méthode pour calculer les premiers chiffres (les
développements finis p-adiques) du développement p-adique des racines cubiques d'un nombre
p-adique a € Q, a I'aide de suites de nombres p-adiques construite par cette méthode.

Les nombres p-adiques ont été inventés dans les années 1900 par le mathématicien allemand
K. Hensel. Le but initial est de répondre a des questions de théorie des nombres. Trés vite, ils
apparaissent comme un objet mathématique a part entiére, ils donnent un cadre d'étude a la fois
naturel et complétement différent des nombres réels. Pour tout p premier, le corps commutatif
Q, des nombres p-adiques peut étre construit par complétion de Q , d'une fagon analogue a la
construction des nombres réels R par les suites de Cauchy, mais pour une valeur absolue moins
familiere, nommée valeur absolue p-adique. De plus, la valeur absolue p-adique sur le corps @,
est une valeur absolue non archimédienne : on obtient sur ce corps une analyse différente de
I'analyse usuelle sur les réels, que I'on appelle analyse p-adique. Les recherches dans ce domaine
sont souvent faites, soit pour voir les différences et les similitudes par rapport au cas réel, soit
pour obtenir des résultats propres aux nombres p-adiques. et Pour plus de détails nous renvoyons
les lecteurs a [5]; [6], [7], [18], et [24].

Plusieurs études ont été faites en ce qui concerne la recherche des racines carrées et des racines
cubiques des nombres p-adiques. En 2010, par exemple, Knapp et Xenophontos [14] ont montré

comment les méthodes classiques de recherche de racines issues de |'analyse numérique peuvent
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étre utilisées pour calculer l'inverse d'un entier modulo p™. La méme année, Zerzaihi, Kecies et
Knapp [2I] ont appliqué des méthodes classiques de recherche de racines, comme la méthode des
points fixes, pour trouver des racines carrées de nombres p-adiques a travers le lemme de Hensel.
En 2011, Zerzaihi et Kecies [19] ont utilisé la méthode sécante pour trouver les racines cubiques
des nombres p-adiques. Ces auteurs [20] ont ensuite appliqué la méthode de Newton pour trouver
les racines cubiques des nombres p-adiques dans @Q,. Un probléme similaire est également apparu
dans [15] ou Ignacio et al. calculé les racines carrées des nombres p-adiques via la méthode de
Newton Raphson. En 2016, l'auteur [12] a décrit un analogue de la méthode de Halley pour
approximer les racines des équations polynomiales p-adiques générale f(z) = 0 dans Z, ou Z,
dénote I'ensemble des entiers p-adiques

Ce mémoire est composé de l'introduction et trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous
donnons quelques notions fondamentales, en particulier, la définition des corps normés ultramé-
triques, la procédure de complétion pour construire les corps complets.

Dans le deuxiéme chapitre, il est question de présenter des notions de base de I'analyse p-adique
et de théorie des nombres p-adiques. lls servent comme outils nécessaires au reste du travail.
Dans le dernier chapitre, principal dans ce mémoire, il est question de calculer les premiers chiffres
du développement p-adique des racines cubiques d'un nombre p-adique a |'aide de suite de nombres
p-adiques construite par la méthode de Halley.

On termine ce mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1

Corps valués ultramétriques complets

Les espaces pour lesquels le critéere de Cauchy est une condition nécessaire et suffisante de
convergence (c'est-a-dire, dans lesquels toute suite de Cauchy est convergente) sont appelés
espaces complets. En partant d'un espace métrique £ non complet, on peut construire (par
complétion) un espace complet E (qui sera appelé le complété de F). L'étude des espaces complets
qui est I'objet de ce chapitre a une place centrale dans I'analyse d'aujourd'hui. La complétude
est une propriété qui dépend de la distance, donc il est important de toujours préciser la distance
que l'on prend quand on parle d'espace complet et le procédé de complétion est valable pour un
espace métrique quelconque. Dans le procédé de complétion, le role principal sera joué par les
suites de Cauchy. L'intérét des suites de Cauchy est que dans des espaces métriques convenables
(les espaces complets), on peut vérifier la convergence de certaines suites sans avoir a connaitre
a priori la limite.

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques définitions et propriétés élémentaires qui concernent
les espaces complets ultramétriques muni d'une valeur absolue elle-méme ultramétrique qui vérifie

une condition plus forte que I'inégalité triangulaire.

1.1 Corps normés

Définition 1.1.1 Soit K un corps.
1. On appelle une norme sur K toute application ||.|| de K dans R* telles que :
(a) Vi€ K : ||z]| =0 <= x = 0.

(b) Va,y € K+ [lz -yl = [l] - [yl
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(c) Vo,y € K : ||z +y|| < ||l=|| + [ly|| (I'inégalité triangulaire).

2. On dit que la norme ||.|| est ultramétrique ou non archimédienne si :
Va,y € K ||z + y|| < max(||x||, ||yl|) (Inégalité triangulaire forte)

c'est a dire une norme qui vérifie une condition plus forte que l'inégalité triangulaire.

3. Une norme constante ||.|| est dite triviale si et seulement si

Remarque 1.1.1

1) On dit parfois valeur absolue au lieu de norme de corps.

2) La norme est une extension de la valeur absolue des nombres aux vecteurs.

3) La norme |.|| est un morphisme de groupes entre les groupes multiplicatifs (K*,.) et (R%,.)

et donc que ||1]| = 1.

Définition 1.1.2 Soit K un corps, on dit que la norme ||.|| est archimédienne si
Ve,y € K,z #0,3n € N : ||nz|| > ||y

Exemple 1.1.1 La valeur absolue usuelle |.| est une norme archimédienne sur R. Car
(=1) = 4] = 5 > max(|(=1)], [4)) = 4

Définition 1.1.3

1. On appelle corps valué, tout couple de la forme (K, ||.|) ou K est un corps et |.|| est une

norme sur K.

2. On appelle la distance induite sur K par ||.||, la distance d| sur K définie par
3. Si||.|| est une norme ultramétrique, alors

Vo,y,z € K : dy(z,z) < max(d)(z,y),d)(y, 2))

et la distance induite par cette norme appelée distance ultramétrique.
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4. Lorsque K muni de la distance ultramétrique, on dit que K est un corps valué ultramétrique.

Dans le cas contraire, on dit que K est un corps valué archimédien.
Proposition 1.1.1 K est un corps ultramétrique si et seulement si
VneN:|n|| <1
Autrement dit N est borné selon ||.||.

Preuve. Voir [17]. O

Corollaire 1.1.1 Soit K un corps, alors la norme ||.|| est archimédienne si et seulement si

sup {In]l,n € Z} = oc.
Proposition 1.1.2 Si K est un corps non-archimédien, alors pour x,y € K

2]l # lyll = llz + yll = max {|l=[|, [[y]l}

Ainsi, tout triangle dans un espace ultra-métrique est isocéle et la longueur de sa base ne dépasse

pas la longueur des cotés.

Preuve. En échangeant x et y si nécessaire, on peut supposer que ||z| > ||y||. Par I'inégalité
triangulaire forte, on a

|z +yll < max {||z[|, [lyll} = ||z
D’autre part, on a

]l = 1l(z +y) = yll < max{flz +yll, [y}

Or ||z|| > ||y||, alors nous devons avoir
]l < flz +

Par conséquent,
2]l = [|z +y]|
O

Ainsi pour un corps non-archimédien ||z &+ y|| < max {||z||, ||y||}, et dans le cas ou ||z|| # |yl

I'inégalité ci-dessus devient une égalité.
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Définition 1.1.4 Soit (x,,), C (K,].||). Alors

1. On dit que (x,,), est une suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante, appelée critére
de Cauchy

Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng : ||z, — x| <€
Ceci est équivalent 3 lim ||z, — x| = 0.
n,M—00

2. On dit que (x,,), est une suite converge vers x € K si et seulement si
Ve >0,3ng e N\Vn > ng @ ||z, — 2| <e
3. On dit que (x,,),, est une suite bornée si et seulement si

dc>0,VneN: |z,] <c

Remarque 1.1.2 Dans un espace métrique :
1. Toute suite converge est de Cauchy et la réciproque est fausse dans le cas général.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

1.2 Construction d’un corps normé complet

Définition 1.2.1 Un espace métrique E est dit complet si toute suite de Cauchy de E a une

limite dans M. C'est-a-dire qu'elle converge dans E.

Exemple 1.2.1 Les nombres rationnels ne forment pas un espace complet. Car si on considére

la suite (), définie par
14 141

E,ﬂfgzﬁ,...

(n)n est une suite des nombres rationnels, de plus elle est de Cauchy dans Q. Cependant, elle

ro=111 =

ne converge pas dans Q, puisque elle a une limite \/2 dans le corps complet R.

Définition 1.2.2 (Définition générale de la complétion)
Soit K un corps normé arbitraire (non complet) muni d'une norme ||.||x et K un autre corps

normé (construit a partir de X' ) muni d'une norme ||.|| .. On dit que K est le complété de K si

1. K contient K(K C K).
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2. K est dense dans K par rapport a la topologie associé avec RIS
3. Vo e K :||z||xk = ||z||z (la norme ||.||; est définie a partir de ||.|| k).
4. (K,|.|lz) est complet.

Si un espace métrique n'est pas complet, nous pouvons toujours le compléter en lui ajoutant

les limites de toutes les suites de Cauchy modulo une relation d’équivalence. Dans le cas ou le

corps Q est muni de la norme euclidienne |.|, la procédure de complétion donne le corps R. La

construction d'un espace métrique complet est donnée selon les étapes suivantes :

1)Etape 1 : On note par
SC(K) = {A ={an}n € KN lim |an — apl|/x = 0}
n,Mm—00

L'ensemble des suites de Cauchy définies dans (K, ||.||).

On définit sur SC(K) les lois suivantes :

+:5C(K) x SC(K) —

((@n)ns (bn)n) — (an + bp)n

- SC(K) x SC(K) — SC(K)
((@n)ns (bn)n) > (an bn)n

Addition : {

Multiplication {

L 'ensemble (SC(K), +, -) est un anneau unitaire, d'élément neutre 1gc(xy = {1}nen = {1,1,1,...,1

Osc(r) = {0}nen = {0,0,0,...,0,...}) par rapport a la multiplication (resp : a I'addition).

2)Etape 2 : On définit I'ensemble des suites nulles de Cauchy
SN(K) = {A = {an} € SC(K) : lim [lanlx =0}
3)Etape 3 : On définit sur SC(K) une relation R par
V{an}tn, {bn}n € SC(K) : {an}nR{bp}n <= lim |a, — b,||x =0 <= {a, — b,} € SN(K)

R est une relation équivalence.

4)Etape 4 : Soit K = SC(K)/SN(K) I'ensemble des classes d'équivalence des suites de Cauchy
{an}n pour la relation R définie précédente. Notons par (a,,) la classe d'équivalence qui représente
la suite de Cauchy {a},. Ainsi (a,) € K, et nous allons considérer K comme un sous ensemble

de K, et nous identifions a € K avec i = (a) € K.

,...f(resp
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Théoréme 1.2.1 L'ensemble quotient K = SC(K)/SN(K) est un corps.

Preuve. Voir [18]. O
4)Etape 5 : Pour tout A = (a,) € K, on définit |'application

lg: &K — R |
A — | Allg = Timflan|x
n——+o0o

Proposition 1.2.1
1) L'application ||.||; est une norme sur K , de plus elle est non archimédienne si||. |, est aussi.

2) (K, ||.| ) est un espace complet, de plus K est un sous ensemble dense dans K.

Preuve. Voir [18]. O



Chapitre 2

Corps des nombres p—adiques

Pour chaque p premier, on va construire de nouveaux nombres, appelés nombres p-adiques.
D’une part un anneau topologique noté Z, (entiers p-adiques) qui étend I'anneau Z des entiers, et
d'autre part un corps topologique noté Q,, (nombres p-adiques) qui étend le corps Q des rationnels.
Les nombres p-adiques Q, forment le corps des fractions des entiers p-adiques Z, (c'est- a-dire
que tout élément de Q, est un quotient de deux éléments de Z,), tout comme Q est le corps
des fractions de Z. Ainsi, les corps QQ, des nombres p-adiques sont construits par complétion du
corps Q des nombres rationnels lorsque celui-ci est muni d'une norme particuliére nommée norme
p-adique et notée || . Dans ce chapitre nous allons présenter les différents concepts des corps de
nombres p-adiques, en particulier ceux qui concernent la valuation p-adique, la norme p-adique,

les entiers p-adiques, et quelques propriétés topologiques et analytiques.

2.1 Valuation et norme p—adique sur Q

Définition 2.1.1 Soit p un nombre premier. Alors

1. On appelle valuation p—adique d'un entier rationnel non nul x € Z* notée v,(x) le plus

grand entier positif tel que p*r\®) divise x.

v, L — LT
r > vy(x) =max{r € Z" : p'divise x}

Ceci est équivalent 3

vp(z) =max{r € Z* :2=0 mod p"}
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Dans ce cas x s'écrit

z=up”® ou ueZ (up) =1
tel que (u,p) désigne le pged de u et de p.
2. La valuation p—adique d’'un nombre rationnel non nul x € Q* est définie par
v: Qf = Z

r > vy(r) =max{r € Z: p"divise x}
Remarque 2.1.1
1) La valuation p—adique compte le nombre de fois que I'on peut diviser un nombre par p.
2) 0 est divisible une infinité de fois par p, alors v,(0) = +c0.
3) Soit r un nombre rationnel. Alors r est entier si et seulement si v,(r) > 0 pour tout nombre
premier p.
4) On awv,(1) = 0 et pour tout k € Z*,v,(p*) = k, et v,(0) = +oo. Ceci garantit que v, est une

application surjective. Par contre v, n'est pas injective puisque par exemple v,(p) = v,(—p) = 1.

Exemple 2.1.1

1)Si n non nul se décompose sous la forme n = p{"*.py"*..p0"* , alors v,,(n) = m; pour tout
1 <i<k, etuv,(n) =0 sip est distinct des p;. Ainsi, v,(n) = 0 sauf pour un nombre fini de p
premiers.

2) Formule de Legendre : Il est possible de déterminer les valuations p—adiques d’une facto-
rielle ;

k
Si p est un nombre premier. Pour tout entier positif n € N, soit n = a;p" son expansion dans

=0
la base p. Nous avons alors
n— Sy(n)
vp(n!) = ﬁ
k
Ou Sy(n) = Y _a; la somme des chiffres de n en base p.
i=0
Par exemple, soit n = 1000, alors
n=2+2°+204+2"+2%+27 = 1000
Ce qui donne
1000 — S5(1000
5(1000!) = 2(1000) _ 1000 — 6 = 994

2—-1
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De méme pour v5(2009!) = 500. En effet, on a n = 2009, alors
n=4+5+5 +3.5

On obtient
2009 — 55(2009) B 2009 — 9

N =

=500

Proposition 2.1.1 La valuation p—adique vérifie les propriétés suivantes :
1. Six= % € Q*, alors v,(z) = v, (%) = vy(a) — v,(b)
2. Up<m ’ y) = Up(x) + Up(y)vvxa y e Q

3. vp(z +y) > min{vy(z),v,(y)}, Vo, y € Q

Preuve.

1. Soit z = % € Q* telles que

a=a pr®, (a,ay) € Z2, (ay,p) = 1
b == bl 'pvp(b)v (b7 bl) S Z*2a (b17p) = 1

Ce qui donne

- pnl@)
SO PTG () u) _ _
x_b_hpmw_hpp P (a1, p) = (bi,p) =1

Alors

2. Soient z,y € Q, alors
(a) Siz =0o0uy=0,o0naalors x-y =0, donc v,(x-y) = +00 et v,(x) 4+ v,(y) = +00.
D'ou I'égalité.
(b) Si z,y € Q telles que
z=c-p”@ (¢,p) =1
y=d-p*¥, (d,p) =1
On obtient

T - y — Cd . pvp(x)JrUp(y)’ (Cd,p) — 1

= Up<x y) = Up(x) + Up(y)
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3. Soient z,y € Q telles que

a
x :pr : Zavp(m) =T, (&,p) = (bap) =1
s C
y=p - ;l?vp<y) =S, <C7p) = (dvp) =
On obtient
T S C
vp(z +y) = vp(p g+p a)

. (a e C . (ad+pT" - cd
e = o (o 9) = (257))
= u,(p") + v, (T) =r+v,(ad +p*" - cd) — v, (bd).

Tant que (bd, p) = 1, alors v, (bd) = 0. Comme ad+p* "-cd € Z, donc v,(ad+p*~"-cd) > 0.

On conclut que

vp(x +y) > r = min{v,(z),v,(y) }

2.2 Norme p—adique

Définition 2.2.1 Soit p un nombre premier.
1. On considere I'application |.|, définie par
lp:Q — R*

—vp(x) i
pr ,si v #0
v |$|p:{0 si x=0

avec v,(x) représente la valuation p—adique de x. L'application |.|, est appelée la norme

p—adique (ou la valeur absolue p—adique) de Q.
2. La distance sur Q induite par cette norme notée d,, est définie par

d,:QxQ — R
(l’,y) — dp($7y):|$—y|p

Exemple 2.2.1 .
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99 3211 P,
1 Poura::140:22.5.7:2 57713211 € Q. Alors
1 1
|z]y =4, |z|3 = g’ |z|s =5, |z|; =7, |x|1n = e lz|, =1,Vp > 11
2. 0 est divisible une infinité de fois par p, donc on a |0|, = T T 0.
00

3. 1 n'est divisible aucune fois par p, donc |1], = — = 1.

1

P

4. La distance usuelle de 252 a 2 est d(252,2) = |252 — 2| = 250. Par contre, la distance
5-adique de 252 a 2 est

1
d5(252,2) = |252 — 2[5 = [250]5 = 5°.2]s = 55

Proposition 2.2.1 Pour tout p premier I'application x — |x|, est une norme ultramétrique sur

Q.

Preuve.

1. Soit z € Q, alors
2], =0& p @ =0 e —u,(z) = —00 & v(z) = +o0 & =0

2. Soient z,y € Q. Alors, siz =0 ou y =0, on a |'égalité.
Sixz # 0 ety+#0, on trouve

- yl, = p @Y = pr @) — @ @) — gy

3. Soient z,y € Q. Alors
vp(7 +y) > min(vy(z), vy(y))
= —v,(x +y) < —min(v,(x), v,(y)) = max(—v,(x), —v,(y))

s ptn @) < e min(@)en@) — pmex(up(@)—®) — pax(pt®) )

= |z + y|p < maX{|$|p7 |y|p}
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Remarque 2.2.1

1) Si dans la définition (2.2.1)) au lieu d'un nombre premier p, nous utilisons un nombre entier
arbitraire m > 1, alors I'axiome (ii) de la définition peut échouer. Par exemple, soit m = 4.
Alors |2, =1, mais [2.2|, = 1 #|2[,.|2|, = 1.

2) Selon la proposition (1.1.2)), si |z, # |y|, alors

2+ yl, = max {Jal,,, yl, }

Remarque 2.2.2 On peut définir sur le corps des nombres rationnels Q trois types de valeurs
absolues :

1) Valeur absolue triviale

] 1, six#0
|“’|_{ 0, siz=0
2) Valeur absolue ordinaire
z,six >0
|z|, = max(z, —x) =

—x,siz <0

3) Valeur absolue p—adique |.,.

Proposition 2.2.2 La norme p—adique définie sur Q prend ses images dans |'ensemble discret
défini par
{0y U{p" :neZ}
Autrement dit
Q[, ={0}u{p":neZ}
Preuve. Soit x € Q,x # 0. Alors d’aprés la définition de la norme p—adique, on a

]Q*|p c{pt:nelZ}

D'autre part, pour tout m € Z, on a

Alors

[ inez}c O,
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Remarque 2.2.3 |/ est clair que I'ensemble des entiers relatifs 7. est un ensemble non borné
pour la distance usuelle sur R induite par la valeur absolue archimédienne | |_ . Par contre, si p
désigne un nombre premier, tout entier n s'écrit sous la forme mp” ou r est un entier positif et

m un entier relatif premier a p donc
Vne€Z:|n[,=p" <1
ce qui implique que I'ensemble 7 est borné pour toute valeur absolue p—adique | ]p.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de I'unicité de la décomposition d'un
entier en produit de facteurs premiers, mais est trés important ; c'est ce qui justifie la normalisation

utilisée pour | |p. Il donne aussi la relation entre les différentes normes p—adiques.

Théoreme 2.2.1 (Formule du produit)
Pour tout nombre rationnel non nul a € Q*, on a

jalos - T lal=1

ppremier

Autrement dit, pour tout a non nul de Q ,

al, est égal a 1 sauf pour un nombre fini de valeurs

de p.
Preuve. Soit a € Q*. Alors la factorisation primaire de a s'écrit
a=Fp" Py pgt Pt
Alors
laleo = |[FPI" Py op3® P =P e P
Telles que Vi € {1,...,k} : |al, = p; ™.

D’autre part, si p & {p1,p2,...,px}, alors |al, = 1.
On obtient

k
jalss - IT laly=lalss - [l
i=1

ppremier

= @0y ) [ [ =1

Exemple 2.2.2 On a pour tout p ¢ {2,3, 00} : ‘%‘p =1, alors

21

X p premier
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2.3 Nombres p—adiques

L'espace métrique associé a la distance p—adique n'est pas un espace complet, tout comme Q
n'est pas complet pour la valeur absolue ordinaire. Lorsqu'on compléte QQ par rapport a la distance
associée a la valeur absolue |.|, on obtient R. De la méme fagon, on compléte Q par rapport a la
distance associée a la norme p—adique, on obtient un espace complet que I'on note Q,,.

On définit Q,, corps des nombres p—adiques, comme le complété de Q pour la norme p—adique
| |p, c'est-a-dire que I'on prend, comme pour définir R, I'anneau des suites de Cauchy (pour la
norme | |p) d'éléements de @, et on quotiente par |'ensemble des suites tendant vers 0.

On va donner un exemple de suite de Cauchy non convergente pour p = 5.

Exemple 2.3.1 On définit deux suites (ay), et (x,), de Q par xy = ay = 2 et si x,1 =
ap + a1 + ... + a,_15""! est définie, on détermine a, € {0,1,2,3,4} et x, = x,_1 + a,5" par
la congruence z2 +1 =0 mod 5.

Il est trés facile de voir que la suite (x,), est bien définie, et qu'elle est de Cauchy (car
[Tp — Znal, <[5 = + — 0,n — 00). Cependant, elle ne peut converger vers = € Q. En

effet, supposons qu'elle converge p—adiquement vers r € Q, alors
93721 +1—7r2+1

D’autre part, par notre construction, 2 +1 — 0. D'od r*> +1 — 0 ce qui est impossible dans

Q.

Définition 2.3.1 Soit p un nombre premier.

1. Le corps des nombres p—adiques est la complétion de I'espace métrique (Q, d,). Ses éléments
sont les classes d'équivalence des suites de Cauchy des nombres rationnels {a,}, muni de
la relation suivante

(@R} <l [, = bal, =0
2. On prolonge la norme p—adique définie sur Q a tout Q, par
Va € Qy : |al, = nirﬂoo |t

ot (av,) est une suite de Cauchy d’'éléments de Q qui représente le nombre p—adique a.
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Remarque 2.3.1
1. Q est inclus dans Q, de plus il est dense dans Q,,.
2. Q, est un corps valué complet ultramétrique.
3 SiaeQ, eta=0 mod p”,Vn > 1, alors a = 0.
4. Pour tout x € R, on a
|z| < |z + z
5. Pour tout x € Q,, on a
|z + :13|p < |:1:]p
car
Ve,y e Q,: |z —i—y\p < max{]x\p , \y|p}

= |z + x|, < |z,

Lemme 2.3.1 Soit a € Q tel que |a, = 1. Il existe « € N tel que 0 < a < p—1 et

|CL—Oz|p§ |p|p:p71'

Preuve. Soit a € QQ, a peut s'écrire sous la forme a = p”P(“)%, avec (m,n) = 1 et v,(m) =
0 = v,(n). Alors

al, = 92 = 1 4= v,(a) = 0
Ainsi, a = ™ avec (n,p) = 1 = (m,p) et il existe 5, € 7Z tels que pt + sn = 1. On en déduit

quea—smzwetque

1

a—sml, = 1l ot < ol =
a smp—’nlp. sni, = ptl, > P, =P

Par division euclidienne, on a sm = pk + «, avec 0 < a <p—1 et
|sm —al, = |pl,. k|, < |pl,=p~"
D'on
la—al,=la—sm+sm—al, < max{]a —sml,, [sm — a|p} <Ipl, = pt

De plus |a|, = |a], = 1. O

La bonne fagon de voir Q, est décrite dans le théoréme suivant :
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Théoreme 2.3.1 [I7] Si la classe d'équivalence a € Q, vérifie la condition |a|, < 1, alors elle

posséde un seul représentant (\,) qui satisfait

M EZOS N, <p"—1
Ani1 = Ap, mod p”

Corollaire 2.3.1 Soit x € Q,, alors il existe une unique suite (a,), ot 0 < «,, < p et un entier

no tels que pourn < ng, o, = 0 et que x = > «a,p". Cette série est appelée développement de
n>ng
Hensel de .

Conclusion 2.3.1

1. La suite de Cauchy ()\,) qui vérifie les conditions du théoréme précédent s'appelle représen-

tant canonique de a.

2. Tout nombre p—adique a € Q, admet un développement p—adique unique sous forme
o0

d'une série convergente (série de Hensel) s'écrit sous la forme a = g B - p" ou B €

{0,1,2,...,p— 1},n € Z sont appelés des digits (ou chiffres) et |a|, = p~™.

3. On note par a = [,Bp41..- - PoP1... la forme canonique de a ou - est appelé le point

p—adique qui nous permet de déterminer le signe de n, tels que :
(a) a=B.us1---B-1-BoP1...,sin<0
(b) a = Pob1B2...,sin=0
(c) a=-00...080p1...,sin>0

4. On note par [a] la partie entiére (réguliére) d'un nombre p—adique a € Q,, telle que
Va € Qp:[a] = Zﬁkl)k = -BobrPa...
k=0

5. On note par {(a) la partie fractionnelle (irréguliére) de a, telle que

Va€Q,:(a)= Y Bup’ =B .BsBoBr:

n<k<0

donc, on obtient la décomposition suivante

Va € Qp:a= (a)+ [d]
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Exemple 2.3.2 Soient les nombres 5-adiques suivants :
1.a;=13-41=1-5243-51+4.5°4+1.-5" n=-2

2. ay=-1341=1-54+3-5'+4.524+1-5%, n=0

3 a3=-01341=0-5"+1-5'+3-52+4.53+1-5%, n=1

4. Développement formel de —1 en série de puissances de p :

On a

1 = ~l+p—p+p"—p*+p’—p

= p-D+@-1p+pm-1p"+..

“+00

= > (p-Dp"=-(p-D—-1p-1)..

n=0

Par conséquent

=Ny =111l
1 -P n=0

Exemple 2.3.3 On considére le développement p—adique suivant

T = 24+3p+pP+3pP+pt + 30+ .

= 24 3p(14+p*+p*+ . )+ PP+ P2 +p" + )

= 24+ Bp+p)(1+p"+p' +..)
1

= 2+(3p+p2).1_p

2

En particulier pour p = 5, on obtient x = % = -23131313...

Proposition 2.3.1 L'image de la norme p—adique sur Q est définie par

|

={p":neZ}

P

Preuve. Soient z € Qp, x #0et (xn)n C Q une suite de nombres rationnels converge vers x

selon la norme p—adique. Alors

‘x’p = nh_rpoo ‘xn‘p

Maintenant par la proposition (2.2.2), |Q| = {0}U{p" : n € Z}, donc (|zy|,), doit converger a

quelque élément dans

{0y U{p" :neZ}
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Or x # 0, alors on a [z], # 0. On obtient

@

c{p":neZ}

D’autre part, d'aprés la preuve de la proposition (2.2.2)), on a

1
P

p

Alors
{p":nez}cl|Q

P
O
On peut se demander comment caractériser les nombres rationnels au sein des nombres
p—adiques. Dans le cas réel, les rationnels sont les nombres dont le développement décimal est
périodique a partir d'un certain rang. Dans le cas p—adique, le critére est le méme. Le corps Q,
est la complétion des nombres rationnels Q et contient Q comme sous-ensemble dense. Le résultat

suivant donne une description des nombres rationnels en tant que nombres p—adiques.

Théoréme 2.3.2 Un nombre p—adique x € Q, est un nombre rationnel si et seulement si son
(o ¢]
développement p—adique > a,p" est périodique. Autrement dit la suite (o), est périodique au
n=m

de la d’un certain rang.

Jk,ng € N: aip =, Vn 2 ny

et 'entier k est appelé la période de la suite.

Preuve.

i) Pour l'implication réciproque, sans perte de généralité, nous pouvons considérer le cas dans
. o . :

lequel x € Z,, (car si x € Q, avec |x|p = p~™, alors on pose y = p~™.x qui dans Z,) et a une

expansion périodique de la forme

k+1 k+2 +

T =g+ ap+agp® + o+ 1P+ agp® + ™+ agp

Alors le nombre

a=ag+ap+ap® + ..+ ap_1p!
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est un entier rationnel et x peut étre exprimé comme suit

[e.e]

i 1
T =aq. (1 +pk+p2k—|—...) = a.z (pk) = a.1 —
=0

Par conséquent, nous obtenons que x est un nombre rationnel.
i1) Pour I'implication directe, cette partie est assez technique. Une preuve peut &tre trouvée dans

[18]. O
Exemple 2.3.4 On a

= 24354152435 +15*+35°+ ...

W =

= -231313131
= .931
Le développement 5-adique de % est périodique, donc x = % e Q.
Le résultat suivant est un peu magique et trés utile pour notre travail.
Lemme 2.3.2 Soient z,y € Q,, alors x =y mod p" si et seulement si |z — y\p <p.
Preuve. Soient x,y € Q,. Alors
r—y

"I;_
xzymodpmﬁ—ezpﬁ‘—y
pm

7

<l |z—yl,<p™
p

2.4 Entiers p—adiques

Une partie intéressante de Q, est I'ensemble des éléments de la norme p—adique inférieure ou

égale a 1 que l'on note Z,,.

Définition 2.4.1

1. On dit que le nombre p—adique a € Q, est un entier p—adique si le développement ca-
nonique de a ne contient que les puissances positives de p. Autrement dit v,(a) > 0. On
écrit

a:a0+a1-p+042~p2+-~~+04n«p”+-~-:Zan~p”,0§an<p

n=0
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2. On note par Z, I'ensemble des entiers p—adiques, ou
Ly = {aer:a:Zan-pn}:{ae@p:vp(a)z()}
n=0

Remarque 2.4.1 .
1. Z,={a€Q,:v,(a) >0} ={a€Q,: |a|, <1}. Autrement dit Z, représente la boule
unité fermée de Q,.

2. Le corps Q, est I'ensemble des fractions de Z,
a *
Q, = {5  (a,b) € Z, x Zp}

Proposition 2.4.1 L’ensemble (Z,,+,.) est un sous-anneau de Q, fermé et intégre qui contient

Z.

Preuve. La multiplicativité de | |p montre que Z, est stable par multiplication et I'inégalité
ultramétrique montre que Z, est stable par addition, de plus 0 € Z,. C'est donc un sous-anneau
de Q, qui contient Z de maniére évidente et qui est fermé puisque c’est I'image inverse de [0, 1]
par |'application x — |x|p.

D’autre part, soient z,y € Z, : x.y = 0. Alors

|, =0
— ou
lyl, =0
r=0
— ou
y=0

De plus, on sait que

Vo € Z:vy(x) >0
= |z, <1

= T €Ly
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Remarque 2.4.2 Les nombres p-adiques dépendent réellement du choix du nombre premier p.
En effet, pour py # p» deux nombres premiers distincts, les anneaux Z,, et Z,, sont différents et

de méme pour Q,, et Q,,.

Définition 2.4.2 Soit a un nombre p—adique.

1. On dit que a est unitaire ou inversible si le développement canonique p—adique de a ne
contient que les puissances positives de p et le premier chiffre différent de zéro. On écrit
o0
a:a0+a1~p+a2~p2+~'-+ocn~p"+~~:Zan-p",0<an<p, Vn e N
n=0

2. Notons par Z (ou U, ) I'ensemble des nombres p—adiques inversibles (unitaires) défini par

Z;:{ian-pn:aO#O}:{aEQp:vp(a):O}:{aGZp:|a|p:1}
n=0

Remarque 2.4.3 (Z},.) est un groupe (groupe des éléments inversibles de Z,)

Proposition 2.4.2 Tout entier p-adique x € 7, peut étre représenté de maniére canonique
unique sous la forme x = p®.u, ou v = v,(x) est la valuation p-adique de x et u € Z, est une

unité p-adique.

Preuve.

1) Existence : Soit x € Z,, alors x s'écrit sous la forme

r=p»® 4y
(u,p) =1
vp(z) >0

Alors u = ag + a1p + aep? + ... avec 0 < a; < p — 1, on obtient

2) Unicité : Supposons que = admet deux représentations

r=u.p"uy € Z°, m €N
et
T = U P, Uy € Z;,mg eN

Alors

U1U2_1 — pmg—ml
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wuy' € L)
Donc
vp(uruz') =0
Ce qui donne
vp(ur) = vp(uz)
Autrement dit
my = meo

Ce qui donne u; = uy. Donc I'unicité de la représentation. O

Proposition 2.4.3 Nous pouvons encore remarquer que tout nombre p-adique non nul peut

s'écrire de maniére unique comme x = p".u avec n € Z et u une unité de 7Z,.

Preuve.

1) Existence : Soit x € Q; alors = s'écrit sous la forme

a

T

,a € Zy,b €Ly

et par la proposition (2.4.2), on a I'existence de 1, my et u;,uy € Z tels que
a=uy.p™

b= uy.p™?

Donc

__ u1i mi—m2 m
T = 1P u.p

m=mi; —mq € Z
__ u1 X
u= € Z,
d'ou I'existence.
2) Unicité : Pour montrer |'unicité de la représentation de z, il suffit de recopier la preuve de la

proposition (|2.4.2)). O

Remarque 2.4.4 D’aprés la proposition précédente, nous pouvons étendre la définition de va-

luation p-adique a Q,, tout entier en posant pour 0 # = = p™.u,

vp(x) = vp(p"u) =m € Z
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Sixz = ¢ avec a € Zy,b € Zj, alors v,(x) = vy(a) — v,(b) € Z et, comme nous I'avons déja
démontré, nous avons la relation
vp(.y) = vp(x) + v,(y)

pour tout v,y € Zy. Il s'ensuit que la valuation p-adique est un morphisme de (Qy, .) dans (Z, +)

Exemple 2.4.1 Soient

1)
)

S
I e

al 413 =4+1-54+3-524+1-524+3-5*...
a? =42=4+4+2-54+2-524+2.554+2.5% .

Alors aV) et a® sont des nombres de Z}. Par contre

B =.0140=0+1-5+4-52+0-5>+4-5*+0-5°... ¢ Z;
P =42.133T=4-52+2-5"1+143-54+3-52+1-5°4+3-5'... ¢ Z2

puisque le premier chiffre dans 31" est nul et 5?) ¢ 7% et le développement 5-adique de 3

contient des puissances négatives de 5.
Lemme 2.4.1 Tout nombre p-adique non nul x € Q) est inversible.

Preuve. On a

VxGQ;:x:p”.u,UEZX,nEZ

On pose
u = Zak.pk,ao #0
k=0
Alors
U = ag + Z ak.pk = Qg+ p. Z ak.pk_l = Qg+ p. Z akﬂ.pk =ayg—p.y
k=1 k=1 k=0
Ou

Yy=—- Zak+1~pk € Zp
k=0
Comme ag # 0, alors on peut prend ag = 1, on obtient
u=1—-py

Donc

ut=0—py) t=1+yp+Ppi+... €L
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Ce qui donne
s t=pFuteqQ,

Alors x est inversible dans Q,,. O
Tout nombre p—adique = posséde un unique opposé (—x) tel que z+ (—x) = 0. La relation entre

les expansions p—adiques du = et (—x) peut &tre vu dans le résultat suivant.

Proposition 2.4.4 (Recherche des opposés) Six = > app® = a,,p" + 10" op™ 2+,

k=n

x

alors —x = > Bep® = Bup™ + Bup 10"+ Bugod™ 2+ . 00 By =p—ay et fi=(p—1)—
k=n

pour i > n.

Preuve. Nous allons montrer que x + (—z) = 0. On écrit
—rx=(p—an)p"+(p—1- an+1)pn+1 +p-1- an+2)pn+2 + ..

Si nous formons z + (—z), nous obtenons

0 = p-p"+(p-1-p""+(p-1) -p"+..
= 0+p-p""+(p—-1)-p"+ ...
= 0+0+p-p"+ ...

= 04+0+0+...

Exemple 2.4.2 Rappelons que I'expansion 5-adique pour x = % dans I'exemple (2.3.3)) est
1
x:§:2+3-5+1-52+3~53+1-54+3-55+...

Alors
1
y:—x:—g:3+1-5+3~52+1-53—1—3-54+1-55+...
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En effet

r4+y = 5+4-54+4-52+4-5+ .
= 0+4+5-5+4-52+4-5+ ...

= 04+0-54+5-524+4-5%4 ...

= 04+40-54+40-5240-5%+ ...

=0

Nous allons présenter ici une proposition qui nous permet de déterminer les éléments de Q, qui

sont des cubes.

Proposition 2.4.5 [20] (Existence des racines cubiques)

Soit p un nombre premier, alors

(1) Supposons que p # 3, et soit a = p**D.u € QF, u € Z, un nombre p-adique unitaire. Alors
a est un cube dans Q,, si et seulement si v,(a) = 3m, m € Z et que 'image de u dans Z soit
un cube, i.e, u =13, v € Zy.

(2) Supposons que p = 3, alors a = 3% .y € Q} est un cube dans Qs, si et seulement si

v3(a) =3m,m € Z etu=1 mod 9 ouu=2 mod 3.

2.5 Valeurs absolues équivalentes

Pour voir combien de topologies différentes on peut définir sur @, nous avons besoin de voir
la notion de valeurs absolues équivalentes. Rappelons que deux distances d; et ds sur un espace
métrique X définissent la méme topologie si les ouverts pour la distance d; sont les ouverts pour

la distance d;.

Définition 2.5.1 On dit que deux valeurs absolues sur K,

|, et | |, , sont équivalentes ssi

leurs distances associées respectives induisent la méme topologie sur K.

Nous donnons sans preuve les résultats suivants :
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Théoréme 2.5.1 [3] Soit K un corps,

|, et| |, deux valeurs absolues sur K. Les propositions
suivantes sont équivalentes :
1) Les valeurs absolues | |, et | |,sont équivalentes.

2) Pour toute suite (z,,), de K,

o, — 0= |z,], — 0
n—-o0

n—aoo

3) il existe un réel positif « tel que, Vo € K : ||, = |z|y

Théoreme 2.5.2 (Ostrowski) [3] Une norme non triviale sur Q est équivalente a la norme usuelle

| |, ou ala norme p—adique | |, pour un unique nombre premier p.

Remarque 2.5.1

1) Le théoréme d'Ostrowski affirme que les valeurs absolues p—adiques sont les seules autres
valeurs absolues non triviales sur Q que | |__.

2) Par le théoréme d'Ostrowski, on peut conclure qu’on ne peut que définir deux types de topo-

logies sur Q : celle de la valeur absolue ordinaire et celle de la valeur absolue p—adique.
Corollaire 2.5.1 Deux valeurs absolues p—adiques | |, et| |, sont équivalentes ssi py = ps.

Preuve. La réciproque est triviale. Pour l'implication directe, il suffit de considérer la suite
(p1)nen- Elle converge vers 0 pour | |, car [p{|, = p;™ —> 0 quand n — oo et si py # p»

elle ne converge pas vers 0 pour | |, car [p[,, =1 0. O

Corollaire 2.5.2 Soit | | une norme non triviale sur Q. Alors
i) | | est archimédienne ssi elle est équivalente a la valeur absolue ordinaire | |__.

ii) | | est non archimédienne ssi elle est équivalente a une certaine valeur absolue p—adique | |,.

2.6 Fonctions p—adiques

Définition 2.6.1

1) Soit X C Q,. Une fonction f : X — Q, est dite continue au point a € X si
Ve > 0,36 > 0,Va: [r —al, <0 = [f(z) — f(a)], <€ (2.1)

2) La fonction f : X — Q, est dite continue sur X si elle est continue en tout point de X.
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Exemple 2.6.1 Les fonctions polynomiales f(x) = ag + 1@ + aax® + ... + a,,x™ a coefficients

dans Q, sont continues sur tout sous-ensemble de Q, comme dans le cas réel.

Définition 2.6.2
1) Soit X un sous ensemble de Q,, et a € X. La fonction f : X — Q, est dite différentiable au
f(@)—f(a)

point a, si la dérivée de f a a définie par f'(a) = lim existe.
T—ra

2) La fonction f est différentiable sur X si f'(a) existe pour tout a € X .

Exemple 2.6.2 Avec cette définition de la dérivée, si f(x) = Y az',a; € Q,, alors f'(z) =
i=0

n .
S ot
i=1

2.7 Propriétés topologiques et analytiques des nombres
p—adiques

2.7.1 Quelques propriétés analytiques

Nous traitons dans cette section quelques propriétés spéciales (analytiques et topologiques) des
nombres p-adiques.
A propos de suite de Cauchy, noter la propriété remarquable suivante (qui n'est pas vraie pour la

valeur absolue ordinaire) :

Théoreme 2.7.1 Une suite (a,,), de Q, est de Cauchy et par conséquent convergente si et
seulement si

lim |ap11 — aplp, =0
n—oo
Preuve. Si (ay,), est une suite de Cauchy. Alors

lim |ay, —aul, =0
n,m—00

En particulier, pour m = n + 1, on obtient

lim [an41 —anl, =0
n—-ao0

D'autre part, supposons que

ngrflroo |@nt1 — anlp =0
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Par définition

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng @ |ap1 — anlp < €

Prenons € > 0, m > n > ng et examinons |a,, — a,|,, en utilisant |'inégalité triangulaire forte, on

obtient
| — anlp = |am — Qm—1 + Qo1 — Ao + .+ Qg1 — Gy
< max{lam — G-l [am-1 = Gmslys -+ |ns1 — aalp}
< max(e,g,¢,...,6) =¢
Alors (a,,)nen est une suite de Cauchy. O

Proposition 2.7.1 (Suites stationnaires)
Soit (an), est une suite des nombres p—adiques. Si lim a, = a avec a € Q, et |a|, # 0. Alors
n—-o0

la suite des normes p—adiques {|an| pi M E N} doit se stabiliser (ou stationnaire) pour n assez

grand, c'est-a-dire qu'il existe N tel que
|anl, = lal,,¥n > N

Preuve. Soit (a,), € Q,, telle que lim a,, = a. Donc (a,,),, est une suite convergente dans Q,
n—-:oo

V5>0,E|n0€N:Vm>n>n0:>|am—an|p<5

D’autre part, on a

|, = lanl,| < lam — anl, <€

donc (|a,l,)n est une suite de Cauchy dans R complet, ce qui donne (|a,|,), est convergente
dans R et soit [ sa limite

nh_I)Iloo |an|p = l = |a’p

lal, # 0= la|, >0

alors
[

[
v€:§>O,E|N1ENZV?’LZN1:>’CLn’p>5 (22)
En effet, on a

[ l l
‘yanyp—z)<§:>§<yan|p<§+z
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de méme, comme (a,,), est de Cauchy dans Q,, alors

l l
V€:§>0,E|N2€N:Vm,n2]\72:>|am—an|p<5 (2.3)

donc

Vn > N3 =max(Ni, No) = |an], = |am — an + anl,
= maX(‘am - an|p ) |an|p)

= |an|,,Vn > N3

pour m — oo, alors

‘ab::|anb7vn/2 A%

O
Le fait qu'une série convergente a son terme général qui tend vers 0 est clair, et est partagé par le
cas des séries réelles. C'est sa réciproque qui est réellement intéressante (ou plutét : p—adiquement
intéressante), et fausse dans le cas réel, par exemple la série harmonique diverge, bien que son
terme général tende vers 0. Le théoréme(2.7.1)) devient un outil important pour déterminer si une
série de nombres p—adiques converge dans QQ, ou non.
Définition 2.7.1 (Séries de nombres p—adiques)
Soit Jioan une série p—adique (c'est-a-dire, dont le terme général est un nombre p—adique),
n=0

alors

1) La série converge si et si la suite de ses sommes partielles converge dans Q,. Autrement dit

lim |Spe1 — Sul, =0

n——+oo
n
Oﬂ;gniz z:ak.
k=0

+o00
2) La série converge absolument si ) |a,|, converge dans R.
n=0

Comme dans R, il résulte de I'inégalité triangulaire que la convergence absolue d'une série implique

sa convergence dans Q,.

+00 +oo
Proposition 2.7.2 Sila série ) |a,|, converge (absolument) dans R, alors ) a,, converge dans

n=0 n=0
Qp-
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+o00
Preuve. Supposons que } |a,|, converge. Alors, la suite de ses sommes partielles est de
n=0

Cauchy, c'est-a-dire pour tout € > 0 il existe N € N tel que Pour tout m > n > N, nous avons

m
>~ lai|, <e. Par I'inégalité triangulaire, nous obtenons

i=n+1
m m
[Sim = Snl, = Z jail,,| < Z jail, < €
i=n-+1 i=n-+1
. +(>O
Par conséquent (.S,,),, est une suite de Cauchy et par définition ) a, converge dans Q,. O
n=0

Remarque 2.7.1 Comme dans R, la convergence n'implique pas la convergence absolue. Au-
trement dit, dans Q, il existe des séries p—adiques qui convergent, mais ne convergent pas

absolument.

Cependant nous pouvons obtenir un résultat beaucoup mieux dans @@, comme indiqué la propo-

sition suivante.

“+o00
Proposition 2.7.3 Une série p—adique ) a, converge si, et seulement si son terme général
n=0
tend vers 0 et dans ce cas
—+00
E ap| < max|an|,
n
n=0 P

Cette propriété peut étre considérée comme la propriété la plus forte pour la convergence des
séries.
n
Preuve. On sait que la série converge si et seulement si la suite des sommes partielles S, = > ay,
k=0
converge. Mais a,, = S, 11 — Sp, alors Il résulte du théoréme (2.7.1) que a, tend vers O si et
seulement si la série converge.
+o0o “+o00
Pour la deuxiéme partie, nous supposons que »_a, converge (> a, =S).Si S =0, alors il n'y
n=0 n=0
a rien a prouver (ou la preuve est triviale). Sinon, il découle de la proposition ([2.7.1) qu'il existe
un entier N tel que

|51, = [Snl,

D’autre part, comme a,, —> 0, alors pour N pour assez grand, on a

max |a,|, = max{|ai|p,1 <i< N}
n
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Par inégalité triangulaire forte, on obtient

N
|Snl, = 2%&” Smax{|ai|p,1SiSN}:m3X|an|p
n= p

ce qui achéve la preuve de la proposition. O

Remarque 2.7.2 Cette propriété est fausse dans (R, |.

), C'est a dire une suite nulle n'implique
[e.e]

pas la convergence de la série ) a,. L'exemple le plus évident d’une série dans (R, |.|) dont le
n=0

s . . - . 1
terme genera/ tend vers 0, mais qui ne converge pas, est la série harmon/que ; o
n>1

Exemple 2.7.1
—+00
1) La série de terme général p™ converge trivialement, sa somme vaut > p" = %p. On a pour

n=0

+o00o
p =2, ontrouve » 2" = —1 =-11111...

n=0
2) Si (un)nen est une suite d'entiers, alors la série de terme général a,, = u,,.n! converge dans Q,
pour tout p, et méme dans Z, (car Z, est fermé). En effet, on a évidemment |u,.n!|, < [n!|, et

n! — 0 quand n — co.

2.7.2 Quelques propriétés topologiques

Soit 7 un réel strictement positif, et @ un nombre p-adique. Comme |'espace topologique Q,, est

muni d'une distance, on peut définir des boules ouvertes et fermées : on pose

B(a,r) = {x €Qy:dpla, ) =la—z|, < 7’}
B(a,r) = {x €Qy:dyla,x) =la—z|, < r}

respectivement les boules ouvertes et fermées en a et de rayon . Comme |'ensemble des valeurs
possibles de Hp est p™, m € 7Z, on peut considérer uniquement des boules de rayon p*, ol k est
un entier relatif. Ces boules sont assez simples a décrire : x est dans la boule fermée de centre
a et de rayon p* si p* divise (a — ).

On note

S(a,r) = {x €Qy:dpla,x) =la—zx|,= 7,}

La sphére centrée en a et de rayon 7.
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Définition 2.7.2 (Topologie p—adique). On définit la topologie p—adique par la famille des
boules

Vn(a):{xe(@p:]a:—a]pgp_"}:{xEQp:vp(x—a)Zn}

ova€Q,etz],= p (@),

Proposition 2.7.4 Soient x,a € Q,. Si la — z|, < |a

p, alors |x|, = |a|,. Autrement dit, tous
les triangles dans I'espace (Q,,|.|,) sont isocéles et la longueur de sa base ne dépasse pas les

longueurs des cotés.

Preuve. Cela découle de la proposition (|1.1.2]). O
Proposition 2.7.5 La sphére S(a,r) est un ensemble ouvert dans Q,.

Preuve. |l faut montrer que S(a,r) est voisinage de tous ses points, c'est a dire que pour tout

x € S(a,r), il existe une boule ouverte de centre x et de rayon s inclus dans S(a,r). Cela signifie
Vx € S(a,r),3s > 0: B(x,s) C S(a,r)
Soient x € S(a,r) et s < r. Montrons que B(z,s) C S(a,r).
Supposons que y € B(z,s), alors
[z —ylp <s
= |z —ylp <l —al, =7
|z —al,=r

D’aprés la proposition (2.7.4)), on a
ly—al, =|z—al,=r

Alors
y € S(a,r)

O

Proposition 2.7.6 Toute boule B(a,r) de (Q,,|.|,) est un ensemble a la fois ouvert et fermé.
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Preuve. On sait que toute boule B(a,r) est ouverte dans tout espace métrique. Pour montrer

que B(a,r) est fermée dans Q,, on va montrer que son complémentaire
C={reQ,:|zx—al,>r}

est un ensemble ouvert.

On a
C=S(a,r)UD
Ou
D={x€Q,:|z—al,>r}
L'ensemble

D={zxecQ,:|x—al,>r}

est un ouvert. En effet :
Supposons que y € D et posons

ly—al,=m>r

Montrons que la boule B(y,r; — r) est incluse dans D.
Pour cela, supposons que B(y,r — r) n'est pas incluse dans D, alors on peut trouver z, €
B(y,m —1),x0 ¢ D telle que

ly — xolp, <r1—7

|zg —al, <r

On trouve
r =y —al, =y —x0+x0 —alp
<y — zolp + |20 — alp
<mrm—-—-r+r=n
Contradiction. Comme ['union de deux ouverts est un ouvert, donc C est un ouvert. O

Proposition 2.7.7 Tout point d’'une boule est le centre de cette boule. C'est-a-dire

Vb € B(a,r) = B(a,r) = B(b,r)
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Preuve. Soient b € B(a,r) et x € B(a,r), alors
|z —bl, = |r —a+a—0b|, <max{|r —al,,|a —b|,} <max{r,r}=r

on obtint B(a,r) C B(b,r).
D'autre part, Maintenant si nous échangeons les roles de a et b, alors on trouve B(b,r) C B(a,r).

U

Proposition 2.7.8 Deux boules sont soit disjointes soit I'une est contenue dans I'autre. Autre-

ment dit si B(a,r) et B(b, s) deux boules de (Q,,|.|,), alors
B(a,r)N B(b,s) # @ = B(a,r) C B(b,s) ou B(b,s) C B(a,r) (2.4)
Preuve. Supposons que r < s, et y € B(a,r) N B(b,s). Alors y € B(a,r) et y € B(b, s).
D’aprés la proposition ([2.7.7)
B(a,r) = B(y,r)

B(b,s) = B(y, s)
D’'autre part, on a B(y,r) C B(b, s), on obtient

B(a,r) C B(b,s)
De méme, si on suppose que s < r, alors on trouve
B(b,s) C Bla,r)
O

Remarque 2.7.3 Toutes les propriétés qui sont démontrées au-dessus pour les boules ouvertes,

restent vraies pour les boules fermées dans Q,,.



Chapitre 3

Méthode de Halley pour trouver les
racines d’'équations polynomiales
p-adiques

En mathématiques, il est souvent souhaitable de résoudre I'équation f(z) = 0 analytiquement,
mais souvent cela ne peut pas étre fait. Les équations de cette forme se produisent souvent en
algeébre, calcul différentiel, physique, équations différentielles, chimie, etc... Lorsque des solutions
analytiques ne sont pas possibles pour ces équations, les méthodes d'approximation numérique
sont utiles pour obtenir des solutions approximatives. On remplace alors la résolution mathéma-
tique exacte du probléme par sa résolution numérique qui est, en général, approchée. L'analyse
numérique est la branche des mathématiques qui étudie les méthodes de résolution numérique
des problémes, méthodes que |'on appelle constructives. Par méthode constructive, on entend un
ensemble de régles (on dit : algorithme) qui permet d’obtenir |a solution numérique d'un probléeme
avec une précision désirée aprés un nombre fini d'opérations arithmétiques. Ces méthodes sont
devenues aujourd'hui un outil essentiel pour I'investigation dans les différents problémes fonda-
mentaux de notre assimilation des phénoménes scientifiques qui sont difficiles, & savoir impossible
a résoudre dans le passé. Ainsi, notons qu'il existe actuellement de nombreuses méthodes numé-
riques utilisées pour résoudre numériquement les équations non linéaires f(x) = 0 (méthode de

Newton, sécante, point fixe...).
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3.1 Construction de la méthode de Halley

La méthode itérative de Newton est trés populaire a cause de la simplicité de sa formulation
et de son ordre de convergence. Nous allons présenter ici une dérivation simple de cette méthode,
nommée méthode de Halley. Cette méthode a été découverte par Edmond Halley (un mathéma-
ticien anglais 1656-1742), elle s'applique a une fonction de C? (i.e, f’ et f” sont continues) pour
trouver une approximation numérique des racines a I'équation f(x) = 0.

Etant donné une fonction F : X — X et un point 2o € X, on peut itérer F' pour générer la
suite de points

To, 1 = F(x0), 29 = F(21), ...

La suite ainsi obtenue,

Vn e Nz, = F(z,) (3.1)

est appelée |'orbite de z( sous itération de F'. Cette relation peut également s'écrire
Vn e N:z, = F"(x)

Telles que
F'=FoFo..oF
\V/TLGN: n fois
FO = TIdy

Un point « est appelé un point fixe de F' si F'(a) = a et F est une fonction auxiliaire "bien"
choisie.

Graphiquement, lorsque X est un sous-ensemble des nombres réels, les points fixes de F' s'ob-
tiennent en tracant la droite d'équation y = x, tous les points d'intersection de la courbe repré-
sentative de F" avec cette droite sont alors les points fixes de F', (Lorsque X est un sous-ensemble
des nombres réels, le graphe de F' coupe la ligne y = x a chaque point fixe.)

Considérons maintenant le probléme de trouver une racine « de |'équation

f(z) =0 (3.2)

Une facon d'approximer « est de trouver une autre fonction F', appelée fonction d'itération pour f
(notée F.I) et pour laquelle a est un point fixe. Ensuite, pour une valeur initiale convenablement

choisie zg, I'itération (3.1]) converge vers a.. Notons que le choix de F' n’est pas unique.
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L'une des méthodes numériques les plus connues pour résoudre ce probléme est la méthode de
Newton. Elle est connue aussi sous le nom de Newton — Raphson. Cette méthode est une méthode

particuliére de point fixe (3.1)) avec

1@
7/(z)

Evidemment, « est un point fixe de F' si a est une racine de (3.2)). Cette méthode posséde

F(z) = (3.3)

également une belle interprétation géométrique. Nous commencons cependant par donner une
premiére facon d'en obtenir |'algorithme, basée sur |'utilisation du développement de Taylor.

Etant donné une fonction f et soit une équation a résoudre de la forme

flxz) =0

La série de Taylor de la fonction f autour d'un point z( est donnée par

(x — x0)?

f(x) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) + f"(0) 5

¥ (3.4)

Pour trouver x, nous limitons cette série de Taylor aprés le terme d'ordre 1 et nous exprimons que
le souhait est de trouver une valeur de z telle que f(x) = 0. Autrement dit dans la méthode de

Newton, nous négligeons les termes d'ordre supérieur ou égal a 2 de la série pour obtenir

f(@) = f(zo) + f'(20)(x — o)

Ce qui donne
f(x) — f(xo)
(o)

Mais comme on a tronqué la série de Taylor, ceci ne constitue qu'une approximation de la solution

T =g+

cherchée. On appelle =1 la valeur ainsi trouvée qui est proche de la valeur pour laquelle f(z) =0

et donnée par
~ [(=o)
(o)

La technique peut étre répétée pour améliorer encore la valeur de la solution et |'algorithme

Tr1 = X

d'itération est
_ f(zn)
f'(zn)

L'algorithme est répété jusqu'a ce que le degré de précision souhaité soit atteint.

VneN:x, 1 =x, (3.5)
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Interprétation géométrique de la méthode de Newton.

La figure permet de donner une interprétation géométrique assez simple de la méthode de
Newton. Sur cette figure, on a représenté la fonction f, la valeur initiale z et le point (o, f (o))
qui est sur la courbe. La droite tangente a la courbe en ce point est de pente f/(zy) et a pour
équation

y = f(xo) + f'(w0)(z — 20)

qui correspond au développement de Taylor de degré 1 autour de x. Cette droite coupe I'axe des

x en y =0, c'est-a-dire en
. f (o)
f'(zo)

qui devient la nouvelle valeur estimée de la solution. On reprend ensuite le méme raisonnement

1 = X

a partir du point (21, f(x1)) et ainsi de suite. On obtient, de cette maniére, la solution appro-
chée z,,1 n'est autre que le point d'intersection de |'axe des abscisses et la tangente, au point
(@, f(x,)), d'équation

Dy = f(x,) + f'(xn)(x — 1)
On obtient ainsi une suite de points qui converge vers la solution de I'équation. Le lien entre deux

termes consécutifs de la suite est donné par la formule (3.5).

J(zo) ¢

flz1)

) |
.f(mn+1) r

FIGURE 3.1 — Interprétation géométrique de la méthode de Newton.



Chapitre 3. Méthode de Halley pour trouver les racines d’équations polynomiales p-adiqu&2

Maintenant, on considére le développement de Taylor de second ordre de f au point x,,, c'est-a-

dire la parabole

(z —xn)?

y(@) = f(a) = flan) + (@) (@ = 20) + [ (an) =

(3.6)

ol x,, est & nouveau une racine approchée de f(z) = 0. Comme avec la méthode de Newton, le
but est de déterminer un point x,, 1, dans lequel la courbe y = f(x) coupe I'axe des abscisses z,

c'est-a-dire de résoudre |'équation

() + f (@) (@it — 20) + () E =)

2
Par suite
)+ (e =) £100) + L5 i =) ) =0
il résulte que
/()

(3.7)

$n+l — Ty = — "
f/(xn) + %(l‘ﬂﬂ’l - xn)

En approximant la différence (x,,+1 — x,,) restant sur le cété droit de (3.7)) par la valeur <— f(zn) )
donnée en ([3.5)), on obtient

_ 2f"(vn) f ()
21 (xn)? = f"(2n) f ()

qui est I'algorithme récursif de la méthode de Halley.

VneN:z, 1 =z,

Remarque 3.1.1 La formule (3.8) montre également la similitude entre la méthode de Halley
et celle de Newton. Lorsque la dérivée seconde est trés proche de zéro, les itérations sont presque

les mémes que dans la méthode de Newton.

3.2 Etude de la méthode

Notre travail consiste a utiliser la méthode de Halley pour résoudre un probléme de recherche
de racine de f(x) = 0 dans le cadre p-adique. On verra comment utiliser cette méthode pour
calculer les premiers chiffres (les développements finis p-adiques) du développement p-adique des
racines cubiques d'un nombre p-adique a € Q, a I'aide de suites de nombres p-adiques construite

par la méthode de Halley. Pour cela, on se propose d'étudier le probléme suivant
flx)=2>-a=0
(3.9)
a € Qy , p-premier
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La solution de (3.9)) est approchée par une suite des nombres p-adiques (x,), € Q, construite
par la méthode de Halley.
Principe général de calcul :

Le principe de calcul pour la fonction définie par

f(x)=2>—a=0 (3.10)
Supposons que a € @ admet une racine cubique, alors v,(a) = 3m, m € Z et
—3m

lal, = p~" =p

D'aprés la proposition (2.7.1)), si (x,), est une suite des nombres p-adiques qui converge vers un

nombre p-adique ¢ # 0 alors a partir d'un certain rang, on a

]mn]p = \c|p (3.11)
Autrement dit la suite des valeurs absolues est stationnaire.
Nous savons aussi que s'il existe un nombre p-adique ¢ tel que
A =a
Alors
-3
e[, = lal, =p™"
Par conséquent
_.—m
|c|p =p (3.12)
Alors la suite (x,,),, devrait tendre vers ¢ , ainsi a partir d'un certain rang, on a
|Zal, = lel, =p™" (3.13)

3.2.1 Analyse de convergence

L'efficacité d'une méthode est fondamentale pour résoudre effectivement des problémes. Pour cela
il faut étudier la performance de la méthode a travers :
e Déterminer la vitesse (ou ordre) de convergence de la suite (z,,),,. L'ordre de convergence est une

indication de la vitesse a laquelle une méthode itérative converge. Plus |'ordre de convergence est
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grand, moins on a besoin de faire d'itération pour étre proche de la bonne solution. Ceci justifie
donc l'intérét d'avoir un ordre de convergence aussi grand que possible. De plus, L'ordre de
convergence est un bon estimateur du nombre d'itérations nécessaire pour atteindre une certaine
précision.

Pour mesurer la vitesse de convergence d'une méthode itérative, on étudie I'évolution de la suite

(€n)n des écarts

€n = Tnino+1l — Tntng

entre les itérés de la suite (z,,), obtenus & chaque étapes de I'itération avec n, représente un rang
quelconque. Par exemple convergence linéaire, quadratique, cubique...

e Déterminer combien d'itérations nécessaires pour que (x,,),, soit proche de la solution de I'équa-
tion avec une précision donnée M qui représente le nombre de chiffres p-adiques dans le dévelop-

pement de /a. Donc, il est question de trouver n tel que
M
‘en = Tp4no+1 — anrno’p <p (314)

Remarque 3.2.1

(1) Si le I'ordre de convergence d'une méthode est p (c'est-a-dire que la méthode converge avec
l'ordre p), alors aprés chaque itération, le nombre de chiffres significatifs exacts de x, (ceux
identiques a ceux de ) augmente d'un facteur d’environ p. Par exemple, si notre approximation
converge de facon quadratique (resp : cubique)(c'est-a-dire avec l'ordre 2 (resp, 3)), alors le
nombre de chiffres significatifs exacts double (resp. triple) a chaque itération.

(2) On dit qu'une méthode d'itération est plus rapide qu'une autre, si la méthode obtient le méme
résultat avec moins d'itérations. Evidement avec les méme conditions aux départ (méme approche

de xq vers o ). On dit aussi que la vitesse d'itération est plus grande..

Définition 3.2.1 Soit a € Q. On dit que b € Q, est une racine cubique de a d’ordre r si et

seulement si b> = a mod p’.

Remarque 3.2.2
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(1) Sia®> =b mod p", alors

a®>~b = 0 modp = p" divise (a® — b)
= yy(a’ = b) Zu(p) =7
= —v,(a®—b) < —r
O T

3 —r
— ’a —b|p§p
2) De méme si |a® —b| < p~", alorsa® —b=0 mod p".
p

On a la suite d'itérés de la méthode de Halley est

2 n ! n
VneN:x, 1 =x, — f(f )" (an) (3.15)
2(f'(xn))” — fxn) f"(zn)
Telles que
f@)=2"~-a
f'(x) = 322
f"(z) =6z
Ce qui donne
Tpa] = Tp— 2(x, —a) 3w, ::E—(—(a—i—?x?’)_l(a—x?’)x):x—(a+2x3)_1(x3—a)x
T 2(322) — 6x, (23 —a) " " men SO "
On obtient
Ty (z, — a)
Vn € N: Tnt1l = Tp — m (316)
Par conséquent
3 3 33
VneN:a} | —a= a+2,) (@, Sa) (3.17)
(a+2x3)
et
Ty (T, — a)
Par ailleurs, on a
L o sip=3
—J 27
\27]]0 { U sip#£3 (3.19)
et
Lisip=3
_ 37

L'efficacité de la méthode de Halley est donnée par le théoréme suivant
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Théoreme 3.2.1 Si x,, est la racine cubique de a d’ordre r, alors

D Sip # 3, alors x,, 4, est la racine cubique de a d’ordre v, i.e,

VneN:z),, —a=0 modp™ (3.21)
ou la suite (vy,), est définie par
VneN:v,=3"r—33"—-1)m (3.22)
et la suite des écarts est donnée par
Vn € N: Tpingt1 — Tngne =0 mod p*» (3.23)
Telle que
Vne€N:w, =3"r— (3"""=1)m (3.24)

@ Sip =3, alors x,, 1, est la racine cubique de a d’ordre v, i.e,
VneN:z) , —a=0 mod 3vn (3.25)
ou la suite (v},),, est définie par

"—1
VneN:wv, =3"r— %(Gm +3) (3.26)

et la suite des écarts est donnée par
Vn € N: Zpingt1 — Tniny =0 mod 3wn (3.27)

Telle que
(3n+1 _ 1)

Vn eN:w), =3"r— 5

2m +1) (3.28)

Preuve.
Etape 1 : Supposons que x,, soit la racine cubique de a d'ordre r , tels que ny représente un

rang quelconque et r € N. Donc

2 —a=0 modp = ‘xio — a| <p" (3.29)

ng p —
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alors
1

3 _ 3 3 3
‘xnoﬂ — a|p = (a N 21:20)3 p. |a + x5, p ‘xno a|p
En appliquant l'inégalité triangulaire forte, et (3.29)), on a
1
Sm—a < |l————) S} 3.30
‘ivno+1 a|p = (a+ 2:15;’;0)3 ) max{|a|p7 ‘xno o[ P ( )
D’autre part, on a

- s 23:%0)3’]0 [(a+223,) ]

D'aprés la proposition ([2.7.1)), on déduit

1 1 1 1 1 1
(@203 )0 13aly 1271, Jaly 1271, 7

Les relations (3.30)) , et (3.31) impliquent

1 B 1 B 1
(a + Qx;”m)g

(3.31)

1 m —om —oTr
R e R N
P
L 6m , —3r
< mp-p P
Par , on trouve
|5y —al, S p 7 pt = p @O, sip #£3

‘xio+1 - a’s < 33.36m 3-3r — 3_(3T—(6m+3))' sip=3

Ce qui donne

3r—6m

3 . —a=0 modp , Sip#3

3 pp— 3r—(6m+3) _ 3r—6m—3 S
Tpoop —a=0 mod3 ( =0 mod 3 , sip=3
De maniére similaire, on trouve

e sip # 3, alors

( 3 — = U1 — —
Tpo1 —a=0 modp”, vy =3r—6m

x?LOH—aEO mod p“?; vy = 9r — 24m
{:pf’m—aEO mod p*° N ) s—a=0 mod p™ vy =27r —78m
Vo =T
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Par conséquent

VYneN: g3

n+ngo

—a=0 mod p™ (3.32)

ou la suite (v,), est définie par

Vg =T

Il est clair que la suite (v,,), est une suite récurrente linéaire d'ordre 1, dont le terme général est
donné par

YneN:v, =3"r—-33"—-1)m (3.33)
Par conséquent

Up(2) e — @) > 3" — 3(3" — 1)m (3.34)
e Si p =23, alors

(22 ., —a=0 mod3",v]=3r—6m—3

23 ., —a=0 mod 3, v} =9r — 24m — 12

{ z2 —a=0 mod 3" 23 3—a=0 mod 3%, v =27r — 78m — 39
vy =r —
b= .

Par conséquent

VneN: 23

S ng —a=0 mod 3" (3.35)
ou la suite (v),), est définie par

/ .
VnGN:{U’]‘“_SU” (6m + 3)

Par suite

=1
VRGNZU;:3HT—%(6W+3)

Par conséquent

v3(a) Ly — @) = 3" — @(Gm +3) (3.36)
Ce qui donne
VneN:v, =v, — 3@ (3.37)
Etape 2 : on a
1 3

VneN:z,1 —x, =
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Ce qui donne

1

Vn € N Zpiini1 — Tngng = —m.xnmo. (xi+n0 — a)
On obtient
Trmost — Tnsrgly = ﬁ Tnmaly - [y — ],
D’apres la proposition , on déduit
la+22) ., ‘p =13, pim

et par (3.13]), on a

|xn+no‘p =p "
On obtient
|0 1m0l — Trang]| :;.|x+ I — :;.p_m. w2 —a
n+ng n+nolp |a+ 2x%+n0|p n+nolp n+ng P |3|p .p_3m n+mno P
Les relations (3.20)) , (3.32)) et (3.35)) impliquent
|xn+n0+1 - anrnolp S me'p_Un = p—(vn—Qm)y Si p 7A 3
|Trtmg 1 = Trtmglg < 3.32M.370 = 37 (n=2m=1) i p =3
Ainsi, pour p # 3, on a
Vn € N: Zpingt1 — Tnang =0 mod p*» (3.38)
Telle que
VneN:w, =v, —2m
Par suite,
VneN:w, =3"— (3""'—1)m (3.39)
Ce qui entraine
Up(Tntng41 — Tngng) = 3" — (3" = 1) m (3.40)

Pour p =3, on a

!
Vn € N: Tpingt1 — Tngny =0 mod 37
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Telle que
VneN:w, =v, —2m—1 (3.41)

Par suite

(3n+1 _ 1)
Vn e N:w, =3"r— — (2m+1) (3.42)
Ce qui entraine
n, (3" —1)

U3(Tning+1 — Tntng) = 3T — s (2m +1) (3.43)

De plus

1
VnGN:w;:wn—§(3”+l—1)

g

Remarque 3.2.3 Dans le cas réel, la méthode de Halley a une convergence cubique. Cela si-
gnifie que le nombre de chiffres significatifs exacts triple a chaque itération. Pour une discussion
approfondie de la propriété de convergence de la méthode de Halley, nous renvoyons les lecteurs

a [9] et pour une discussion plus approfondie de la méthode, on peut consulter [11|] et [22].



Conclusion Générale

Nous pouvons résumer nos résultats principaux de la maniére suivante.

Conclusion 3.2.1

@D Sip # 3, alors

@ La vitesse de convergence de la suite (x,), obtenue par la méthode de Halley est de I'ordre
Wy
® Pour déterminer le nombre d'itérations nécessaires n. pour M chiffres donnés (ou pour avoir

une précision de p~™, ce qui correspond, a peu prés, 3 M chiffres exacts), on pose
w, = (3"r— (3" =1)m) > M

on obtient

n = [w] (3.44)

avecr — 3m > 0.
@ Sip=3, alors

@ La vitesse de convergence de la suite (z,,), obtenue par la méthode de Halley est de I'ordre

!/

w,.

(® Pour déterminer le nombre d'itérations nécessaires n pour M chiffres donnés, on pose

3t —1
w;:?)"r—%(Qm%—l)ZM

n— [—m(%)] (3.45)

on obtient

In3
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avec 2r — 6m — 3 > 0.

@ La convergence vers zéro pour tout nombre p-adique a € Q, telle que p # 3 est beaucoup
plus rapide que celle de Q5.

@ Dans le contexte p-adique, la vitesse de convergence de la méthode de Halley est cubique

(d'ordre 3), c'est a dire le nombre de chiffres significatifs exacts triple a chaque itération.
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Résumé
Ce fravail propose un analogue de la méthode de Halley pour résoudre
un probléme de recherche de racine f(X)=0dans le contexte p-adique. En

particulier, une racine de I'équation polynomiale f(x)=x*-a=0, ou alQ, ef
Q, dénote I'ensemble des nombres p-adiques, est calculée par la méthode de

Halley. Cette méthode a une convergence dordre 5 ef converge plus rapide
que la méthode de Newton.
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Mots clés -valuation p-adique, norme p-adique, nombre p-adique, racine
cubique, développement p-~adique, Méthode de Newton, Méthode de Halley,
vitesse de convergence.

Abstract

This work proposes an analogue of Halley’s method for solving a root-finding
problem f(x)=0 in the p-adic setting. In particular, a root of the polynomial
equation f(x)=x*-a=0, where alQ, and Q,denofes the set of p-adic

numbers, is computed through Halley’s method. This method has convergence
of order 3 and converges faster than Newton’s method.

2010 Mathematics subject classification : 26E30. 34K28. 11E95

Key words : p-adic valuation, p-adic norm, p~adic number, cubic root, p-adic
development, Newton’s method, Halley’s Method, speed of convergence.
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