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Introduction

Une série chronologique (ou temporelles) est une suite formée d’observation au cours
du temps, l'analyse des séries chronologiques est un outil utilisé de nos jours pour la
prédiction de donnés futurs, ce domaine a beaucoup d’applications en finance, économie,
médecine et démographie. L’idée c¢’est de prendre une réalisation de donnés et de construire
le meilleur modele qui ajuste ces données. Ce modele permet de faire n’importe quelle
conclusion sur la série. La théorie des séries chronologiques abordée dans ce travail est
appliquée pour n’en citer qu’'une petite partie. On s’intéresse a 1’évolution au cours du
temps d’un phénomene, dans le but de décrire, expliquer puis prévoir ce phénomene dans
le futur. On dispose ainsi d’observations a des dates différentes, c’est a dire d’une suite
de valeurs numériques indicées par le temps. Cette suite d’observation d'une famille de
variables aléatoires réelles notées (X;)ico est appelée série chronologique, dans toute la
suite de ce travail, nous la noterons (X;);co ou (X, t € ©) tel que © est appelé espace
des temps qui peut étre discret, dans ce cas © € Z ou continue, l'indice de temps est a
valeurs dans un intervalle de R. On spécifiée deux types de modeles pour représenter les
séries chronologiques : les modeles linéaires et les modeles non linéaires.

Les processus Auto-Régressive AR(p) sont introduits par Gorge Undy Yule, ce modéle
est utilisé pour modéliser la série chronologique du nombre de taches solaires plutot que
la méthode de période gramme de Shuster, il s’écrit l'observation au temps ¢ comme une
combinaison linéaire des observations passées plus le bruit blanc :

Xi= o+ _ ouXi 1 +er, t €7 tel que g; ~ b.b(0,02) et ¢ (k=0,p) sont des réelles.
En 1927 Slutzky qui a introduit les processus & Moyenne Mobile M A(q) sous la forme :
Xi = o+ X0 _160kerr+e, t € Z et O (k=1,q) sont des réelles. Les modeles AR
et M A sont parfait dans le cas général, mais on besoin d’estimer un grand nombre de
parametres pour ajuster ce modele. Si un modele contient p parametres, la situation n’est

pas bonne pour plus de parametre p. Les modeles ARMA de Herman Wold a montré

1
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qu’ils pouvaient étre utilisés pour modéliser n’importe quelle série statistique (p et g bien
choisis) et elles s’écrivent sous la forme :

Xy =0+ X0 0 Xi i + E?Zl Ojei—; + &1, t € Z et comme suit un exemple sur la repré-
sentation graphique de ARM A(1,1) avec les parametres ¢; = 0.4 , ¢g = 0 et ¢; = —0.2.

_4 1 | | 1 1 | 1 1 |
0 100 200 300 400 500 GO0 700 8OO 900 1000

FIGURE 1 — Représentation de la série ARMA(1,1).

On remarque dans la Figure 1 qu’il ya des périodes avec une variance plus grande ou
plus petite a la variance passée. Apres quelques rappels sur les processus stochastique et
la représentation de la série temporelle (Figure 1) par les modelés linéaires qui sont treés
importants, mais le probleme trouvé c¢’est que la variance est toujours constante a longue
temps et elles sont pas convenables pour la prévision des réelles phénomenes volatils (par
exemple : problemes des bourses New-York 1984). Ce probleme a causé I'apparition des

modeles non linéaires (ARCH par Engle voir l'article Wu [27]). Qui s’écrit sous la forme :
Xi = hyey,

dans lequel X; représente les innovations de la série, et e; est i.i.d(0,1), h; vaut alors
q
hi=do+> ¢: X}, tEL
i=1

et ¢; (1 =0,q) sont des réelles, ce modele a été largement appliqué dans la modélisation
des 'rendements boursiers’ et ’les taux de change’, le modele ARCH a été généralisé par
Bollerslev dans l'article Wu [28] ( étudiant de Engle) en 1986, est appelé GARCH(p,q)




Introduction

qui écrit sous la forme :

X = ey (0 1)
h = do+ i i XP + &k Ve L .

$o>0,¢; 20 (i=1,q) et & >0 (j =1,p). Cemodele non linéaire a été plus utilisé
dans les données financieres telles que les taux d’intérét, les taux d’inflation et les cours
boursiers, le modele GARCH(1,1) est une restriction du modele GARCH(p,q), le modele
est le plus simple et le plus robuste de la famille de la volatilité des modeles. De plus, il est
devenu le bourreau de travail de l'indistue, avec le plus grand nombre d’applications voir
par exemple Hansen et Lurole (2005), le principe est de calculer 'autocorréllation passé
et présence puis le modéliser a partir du variance conditionnelle. Malgré que le modele
GARCH(p,q) est tres important en domaine de prévision, mais il a été recus plusieurs
critiques car ce modele ne peut pas calculer la réaction asymétrique des choses passés sur
la volatilité. Pour résoudre ce probleme Zakoian (1994) [5] a été proposé GARCH a
seuil (TGARCH).

L’idée de (TGARCH) asymétrique est consiste a deviser la distribution des innovations
intervalles disjoints puis approximer une fonction linéaire par morceaux par la variance

conditionnelle (ou I’écart type conditionnel), ce modele s’écrit sous la forme :

Xy = ey (0 2)
he = o+ 0lXi X+ Gy, VEEL -

telle que (e;) ~ 1.i.d(0,1) et (h;) est la variance conditionnelle, on X;* = max(Xy,0),
X; =min(X,0), ¢ >0, 20,¢; 20 (i=1,¢) et § >0 (j =1,p).

Notre travail est résumé dans ce mémoire qui contient une introduction et quatre
chapitres, le premier chapitre intitulé les propriétés probabilistes de modele TGARCH
et quelques sections concernant la stationnarité (stricte et second-ordre) et les moments
d’ordre supérieur. Dans le deuxiéme chapitre, nous examinons les propriétés asympto-
tiques de 'estimateur de quasi maximum de vraisemblance (la consistance forte et la nor-
malité asymptotique). Enfin, nous faisons une application numérique du modele TGARCH

(simulation) et quelques notions qui ont utilisons dans notre travail dans Annexe.




Notations

Notations générales

logt x

Ly

®
Matrices
Iim)
On,m)
B®s

Processus
iid
i.1.d(0,1)

hi
o{Xs, s < t}
Probabilité

p-s

N(0,1)

Estimation

Quelques abréviations

QMV

max{0,logz}, pour tout x > 0,
est définie comme,
indicatrice,

produit de Kronecker,

matrice identité de taille (m x m),
ensemble des matrices nulles de taile (n x m),

B®B®- - ® B,

sfois

indépendant identiquement distribué,
indépendant identiquement distribué centré et de
variance unité,

variance conditionnelle ou volatilité,

tribu engendrée par le passé de X,

presque stirement,
convergence presque siire,

loi normale de moyenne nule et de variance 1,

espace des parametres,

élément de I'espace des parametres,
vraie valeur du parametre,

estimateur de 6,

fonction de vraisemblance,
vraisemblance consitionnelle de X},
comme [, mais avec des valeurs initiales,
volatilité construite avec la valeur 6,

comme h? mais avec des valeurs initiales,

Quasi-Maximum de Vraisemblance.




Chapitre

Propriétés probabilistes d’un modele
TGARCH(p,q)

La stationnarité est trés importante dans la science des processus, elle se caractérise par
une série temporelle qui implique que le comportement de cette série ne dépend seulement
pas du temps, mais il dépend aussi de type de stationnarité (forte et faible). Dans cette
section nous proposons de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence
de la stationnarité au sens strict et au second-ordre, Francq et Zakoian [10] ont proposé
de mettre I’équation (0.2) sous une représentation Markovienne tel que on va associer le
modele TGARCH(p,q) & un processus Auto-régressif vectoriel (VAR(1)) qui définie par
I’équation :

X, = Be) X,y +1(er), LEZ (L1)

plus précisément, d’apres Fancq et Zakoian [16] en utilisant :
Xt = hef, Xi = ey telle quen(ey) € R*HP oun'(z) = (¢oa™, G0z~ O2g—2), 90, O(p—1y),
Xt = (Xt+7 Xt_a s 7Xttq+17 tiq+17 ht7 ) ht—p+1) € RQqup et

Q(l:q—l)ej ¢q€j_ Q/quzr §(1:p_1)61—5~_ gpeg_

Q(l:qfl)eg ¢q€; 1/1q6; é(l:p—1)€; pr;
B(et) = I(Qq—Q) Q(zqu) Q(zqu) O(2q—2,p—1) Q(zqu) )
Q(1:4-1) ¢q wq §(1:p—1) gp

Owg-2p0-1) Qp-1) Op-1y  Ip-1y  Opo

la matrice B(e;) est de dimension (p + 2q) x (p + 2q),
Q(l;q—l) = <¢17 wb ey ¢q717 %4) € RQq_Q et §(1:p—1) = (617 se . 75}771) € Rp_l?




Chapitre 1. Propriétés probabilistes d’un modéle TGARCH(p,q)

maintenant nous commencant par la stationnarité stricte de ce modele.

1.1 Stationnarité stricte

Pour étudier ce type de stationnarité on utilise ’exposant de Lyapunov, ce dernier est

définit par Bougerol et Picard en 1992 (voir Francq et al [8]) comme suit :

Définition 1.1 Soit (B(e;))iez une suite strictement stationnaire et ergodique de matrice
i.i.d de modéle TGARCH(p,q) définie par (0.2), tel que E(log™ || B(e)||) < oo .
Ona:

Jim < B(log| B(e)Bler 1)+ Blen)l) = 75 = int {; Bog]| Ble) Blec 1)+ Bler)|)}

B est appelé Uexposant de lyapunov, et d’aprés Francq et al [7] nous écrivons aussi

o1
YB = tlgglo 3 log||B(e;)B(ei—1) -+~ Blel)|| p-s.

Remarque 1.1 Fancq et Zakoian [12] ont donné que vp est indépendant de choix de la

norme.

Nous présentons maintenant un théoreme qui donne une condition nécessaire et suffisante
pour l'existence d’une solution strictement stationnaire de modele (0.2) (Francq et al [9]),

d’apres Brand cette solution s’écrit sous la forme (voir Francq et Zakoian [11]) :

X = e + 3 BleBlers) -+ Blev w)ifen ), Vi € 2 (12)

et converge absolument presque sur.

Théoreme 1.1 Soit {X;,t € Z} le processus défini par ’équation (0.2) et {X,,t € Z}
sa représentation vectoriel défini par I’équation (1.1), le modéle (0.2) admet une solution
strictement stationnaire si et seulement si g est strictement négatif. De plus, si yg <0

alors la solution stationnaire est unique, ergodique et non-anticipative.

Preuve : Francq et Zakoian [16] montrer comme suit : supposons que la norme de B est
définie par || B|| = 3=, ; |bi;| cette norme est bien définie quelque soit la dimension de B, en
appliquant la propriété : ||AB|| < ||Al|[|B|| VA, B avec le produit AB existe. Remarquant

Var(e;) < 400, les composantes de B(e;) sont intégrables donc :




Chapitre 1. Propriétés probabilistes d’un modéle TGARCH(p,q)

E{log™ ||B(ey)||} < E{||B(e)||} < oo. Supposons : yp < 0, d’apreés (1.2) on a :

X, (N)=n(e) + 3 Ble)Blerr) - Blern)n(ern_1),

n=0
qui converge presque sure lorsque N — +o00. Par I'implication de la norme :

“+o00

IXa(N)IF< (el + D 11B(ed) Blees) -+~ Blee-n)Hlm(er—n-1)ll et

n=0

1

n —=

1
I1B(eBlei) - Blewn) ¥ lin(ecnm) |
expl- logl| Ble) Blev-r) -+ Blew-a) | + - Togllnlern1)ll] 25 €7 < 1,

1 s
on choisit que : —log||n(er—n_1)|| £> 0 puisque
o8l

E{|logln(e—n-1) I} < [og ¢o| + E{log™||n(ei—n—1)[I} < [log do| + E{[In(er—n-1)l} < o0,

la preuve de 'unicité est parallele que le cas p = ¢ = 1, soit X; une solution stricte-
ment stationnaire de modele (0.2), ou équivalent que supposer qu’il existe une solution

strictement stationnaire de (1.1), pour N >0 :
X, = Xt(N) + B(ey) - Blew-n) Xy no1,

de plus
1X, = Xof] < NXL(N) = Xof[ + ([ Bler) - - - Bleen) | X nall,

lorsque N — +o0 de plus la série X, p.s, donc X, — X, — 0 en probabiliste alors :

X, =X, O

Enoncons maintenant un corollaire et des remarques sur la stationnarité strict du proces-
sus GARCH(1,1), d’apres Francq et Zakoian [16] on a :

Corollaire 1.1 Soit X; est un processus GARCH(1,1), si
— 00 < = E{log(ge? +£)} <0, (1.3)

puis la somme infini

ht:

1+i(ﬁm@»ﬂ¢m (1.4)

i=1 \j=1

tel que a(z) = 2% + &, converge presque sur et le processus Xy défini par X; = /hye; est

l'unique solution strictement stationnaire, cette solution est non-anticipative et ergodique,

7
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siyg = 0 et ¢ > 0 nexiste pas une solution strictement stationnaire.

Remarque 1.2 1) Si ¢g =0 et v < 0 il est claire pour (1.4) l'unique solution stricte-
ment stationnaire c’est X; = 0, c’est pour ¢a supposer ¢g > 0.

2) La condition (1.3) implique & < 1, maintenant si :
o+E<1,
ensuite (1.3) est satisfait depuis, par application de l'inégalité de Jensen :

Elog{a(e;)} <log Efa(e,)} = log(¢ +¢) < 0.

Remarque 1.3 La stationnarité stricte en modéle ARCH(1) dans le cas & = 0 est écrite

comme suit :

0 < ¢ < exp{—E(loge})}, (1.5)

pour e; ~ (0,1) la condition devient ¢ < 3.56. Pour E(loge?) = —oo, dans un instant tel
que la masse tend ver 0, la condition (1.5) est toujours satisfaite. Il existe une solution

ARCH(1) strictement stationnaire quelque soit la valeur de ¢.

Exemple 1.1 Dans cet exemple en étudiant la stationnarité strict du modéle GARCH(1,1),

la matrice B(e;) est écrit dans ce cas comme : B(e;) = (e2,1) (¢1,&1) nous avons donc :

t—1
B(e)Blew1) -+ Bler) = [[(¢nef; + &) Bler),
j=1
il s’ensuit que
t—1
log||B(e:)B(er—1) - - - Bler)|| = > log(ore;_; + 1) + log|| B(ey) ||,
j=1

tel que vp = E{¢1e? + 1}, alors la condition nécessaire et suffisant pour la stationnarité
strict est E{¢1e? + 11} < 0.

Il y a une difficulté de montrer la négativité de vg, donc on cherche des conditions plus

faibles, Francq et Zakoian [16] a proposé le lemme suivant :

lemme 1.1 Soit (B(e;))iez suite ergodique et strictement stationnaire du modéle TGARCH
défini par (0.2) lorsque E{log™||B(e:)||} est fini, ot avec lexposant de lyapunov on a :

lim p.s||B(eo) - Blew-1)|| =0 =75 <0, (1.6)

t—+00

8
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comme les modéles ARMA, nous somme généralement intéressés a la non-anticipativité
de solution X; de modéle (0.2), c¢’est-a-dire, ceux pour lesquels Xy appartient au champ o

algébre engendré par {e;, e;—1,- - }.

Remarque 1.4 Dans cette remarque on trouve une condition suffisante pour la négativété

de vg, on a toujours vp < E{log||B(e1)||} car :
log|| B(er) Bei-1) - - - Blew)|| < log|[Blex)|| + log|| B(er-1)[| + - - + log|| B(e) |,
et comme B(e;) sont i.i.d, ¥t € Z donc

E{log||B(e)||} = E{log| B(ei—1)[[} = - - - = E{log| B(e)|},

on trouve
E{log|| B(et) Bler-1) -+ Bler)[[} < E{log]| Ber)]| +logl| Blew-)] + - - + log| Blen)II}
= E{log]| Bey)||} + E{log|[ Bler-)[|} + - -+ E{log]| Ber)[}
= E{log|| B(en)[}} + E{logl|Ble) |} + -+ + E{log]| B(e:)[} = tE{log]| B(e:)][}.
alors
Jim, 2 {log]| Ble) Bler1) -+ Blen) [} < Jim ;B {t1og]| Bler)][} = F{los]| B}
d’ou le résultat.

Corollaire 1.2 D’aprés Francq et Zakoian, on donne une Conditions d’explosion :
pourt > 1, en modéle GARCH(1,1) avec les conditions initiales pour Xq et hy,
si v > 0 alors h? — +oo (t — +00)(p.s), si de plus E{|log(e?)|} < +o0 alors

g > 0= X7 — +oo(t — +00)(p.s).

Dans la remarque suivante, nous discutons sur le cas intégré voir Francq et Zakoian [16] :

Remarque 1.5 1) D’aprés Kliippelberg, Linder et Maller proposent que si yg = 0 alors
h? — +o00 en probabilité.

2) D’aprés inégalité de Jensen on a : E{log(e?)} < +o0 la restriction E{[log(€?)|} < +o00
i.e E{log(e?)} > —o0o, en ARCH(1) cette restriction s’annule puisque la condition

vp = E{log(ve?)} > 0 = E{log(e?)} > —oo.




Chapitre 1. Propriétés probabilistes d’un modéle TGARCH(p,q)

D’apres Ali [1], il existe aussi des modeles qui nous permettent d’extraire la formule

TGARCH(p,q), on les trouve dans les corollaires suivants :

Corollaire 1.3 Ce modéle est obtenu pour ¢; = 1; et prendre la forme :

p q
Xy = hye, b = ¢o + Z@\thﬂ + Zgjhtfja
i=1

j=1
puisque | X = X;" — X, il s’appelle valeur absolue GARCH (AVGARCH).

Corollaire 1.4 Le modéle GJR-GARCH est représenté par l’expression :

P q
h? = ¢o + Z(¢2Xt2—z + 5th—iXt2—i) + Z gjhf—y
j=1

=1
ol

I o 1 st X4 <0
T 0 osi X, >0

Pour étudier la stationnarité stricte on utilise yg mais si ¢ — 0o nous ne pouvons pas
calculer g, on utilise alors le rayon spectral noté p(B) qui est le plus grand module de ces
valeurs propres. Soit ||.|| une norme quelconque sur I'espace des matrices (2g+p) X (2¢+p),
on a le résultat :

1
Jim ;logHBtH =logp(B), t € N". (1.7)

Remarque 1.6 Si B(e;) = B telle que B est une matrice indépendante de t pour tout
t € Z, nous avons vp = log p(B) d’aprés (1.7).

D’apres Bibi et Ghezal [3] on a le théoréme suivant :

Théoreme 1.2 Si la matrice B = B(e;), t € Z (B est une matrice indépendante de t) a

partir du définition (1.1) et l'inégalité de Jensen, les conditions

E(log||B(er)B(eg-1)---Ble1)|) <0, Yk > 0 et p(E{B(e1)}) < 1, i.e

d b+ & <1=17p<0, (1.8)

i=1 j=1
la condition suffisante (1.8) est plus forte que la condition de la stationnarité stricte yg < 0

((1.8) = E{X}?} < 4+00), cette démonstration est trouvée dans la proposition suivante :

10
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Proposition 1.1 (Voir Francq et Zakoian [12])

St vp < 0 les relations suivantes sont équivalentes :

a) 35§ <1

b) Les racines de polynome 1 — &z — - - - — £,2P, sont a lextérieur du disc-unité (|z| > 1).

c) p(A) <1, ou A est la sous matrice de B(e;) définie par :

& & o Ha &
1 0 -~ 0 0
A=|o0o 1 o - 0
0 -~ 0 1 0

Preuve : Comme tous les termes des matrices B(e;) sont positifs, il est clair que g est
supérieur au coefficient de Lyapounov de la suite obtenue en remplacant les coefficients des
q premieres lignes et des q premieres colonnes par 0 dans les matrices B(e;), en utilisant
la Remarque 1.6 on voit que

log IO(A> < VB,

par suite v < 0 = (c¢), il est facile de montrer (par récurrence sur p et en développant

par rapport a la derniére colonne) que, pour A # 0
1
det(A, — A) = W = W7 — - =N =&, = (A)pB(X>>

ou B(z) =1—-&z—---—&,2P, on déduit que si yp < 0 alors B(z) = 0 a toutes ses racines
en dehors du cercle unité, d’ou 'équivalence entre (b) et (c). A présent, montrons que
(a) < (b),ona:B(0)=1et B(1) =1—-3%_ ¢ doncsi>¥_ & > 1alors B(1) <0 et
par continuité il existe une racine dans |0, 1], ainsi (b) = (a).

Inversement si >-%_; & > 1 et si B(zp) = 0 pour un z, de module inférieur ou égale a 1

alors ) ) )
L= &2 = 13 &2l < D &l=ol <3,
j=1 j=1 =1 j=1
ce qui est impossible, par suite (a) = (b). O

Maintenant on cherchons des conditions d’existence d’une solution stationnaire au second-
ordre pour le modele TGARCH(p,q).

11
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1.2 Stationnarité au second-ordre

Nous avons présenter dans cette section une condition qui assure ’existence d’une
solution faiblement stationnaire donné par Bollerslev, d’apres Francq et Zakoian [16] on

a le théoréme suivant.

Théoreme 1.3 Une condition nécessaire et suffisante pour un processus GARCH(p,q)

défini par (0.1) soit stationnaire au seconde ordre est que :

q p
SN+ &< 1 (1.9)
i=1 i=1

On utilise la remarque suivante pour démontré le théoreme précédant :

Remarque 1.7 Si {X;}cz est un processus vérifie le modéle (0.1) alors {X?}iez est

vérifie une représentation ARMA, qui s’écrit sous la forme :
74 ; q

maz(p,q)

q
Xt2 - Z ¢iXt2—i = ¢o — ijwt—j, vVt e Z (1.10)
i=1

=0
tel que (wy) est un processus de bruit.

Preuve : Commencons par la condition nécessaire, Francq et Zakoian supposent que
(X;) est un processus GARCH(p,q) stationnaire au second-ordre c’est a dire que (X;)
indépendant de t, i.e :

E{X,} = E{X 1}, Vt,k € Z

en prenant l'espérance de deux membres de 1’équation (1.10), on obtient :
max(p,q) q

B{X{Y— > oB{XL}=do— D &E{wj}, Vt€Z
i=1 Jj=0

et puisque E{w,_;} = E{X? ;} — E{h,—;} = 0 et par la stationnarité de (X;), on va

trouver que
max(p,q)
i=1

donc (1 —&(1) — ¢(1))E{ X2} = ¢y, donc la condition nécessaire et suffisante pour E{h;}
doit étre positive est {(1) + ¢(1) < 1.

Montrons 'inverse c’est a dire supposons que (1.10) soit vraie et on cherche une solution

12
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de GARCH au sens fort qui soit stationnaire, on pose
X,(t) = Bley) Xp-1(t) + Y2, ¥p = 0,
(X,(t) =0sip<0), on conclure alors :

"= Bleri)Yi—, si p>0
Y, si p=20

Y

Xp(t) = Xpa(t) = {
calculons la norme matricielle : soit B une matrice a coefficient positive alors
IBIl = >_IBy| = E{IBI} = E{D>_|Byl},
1,J .3
donc
p—1
E{[1X,(t) = Xpa (D)1} = [IT] E{B(er-i) }E{Vip },
=0

(d’apres I'indépendance de B(e;_;) et Yi_,, et la positivité de [T'—y B(e;—i)Yi_p, p > 0)
E{|Xp(t) — Xp—1(O)||} = [|BPY || tel que B = E{B(e;—;)} et Y = E{Y;_,}, Vi=0,p — L.

On sait que :

det(Mppq — B) = \PT9(1 — (i GiA T+ i EA)),
i=1 Jj=1

on suppose que |A| > 1, on appliquant (|z — y| > |z||y|), on trouve
p ) q ) p ) q )
|det(Mpiq — A 2 1= QX"+ D GA) > 1= Q_ il AT+ D_&INT),
i=1 Jj=1 i=1 j=1
mais on a

AT <1= D G <L) done Yo il AT+ D&M < o(1) + (1),
j=1 i=1 j=1
on déduit que
|det(Alprq = B)[ 21— (6(1) +£(1)) 2 0= p(B) < 1,

d’autre part on a lim, .|| B?|| = exp(plog p(B)), on peut conclure que B? =>% 0, donc

E{[|IX,(t) = X (DI} 7 0,

13
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ce qui implique que X,(¢) est converge en L', en appliquant le critére de Cauchy on obtient
que X, (t) est converge p.s lorsque p — oc.

Soit lim,, o, X, (t) = X, tel que (X,(t)); strictement stationnaire, donc X, est la solution
de I’équation (1.1). O

Remarque 1.8 Si (1.10) wvérifie alors nous avons yg < 0, car si (1.10) vérifie on a

p(B) < 1 et d’autre part on a vp < log p(B).

Exemple 1.2 Dans ce ezemple on donne la régions de stationnarité du modéle GARCH(1,1).

FIGURE 1.1 — Régions de stationnarité du modele GARCH(1,1).

La Figure(1.1) représente trois régions de stationnarité du modéle GARCH(1,1) (I'axe des
abscisses représente ¢y et l'axe des ordonnés représente &1 ) tel que si e, ~ N(0,1) la ré-
gion 1 représente la stationnarité au second ordre et la région 2 représente la stationnarité

stricte, par contre région 3 représente la non-stationnarité.

Exemple 1.3 Dans ce exemple on donne Les courbes d’impact pour les modéles ARCH(1)
et TARCH(1).

FIGURE 1.2 — Représentation des modeles ARCH(1) et TARCH(1).

La Figure(1.2) représente les courbes d’impact (I’axe des abscisses représente X;—y et l'azxe
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des ordonnés représente h?_|) pour le modéle ARCH(1), X; = /1 +0.38X?2 ,e; (ligne
pointillée) et le modéle TARCH(1), X, =1 —0.5X,_, + 0.2X,", (ligne continue).

Exemple 1.4 Dans ce exemple on donne la régions de stationnarité du modéle TARCH(1).

FIGURE 1.3 — Régions de stationnarité du modele TARCH(1).

La Figure(1.3) représente trois régions de stationnarité du modéle TARCH(1) (l'axe des
abscisses représente ¢ et laxe des ordonnés représente 1) tel que si e, ~ N(0,1) la
région 1 représente la stationnarité au second ordre et la région 1 et 2 représentent la

stationnarité stricte, par contre la région 3 représente la non-stationnarité.

Nous allons passé a en revue 'existence des moments d’ordre supérieur du modele TGARCH

strictement stationnaire dans la section suivante.

1.3 Moments d’ordre supérieur

Soit un processus strictement stationnaire {X?} défini comme la premiére composante
de X, tel que E{e?} < +oo ( Francq et Zakoian [6]). Ghezal [19] a donné le théoréme

suivant :

Théoreme 1.4 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus {X?} admet
des moments jusqu’a 'ordre s est que le rayon spectral de E{B(e;)®*} strictement inférieur
alie:

si p(E{B(e;)®*}) < 1 & B{X?} < +oo.
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Preuve :

Montrons la premiere implication c’est a dire que :
si B{X*} < +oo donc p(E{B(e;,)**}) < 1,

on utilise ’écriture vectorielle de ce modele qui s’écrit aussi :
ko1-1 k
X, = Z(H Blei—))n(ei—) + H Bler—i) Xe—i—1, (1.11)

=1 i=0 =0

de (1.11) et par la positivité de B(e;) et e; on résulte que :

B = B Blev-nter) + 1 Bled X
>3 B Ble-dnle)®™
puisque on a :
E{B(et)} = E{B(Gt—l)} == E{B(et—lﬂ)}»

(car E{e? ,} < +oo, Vi = 0,] —1) et I'indépendance de (e;_;) implique I'indépendance

entre les B(e;_;) et e, alors

B(X7*) = Y (E(B(e)™) E(n(er1))™, (1.12)

1=0
qui est finies alors d’apres (1.12) on a

lim Z(E(B(et))®s)lE(Q(et_l))®S < 400,

k—+o0 =0

pour Vérifier la positivité de tous les éléments du vecteur (E(B(e;))®*) E(n(e;—;))®*, nous

avons vérifié la positivité de B(e;)'n(e;—;) tel que :

E(B(er))'**E(n(ec1))®" = E(B(er)'n(er-1))*". O
D’apres Fancq et Zakoian [16] on a les lemmes suivants :

lemme 1.2 (Conclusion dans cette partie avec un résultat établissant que la condition de
la stationnarité stricte implique également [’existence de certains moments.)

Soit X wv.a.r presque sur positive, si E{X"} < 400 pour un r > 0 et si E(logX) < 0
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alors 3s > 0 tel que E{X*} < 1.

Preuve :

La fonction génératrice de Y = log X est définie par :
M(u) = E{e" } = E{X"},
la fonction est continument dérivable sur [0, 7] et on a pour u > 0 :

M(u) — M wy _
@ > :/e dPy(y),
u u

on sait que V7 > 0, Yu €]0, 7|:

ew — 1 eyl
< , 1.13
< S (113)
. : : : . o e’ —1
ce résultat s’obtient par exemple en introduisant la fonction définie par g(v) =
v
pour v # 0, et g(0) = 1, g est une fonction croissante sur R, on a pour y > 0 :
ew—1 e¥—1 ¢
< < .y
u T T
et pour y <0
1—e" e ™
< _y < 9
u T
ce qui preuve (1.13). On a [ydPy(y) = E(log X) < 0, comme M (0) = 1, il existe s > 0
tel que M(s) = E(X®) < 1. O

lemme 1.3 {B(e;)} Suite de matrices positives, yg 'exposant de lyapunov alors :
g <06 3s>0, 3 > 1,

75 = E{|Bleyy) Bles1) -~ Ble)|'} < L.

Preuve :

supposons 7y > (0, comme
o1
YB = Hl}f{;E{lOgHB(@t)B(@t—l) T B(el)”}} <0,
3to > 1tel que E{log||B(es,)B(es,-1) -+~ Blel)||} <0,

de plus

E{[|B(e,) Blew-1) - Blea)|[} = [ E{B(es,) B(etg-1) - - - Blea) }|
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IE{B(e))}* |l = E{|| B(en)[|}" < +o0,

en utilisant la norme multiplicative || B|| = 3=, ;|B(4, j)|, la positivité des éléments des B;,
I'indépendance et léquidistrubition des B;, d’apres le lemme passé entraine donc I’existence

d'un s > 0 et tg > 1 tel que vp€ < 1, ('inégalité de Jensen) on obtient :

1 1
VB < ;E(IOgHB(eto)B(eto—l) - Ble)]) < glong <0. .
0 0

Le corollaire suivant existe dans 'article Bibi et Ghezal [2].

Corollaire 1.5 Soit vg de la suite {B(e;)}, alors
v <0< 3s >0, BE(h) < oo et B(X?) < oo,

ot Xy = hyey est une solution strictement stationnaire de GARCH (p,q).

Exemple 1.5 Existence des moments du modéle GARCH(1,1).

FIGURE 1.4 — Représentation de la série GARCH(1,1).

La Figure(1.2) représente l’existence des moments du modele GARCH(1,1) (I'axe des
abscisses représente ¢y et l'aze des ordonnés représente &) tel que 1 représente existence
de moment d’ordre 4, 1 et 2 représente les moments d’ordre 2 mais 3 représente la variance

infinie.

1.3.1 Kurtosis

Dans cette partie on va calculer le coefficient de Kurtosis d’'un modele TGARCH(p,q),
les résultats suivants sont trouver dans Francq et Zakoian [16]. D’abord on calcule les

moments conditionnelles d’ordre k :

E{XMo{X, s < t}} = E{h*e}*|o{X,,s < t}},
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d’apres la dépendance de h?* et 0{X,, s <t} et on utilisons les propriétés de I'espérance

conditionnelle nous avons :

B{XX*|o{X,, s <t}} = h*E{e?*|oc{X,,s < t}} = h?*E{e?*}. (1.14)

Proposition 1.2 Le coefficient de Kurtosis de la loi conditionnelle d’un processus (X;)

qui vérifie la formule (0.2) est donné par :
Kury = Kur,, (1.15)

ot Kur, signifie le coefficient conditionnelle du processus (e;).

Preuve :
pour démontrer la relation (1.15), on va calculer le Kurtosis de (X;) par rapport a la
tribuc{ X, s < t}, pour tout ¢, s € Z. Par définition on a

E{X}o{X,,s <t}}
(E{X?|o{X,,s <t}})?

Kurx =

et d’apres I’équation (1.14), on obtient

hiE{er}
hi(E{e?})”

Kury = = Kur,,

d’ou le résultat. O

1.3.1.1 Le coefficient de Kurtosis de la loi inconditionnelle

D’apres Francq et Zakoian [16] on a :

Proposition 1.3 Soit (X;) processus TGARCH, le coefficient de Kurtosis de la loi in-

conditionnelle de (X;) donné par :

E{h}}
Kury = ——22_Kur,.
(E{hi})?

Preuve :

’ i E{X;l} 9 \ g 4 2 2 4 4
Par définition on a : Kuryx = m et d’apres 'indépendance de e; et hf, e, et hy

t
on trouve :
E{eth} E{e}}E{h} E{h}
Kury = {eihi} _ {e; tE{h;} _ { t}szﬂe’

(E{ethi})?  (E{et})?(E{h})*  (E{hi})
19
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d’ou le résultat. O

lemme 1.4 Soit (X;) processus de TGARCH qui vérifie I’équation (0.2). Le coefficient

de Kurtosis de ce processus est :

Kur,

K = . 1.1
urx Kur, — ¢(Kur, — 1) (1.16)
Preuve :
Soit (X;) satisfait (1.4),
. 1- &L
si ) |oy| < ocoavee Y ;L' = T%fx_(lg) -
>0 >0 1= gL
sous la condition 79 . < 1, on obtient
X; = _ > o, (1.17)
1-9(1) =
ol a; = 1, on introduit la variance sur les deux membres de (1.17) il vient :
V(X)) =c=V(w), c=> o,
>0
d’autre part on a
Vi(w) = E{wi} = B{hj (e} — 1)} = E{h{}(E{e;} — 1) = E{h}(Kur. — 1),
donc
V(X?) = cE{hI}(Kur, — 1), (1.18)
et nous avons aussi
V(XP) = E{XHE{X}})? = Kurc E{hy} — (E{h:})", (1.19)
de I’équation (1.18) et (1.19) on trouve que
Kur E{h?} — (E{h?})* = cE{h?}(Kur, — 1),
(Kur, — c(Kur, — 1))E{hl} = (E{h})?, (1.20)
alors de I’équation (1.20) on obtient ’équation (1.16). O

Exemple 1.6 Pour le modéle TGARCH(1,1) a coefficients positifs, la condition d’exis-
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tence de E{| X"} peut étre obtenue directement. en utilisant la représentation :

he = ¢o + alei—1)hi—1, ale) = ¢re™ + hre” + &,

nous trouvons que E{h{*} existe et satisfait :

E{hy"} =D CropE{a™ (ee-1) Y E{R 'Y,
i=0
si et seulement si E{a™(e;)} < 1.

Si cette condition est satisfait m = 4, alors le coefficient de kurtosis existe. De plus, si

e ~N(0,1) on a :
_ o E{h}
Ko =Sy

et en utilisant la notation a; = E{a'(e;)}, les moments peuvent étre calculés successive-

ment comme :

a; = ﬁ(¢1+¢1)+£1, E{h} = T 2
az = ;(Cb% +97) + \/22751(% +y) + &, E{h}} = i foc(lj)—(i-la_l)az)'
ag = \/Z(Cbi’ +97) + gfl(ﬂﬁ +97) + \/?;_ﬂgf(gsl +1hy) + €3,

¢8(1 + 2@1 + 2&2 + (IICLQ)
(]_ — CL1>(1 — (IQ)(]_ — CL3> ’
3 2 4
aq = (01 +¢1) + 4ﬁ£1(¢? +4}) + &+ 365 (o7 + 47) + ﬁfi’(% +11),
da(1+ 3ay + bas + 3ayas + 3az + Hayjaz + 3asaz + ayasaz)
(1 — (11)(1 — ag)(l — (13)

E{h}} =

B{hi} =

De nombreur moments du TGARCH(1,1) peuvent étre obtenus de la méme maniére,
comme les autocorrélations des valeurs absolues et des carrés, mais les calculs peuvent

étre fastidieuz.
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Chapitre

Estimation d’un modele
TGARCH(p,q)

Dans ce chapitre, nous allons traiter I’estimation des parametres d’'un modele TGARCH,
la méthode d’estimation la plus utilisée est la méthode de quasi maximum vraisemblance
(QMYV) gaussienne. Les modeles reposent sur des formulations des moyennes et des va-
riances conditionnelles, en pratique celle ci souvent paramétrées de fagon que la moyenne
conditionnelle m;(6) et la variance conditionnelle h?() apparaissent comme des fonctions
de parametres inconnus et de valeurs passées du processus, la connaissance de ces moments
ne suffit cependant pas sous hypothese supplémentaire a caractériser la loi conditionnelle
des processus, la vraisemblance est écrite comme si la loi des variables X; était normale
centrée réduite, mais cette hypothese n’est pas nécessaire pour la convergence d’estima-
teur, elle a évident un effet sur la variance de la loi normale asymptotique d’estimateur,
le processus observé dans cette estimation est un processus strictement stationnaire non
anticipative défini comme ’équation (0.2) dans le chapitre précédent. Nous présentons
ici cette méthode, commengons par 1’étude des propriétés stationnaire (asymptotique) de

QMYV c’est a dire la consistance forte (la convergence forte) puis la normalité asymptotique
de QMV.

2.1 Les propriétés asymptotiques de QMYV

Soit le modele TGARCH qui défini comme suit :

Xt htet
he = o+ giX X+ G, VEEL
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telle que ¢g >0, ¢; > 0,¢; 20 (i=1,q) et & >0 (j =1,p).

Une grande attention a été accordée recement aux propriétés asymptotique du quasi maxi-
mum estimateur de variance dans le contexe des processus TGARCH, ’approche de maxi-
mum de vraisemblance nécessite de spécifier une distribution particuliere, supposons donc
que e; soit normalement distribué avec un zéro moyen et une variance égale 1. Soit ¢, =
(¢o(1),...,¢0(d)) € RY, ¢(k) = (¢1(k), ..., dy(k)) € RI, (k) = (1 (k), ..., 0, (k) € R
et £(k) = (&(k),....& (k) € RP avec (k = 1,...,d) sont les coefficients de modele

TGARCH et soit # un vecteur contenant ces parametres et les probabilités de transitions.

Définition 2.1 Soit (Xy,...,X,) une réalisation de longueur n du non anticipative so-
lution stationnaire de modele TGARCH, avec les conditions initiales spécifies ci dessus.
D’aprés Hamadeh et Zakoian [21] on a : soit (Xi,...,X,) des observations constituent

une réalisation d’'un TGARCH(1,1) et soit 8 un vecteur des paramétres da estimer tel que :

0 = (¢o, p1,¢01) € P C R%,

ou D est un espace de paramétre. La valeur du paramétres est inconnue, elle définit par
0o = (@3, &%, %) . Nous précisions des valeurs initiales Xo, h3 et on écrit la vraisemblance

conditionnelle gaussienne
2
Xt

W T’ﬁg)? (2'1)

L,(0) = L,(0; X1,...,X,) = H
pour t = 1, on définit 71? récursivement par

iLQ ( Qbo—i—ZCbzX;_z ‘l’wz tz +Z€th’

On peut prendre comme valeurs initiales
X2 = h3 = ¢o.

Maintenant on donne quelques définitions sur 'estimateur et le quasi maximum vraisem-
blance.

Le quasi maximum vraisemblance

La quasi maximum vraisemblance a été développé par le staticien Ronald Aylmer Fisher
dans une série de travaux par exemple (Fisher 1912,1922,1935), elle a gagné une grande
popularité comme méthode d’estimation pour le modele TGARCH, car elle est valable

pour tout processus strictement stationnaire. Quasi vraisemblance est une technique uti-
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lisé pour estimer des parametres inconnus a partir d’'une vraisemblance supposé. Pour
cela, il se fait décrire la vraisemblance en fonction des parametres, et de la maximiser. Les
valeurs qui sont obtenues de ce processus de maximisation sont les estimations du maxi-
mum vraisemblance des parametres inconnus. En considérant ’estimation des parametres
de la solution strictement stationnaire, non anticipative et ergodique du modele (0.2).

L’approche du maximum de vraisemblance nécessite de spécifier une distribution particu-
liere pour X;. Généralement,en étudiant la quasi vraisemblance gaussienne (la vraisem-

blance obtenue a partir d’'une loi normale centré réduite pour le X,).

Définition 2.2 L’estimateur de maximum vraisemblance est défini de facon unique, et
se calcule explicitement. Il présente de nombreuxr avantages.sous des hypothéses vérifiées
par de nombreuxr modéles courants, on démontre qu’il est asymptotiquement sans biais et
convergente, on démontre de plus que sa variance est minimale. la méthode de maximum
de vraisemblance est donc théoriguement la meilleure des méthodes d’estimation, et pour
calculer ce mazimum il faut déterminer les valeurs pour lesquelles la dérivé de la vrai-
semblance s’annule.Or par définition la vraisemblance est un produit de probabilités ou
de densités, qui peut étre assez compliqué a dériver, donc il est préférable de dériver une
somme, et ¢’est pourquoi on commence par remplacer la vraisemblance par son algorithme
étant croissante, il est équivalent de maximiser log(L(0,x1,...,x,)) ou L(0,x1,...,x,).
Pour un paramétre multidimensionnel, le principe est le méme, mais les calcules d’opti-
masation sont plus compliqués, pour les lois normales deux parameétres sont inconnus. Afin
d’éviter des confusions dans les dérivations nous noterons v le paramétre de variance

habituellement noté h%, pour un n-uplet de réels (xy,...,x,) la vraisemblance vont :

1 _ (w5—1)2

L(xy,...,xn, 1, V) = e w
(21 [, v) Z:Hl o

Pour calculer le log de vraisemblance, ce dernier est utiliser pour ’application numérique.

D’apres Francq et al [8] on donne la remarque suivante :

Remarque 2.1 Si p # 0 la difficulté est comme une technique de simulation, pour cela

on base sur le maximum de vraisemblance estimateur dans le cas p = 0.

Définition 2.3 La fonction log quasi-vraisemblance donné sous la forme

~ n ~ X2
log L,(0) = nlog(2m) + Z[log hy + th]
t=1 t

D’apres Francq et Zakoian [15] on a aussi les deux définitions suivantes :
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Définition 2.4 L’estimateur de quasi maximum de vraisemblance de 6 noté én est obtenu

en maximisant la fonction de quasi maximum de vraisemblance L, () i.e
0, = arg max L,(0) = arg min Jn(8). (2.2)

Définition 2.5 L’estimateur de quasi-maximum de vraisemblance 8, est obtenu en mi-

nimisant le critére limite
- X2
0 b = 1(0) = log b + =
h;
2
h2

La convergente forte des estimateurs du QMV pour le modele TGARCH(1.1) a été dé-

montré sous des hypotheses de stationnarité par Lumsdaine (1996), Lee et Hansen (1994).

avec 1;(0) = log h? +

2.1.1 La consistance forte de QMV

pour étudier la convergente forte des estimateurs du QMV, on fait quelque hypothese

donné par Hamadeh et Zakoian [21], soient Py et gy deux polyndmes de degré q et p ou

p .
Plg Z¢1y 7)29 szy et 909 ) =1- Z&jij
j=1

H1 : 6, € & et ¢ est un compact.

H2:9p <0etV0ec®, X0 & < 1.

H3 : ¢ a une loi non dégénérée et E{e?} = 1.

H4 : Si p > 0, les polynomes Plﬁo’ PQQO et g, n'ont pas des racines communes , de plus
PIQO(D + 7)290(1) # 0 et g1 + Vo1 + o1 # 0.

D’apres proposition (1.1) on note que H2 implique 1 — &y =0 = |y| > 1.

A partir des hypotheses précédentes, on peut ennoncer la remarque de Francq et Zakoian.

Remarque 2.2 - Dans le cas ARCH, l’hypothése Hj n’est pas vérifiée.

- On woit que la seule racine de Py, (y) et Pay, (y) est 0 et la seule racine de g () est —

- Pour les propriétés d’estimateur du QMV d'un TGARCH(1,1), 'hypothése de E{e;} = 0
n’est pas nécessaire.

- Dans l’hypothése H3, on note E{0,e?} =1 pour des raisons d’identifiabilité et n’est pas
pour dire que E{e?} < oo.
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Le théoreme suivant de Francq et Zakoian [12], permet d’établir la convergence forte de

O,

Théoreme 2.1 soit (0,,) une suite d’estimateurs du QMV vérifie I'équation (2.2) avec les
conditions initiales X3 = ... = X{_,=hi=...=h}_, = ¢ ou
Xg=...= X12_q = ﬁ% =...= ﬁ%_p = X2, sous les hypothéses HI-Hj, donc

én — 0y p.s. quandn — oo.

Le théoreme a été prouvé dans Francq et al [17]. Cette démonstration base sur les lemmes
suivants (dans 'article Bibi et Ghezal [3]) :

lemme 2.1 Ce lemme signifie qu’on peut oublier les valeurs initiales, en utilisant la com-

pacité de @ et on montre que

lim supl|J, (@) — Ju(0)| = 0, p.s.

n—>000 P

Preuve :
En intérant équation de TGARCH(1,1) et en remplacant h?_, par h?_, dans h? on obtient

o
> & (do + 01 X7,
i=0

on fait une majoration, on déduit presque surement que :

Seugﬂh2 hi| = ZUPHZ& o+ 0 X)) < K¢y, vt (2.3)
oc [

=0

en utilisant 1’équation (2.3),

sup|Jn(€) — Ju(0)] :Sup{|*210ght — log h; —|-72_ |}
2 =0 2 et h;
1& h2 h2 h2
- > 'S log( +
< o 2 loa Gl +17 ot 10
h2

X7

2 0
su log( t + — u
LS suplloa (i} + & S sup )
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lorsque on fait une majoration on trouve h? > > SUPgeg{Po} qui est équivalent a

1 1
— < sup — 1}, donc
h% QGSﬁ{ ¢0 }

. K2 1. K&
sup|J,, Jn sup N e {sup 51— X2
upl(8) = J0) < {sup -} S+ (sup oS4
Pour montrer que & X2 — 0 p.s. en utilisant le lemme de Borel-Cantelli, nous montrons
que pour tout réel ¢ > 0 la série de terme général

= B{GXTY  BE{X¥)

t yv2
PEXE> 0) <3 =H2t = o <o,

en utilisant la stationnarité stricte et I'existence des moments d’ordre z > 0 pour X7, de

plus, pour déduire le résultat, en utilisant le lemme de Cesaro (voir Annexe).

lemme 2.2 Ce lemme est appelé identifiabilité du paramétre, on suppose que h?(0) =

hf(QO)PQO p.s. et on montre que 6 = 0.

Preuve :

On remarque qu’on a

g0, Pr(D) P2, (D) i
log hZ(6) = + —Llix, 50y log X7 + —=— Ty, <0y log X7,
B = oy H (D) e Oy e T
on a aussi
Py, (D) P, (D)
log B2(0y) = ——— + 2 Ty on log X2 + 2T o log X2,
g t(fo) (PQO(U 8, (D) {X:>0} 108 (PQO(D) {X:<0} 108 Ay

si logh3(0) = logh?(6,) p.s., par stationnarité nous avons log hZ(f) = logh?(6,) pour

toute £, donc nous obtenons presque stirement

0 w 7)10 D Pla D
log h‘?(ﬁ) - log h’?(QO> = @j(l) - @Qo(l) + [ 909((19)) o ) ED;]H{Xt>0} logX

Pu(D) Py (D)
+|— - —= I x, <0y log X2,
a(D) g, (D) <oy loB i

on déduit que

Plg(D) _ Ple(D) o 7)2Q(D) _ 7)20<D> o ®o W
PuD) o, (D) Mo e X+ [y = Oy e g X = 2y = Oy
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On choisi quelque soit variable aléatoire qui est mesurable par rapport a o{e,,u < t},

noté par L;. Si D) D) (D) D)
P, (D P, (D Poy (D Pay (D
7o(D) + o ou =+ (2.4)

il existe (a,b)" € R — {0, 0}, tel que

allfe, >0y log X2+ blfe, <0y log X2+ L =0ps.

ceci est équivalent aux deux équations

)

(aloge? + alogh? + Ltfl)]I{et>0} =0
(blogef 4+ bloghf + Ly—1)Lie,<cop = 0

notons qu'une équation de la forme aglog x2]1{$>0} + aillf;~0y = 0 possede deux solutions
positives alors ag = 0. Puisque e; et (h?, L, 1) sont indépendants et d’apres H3, on conclut
que a = 0. De méme, nous obtenons b = 0, ce qui conduit a une contradiction. On résume

que I’équation (2.4) n’est pas vrai, et la conclusion découle de H4. ]

lemme 2.3 Sous H1 da HY alors le minimum de J,, dans @ est unique i.e. J,(0) > J,(0,)

pour toute 8 = 0, et prend le minimum valeur si 0 = 6.

Preuve :
La preuve signifie que Eyp {[l(0)]} < +oo et si @ # O, alors Ep {l;(0)} > Ep {l:(6)}

d’apres la stationnarité de la suite (14(0))

B, {Ja(8 ZEe {1:(0))} = Eg, {1:(0)}

pour f > 0 et f < g, on a les deux propriétés suivantes : (f +¢)~' < g~ 'et f1

on les besoin pour montrer que Ey {I; 1(8)} < 400 nous avons donc

Ego{lt_l(Q)} = Ego{log_1 hy + } Ey {log h:} < max{0, —log ¢} < oo},
en utilisant 1'inégalité de Jensen, on obtient

B{log hu(6o)} = Ey, -, 1oa(h(00)} < - log Fy {(47(6,))} < oo,

de cette maniere, on peut conclure que

Ef{log™ hi(0y)} < 0o = Ey {I; (8y)} < o0,
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et puisque nous avons aussi Fy {l; (6y)} < oo, nous conclurons que Fy {l;(6y)} est bien

définie dans R, par ailleurs on a

o), X2 X
@) (@) ey

hi(0) he(6,) o2 _ 2

h(6) R

d’apres la linéarité de Pespérance et I'indépendance de hy(6,) et eZ, on trouve que

hi(0) hy(0)
he(6y) ha(0o)

en appliquant la relation (logy <y — 1¥y > 0) et le dernier résultat, on trouve que

hi(0) hi(8,)
ht(Qo)}} + Ep, {log{ (@) 32

Eg, {1:(0)} — Eg,{l:(00)} = Eg,{log{

= Fp,{log{

By, {1:(0)} — B, {1:(00)} = Ep,{log{ H A+ Egyd -1}

Eg {1:(0)} — Ep,{1:()

et comme log{ (f@))} = - log{}z<( ))} ', alors Ey {1,(0)} — Eg,{1:(8)} > 0 donc

By {1:(8)} > Eg {l:(0y)} si 8 # b, et d’apres 'égalité Ey {1,(0)} = Ep {l:(6y)}, on montre

hi(8o) _
h(0)

I'unicité dans le vecteur initial, tel que ce dernier est réalisé si et seulement si

1 Py, p-s, donc d’apres le lemme (2.2) 6 = 0, ce qui prouve le lemme .

D’apres Francq et Zakoian [16] on a la remarque suivantes :

Remarque 2.3 1. On suppose pas que la véritable valeur du paramétre appartient a l’'in-
térieur de @ .Ainsi, le théoréme permet de traiter les cas ou certains, ¢; ou ;, sont nuls.
2. 1l est essentiel de remarquer que la stationnarité stricte n’est pas supposée qu’a 6,,pas
dans l'ensemble @. En vue de proposition (1.1), la condition Z?Zlﬁj < 1 est plus faible
que l’état de la stationnarité stricte.

3. L’hypothése HJ disparait en ARCH dans le cas général, cette hypothése permet une
sur-identification de 'un des deuz, mais pas les deux, nous estimons ensuite systémati-
quement les parameétres de TGARCH(p-1,q) si le modéle TGARCH (p,q)est utilisé .

4. Sip # 0, Uhypothése Hj empéche le cas ou tous les ¢; sont des zéros comme le cas
comme celui-ci, la stationnarité stricte de la solution du modéle (0.2) est un bruit blanc
fort d’une variance égale a 1.

5. L’hypotheése de ['absence d’une racine communep > 1 et ¢ > 1. En effet si q = 1, la
seule racine de 1 — &z — -+ — £,2P est le zéro et on a &(0) #0. Sip =1 et £(0) # 0,
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1
l'unique racine de 1 — &1z — - -+ — £p2P est— > 0, puisque les coefficients ¢; sont positives,

donc cette valeur ne peut étre jamais zémjde 1 —&z— - = &P

6. L’hypothése E{n} = On’est pas nécessaire pour la consistance de QMV du modéle
TGARCH, la variance conditionnelle de X, est donc, en général, proportionnel da hy,
Uhypothése E{n?} = 1, est faite pour des raisons d’identification, et n’est pas pour res-

trictive a condition que E{n?} # oc.

2.1.2 La normalité asymptotique de QMV

Une extension de théoreme (1) sera donné ci -apres et consistera une étape essentielle
pour la preuve de la normalité asymptotique d’estimateur. Tandis que la consistance forte
de tous les moments exigences, ce n’est pas le cas pour la normalité asymptotique, en effet
comme dans le cas TGARCH, nous allons prouver la normalité asymptotique de f sous le
moment conditionnel d’ordre 04 sur (e;);ez, ainsi nous faisons les hypotheéses suivantes :
H5 : Kur, ;= F{e}} < oc.

H6 : 6, a l'intérieur de &.
L’hypothese H6 est une adaptation de H1 a TGARCH, le théoréme suivant de Bibi et

Ghezal [3] nous donne /n-consistance de .

Théoreme 2.2 Sous les hypothéses H6-H2, on a
VN (0 — by) ~ N(0,5(6))

lorsque N — oo, tel que 3(0y) := J(0y)1(8y) T (8y), les matrices 1(6,) et J(8,) sont

données par :

P 81 9 8l 0 P 8[ 6

qui peuvent étre partitionnées comme

Toy 1 Jso
f<90>:( S I = |
Lyg Ly Jys Juw
de telle sorte que les sous-matrices Isg, Loy, Ly, Jpg, Jop €t Jypy sont en diagonale de p-
bloc.

Preuve : La preuve suit essentiellement les mémes arguments que dans Aknouche et Bibi.
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Remarque 2.4 en fait, les sous matrices Lpp, Iy, Lpy, Jp, Jop €t Jyy sont diagonales de
p-bloc implique ["indépendance asymptotiqu?de?es%ati?ns?oour %que 1<k <pqui
n’est par surprunent le résultat en modele TGARCH, en outre, l'indépendance asympto-
tique apparait également pour les estimations des composantes de TGARCH, avec l’inno-

vation symétrique de distribution.

Remarque 2.5 I est clair que d’aprés le théoréme (2.2) lorsque e; = m; pour tous t,
notre résultat asymptotique Coincide avec ceux pour les purs modeles TGARCH avec les
innovations i.i.d. (Basawa et Lund).
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Chapitre

Application numérique

Le modele TGARCH est une approche standard pour étudier le comportement de
la volatilité des séries chronologiques financieres. La spécification originale du modele
TGARCH est élaborée sur la base de la distribution normale pour les perturbations qui
ne peuvent pas s’accommoder des propriétés de la queue-de poisson en général existant des
séries chronologiques financieres. Par conséquent les estimations qui en résultent ne sont
pas efficaces. Traditionnellement, la distribution ¢ de I’étudiant et la distribution générale
des erreurs sont utilisés alternativement pour résoudre ce probleme. Toutefois, une étude
récente souligne que ces distributions alternatives manquent de stabilité en cas d’agréga-
tion. Il reste donc le choix approprié de la répartition des perturbations dans le modele
TGARCH encore une question ouverte. Dans ce mémoire, nous présentons les caracté-
ristiques théoriques et 'opportunité de la distribution stable tempérée. En outre, nous
effectuons une série de simulation des études visant a démontrer que le modele TGARCH
avec cette répartition surpasse ceux qui ont une distributions normale, student t et GED
(general erreur distribution). Ce résultat est robuste avec des preuves empiriques du ren-
dement quotidien. Par conséquent, nous soutenons que la distribution stable tempérée
pourrait étre un outil tres utile pour la modélisation de la volatilité financiere dans des
contextes généraux avec vue spécification de type TGARCH. Dans cette partie, on devise
le chapitre en deux sections. Dans la premiere section on fait la simulation d’un processus
GARCH(1,1) et on donne des résultats d’estimations des parametres de ce modele par la
méthode quasi maximum de vraisemblance. Dans la deuxieme section, en simulant le mo-
dele TGARCH(1,1). Dans toute cette partie on utilise le logiciel R (3.5.1) avec le package
fGARCH et les fonctions GarchSpec, GarchSim et GarchFit pour le modeéle GARCH(1,1)
et le package TGARCH avec la fonction TGarchSim pour le modele TGARCH(1,1).
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3.1 Simulation d’un modéle GARCH(1,1)

On dit qu’un marché est efficient si le prix des titres sur ce marché reflete complément
toute l'information disponible. Dans un tel marché, il est possible de prévoir les renta-
bilités futures. En terme des séries temporelles, le rendement sur ce marché est donc un
bruit blanc. Le bruit blanc est ainsi un modele de référence pour le rendement d’un titre.
Mais nous le verrons, on rencontre assez couramment des rendements qui ne sont pas des
bruit blancs. Dans les modeles de série temporelle classique, la variance de la série condi-
tionnellement & son passé est constante, or le graphe de beaucoup des séries financieres

suggere que la variance du rendement n’est pas constante (voir figure 3.1).

garch

I I I I I I I
2019-12-01 2020-02-01 2020-04-01 2020-06-01

Time

FIGURE 3.1 — Représentation du modele GARCH(1,1).
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Les modeles de rendement d’action doivent donc pouvoir modéliser la variabilité de la
série conditionnellement au passé, si le rendement est un bruit blanc mais que son carré
montre une autocorrélation c’est que le rendement est une suite de variable non corrélés
mais non indépendantes, il ne peut donc étre un bruit blanc gaussien.

Pour éclairer I'image sur la simulation, nous donnons un exemple qui estime les parametres
du modele GARCH(1,1) résumés dans le tableau 3.1.

Exemple 3.1 On propose : e = 0.028147, ¢9 = 0.076614, ¢; = 0.135914 et & = 0.84642.

Estimation | Erreur Std. | valeur t | Pr(> |¢])

e 0.02815 0.04615 0.610 | 0.5420

oo 0.07661 0.03303 2.319 | 0.0204 *

01 0.13591 0.03103 4.380 | 1.19e-***

&1 0.84644 0.03352 25.253 | < 2e — 16%***

signif. codes : 0 7*** 0.001 "**" 0.01 ** 0.05" .7 0.1’ '1
Log Likelihood :
-1649.964 normalized : -1.881373

TABLE 3.1 — Tableau d’estimation du modele GARCH(1,1).

a l'aide d’une fonction sur le langage R, nous avons pu calculer la valeur du fonction log

vratsemblance qui soil négative.

L’application du modele GARCH se trouve beaucoup plus dans le domaine financier -

économique, on prend un exemple vivant (société danon et société loreal).

Exemple 3.2 Cette figure est une représentation des estimations de la densité et de la
gaussien, les deux estimations sont nulles lorsque le rendement et la densité soient nulles,
et on remarque avec l’augmentation du rendement et de densité il y a un changement tres

élevé du estimation de densité sur [’estimation gaussienne.
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gstimation n.p. de la densité
= =[gstimation d'une gaussienne

o
B

1

densité

000 005 010 0415 020 025 030

rendement

FIGURE 3.2 —

Exemple 3.3 La méme chose dans ce exemple de société loreal.

030
|

< :
S estimation n.p. de la densité estimation n.p. de la densité
= = estimation d'une gaussienne ~ = estimation d'une gaussienne

densité
densité
015
L

005
I

0.00
L

rendement rendement

FIGURE 3.3 —

Cette figure signifie qu’il y a une différence concernant l’estimation de densité et l’estima-
tion gaussienne et [’effet de la crise sur ce changement tel que, avant la crise on remarque
que l’estimation de densité est plus élevé que la densité gaussien, mais pendant la crise

on a le contraire.
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3.2 Simulation d’un modéle TGARCH(1,1)

Comme un exemple on prend p = 1 et ¢ = 1, d’apres Wu [27] le modele TGARCH(1,1)

peut étre s’écrit sous la formule suivantes :

X = e
ht2 = ¢5t—1 + wst—lXtQ—l + 58t—1h?—l>Vt € Z

tel que X est série de retours avilis et h; est la variance conditionnelle, avec E{e;} = 0 et
Var{e;} = 1, e; des innovation indépendants et les variables {¢s, ,,¥s, ,,&s,_,} dépend
hi = ¢o+voXP+&hiy st yi1 <o

h = o1+ XP | +E6h sinon

tel que I'état du mode s; est déterminer par la variable seuil y;_1, la valeur seuil yo avec

d’une variable seuil y;_; i.e {

E{s;} = E{y;_1 > yo} = . Pour simplifier on suppose que o ne dépend pas de hZ, et
comme nous remarquons la variance conditionnelle situe entre deux régimes différents.
On sait que ce modele admet une solution strictement stationnaire si ¢y < 00, ¢1 < 00 et
(Yo + &) (1 — 7) + (Y1 + &1)7] < 1, pour cela, on fait la simulation selon la valeur de T,

et comme suit, nous avons un tableau qui résume le résultat :

Exemple 3.4 On propose : e = 0.2842027, ¢g = 0.07665155, p; = 0.13593163, 1 =
0.00000001 et & = 0.84644768.

Estimation | Erreur Std. | valeur t | Pr(> |¢|)

e | 2.842e-02 4.620e-02 0.615 | 0.53843

¢o | T7.665e-02 4.005e-02 1.914 | 0.05562

o1 | 1.359e-01 4.490e-02 3.028 | 0.00246**

¥y | 1.000e-08 5.475e-02 0.000 | 1.00000

& | 8.464e-01 4.371e-02 19.363 | < 2e — 16%**
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signif. codes : 0 ™% (0.001 ** 0.01 ™ 0.05".70.17 "1

Log Likelihood :

-1650.136 normalized : -1.881569

TABLE 3.2 — Tableau d’estimation du modeéle TGARCH(1,1).

Le tableau précédent nous donne un calcul de valeur de la fonction log vraisemblance. On
remarque que méme dans ce cas elle est strictement négative. Pour bien déduire la relation

entre la valeur des paramétres et la valeur de log MV on donne un autre exemple (Tableau

3.3).

Exemple 3.5 On donne un autre exemple :

Estimation | Erreur Std. | valeur t | Pr(> [¢])
e 1.94822 0.02889 67.427 | < 2e— 16***
®o 0.08188 0.03075 2.663 | 0.007752%*
ol 0.18705 0.08573 2.182 | 0.029134*
b2 0.37238 0.11902 3.129 | 0.001756**
& 0.40945 0.11995 3.413 | 0.000642%**

signif. codes :0 ** 0.001 "**’ 0.01 * 0.05° .7 0.1 "’

Log Likelihood :

-464.2879 normalized : -1.160720

TABLE 3.3 — Tableau d’estimation du modeéle GARCH(1,2).
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On remarque qu’il y a une proportion direct entre les paramétres et la fonction log MV.

Passant maintenant a la simulation d’'un modele TGARCH, pour estimer la valeur seuil,
nous divisons ’échantillon de la variable seuil en 40 intervalle et les 39 point de la grille
correspondent 2.5 centiles a 97.5 centiles, pour évaluer la performance du modele, nous
utilisant le critere Akaike et le critere d’information bayésien pour comparer le modele
GARCH de seuil au modele GARCH standard (1,1) :

AIC =2K —2InL

BIC = KlIn(n) —2InL

ou n est la taille de I’échantillon et k est le nombre de parametres estimés dans le modele.
Des résultats semblables sont obtenus pour deux autres cas et sont présentés. Le tableau
présente les résultats de l'estimation pour 3 ensembles de parametres dans le cas 2. Les
estimateurs MLE sont toujours cohérents et nous observons également que 'EQM des
estimations dans chaque régime est pas sensiblement différent comme indiqué dans le
tableau 1. Il peut étre causé par le fait que les probabilités des écarts conditionnels dans
chaque régime sont égaux, et nous nous attendons également a une EQM plus élevée pour
les estimations dans régime non étatique. Lorsque la probabilité que processus de variance
conditionnelle dans le régime 2 égale 0.9, méme dans le cas stationnaire, nous ne serons
plus ont un estimateur cohérent de 1. Comme le régime 2 est plus instable, la probabilité
est élevée que I'écart conditionnel est dans un tel régime peut étre la raison pour laquelle
nous ne parvenons pas a estimateur. Nous remarquons également que les estimations des
parametres du MSE. Il confirme notre affirmation que la faible probabilité dans un régime
affecte la performance de La figure présente la densité estimée des estimations de MLE,

Les estimations de MLE sont approximativement impartiales et cohérentes.
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Chapitre

3. Application numérique
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FIGURE 3.4 — Simulation du QMV du modéle TGARCH(1,1).
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Chapitre

Annexe

4.1 Processus stochastique

Hétéroscédasticité

Définition 4.1 En statistique, [’on parle d’hétéroscédasticité lorsque les variances des
résidus des variables examinées sont différentes. Cette notion provient du grec et est com-
posée du préfive hétéro- (« autre »), et de skedasé (« dissipationy). La notion d’hété-
roscédasticité s’oppose a celle d’homoscédasticité, qui correspond au cas ou la variance
de lerreur des variables est constante. Tandis que dans le cas d’homoscédasticité, nous
avons Var(X;) = h* Vi, nous avons désormais Var(X;) = h? Vi, ot h? peut étre différent

de h?, pour i # j.

La volatilité

Définition 4.2 La volatilité c’est peut étre un des concepts statistiques les plus importants
dans la modélisation des séries financiére, pour lequel on a les contraintes que l’espérance
de l'erreur conditionnelle a toutes les observations du passé est nul et la variance n’est

pas constante est change par rapport a chaque période du passé.

Kurtosis

Définition 4.3 Le Kurtosis est un parameétre qui mesure le degré d’aplatissement ou de

rétrécissement de la distribution d’une variable aléatoire. Il est s’écrit sous la forme sui-

Kury = E{(Xt —/l)4}7

vante :

h4

40



Chapitr 4. Annexe

tel que (X;) un processus d’espérance u et de d’écart type h. Si le processus (X;) est centré,

. Lo Ha
alors le kurtosis de ce processus est s’écrit sous forme : Kury = —, ot py, = E(XFf).
H2

Remarque 4.1 On va spécifie trois cas de Kurtosis comparé toujours par la distribution
normale, le cas o le coefficient d’aplatissement égale a 3. Si le Kurtosis supérieure a
3 la distribution est aplatie et la troisieme cas si le Kurtosis inférieure a 3 lorsque la

distribution est rétrécie.

Vecteur gaussien

Définition 4.4 Soit X = (X1,..., X,,) un vecteur aléatoire de R™. On dit que X est un

vecteur gaussien si, pour tout a = (aq, ..., a,) de R™,
n
C = Z a/iXia
i=1

une v.a.r. de loi normale (i.e., toute combinaison linéaire des composantes de (X1, ..., Xp)

est de loi normale).

processus gaussien

Définition 4.5 Soit F := (F,,n € N) une filtration, le processus stochastique (Xi)ier

est gaussien si pour tout H € F(T) le vecteur (Xp)nen est gaussien.

4.2 Matrices

Le rayon spectral

Définition 4.6 Le rayon spectral d’une matrice B est noté p(B) qui est le plus grand

module de ces valeurs propres (\;), tel que :
p(B) = max{|\], i =1,2,...},
ot, soit ||.|| une norme quelconque sur 'espace des matrices, on a le résultat :

1
log p(B) = lim —log|| B}, ¢ € N*.
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Produit de Kronecker

Enongons maintenant la définition et quelques propriétés sur le produit de Kronecker

(Littkepohl [23]).

Définition 4.7 Soit A = (a;;) et B deuz matrices quelconques, le produit de Kronecker
de A et B définit par :

CLHB almB
A® B = .o
amB ... an,B
2 5 3 13
Exemple 4.1 Soit A= | 1 7 8 | et B = ( 4 9 ) le produit de Kronecker de ces
4 6
matrices
5 1 3 5 1 3 5 13 2 6 5 15 3 9
4 2 4 2 4 2 8 4 20 10 12 6
1 3 1 3 1 3 1 3 7 21 8 24
AB=|1 7 8 =
4 2 4 2 4 2 4 2 28 14 32 8
4 1 3 9 1 3 6 1 3 4 12 9 27 6 18
4 2 4 2 4 2 16 8 36 18 24 12

Propriété 4.1 Soit A et B deux matrices quelconques, alors on a :

1.A=ARAR---Q A.

sfois

2. (AB)® = A®sB®s,

4.3 Notions générales

Le lemme de Borel-Cantelli est un résultat important et tres utile. Surtout pour dé-

montrer la loi forte des grands nombres.

lemme 4.1 (Borel-Cantelli)
Soit (Q, A, P) un espace de probabilisé. Soit (A,)n>1 une suite d’événement infini. Si

3" P(4,) < o0,
n=0

42



Chapitr 4. Annexe

alors

P(limsup A,) = 0.

Le lemme de Cesaro signifie que si la suite (v,,) a une limite, la moyenne de Cesaro a la

meéme limite.

lemme 4.2 (Cesdro)

1
Soit (vy)nen+ une suite réelle converge vers un nombre fini s, et soit w, = 52221 V.

Donc la suite (wy,)nen= converge vers s.
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Conclusion

Ce travail a pour but d’étudier une propriété probabiliste du modele TGARCH (la
stationnarité stricte, la stationnarité au second ordre et les moments d’ordre supérieure),
nous avons cherché des conditions d’existence d’une solution strictement stationnaire pour
le méme modele, et nous avons trouvés que cette condition est que I'exposant de lyapunov
doit étre strictement négatif. En suite, nous avons étudier une propriété de l'estimateur
de QMYV pour le modele TGARCH, en effet, la convergente forte et la normalité asymp-
totique. Puis nous avons passé a ’estimation des parametre de ce modele par la méthode
QMV, cette méthode tres efficace car elle est tres utiliser et nous donne une bonne estima-
tion pour n’importe quel processus strictement stationnaire. Dans le troisieme chapitre,
nous avons appliqué les résultats obtenus dans les deux chapitres passés, en utilisant le lo-
giciel R (3.5.1) avec le package fGarch pour le modele GARCH et le package TGARCH
pour le modele TGARCH. Finalement, nous avons rappelés quelques définitions et notions

de bases que nous avons embauchées pendant notre travail.
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Résumé
Dans ce mémoire, nous avons étudier au premier lieu quelques propriétés probabilistes
pour le modele TGARCH qui sont la stationnarité stricte, la stationnarité au seconde
ordre et l'existence des moments d’ordre supérieurs. Au second lieu, nous allons estimer
les parametres de ce modele par la méthode de QMV. Comme une application on va faire
la simulation du modele TGARCH en utilisant le langage R.

Mots-clé
processus GARCH, processus TGARCH, stationnarité, consistance, EQMV et la norma-
lité asymptotique.

Abstract
In this paper, we first study some probabilistic properties for the model TGARCH which
are strict stationarity, second order stationarity and the existence of higher order moments.
In the second place, we will estimate the parameters of this model using the QMV method.
As an application we will simulate the TGARCH model using the R language.

Keywords
GARCH process, TGARCH process, statinarity, consistence, QMLE and asymptotique

normality.
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