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Résumé
Dans ce mémoire, nous étudions l'estimateur de quasi-maximum vraisem-
blance d'un processus APARCH avec erreur Laplace(1.1). Pour cela, nous
commencons par un apercu général sur les notions de base et les définitions
(processus stochastique, la loi Laplace, processus APARCH,...). Par suite,
nous nous intéressons a 1’étude de la consistance et la normalité asympto-
tiques de l'estimateur de quasi-maximum de vraisemblance pour les para-
metres de modele APARCH avec erreur Laplace(1, 1). Enfin,nous ajoutons
un autre intérét de la consistance forte et la normalité asymptotique de cet
estimateur paramétrique en présentant une application numérique concerne
la modélisation d’une série chronologique simulé APARCH a base d’erreurs

Laplace(1, 1) avec différentes valeurs des parametres.

Mots clés :
Modele APARCH, Estimateur Quasi-Maximum de vraisemblance, Laplace(1,1),

Consistance forte, Normalité asymptotique.



Abstract
In this thesis, we study the quasi-maximum likelihood estimator of a APARCH
process with Laplace error (1.1). For this, we start with a general overview on
the basics and definitions (stochastic process, Laplace law, APARCH process,
...). Thereafter, we are interested in the study of the asymptotic consistency
and normality of the quasi-maximum likelihood estimator for APARCH mo-
del parameters with Laplace error (1, 1). Finally, we add another interest of
the strong consistency and asymptotic normality of this parametric estimator
by presenting a numerical application concerns the modeling of a simulated
APARCH time series based on Laplace (1, 1) errors with different values of

parameters.

Keywords :
APARCH model, Quasi-maximum likelihood estimator, Laplace(1,1), Strong

consistency Asymptotic normality.
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Notations générales

Notations
(Q, A, P) espace de probabilité.
F filtration(suite de tribu).

Ensemble et espace

N,Z,R les entiers positives,les entiers,les nombres réels.
Fonction

VX la fonction d’autocovariance de (X3).

I fonction indicatrice.

Iang =14 -1p

Tavp =Ia+1p —14-1p

Processus

1.1.d indépendant et identiquement distribué.
L(1,1) la loi laplace de moyenne 1 et variance 1.
.S presque stirment.



Estimation
arg argument.
S I’ensemble de stationnarité .

I’ensemble des parameétres.

6 estimateur de 6.

0o la vrai valeur de parametre.
Probabilité

Y convergence en distribution.
p.S presque strment.



Introduction

Depuis les travaux de Wold (1938), 'intérét pour le développe-
ment des modeles de séries chronologiques, pouvant répondre aux besoins
de l'utilisateur, a augmenté. Les modeles de séries chronologique linéaires a
coefficients constants ont connus une ére de prospérité grace , en particulier,
leur méthodologie : identification, estimation, validation.

Le modele Puissance asymétrique autorégressif conditionnellement hé-
téroscédastique (APARCH) est crucial dans l'analyse des données de séries
chronologiques. Les séries chronologiques(ou temporelles) sont appliquées de
nos jours dans des domaines aussi variés que L’économétrie, la médecine ou
la démographie, pour n’en citer qu'une petite partie
Le modele APARCH a été suggéré par Ding, Granger, et Engle(1993) est
certainement 1'un des modeles de type ARCH les plus prometteurs.

Dans ce mémoire nous présentons essentiellement I'estimateur de Quasi
Maximum de Vraisemblance (EQMYV) pour le modele APARCH basé sur la
distribution de Laplace(1, 1) organisé comme suit :

e Dans le premier chapitre, nous présentons brievement Les définitions



principaux , des propriétés des processus stochastiques des séries chro-
nologiques et quelques notions de bases.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude d’estimateur de quasi-
maximum vraisemblance Laplace, en plus, nous étudions 'existence et
la stationnarité de processus APARCH. Nous prouvons la consistance
forte et la normalité asymptotique de cet I'estimateur.

En fin, dans le dernier chapitre, utilisant logiciel R, nous exposons a
travers des éxperience de type Monté Carlo nous prouvons numérique-
ment les résultats théoriques obtenus. Nous effectuons des application

numérique sur des séries chronologiques simulées.



Chapitre 1

Définitons

Dans ce premier chapitre, nous exposons un petit rappel de quelques

notions de basses concernant les processus stochastiques.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Un processus stochastique est un modéle de probabilité per-

mettant [’étude d’un phénomeéne aléatoire au cours du temps.

Définition 1.1.2 Une processus stochastique est une famille de variable aléa-
toire (Xy,t € T), définie sur un espace probabilisé (2, A,P) ou T est un en-
semble d’indice (comme N ot Z ,o01 bien une partie de N ot Z)

- st T'= N le processus stochastique est a temps discret

- 51 T =R, le processus stochastique est a temps continue

Définition 1.1.3 (L’opérateur de retard) L’opérateur L est dit opérateur de

5



retard s’il décale le processus d’une unité de temps vers le passé. LX; = X3 4
pour tout t > 1.

Si DUopérateur est applique k fois, on obtient :

LFX, = X, ;.

1.1.1 Stationnarité

Définition 1.1.4 (Moments d’ordre r) Soit € une variable aléatoire ad-
mettant une densité f . Pour tout entier r , on dit que € admet un moment
d’ordre v si la variable aléatoire € admet une espérance, c’est le cas si seule-
ment si € —| € | f(e) est intégrable. Dans ce cas le moment d’ordre r de

cest :

—0o0

Remarque 1.1.1 Nous remarquons que :

1. le moment d’ordre 0 d’une variable aléatoire existe toujours et vaut
EE®) =E(1)=1

2. le moment d’ordre 1 est ['espérance de ¢ .

Le stationnairité au second ordre(au sens faible)

Un processus (X;)iezest dite stationnaire au second ordre |, si les trois

conditions suivant sont satisfait



*VtelZ  E(X?)<+oo (existence de espérance de X;)
*VteZ  E(Xy)=m  indépend de t (m constant par apport t )

*VteZ hel
X = COU(Xt>Xt+h)

= E((X;— E(Xy)(Xien — E(Xi1n))

Un processus est stationnaire au second ordre si 'ensemble de ses mo-

ments sont indépendants du temps.

Le stationnarité au sens strict( fortement stationnaire )

Définition 1.1.5 On dit que le processus (Xi)iez est stationnaire au sens
strict si la loi de (Xyy, -+ Xy,) et la méme que la loi de (X4 4r, - Xt 1r)
pour tout (t1,ta, -+ ,t,) avec t; € T pouri=1...n et pour tout T € T avec

ti+7’ eT

Remarque 1.1.2 Une suite de variable aléatoire.iid (X;)iez est strictement
stationnaire .

Le processus bruit blanc (BB)

Parmi les classes des processus stationnaire il existe des processus parti-

culier que sont les processus BB.

Définition 1.1.6 (g,);cz est un BB faible, s’il satisfait les deuz conditions

sutvant vVt € 7. .



1) E(X;) =0 (centrée).
, o> si h=0
2) ’Y(h) = E(Xt.Xt+h> =0 tho ==
0 swnon

- Si (&¢)1ez est iid alors (g)est un BB fort.

Remarque 1.1.3
x Un BB faible est faiblement stationnaire .

x Un BB fort est fortement stationnaire.

1.1.2 Causalité

Définition 1.1.7 Un processus stochastique X; est dit causal s’il existe une

suite de constantes (o )r=o telle que Y | ag |< 00, avec :
keZ
oo
Xy = Z OkEt—k
k=0

1.1.3 Les séries chronologiques

La théorie des séries chronologiques (ou temporelles) est appliquée de
nos jours dans des domaines variés que 1’économétrie, la médecine ou la

démographie.

Définition 1.1.8 Une série chronologique est un ensemble d’observations

d’un processus Xy, chacun étant enregistrée a un instant t.

Remarque 1.1.4 Noter aussi qu'une série chronologique est une observa-



tion d’un processus stochastique a temps discret.

Objectifs principaux dans I’étude des séries chronologiques

L’étude d'une série chronologique permet d’analyser, de décrire et d’ex-
pliquer un phénomeéne au cours du temps.
Mais I'un des objectifs principaux de ’étude d’une série chronologique est
la prévision qui consiste a prévoir les valeurs futures X; 5, (h = 1,2,3,--+)
de la série chronologique a partir de ses valeurs observées jusqu’au temps

t:X17X27'“ 7Xt .

Modélisation d’une série chronologique

Un modele est une image simplifiée de la réalité qui vise a traduire les
mécanismes de fonctionnement du phénomene étudié et permet de mieux les
comprendre.

On distingue principalement deux types de modeles :

1. Les modeéles déterministes : ces modeles relevent de la statistique
descriptives consistent a supposer que l'observation de la série a la
date t est une fonction du temps t et d’une variable ¢; centrée faisant
office d’erreur au modele, représentant la différence entre la réalité et
le modele proposé :

Xt - f(ta 5t)

D’une maniere générale, on peut proposer un modele qui représente la



série temporelle étudiée en combinaison des trois éléments précédents :
Yt:ft—{—St—{—Xt, t=1...n.

Ou :
-f; est appelle tendance et soit une fonction décrite par un nombre
fini de parametre, par exemple,une fonction linéaire du temps a + bt
ou un poélynome du temps t.
- S; est la composonte saisonniere et est une fonction périodique.

2. Les modeéle stochastiques : une partie importante de ’analyse des

séries chronologiques est consacrée aux modeles linéaires.

1.2 La loi laplace

Dans la théorie des probabilités et en statistiques, la loi de laplace est

une densité de probabilité continue,

1.2.1 Densité de probabilité

Une variable aléatoire possede une distribution laplace (1, b) si sa densité

de probabilité est :

1 |z — pf
flalmb) = Sreap(=——)
1 ea:p(—'ubx) sior<p
D eap(-" 1) si vz p

10



1.2.2 Fonction de répartition

La fonction de la répartition de la loi de laplace s’écrit sous le forme :

F(z) = [ f(t)dt

1 _
_ 261’]1(—“ 2 x) siox <
1—§exp(—x;'u) siox>p

1.3 Fonctions gamma

La fonction gamma est une fonction complexe, considérée également comme
une fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a I’ensemble des

nombres complexes, on a pour tout entier n > 0.

P(n)=(n—1)1=1x2x..(n—1).

Et en mathématiques, les fonctions gamma incompletes supérieure et infé-
rieure sont des types de fonctions spéciales qui se présentent comme des

solutions a divers problemes mathématiques tels que certaines intégrales.

11



1.3.1 Fonction gamma

On définit la fonction gamma aussi par :

Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0
+o0o
:z— / t*lexp(—t)dt.
0

1.3.2 fonction gamma incompléte inférieure

La fonction gamma incomplete inférieure est définie comme :

Y(5,z)= /y‘s_le_ydy.
0

1.4 Le maximum de vraisemblance

1.4.1 Estimateur

Définition 1.4.1 Un estimateur est une statistique permettant d’évaluer un

parametre inconnu relatif a une loi de probabilité

Définition 1.4.2 Un estimateur est une valeur QAn calculée sur un échan-
tillon tiré au hasard, la valeur 0, est donc une variable aléatoire possédant
une espérance E(6,), et une variance Var(f,).

On comprend alors que sa valeur puisse fluctuer selon ’échantillon. Elle a de
trés faibles chances de coincider exactement avec la valeur 6y qu’elle est cen-

sée représenter. L’objectif est donc de maitriser ['erreur commise en prenant

12



la valeur de 8, pour celle de 6.

1.4.2 La vraisemblance

La vraisemblance est utilisé pour construire des estimateurs de parametre
caractérisant une loi de probabilité ou un modele stochastique a partir d’un
échantillon de mesures.

La fonction de vraisemblance est définie en fonction d'un vecteur de para-
metres inconnus # comme la densité des données observées par rapport a une

mesure de probabilité discrete ou continue.

1. cas X variable discrete :

Dans un premier temps, on suppose que X est une variable discrete
suivant la loi L(#) avec un parametre inconnu. On rappelle que 'on
veut estimer 6 a partir des données (1, . .., x,), le vecteur des données
(x1,...,x,) étant une réalisation d’un n-échantillon (Xi,...,X,) de
X.

On peut définir la vraisemblance des données x4, . . ., x,, par la fonction
de 6 :

L,(0) =P(Xq,...,Xpn=121,...,2,),0).

Comme (X7, ..., X, )est un n-échantillon, par I'indépendance et la dis-

13



tribution identique des variable (X7, ..., X)) on peut aussi écrire :

2. Cas X variable continue :
Soit X une variable aléatoire suivant une loi continue décrite par la
densité de probabilité f dépendant d’un parametre #. La vraisem-
blance est une fonction de #, étant donné une réalisation = de la va-

riable aléatoire X, qui s’écrit alors :

L.(0) = fo(x1,...,2,).

Comme (X7, ..., X, )est un n-échantillon, par I'indépendance et la dis-

tribution identique des variable (X7, ..., X)) on peut aussi écrire :

L,(0) = fo(ar,...,z0) =[] fo(z:).

1.4.3 Fonction de log-vraisemblance

On appelle fonction de log-vraisemblance pour (e, ..., €,) la fonction de
0 définie par :

Lo(e1,... €6,,0) =log(lp(€1,...,€n,0)).

14



La fonction logarithme népérien étant croissante, 'estimateur maximum de
b

vraisemblance 6 de 0 pour (eq,...,€,) vérifie :

0 = argmax(Ly (1, ..., €n,0)).
9

1.4.4 L’estimateur de quasi vraisemblance maximale
(EQMYV)

Définition 1.4.3 En général, la fonction de vraisemblance pour un processus
X n’est pas calculable puisque le passé du phénoménes (Xo, X_1,...) sont gé-
néralement inconnus. C’est pourquoi on utilise la quasi-vraisemblance qu’on
obtient en remplacant le passé du processus par des zéros.L’estimateur de

quasi vraisemblance mazimale (EQMYV) est défini par :

A

0, = argmax log(QLe( X1, ..., X,)).
6eo

1.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1.5.1 Soient (Uy,...,U,) et (V1,...,V,) des réels (ou des com-

plexes). Alors :

YUV (Z | Uk |2> (Z | Vi \2> :
k=1 k=1 k=1

15



1.6 Convergence presque stirement des variables
aléatoires

Définition 1.6.1 Nous disons que la suite X,, converge presque strement

vers X 8i:

Ve >0, lim P(supgsn| Xy — X[ >¢€) =0

Ceci est noté X,, == X.

n—0o0

16



Chapitre 2

Processus Puissance

asymétrique ARCH
Modele-APARCH-

Dans ce chapitre, nous traitons I'estimation des parametres d’un
modele APARCH avec erreur Laplace(1, 1), la méthode d’estimation envisa-
gée est la méthode du quasi maximum de vraisemblance. Dans un premier
temps, nous étudions 'existence et la stationnarité pour ce modele. Parsuite,
on va étudier en détail la méthode du quasi maximum de vraisemblance, et
calculer I'estimateur de quasi maximum de vraisemblance Laplace, obtenu
sous I'hypothese que(e;)iez suit une loi Laplace(1,1). Enfin, nous prouvons
la consistance forte et la normalité asymptotique de cet estimateur paramé-

trique.

17



2.1 Processus APARCH(p,q)

Le modele APARCH(p,q) a été introduit par Ding et comme solution de

systeme d’équations :

= 0y
) » e (2.1.1)
Jt = Oy + ‘Zl OéZ'(|ZEt_i| — 'Yixt—z’> + Zl Bjo-tfj
]:

Ouw > 1,0 > 0,0, 2 0,—1 <7, <1l,pouri=1,...,p, 5; 2 0pourj=1,...4q

q
avec a, >0, 8, >0et 3 3; <1
i=1

e on note le vecteur des parametres par : 6 = (0, &g, A1, ..y Wy Y1y ooy Vps B1s ooy Bg)

Proposition 2.1.1

Soit Xy le processus APARCH définie par (2.1.1), si (1 — Eq: B; L)1 existe,
j=1

alors pour t € Z la variance conditionnelle peut s’écrit sous la forme :

ol = by + > b (maz(X;—;,0))° + > by (max(—X,;,0))° (2.1.2)

i>1 i>1

107

q
ot by = (1= X B;)tag et les coefficients (bf,b; )i1 sont définis par les
=

relations de récurence :

+ _ Sh Bbt (11—~} (1) — .
b; > Brb + (1 — ;)% avee a; (1 — ;) 0 pour i> p;
k=1

q
b = X Bibiy +ai(l+7%)° avee ai(1+%)° =0 pour i>p,
k=1
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avec by = b; =0 pouri < 0

Preuve 1 ( preuve de la Proposition|2.1.1] )

On a pour t € Z la variance conditionnelle est définie par :

p q
0‘? = + Z ai<|xt—i| — ’}/il’t_i)a + Z B]'O—f—j (213)

i=1 j=1

En remplagant Xy = max(Xy, 0)+min(Xy, 0) et | X;| = maz (X, 0)—min(Xy, 0)
dans on obtient :

Zﬁ; Jop = 040+Z ai(1=7)° (max(X,—,0)) 40 (1+7)° (=min(X,—;, 0))°
- (2.1.4)

on remarque que peut s’écrir sous la forme :
B(L)o? = ag + 07 (L)(maz(X;,0))° + 0~ (L)(maz(—X;,0))°  (2.1.5)
avec

q .
B(L) = (1=2_5;L")
j=1
p .
Z (1—) 5LZ—ZHZ.+LZ
i=1
p

Z (1+%)° ZH L
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q :
Comme (1 — Y B;L7)~" éxiste, on'a :
i=1

o) = by + > b L'(maz(X,,0)° + > by L (max(—X,,0))° (2.1.6)

i>1 i>1

pour déterminer les coefficients by et (bf,b; )i>1 On a de (2.1.9) et (2.1.6]) :

B(L) S LT = ag+ OH(L)

=0 (2.1.7)
B(L) Y b L' =ap+ O (L)
i>0
implique que
_ Qo 2
bo=0b5 =b, = Z

B(L) ~

Le systeme est équivalent au systéme

(1- z BiL) £ L = S 0L

Z*O A , avec o = ap
- L a) =S
>0 =0
S UL - Y Y BRI = 3 gL
o ) 20 i>05=1 o , avec o = .
S b Li— % ZBJ b L' = Y 07 L'
i>0 i>0 j= =0
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de la premiére équation on a :

by = fibg +ai(1 — 71)(S
by = Bibf + Baby + as(l — )’

by = Biby + Bobi + Baby + as(l —73)°

de la deuxiéme équation on a :

by = Biby + (1l +m)°

S
[\

5 = Dby + Baby + (1 + ’Y2)(s

S
w

5 = Biby + Boby + Baby + (1 + 73)°

Alors les coefficients (bf,b; )i>1 sont définis par les relations de récurence :

b; > Bkbp + ai(1—7;)° avee a;(1—;) 0 pour i>p;
k=1

q
b = 3 Brbi p +ai(1+7%)° avec a;(14+7)° =0 pour i>p,
k=1

Lemme 2.1.1
Soit 0 < pg <1, en définir U ={0\ p1+ Bo+Bs+ -+ By < po}-

pour tout § € U on a :

bi < Cipg 0<i<oo (2.1.8)
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b.*gCng 0<i1 <0

)

avec C1,Cy > 0 constant plus grand .

Preuve 2 ( preuve du Lemme|2.1.1] )

On va montrer ce lemme par récurence.

e Pour i=0 on a :

[=}

_ Q) Qo
1— Zlﬁj Po
]:

relation veérifié.

ePouri>1:

(2.1.9)

(2.1.10)

Supposon que le lemme est vérifie pour tout j > R = max(p,q) tel que j < i

et on va montrer qui est reste vrais pour i :

De on trouve,

b;_<<50+61+"'+ﬂq)1n<’1]?§1bi—k

(i=q)
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et de (21.9) :

by < (Bo+ B+ -+ fBy) max bi—y

(i—¢q)
< poCapy *

< Copd

ce qui achéve la preuve.

2.2 Définition et hypothése

2.2.1 Existence et stationnarité
Existence

Proposition 2.2.1

Si 0y € O, alors il existe une unique solution causal de Xy ( X, indépendant
de (;)i=¢ pourt € Z ) qui est stationnaire ergodique et satisfait E(] Xo ") <
oo, > 1.

La stationnarité

Définissons I'espace © par

0= {0eR¥* 0\ L aif(e(1— %) +e (1 +)) (0 +1)
=1

H1= ) (L= e = eT(E+ L) + X 5 < 1)
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Proposition 2.2.2 Le processus APARCH définie dans est station-

nairesis et seulement si 0 € ©.

Preuve 3 (preuve de la pmposition
Soit X, est le proccessus de APARCH(p,q) a base d’erreurs LAPLACE(1,1)
définir par :

Ty = 046y

1=

5 L 5, & 5
O't = + '21 Oéz'(|l‘t_i| — /Vixt—i) + Zl 63'0',57]»
j:
tel que & ~ L(1,1)

De Bollerslev ([9]), la condition de lezistence deE(o;)° et E{|x,|}° est :

p

Z%‘E(|&—i| — &)’ + Zﬁj <1 (2.2.1)

i=1 j=1

D’aprés la définition de E{x}° on a :

E(|&-il = 7€)’ = [ (Ja] = »iz)’ f(2)dx

[\JM—%\

/(!xl — yiz)’e " dy (2.2.2)

On fait une changement de variable x — 1 =y dans on obtient :

E([&-] — ’Yz‘ftﬂ')é = ;/(!y + 1] — vy + 1))5e*‘y|dy
R
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Pour simplifié on a :

(Jy+1 =%y +1)° =(y+1)° Tyt — Lyees —%)°
Et

e = 67y]1y>0 + 6y]1y<0

Alors :
E([&—i| — Vigtfi)é =F + Ey + Ej
Telle que :
1 5oy
Er= 5 [(y+1°(1 =20 e Vmody (2.2.3)
R
1
By = 5/(y+ 1)°(=1 = 7)°e’l,< 1dy (2.2.4)
R
1
b3 = 5/(y+ D2(1 = 7)°e"I 1<y —ody (2.2.5)
R
Donc :
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+00
1
Bi= (1= [ (y+1)edy
0

+o00

1
= 5(1 — 7)€ / (y + 1)%e~ W+ gy
0
1 i

= 5(1 — 7)€ / yoe Vdy
1

+o0o 1

1 1

= 5(1 —)’e / yle Vdy — 5(1 - vi)ée/y‘;e*ydy
0 0

= ;(1 —7)’el(6+1) — ;<1 —7)%eYT (5 +1,1) (2.2.6)

FEtona :

= (1+%)e ' T(6+1) (2.2.7)
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D’autre part on a :

0

1

By = S(1—) /(y +1)°evdy
—1

2
_ 1 — ) /y eVdy (2.2.8)
Alors :
B(femi] 7’ = ém FDfe(l =) + e (1 + )]

n 1—% /yeydy TS+ 1,1)]

on remarque que !

1 1
Veldy < e’dy
[vea <]
< (e—1) (2.2.9)
Donc :
E([&—i|—i&—i) Zal (1=7)° e H(1+4) )T (6+1)+(1—7:)° (1—e T —eT(6+1, 1)+ B;

=1

Donc la condition deveient :

; Ep: ai(e(1=7) e (14+7:)° )L (64+1)+(1—;)° (1—e " —eT (6+1, 1))]+§qj B <1

j=1
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2.2.2 Définition de ’estimateur

Soit (&1,&,...,&,) une trajectoire observée de € ot § C R?*T2PH4 est I'en-
semble des parametre inconnus du modele, pour estimer # nous considérons
la log-vraisemblance de (Xi, Xo,..., X,).Si f est la densité de probabilité de
& définit par :

fe(&) = ;ef’f” (2.2.10)

- Le modeéle APARCH(p,q) s’écrit sous la forme :
= 0y

L’équation de variance conditionnelle :

P q
o) = a0+ Y ai(|ri] — vimes)’ + Y Biol,
i=1 Jj=1

avec 0 = 0,00 > 0,04 = 0,—1 < 7 < lLypour ¢ = 1,...,p, B; = Opour
q

j=1..,qaveca,>0,3,>0ect > 3; <1
i=1

Et comme on a :

f(§17§2,‘..,£n) (517 527 cee 7571) = H f&(gz)
=1

Alors
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f(§1,§2 ..... §n)(§1, 52, . ,fn) = H

Utiliser Iintégrale pour obtenir la fonction f(Xi,...,X,)

-3 le|
j{f(sl,sg ..... e (61,82, -, &n)dE - —e = dgy .. dE, (2.2.11)

znfe lzllfl_l‘dé}...dgn (2.2.12)

On fait une changement de variable (&y,...,&,) — (X1,..., X,)
on a Xt = ftUt tq ét ~ L(l, 1)

= & = X0, alors dé, = o7 'dX,, YVt =1...n

Donc ([2.2.12)) devient :
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=D 1 Xe(of)

ff(517§2 ..... &J(fl,fg,...,fn)dfl...dfn = 2%‘9516 t=1 (O’;)_ldﬂjl...(()'g)_ldl’n
S X 1| g
= Qin fe t=1 o (tl:ll(ag)_l)dxl co.dxy,
C S et X—ob| n
—Lge =’ ’ (11 (o) )y ... da,
D’ou
1 — S o) I Xa—ot
fX X)) = (T e =00

e Cette vraisemblance peut s’écrit sous la forme :

10) = e &I 1o (2.2.13)

n
2 t=1
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e[ (0) La fonction log-vraisemblance :

L(6) =logl(0)

1 =Sl IXi—ot| n

= log(5e = (l:[l(aé)‘l))

2n

= —nlog2 = [(op) | X; — o] — > _log(c)

t=1 t=1
= —nlog2 - (log(p) + |(op) || X: — ag))
t=1

e Nous définisson respectivement la vraisemblance de Laplace et le quasi-

vraisemblance de Laplace par :

La(0) = = Y- a0),a(6) = loglof) + (o)) 1% ot (2210
La(0) = — 3 6(60), 6(6) = log(6%) + |65) 11X, — 6 (2.2.15)

Comme (Xg, X_1,...) sont inconnus, en général o ne sont pas calculables
pour cela, au lieu d’utiliser la log-vraisemblance on utilise la quasi log-
vraisemblance .

Un EQMV de Laplace 6, est le maximisateur de L, :

~ ~

0, = argmax L,

e
n
= argmin Y _ g;(6)
0cO i=1
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2.2.3 Hypotheses nécessaires pour la convergence d’EQMYV-

Laplace

L’EQMV Laplace pourrait converger et étre asymptotiquement Gaussien
mais cela nécessiter quelques hypotheses supplémentaires sur © et la fonction

Og -

Hypothéses H1(compacité) : © est un ensemble compact .

Hypothéses H2(Borne inférieur de la variance conditionnelle) : il
existe un constante ag > 0 tel que ,V0 € © alors oy(x) > ap pour tout

r € R".

Hypothéses H3 : F[| X; —1|] = 1.

Hypothéses H4 (Identifiabilité) : Le fonction oy est telle que pour

tout 61,60, € © , alors 0y, = 0y, implique que 6; = 6,
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2.3 comportement asymptotique d’EQMYV

2.3.1 Propriétaires asymptotiques de la quasi vraisem-

blance

Lemme 2.3.1
Supposons que 0y € O et que X; est la solution causal et stationnaire de

(X4)iez,alors pour tout t € N, :

Ell o — o} 5] < CE[| Xo ["/(3 o (b, ©))".

Jj=t

avec

' (gt ©) = sup max(|b*(8)|3, [b7(8)]%)

/ 0cO

2.3.2 Consistance forte

Théoréeme 2.3.1
Supposons que les hypothéses sont satisfaites, alors la suite d’EQMV-laplace

(@,) converge fortement, ¢ est-a-dire

§n — 6y p.s

Preuve 4 ( preuve du Théoréme|2.5.1 )
Nous preuvons ce théoréeme en deux étapes, dans la premiere étape une forte

En(e) qui converge vers

loi uniforme des grandes nombres sur 6 satisfaite par %
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L(0) = —E{q(0)} est établi. Parsuite, dans la deuziéme étape nous preuvons
que L(0) admet un maximum unique en 6.

On prouve l’étape(1) par le meme fagon de la prewve du théoréme 1 de
Bardet et Boularouk (2017), la loi uniforme forte des grands momber sa-
tisfaite pour la moyenne d’échantillon (§;)ien+ est obtenu en prouvant que

E{|q:(8)|} < oco. Pour tout t € Z et sous Uhypothése H2, on a :

|:(0)] = [log(ag) + |(o) || X: — o]
< |log(ag)| + [ Xi(0g) " — 1]
X
<ol — 1+ | +1
o

X
< |0§\+|a;|

Donc :

1
sup [q:(6)] < |og| + a—0|Xt| (2.3.1)

ou, E{|X:|} < oo d’aprés la proposition et E{|of|} < oo d’aprés le
Lemme 1 de Bardet et Wintenberger ([2]) ce qui implique que E{|q.(0)|} < oo,

d’ou on conclut que :

|;Ln(0) — L) —2—0. (2.3.2)

n—--+o0o

Nous allons maintenent montrer que :

|L,,(0) — L,(0)] —22— 0. (2.3.3)

1
n n—+o0o

34



En effet, pour tout € © et t € N*

— —~1
@(0) — q:(0) =log o + | X0 — 1| —logoy — [X;(op) ™" — 1]

3 )
<log % + X} | = 1] = Xifo}) " - 1

—

t
<% gt = (o)X
= + 2] 0 t
o
oh—at  ~-1 ~
<220 o = (o)X
0

Alors :

13(0) — a:(0)] < |of — oglag ' + oh — aplag*|Xy]

< Cloh — ab|(1+|X,]))

avec C' > 0.

De la méme mainéaire, il suffit de montrer que :
E{|@(9) — ¢:(0)|} < o0

D’aprés le corollaire 1 de Kounias et Weng(1969)([57]), il suffit de montrer

que il existe un s € [0, 1]telle que :

> ;E{‘@(e) —q(0)°} <

t>1
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De l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec s =1
E{@(0) — a:(0)]} < CE{(1 + |X:))%}2 x E{(|o} — o5))*}2  (2.34)

D’aprés la proposition(2.2.1),le lemme(2.3.1), et la relation (2.3.4) on a

E{|X:]*} < oo et E{|5:|*} < oo cen qui implique :

E{|@(0) — 4:(0)} < CE{|X[*}2(3_ o (0}, ©))

>t

<03 al”(0h,0))

jzt

<y

Jj=t

o."“

tel que C" = C' x max(Cy,Cy) et p=pg’.

Nous avons donc :

S R0 - 0@} AT Y (avec A—

t>1 t

Cette série est fini car 0 < p < 1, par conséquent, nous obtenons :

1 , iy
ﬁgl%(@)—qt(e)lmo & |L0) - L)  —220
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Comme on a :

2 La(6) ~ LO)| = | Eu(6) — ~ Lo(6) + ~ La(6) — L(6)]
< S {Ea(0) = Lal0)] + |5 La(6) = L(O)
Donc nous avons :
iin(e) ﬁ L(6) (2.3.5)

Pour prouwver ’étape(2) on suppose que L(0) admet deux mazimum 6 et 0

telle que 0 # 6y, pour 8 € © on a :

et on a ausst :



utilisant I’Hypothése H3, nous avons :

o Ogt o)
L(6) — L(9) = E(log = + 216 — | — & — 1])
6o 0 6o
i t
T 95 o
:E(logg)—l—agE(Kt ag’) —1
0 0
ot Tgt t
= B(log )+ 2E(I(G - 1)+ (1~ 7)) -1
6o 0 6o

mais pour un & suivant une distribution de probabilité symétrique, nous avons

pour tout m € R*, E(|§t -1+ m|) > E(|§t — 1|) =1, d’ou

t

o Tpt
L(6o) — L(6) > E(log J;) + 02 1
0
t
g
> H(=L)
T,

avec H(x) = log(x) — 1+ L > 0. pour tout x €]0,+oo, Six =1 on a
H(z)=0.

par conséquent,

— =1=o0y=0y, alors d'aprér (H}) 6y =10

ce qui contredit l'hypothése initial, donc L(0) admet un maximum unique.
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2.3.3 La normalité asymptotique

Maintenant, nous donnons le théoréeme prouvant la normalité asympto-

tique pour l'estimateur.

Théoréme 2.3.2 (la normalité asymptotique)
Soit X; une solution stationnaire de ,avec By € O, et que les condi-
tions du théoeme|2.5. 1| vérifiée, si la fonction de probabilite cumulée de &, est

continument différentaible alors :
Vn(0, — 6,) _%> Ny (0, F'GF™) (2.3.6)

ot les matrices F(6y) et G(6y) sont définit par

aQQt(90)> ..

F(é’)zE( pour 1 <i,7 <p+q+1. (2.3.7)

0 86,00,

G(6y) = E (aq(;(;()) a‘gf”) pour L <i,j <p+q+1. (2.3.8)
i J

OL,(0) . 0*L,(0)
00 T o

mesurables et p.s. Fini pour tous 6 € ©.Leurs propriétés asymptotiques sont

Pour démontrer ce théoreme, On a les fonctions sont

décrites dans les deux lemmes suivants

Lemme 2.3.2
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Soit X; une solution stationnaire de ,avec Oy € O, alors on a

L aLn<90) D
\/ﬁ 89 n—-> 400

N4(0,G(65)). (2.3.9)

avec G(0y) la matrice définie dans (2.3.8).

Lemme 2.3.3
Soit X, une solution stationnaire de ,avec By € O, alors on’a

2 2 2 2
LPLO) PLO| e L0 [Fwl®)]
n 0006 9008’ || n—rtoo 0006 0006
(2.3.10)
Preuve 5 ( preuwve du Théoréme|2.5.9 )
La premiére dérivée de L,, est :
8Ln _ Z aqt
29, = 00
avec
dq _, 00 _,00 doy
&gz:at186:—0t269t|xt—0t\+at (& — )89 sign(xy — oy)
. -~ . 1 OL(6,) .
De puis 6y € © et 0, — 0y, extension de Taylor de — implique

vn 00
1 0L,(6,) 1 OL,(6,) 10°L.(8,

- 1 i)
N 0; n 9000; Vilfn = o)

El
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Avec n suffisamment grande telle que (0,;) € ©, qui est entre 0, et 0,
En utilise la consistence de 0, et resultat de lemme , on déduire que

1 .0°L,(0,,)

Fo==( 9006,

)i<i<a — F(6o).

tel que F(6y) définie dans(2.3.7)

et

82qt(«9) . 1 820'15 7280} 80} 7380} 80} _9 820'15

o000, ~ ° o600, % av o0, "2 20,00, agas,) % ot
1 9%0, 726’@% 500, 0oy

(w07t —1)(o )sign(z, — o)

L9000, ' o6, 00, °' 96; 00,

80} 80t
6, 00,

+20; (w0t = 1)
et comme on a E(o; |z, — o) = E(|& — 1]) = 1, et E(sign(z, — 0y)) =
E(sign(& — 1)) =0, alors on obtient

82qt(9) _9 aO't 3at _9 (90} 80't
= — )+ 2f(1)E v

F(0y) est un matrice transitive, et il exists n grande qui met F,estun ma-

0*q, (6
trice transitive. en plus, puisque E|| aque) | < oo la loi uniforme des grands
1Y
nombres pour 82%(6) implique
00,00,

1 0L,(0,) OL,(6)
ﬁ< o a0 )

Vi, —0y) = —nF;! (2.3.11)
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OL,(6,,)

Utilisé lemme (2.5.4), et comme =0 (én est un extremum local de

- 00
) i
Bl — 0
P00 90D o O 6 S — il 6 — 1) e sign(a — 70
o7 9ot 0 S — | — o7 6= 1) getsignii — 1)
= 16 S o S - G o — et e~ 1
+<a;1§‘zt 7 S 6~ Vsignis — 1)
-
(& — 1)sign(& — 1)
< (ggt_gc;: n gc;: doy T 80,5 0at 1))
_ 1‘%“ Lo a2 1)

On peut écrire oy sous la forme causal oy = Y ;s
i>1

Tq
di(6)

< Cipt
20, < Cip,

Pour tout § € © et 1 <0 < 00. par conséquent

0q,(0)  0q.(0) 1 .
— < —(14+2|& —1 b
o6, ~ o, | = oL TG Dt;mw*‘”“



9g:(0) _ 3%(9)‘
00; 00;

Cela atteint la preuve.

Done, E|

Preuve 6 ( preuve du Lemme|[2.5.9 )

Le preuve est divisée en deux parties, premiérement nous prouvons que (0g;(0)/00;; Fy = o(X;_1, . ..

est une martingale de différences et deuxiémement nous avons appliqué le
théoréme central limite pour les martingales de différences
1-Pour prouver que (0q:(0)/00;; F}) est un martingal-différences, il suffit de

montrer pour tout t € 7. les deux poits suivants :

i) E[age(f) /F] =0 p.s.
i) E 8?020)‘ <00

sont satisfaits.

e On a pour tout t € Z

E(|X: — ot/ F}) = b et E(sing(Xy — 0¢)/F;) = 0.
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. 0q:(0)
te, £ =
par suite, ( a6, 0

00;

4

N
&5
/

[S))

N
&5
—/

[S))

0]og|

<
< 5Tk

< C’E<

< o0

0
2- Maintant nous prouvons que E ( q

8|<7§|>

00;

(6)

00;
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Puis,

8%% _ 0 ¢ X — o i ¢ X — o
E(@&&%) = E(agi(logag—i- = )aej(logag—l— = )
Olog| Olop| €l | 142
E(————(—+1
( 891 (963 (Oé() + ) )

Le théoréme centrale limite pour les différences de martingale implique

,% aLn(QO) D
80 n—r- 400

s Na(0,G(68))). (2.3.12)

n

tell que G(by) définie dans[2.3.§

Preuve 7 ( preuve du lemme[2.5.5 )

2
Z it
00?
fonction mesurable de Xy, Xy_1,...) par conséquent, il satisfait aune loi uni-

Le deuxieme processus dérivé ( ) est stationnaire ergodique (c’est une
teZ

forme des grands nombres, si son permier moment uniforme est borné .Par

conséquent, en utilisant la borne o, < o', il existe ¢ > Otelque

82qt(9) 820't 80,5 @0,5 620',5 00t 80't
<O |l=—= — _— — X; —

90,00, a6.00, 96, | (96| ) T \|96.00,| * |70, |28, ) | X O
0*q:(9) . o

Nous concluons que E < o0 depuis, tout t € Z,1 < 4,5 < d 1q
00,00,

d=i+j+1

8Ut 820'
E| X? E E|l— E
y tk+w,\mk+m,%w<+w,umwg<+
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0%q:(0)

En conséquence , le LUGN pour 50
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Chapitre 3

Application numérique

Afin d’illustrer les résultats prouvés, nous réalisons des expériences de
Monte-Carlo sur le comportement du QMLE Laplace avec erreurs de moyenne
1 pour différentes tailles (n = 100, n = 1000 et n = 5000), et nous illustrons
la consistance du parametre 6, A travers une représentation en boite dans
la Figure et la normalité asymptotique a travers la Figure 3.2l Comme
nous réalisons une comparaison numérique entre 'EQMLE de Laplace a base
d’erreurs de moyenne 1 et 'EQMLE de Laplace a base d’erreurs de moyenne
nulle sur des séries de moyennes m = 0,0.7, 1, 1.4. Tous ces éxperiences sont
appliqués sur des séries chronologiques APARCH(1,1) pour plusieurs tailles
d’échantillon (n = 100, n = 1000 et n = 5000).
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3.1 Comportment asymptotique de 0,,.

Dans cette section, nous étudions numériquement la consistance de @n,
nous réalisons une étude de monte carlo sur des séries chronologiques APARCH(1,1)
sur 1000 séries chronologique pour plusieurs tailles d’échantillon (n = 100, n
= 1000 et n = 5000) puis nous calculons le RMSE, le mode, la médiane et

~

I'étendu pour I'échantillon des estimateurs (6,),=1,1000 Obtenus. Les caracté-
ristiques statistiques de I’échantillon des estimateurs (@n)n:uooo obtenus sont
exposé dans le tableau [3.1] Nous présontons graphiquement dans les figures
et une représentation en boite et une représentation en histogramme

de I’échantillon des estimateurs (§n)n:171000 )

Considérerons ’APARCH(1,1) définie par :

Ty = Utgt
0} = w~+ af|vi1| — yw-1)’ + Boy_,

Avec ap =02, =04, 5=0.2,v=038, 6 =1.2.
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RMSE Mode Médiane FEtendue
n 00 [ 6, [[60] 6, [ 60 ] 6, || 60 [ 0, |
n=100 w | 0.24|0.17 ] 0.30 | 0.22 || 0.31 | 0.23 || 0.93 | 0.86
al| oo | 0171 042 |0.31 | 0.42 | 0.32 o | 0.86
51 0.21 1020 || 0.11 | 0.12 || 0.11 | 0.14 || 1.01 | 0.92
v 1] 0.25 | 0.24 || 0.89 | 0.87 || 0.89 | 0.85 || 0.19 | 0.18
0 || 0.48 | 048 | 1.03 | 0.98 || 1.03 | 1.01 || 1.18 | 1.21
n=1000 w || 0.11 | 0.06 || 0.28 | 0.20 || 0.29 | 0.20 || 0.54 | 0.47
a |l 0.36 | 0.06 || 0.57 | 0.39 || 0.57 | 0.38 || 7.95 | 0.47
51 0.09 | 0.09 || 0.20 | 0.20 {| 0.20 | 0.20 || 0.52 | 0.55
~ 1 0.07 | 0.07 || 0.81 | 0.80 || 0.81 | 0.81 || 0.42 | 0.47
0 (/0401|0401 1.19 | 1.14 || 1.19 | 1.19 || 12.38 | 9.02
n=5000 w || 0.10 | 0.03 || 0.29 | 0.20 || 0.29 | 0.20 || 0.18 | 0.18
a | 0.19 ] 0.03 | 0.58 | 0.40 || 0.58 | 0.40 || 0.39 | 0.18
511 0.04 | 0.04 || 0.20 | 0.20 || 0.20 | 0.20 || 0.23 | 0.22
~v 1/ 0.03 | 0.03 || 0.80 | 0.80 || 0.80 | 0.80 || 0.19 | 0.18
0 {/040] 0401 1.20 | 1.20 || 1.20 | 1.20 || 1.18 | 1.21
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FIGURE 3.1 — Représentation en boite.
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Discussion des résultats

On voit clairement que le RMSE décroit avec la taille d’échantillon, mais
il est plus petit dans le ca de én, pareil pour 'etendue ce qui montre que les
estimateurs obtenus sous I'’hypothese que le bruit est de moyenne égale a 1
sont plus proches des vraies valeurs que celle obenus sous I’hypothese que le
bruit est de moyenne égale a 0. De plus, le mode et la médiane s’approche

des vraies valeurs de fagon meilleur pour 0, que pour 57(}).

3.2 Comparaison

On considére d’abord le bruit blanc (g;)ez tel que la distribution de &
est une distribution Laplace(1,m) pour plusieurs valeurs de m : m = 0,m =
0.7,7m = 1,m = 1.4. En utilisant 1000 réplications indépendantes, I'erreur

quadratique moyenne (RMSE) est calculée et rapportée dans le prochain

tableau 3.2

Discussion des résultats

D’une part, il est clair que le RMSE diminue a mesure que la taille de
I’échantillon augmente, ce qui valide les résultats théoriques (cohérence des

estimateurs). En revanche, le tableau montrent que 0,, fournit une esti-
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m=20 m = 0.7 m=1 m=14

n 00 [ 6, | 00 [0, |60 6, | 6O 0, |
n=100 w [[0.16[0.15 0.21 [0.16 [[0.24 [ 0.17 [ 0.28 [ 0.20
o || 0.30 ] 0.20 || 167.85 [ 0.22 || oo | 0.17 || oo | 1.57

B 11018 ]0.18 | 021 [0.19 0.21]0.20 || 0.23 | 0.21

v 1102210241 027 0271 0.25]0.24 1 0.29 | 0.31

§ 10431045 048 [0.49 || 0.48 | 0.48 || 0.54 | 0.57

S 120 [1.22 (1 169.01 | 1.33 || oo | 1.61 | oo | 2.87
n=1000 w |[ 0.05[0.07 ][ 0.09 [0.07 [[ 0.11 [ 0.06 || 0.18 [ 0.09
o || 0.05]0111] 0.13 [0.090.36|0.06 || 2.27 | 0.15

B 1/ 0.07 | 0.07{ 0.08 |0.08] 0.09]0.09 0.10 | 0.09

v 11 0.08 ] 0.09 | 0.08 |0.08] 0.07|0.07 | 0.07 | 0.06

§ || 0.40 | 0.40 || 0.40 | 0.40 || 0.40 | 0.40 || 0.40 | 0.40

S 1065073 078 |0.72 || 1.04 | 0.68 || 3.01 | 0.80
n=5000 w |[ 0.02]0.05] 0.06 [0.04[ 0.10 [0.03 ] 0.17 [ 0.06
o || 0.02]0.09] 010 |0.070.19]0.03 1 0.35 | 0.12

B 100.03]0.03| 0.04 |0.041 0.04]0.04 1 0.04 | 0.04

v | 0.04 | 0.04 | 0.03 |0.03]0.03]0.03| 0.03]0.03

6 || 0.40 | 0.40 || 0.40 | 0.40 || 0.40 | 0.40 || 0.40 | 0.40

| 051061 063 |0.57(0.76 | 0.52 || 0.98 | 0.64

TABLE 3.2 — RMSE.

mation plus précise que 1) pour plusieurs valeurs de moyenne pour le bruit,
sauf bien siir dans le cas de moyenne égale a zéro (méme dans ce cas le RSME

des deux les estimateurs sont presque les mémes)
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Conclusion générale

Dans ce travail, s’est porté sur le modele de séries chronologiques, nous

nous sommes intéressés aux modeles APARCH introduits par Ding.

Plus précisément, nous avons présenté Les définitions principaux de mo-
déle APARCH , propriétés des processus stochastiques des séries chronolo-
giques et quelques notions de bases, la loi laplace et les fonctions gamma et

la définition de estimation, la vraisemblance, la fonction log-vraisemblance.

Aussi,nous avons donné l'estimateur de quasi maximum vraisemblance
Laplace avec des conditions assurant 1’existance et stationnarité, nous avons
donné Hypotheses nécessaires pour la convergence de l'estimation de quasi
maximum de vraisemblance pour le processus APARCH a base d’erreurs La-
place. Nous avons démontré leurs propriétaires asymptotiques de la quasi
vraisemblance, de consistance forte et la preuve de la normalité asympto-
tique de ’EQMV-Laplace.

A la fin. Nous avons présenté une application numérique des séries chrono-

o4



logiques APARCH simulées. Et nous comparons entre le modele APARCH
avec erreurs Laplace(1,1) et le modele APARCH avec erreurs Laplace (1,
0), et comme Laplace (1, 1) il est aussi admet consistance et 'asymptotiques
normale. Et nous avons remarquant que ’APARCH avec erreurs Laplace(1,1)

mieux dans certains cas que ’APARCH avec erreurs Laplace (1,0).
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