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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions l’estimateur de quasi-maximum vraisem-

blance d’un processus APARCH avec erreur Laplace(1.1). Pour cela, nous

commençons par un aperçu général sur les notions de base et les définitions

(processus stochastique, la loi Laplace, processus APARCH,...). Par suite,

nous nous intéressons à l’étude de la consistance et la normalité asympto-

tiques de l’estimateur de quasi-maximum de vraisemblance pour les para-

mètres de modèle APARCH avec erreur Laplace(1, 1). Enfin,nous ajoutons

un autre intérêt de la consistance forte et la normalité asymptotique de cet

estimateur paramétrique en présentant une application numérique concerne

la modélisation d’une série chronologique simulé APARCH à base d’erreurs

Laplace(1, 1) avec différentes valeurs des paramètres.

Mots clés :

Modèle APARCH, Estimateur Quasi-Maximum de vraisemblance, Laplace(1,1),

Consistance forte, Normalité asymptotique.
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Abstract

In this thesis, we study the quasi-maximum likelihood estimator of a APARCH

process with Laplace error (1.1). For this, we start with a general overview on

the basics and definitions (stochastic process, Laplace law, APARCH process,

...). Thereafter, we are interested in the study of the asymptotic consistency

and normality of the quasi-maximum likelihood estimator for APARCH mo-

del parameters with Laplace error (1, 1). Finally, we add another interest of

the strong consistency and asymptotic normality of this parametric estimator

by presenting a numerical application concerns the modeling of a simulated

APARCH time series based on Laplace (1, 1) errors with different values of

parameters.

Keywords :

APARCH model, Quasi-maximum likelihood estimator, Laplace(1,1), Strong

consistency Asymptotic normality.
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Notations générales

Notations

(Ω, A,P) espace de probabilité.

F filtration(suite de tribu).

Ensemble et espace

N,Z,R les entiers positives,les entiers,les nombres réels.

Fonction

γX la fonction d’autocovariance de (Xt).

I fonction indicatrice.

IA∩B = IA · IB

IA∪B = IA + IB − IA · IB

Processus

i.i.d indépendant et identiquement distribué.

L(1, 1) la loi laplace de moyenne 1 et variance 1.

p.s presque sûrment.
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Estimation

arg argument.

Θ l’ensemble de stationnarité .

θ l’ensemble des paramètres.

θ̂ estimateur de θ.

θ0 la vrai valeur de paramètre.

Probabilité
D→ convergence en distribution.

p.s presque sûrment.
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Introduction

Depuis les travaux de Wold (1938), l’intérêt pour le développe-

ment des modèles de séries chronologiques, pouvant répondre aux besoins

de l’utilisateur, a augmenté. Les modèles de séries chronologique linéaires a

coefficients constants ont connus une ère de prospérité grace , en particulier,

leur méthodologie : identification, estimation, validation.

Le modèle Puissance asymétrique autorégressif conditionnellement hé-

téroscédastique (APARCH) est crucial dans l’analyse des données de séries

chronologiques. Les séries chronologiques(ou temporelles) sont appliquées de

nos jours dans des domaines aussi variés que L’économétrie, la médecine ou

la démographie, pour n’en citer qu’une petite partie

Le modèle APARCH a été suggéré par Ding, Granger, et Engle(1993) est

certainement l’un des modèles de type ARCH les plus prometteurs.

Dans ce mémoire nous présentons essentiellement l’estimateur de Quasi

Maximum de Vraisemblance (EQMV) pour le modèle APARCH basé sur la

distribution de Laplace(1, 1) organisé comme suit :

• Dans le premier chapitre, nous présentons brièvement Les définitions
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principaux , des propriétés des processus stochastiques des séries chro-

nologiques et quelques notions de bases.

• Le deuxième chapitre est consacré à l’étude d’estimateur de quasi-

maximum vraisemblance Laplace, en plus, nous étudions l’existence et

la stationnarité de processus APARCH. Nous prouvons la consistance

forte et la normalité asymptotique de cet l’estimateur.

• En fin, dans le dernier chapitre, utilisant logiciel R, nous exposons à

travers des éxperience de type Monté Carlo nous prouvons numérique-

ment les résultats théoriques obtenus. Nous effectuons des application

numérique sur des séries chronologiques simulées.
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Chapitre 1

Définitons

Dans ce premier chapitre, nous exposons un petit rappel de quelques

notions de basses concernant les processus stochastiques.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Un processus stochastique est un modèle de probabilité per-

mettant l’étude d’un phénomène aléatoire au cours du temps.

Définition 1.1.2 Une processus stochastique est une famille de variable aléa-

toire (Xt, t ∈ T ), définie sur un espace probabilisé (Ω, A,P) ou T est un en-

semble d’indice (comme N où Z ,où bien une partie de N où Z)

- si T = N le processus stochastique est à temps discret

- si T = R+ le processus stochastique est à temps continue

Définition 1.1.3 (L’opérateur de retard) L’opérateur L est dit opérateur de
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retard s’il décale le processus d’une unité de temps vers le passé. LXt = Xt−1

pour tout t > 1.

Si l’opérateur est applique k fois, on obtient :

LkXt = Xt−k.

1.1.1 Stationnarité

Définition 1.1.4 (Moments d’ordre r) Soit ε une variable aléatoire ad-

mettant une densité f . Pour tout entier r , on dit que ε admet un moment

d’ordre r si la variable aléatoire εr admet une espérance, c’est le cas si seule-

ment si ε 7→| ε | f(ε) est intégrable. Dans ce cas le moment d’ordre r de

εest :

E(εr) =
+∞∫
−∞

εrf(ε)dε

Remarque 1.1.1 Nous remarquons que :

1. le moment d’ordre 0 d’une variable aléatoire existe toujours et vaut

E(ε0) = E(1) = 1

2. le moment d’ordre 1 est l’espérance de ε .

Le stationnairité au second ordre(au sens faible)

Un processus (Xt)t∈Zest dite stationnaire au second ordre , si les trois

conditions suivant sont satisfait
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* ∀t ∈ Z E(X2
t ) < +∞ (existence de espérance de Xt)

* ∀t ∈ Z E(Xt) = m indépend de t (m constant par apport t )

* ∀t ∈ Z, h ∈ Z

γX = cov(Xt, Xt+h)

= E((Xt − E(Xt))(Xt+h − E(Xt+h))
Un processus est stationnaire au second ordre si l’ensemble de ses mo-

ments sont indépendants du temps.

Le stationnarité au sens strict( fortement stationnaire )

Définition 1.1.5 On dit que le processus (Xt)t∈Z est stationnaire au sens

strict si la loi de (Xt1 , · · ·Xtn) et la même que la loi de (Xt1+τ , · · ·Xtn+τ )

pour tout (t1, t2, · · · , tn) avec ti ∈ T pour i = 1 . . . n et pour tout τ ∈ T avec

ti+τ ∈ T

Remarque 1.1.2 Une suite de variable aléatoire.iid (Xt)t∈Z est strictement

stationnaire .

Le processus bruit blanc (BB)

Parmi les classes des processus stationnaire il existe des processus parti-

culier que sont les processus BB.

Définition 1.1.6 (εt)t∈Z est un BB faible, s’il satisfait les deux conditions

suivant ∀t ∈ Z .
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1) E(Xt) = 0 (centrée).

2) γ(h) = E(Xt.Xt+h) = σ2Ih=0 =


σ2 si h = 0

0 sinon

- Si (εt)t∈Z est iid alors (εt)est un BB fort.

Remarque 1.1.3

∗ Un BB faible est faiblement stationnaire .

∗ Un BB fort est fortement stationnaire.

1.1.2 Causalité

Définition 1.1.7 Un processus stochastique Xt est dit causal s’il existe une

suite de constantes (αk)k>0 telle que :∑
k∈Z
| αk |<∞, avec :

Xt =
∞∑
k=0

αkεt−k

1.1.3 Les séries chronologiques

La théorie des séries chronologiques (ou temporelles) est appliquée de

nos jours dans des domaines variés que l’économétrie, la médecine ou la

démographie.

Définition 1.1.8 Une série chronologique est un ensemble d’observations

d’un processus Xt, chacun étant enregistrée a un instant t.

Remarque 1.1.4 Noter aussi qu’une série chronologique est une observa-
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tion d’un processus stochastique a temps discret.

Objectifs principaux dans l’étude des séries chronologiques

L’étude d’une série chronologique permet d’analyser, de décrire et d’ex-

pliquer un phénomène au cours du temps.

Mais l’un des objectifs principaux de l’étude d’une série chronologique est

la prévision qui consiste à prévoir les valeurs futures Xt+h, (h = 1, 2, 3, · · · )

de la série chronologique à partir de ses valeurs observées jusqu’au temps

t : X1, X2, · · · , Xt .

Modélisation d’une série chronologique

Un modèle est une image simplifiée de la réalité qui vise a traduire les

mécanismes de fonctionnement du phénomène étudié et permet de mieux les

comprendre.

On distingue principalement deux types de modèles :

1. Les modèles déterministes : ces modèles relèvent de la statistique

descriptives consistent a supposer que l’observation de la série a la

date t est une fonction du temps t et d’une variable εt centrée faisant

office d’erreur au modèle, représentant la différence entre la réalité et

le modèle proposé :

Xt = f(t, εt)

D’une manière générale, on peut proposer un modèle qui représente la
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série temporelle étudiée en combinaison des trois éléments précédents :

Yt = ft + St +Xt, t = 1 . . . n.

Où :

-ft est appelle tendance et soit une fonction décrite par un nombre

fini de paramètre, par exemple,une fonction linéaire du temps a + bt

ou un pôlynome du temps t.

- St est la composonte saisonnière et est une fonction périodique.

2. Les modèle stochastiques : une partie importante de l’analyse des

séries chronologiques est consacrée aux modèles linéaires.

1.2 La loi laplace

Dans la théorie des probabilités et en statistiques, la loi de laplace est

une densité de probabilité continue,

1.2.1 Densité de probabilité

Une variable aléatoire possède une distribution laplace (µ, b) si sa densité

de probabilité est :
f(x | µ, b) = 1

2bexp(−
|x− µ|
b

)

= 1
2b


exp(−µ− x

b
) si x < µ

exp(−x− µ
b

) si x ≥ µ
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1.2.2 Fonction de répartition

La fonction de la répartition de la loi de laplace s’écrit sous le forme :
F (x) =

∫ x
−∞ f(t)dt

=


1
2exp(−

µ− x
b

) si x < µ

1− 1
2exp(−

x− µ
b

) si x ≥ µ

1.3 Fonctions gamma

La fonction gamma est une fonction complexe, considérée également comme

une fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle à l’ensemble des

nombres complexes, on a pour tout entier n > 0.

Γ(n) = (n− 1)! = 1× 2× ...(n− 1).

Et en mathématiques, les fonctions gamma incomplètes supérieure et infé-

rieure sont des types de fonctions spéciales qui se présentent comme des

solutions à divers problèmes mathématiques tels que certaines intégrales.

11



1.3.1 Fonction gamma

On définit la fonction gamma aussi par :

Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0

Γ : z →
+∞∫
0

tz+1exp(−t)dt.

1.3.2 fonction gamma incomplète inférieure

La fonction gamma incomplète inférieure est définie comme :

Υ(δ, x) =
x∫

0

yδ−1e−ydy.

1.4 Le maximum de vraisemblance

1.4.1 Estimateur

Définition 1.4.1 Un estimateur est une statistique permettant d’évaluer un

paramètre inconnu relatif à une loi de probabilité

Définition 1.4.2 Un estimateur est une valeur θ̂n calculée sur un échan-

tillon tiré au hasard, la valeur θ̂n est donc une variable aléatoire possédant

une espérance E(θ̂n), et une variance Var(θ̂n).

On comprend alors que sa valeur puisse fluctuer selon l’échantillon. Elle a de

très faibles chances de coïncider exactement avec la valeur θ0 qu’elle est cen-

sée représenter. L’objectif est donc de maîtriser l’erreur commise en prenant

12



la valeur de θ̂n pour celle de θ.

1.4.2 La vraisemblance

La vraisemblance est utilisé pour construire des estimateurs de paramètre

caractérisant une loi de probabilité ou un modele stochastique à partir d’un

échantillon de mesures.

La fonction de vraisemblance est définie en fonction d’un vecteur de para-

mètres inconnus θ comme la densité des données observées par rapport à une

mesure de probabilité discrète ou continue.

1. cas X variable discrète :

Dans un premier temps, on suppose que X est une variable discrète

suivant la loi L(θ) avec un paramètre inconnu. On rappelle que l’on

veut estimer θ à partir des données (x1, . . . , xn), le vecteur des données

(x1, . . . , xn) étant une réalisation d’un n-échantillon (X1, . . . , Xn) de

X.

On peut définir la vraisemblance des données x1, . . . , xn par la fonction

de θ :

Ln(θ) = P((X1, . . . , Xn = x1, . . . , xn), θ).

Comme (X1, . . . , Xn)est un n-échantillon, par l’indépendance et la dis-

13



tribution identique des variable (X1, . . . , Xn) on peut aussi écrire :

Ln(θ) = P(∩ni=1Xi = xi, θ) =
n∏
i=1

P(Xi = xi, θ)

2. Cas X variable continue :

Soit X une variable aléatoire suivant une loi continue décrite par la

densité de probabilité f dépendant d’un paramètre θ. La vraisem-

blance est une fonction de θ, étant donné une réalisation x de la va-

riable aléatoire X, qui s’écrit alors :

Ln(θ) = fθ(x1, . . . , xn).

Comme (X1, . . . , Xn)est un n-échantillon, par l’indépendance et la dis-

tribution identique des variable (X1, . . . , Xn) on peut aussi écrire :

Ln(θ) = fθ(x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

fθ(xi).

1.4.3 Fonction de log-vraisemblance

On appelle fonction de log-vraisemblance pour (ε1, . . . , εn) la fonction de

θ définie par :

Ln(ε1, . . . , εn, θ) = log(ln(ε1, . . . , εn, θ)).
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La fonction logarithme népérien étant croissante, l’estimateur maximum de

vraisemblance θ̂ de θ pour (ε1, . . . , εn) vérifie :

θ̂ = arg max
θ

(Ln(ε1, . . . , εn, θ)).

1.4.4 L’estimateur de quasi vraisemblance maximale

(EQMV)

Définition 1.4.3 En général, la fonction de vraisemblance pour un processus

X n’est pas calculable puisque le passé du phénomènes (X0, X−1, . . .) sont gé-

néralement inconnus. C’est pourquoi on utilise la quasi-vraisemblance qu’on

obtient en remplaçant le passé du processus par des zéros.L’estimateur de

quasi vraisemblance maximale (EQMV) est défini par :

θ̂n = arg max
θ∈Θ

log(QLθ(X1, . . . , Xn)).

1.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théorème 1.5.1 Soient (U1, . . . , Un) et (V1, . . . , Vn) des réels (ou des com-

plexes). Alors :

n∑
k=1
| UkVk |6

(
n∑
k=1
| Uk |2

) 1
2
(

n∑
k=1
| Vk |2

) 1
2

.
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1.6 Convergence presque sûrement des variables

aléatoires

Définition 1.6.1 Nous disons que la suite Xn converge presque sûrement

vers X si :

∀ε > 0, lim
n→∞

P (supk≥n|Xk −X| > ε) = 0

Ceci est noté Xn
a.s.−→
n→∞

X.

16



Chapitre 2

Processus Puissance

asymétrique ARCH

Modèle-APARCH-

Dans ce chapitre, nous traitons l’estimation des paramètres d’un

modèle APARCH avec erreur Laplace(1, 1), la méthode d’estimation envisa-

gée est la méthode du quasi maximum de vraisemblance. Dans un premier

temps, nous étudions l’existence et la stationnarité pour ce modèle. Parsuite,

on va étudier en détail la méthode du quasi maximum de vraisemblance, et

calculer l’estimateur de quasi maximum de vraisemblance Laplace, obtenu

sous l’hypothèse que(εt)t∈Z suit une loi Laplace(1,1). Enfin, nous prouvons

la consistance forte et la normalité asymptotique de cet estimateur paramé-

trique.

17



2.1 Processus APARCH(p,q)

Le modèle APARCH(p,q) a été introduit par Ding et comme solution de

système d’équations :


xt = σtξt

σδt = α0 +
p∑
i=1

αi(|xt−i| − γixt−i)δ +
q∑
j=1

βjσ
δ
t−j

(2.1.1)

Oùδ > 1,α0 > 0,αi > 0,−1 < γi < 1, pour i = 1, ..., p, βj > 0 pour j = 1, ..., q

avec αp > 0 , βq > 0 et
q∑
j=1

βj < 1

• on note le vecteur des paramètres par : θ = (δ, α0, α1, ..., αp, γ1, ..., γp, β1, ..., βq)

Proposition 2.1.1

Soit Xt le processus APARCH définie par (2.1.1), si (1−
q∑
j=1

βjL
j)−1 existe,

alors pour t ∈ Z la variance conditionnelle peut s’écrit sous la forme :

σδt = b0 +
∑
i≥1

b+
i (max(Xt−i, 0))δ +

∑
i≥1

b−i (max(−Xt−i, 0))δ (2.1.2)

où b0 = (1 −
q∑
j=1

βj)−1α0 et les coefficients (b+
i , b

−
i )i≥1 sont définis par les

relations de récurence :
b+
i =

q∑
k=1

βkb
+
i−k + αi(1− γi)δ avec αi(1− γi)δ = 0 pour i > p;

b−i =
q∑

k=1
βkb
−
i−k + αi(1 + γi)δ avec αi(1 + γi)δ = 0 pour i > p,

18



avec b+
i = b−i = 0 pour i < 0

Preuve 1 ( preuve de la Proposition 2.1.1 )

On a pour t ∈ Z la variance conditionnelle est définie par :

σδt = α0 +
p∑
i=1

αi(|xt−i| − γixt−i)δ +
q∑
j=1

βjσ
δ
t−j (2.1.3)

En remplaçant Xt = max(Xt, 0)+min(Xt, 0) et |Xt| = max(Xt, 0)−min(Xt, 0)

dans (2.1.3) on obtient :

(1−
q∑
j=1

βjL
j)σδt = α0+

p∑
i=1

αi(1−γi)δ(max(Xt−i, 0))δ+αi(1+γi)δ(−min(Xt−i, 0))δ

(2.1.4)

on remarque que (2.1.4) peut s’écrir sous la forme :

B(L)σδt = α0 + Θ+(L)(max(Xt, 0))δ + Θ−(L)(max(−Xt, 0))δ (2.1.5)

avec

B(L) = (1−
q∑
j=1

βjL
j)

Θ+(L) =
p∑
i=1

αi(1− γi)δLi =
p∑
i=1

θ+
i L

i

Θ−(L) =
p∑
i=1

αi(1 + γi)δLi =
p∑
i=1

θ−i L
i
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Comme (1−
q∑
j=1

βjL
j)−1 éxiste, on’a :

σδt = b0 +
∑
i≥1

b+
i L

i(max(Xt, 0)δ +
∑
i≥1

b−i L
i(max(−Xt, 0))δ (2.1.6)

pour déterminer les coefficients b0 et (b+
i , b

−
i )i≥1 On a de (2.1.5) et (2.1.6) :


B(L) ∑

i≥0
b+
i L

i = α0 + Θ+(L)

B(L) ∑
i≥0

b−i L
i = α0 + Θ−(L)

(2.1.7)

implique que

b0 = b+
0 = b−0 = α0

B(L) = (1−
q∑
j=1

βj)−1α0

Le système (2.1.7) est équivalent au système


(1−

q∑
j=1

βjL
j) ∑
i≥0

b+
i L

i =
p∑
i=0

θ+
i L

i

(1−
q∑
j=1

βjL
j) ∑
i≥0

b−i L
i =

p∑
i=0

θ−i L
i

, avec θ0 = α0

⇔


∑
i≥0

b+
i L

i − ∑
i≥0

q∑
j=1

βjb
+
i L

i+j =
p∑
i=0

θ+
i L

i

∑
i≥0

b−i L
i − ∑

i≥0

q∑
j=1

βjb
−
i L

i+j =
p∑
i=0

θ−i L
i

, avec θ0 = α0.
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de la premiére équation on a :

b+
1 = β1b

+
0 + α1(1− γ1)δ

b+
2 = β1b

+
1 + β2b

+
0 + α2(1− γ2)δ

b+
3 = β1b

+
2 + β2b

+
1 + β3b

+
0 + α3(1− γ3)δ

. . .

de la deuxiéme équation on a :

b−1 = β1b
−
0 + α1(1 + γ1)δ

b−2 = β1b
−
1 + β2b

−
0 + α2(1 + γ2)δ

b−3 = β1b
−
2 + β2b

−
1 + β3b

−
0 + α3(1 + γ3)δ

. . .

Alors les coefficients (b+
i , b

−
i )i≥1 sont définis par les relations de récurence :

b+
i =

q∑
k=1

βkb
+
i−k + αi(1− γi)δ avec αi(1− γi)δ = 0 pour i > p;

b−i =
q∑

k=1
βkb
−
i−k + αi(1 + γi)δ avec αi(1 + γi)δ = 0 pour i > p,

Lemme 2.1.1

Soit 0 < ρ0 < 1, en définir U = {θ \ β1 + β2 + β3 + · · ·+ βq 6 ρ0}.

pour tout θ ∈ U on a :

b+
i 6 C1ρ

i
q

0 0 6 i <∞ (2.1.8)
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b−i 6 C2ρ
i
q

0 0 6 i <∞ (2.1.9)

avec C1, C2 > 0 constant plus grand .

Preuve 2 ( preuve du Lemme 2.1.1 )

On va montrer ce lemme par récurence.

• Pour i=0 on a :

b+
0 = b−0 = α0

1−
q∑
j=1

βj

≤ α0

1− ρ0
ρ

0
q

0 . (2.1.10)

relation vérifié.

•Pour i > 1 :

Supposon que le lemme est vérifie pour tout j > R = max(p, q) tel que j < i

et on va montrer qui est reste vrais pour i :

De (2.1.8)on trouve,

b+
i 6 (β0 + β1 + · · ·+ βq) max

16k6q
bi−k

6 ρ0C1ρ
(i−q)
q

0

6 C1ρ
i
q

0
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et de (2.1.9) :

b−i 6 (β0 + β1 + · · ·+ βq) max
16k6q

bi−k

6 ρ0C2ρ
(i−q)
q

0

6 C2ρ
i
q

0

ce qui achève la preuve.

2.2 Définition et hypothése

2.2.1 Existence et stationnarité

Existence

Proposition 2.2.1

Si θ0 ∈ Θ, alors il existe une unique solution causal de Xt ( Xt indépendant

de (εi)i>t pour t ∈ Z ) qui est stationnaire ergodique et satisfait E(| X0 |r) <

∞, r ≥ 1.

La stationnarité

Définissons l’espace Θ par

Θ = {θ ∈ R2+2p+q \ 1
2

p∑
i=1

αi[(e(1− γi)δ + e−1(1 + γi)δ)Γ(δ + 1)

+(1− γi)δ(1− e−1 − eΥ(δ + 1, 1))] +
q∑
j=1

βj < 1}
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Proposition 2.2.2 Le processus APARCH définie dans (2.1.1) est station-

nairesis et seulement si θ ∈ Θ.

Preuve 3 (preuve de la proposition 2.2.2)

Soit Xt est le proccessus de APARCH(p,q) à base d’erreurs LAPLACE(1,1)

définir par :


xt = σtξt

σδt = α0 +
p∑
i=1

αi(|xt−i| − γixt−i)δ +
q∑
j=1

βjσ
δ
t−j

tel que ξt ∼ L(1, 1)

De Bollerslev ([9]), la condition de l’existence deE(σt)δ et E{|xt|}δ est :

p∑
i=1

αiE(|ξt−i| − γiξt−i)δ +
q∑
j=1

βj < 1 (2.2.1)

D’aprés la définition de E{x}δ on a :

E(|ξt−i| − γiξt−i)δ =
∫
R

(|x| − γix)δf(x)dx

= 1
2

∫
R

(|x| − γix)δe−|x−1|dx (2.2.2)

On fait une changement de variable x− 1 = y dans (2.2.2) on obtient :

E(|ξt−i| − γiξt−i)δ = 1
2

∫
R

(|y + 1| − γi(y + 1))δe−|y|dy
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Pour simplifié on a :

(|y + 1| − γi(y + 1))δ = (y + 1)δ(Iy>−1 − Iy<−1 − γi)δ

Et

e−|y| = e−yIy>0 + eyIy<0

Alors :

E(|ξt−i| − γiξt−i)δ = E1 + E2 + E3

Telle que :

E1 = 1
2

∫
R

(y + 1)δ(1− γi)δe−yIy>0dy (2.2.3)

E2 = 1
2

∫
R

(y + 1)δ(−1− γi)δeyIy<−1dy (2.2.4)

E3 = 1
2

∫
R

(y + 1)δ(1− γi)δeyI−1<y<−0dy (2.2.5)

Donc :
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E1 = 1
2(1− γi)δ

+∞∫
0

(y + 1)δe−ydy

= 1
2(1− γi)δe

+∞∫
0

(y + 1)δe−(y+1)dy

= 1
2(1− γi)δe

+∞∫
1

yδe−ydy

= 1
2(1− γi)δe

+∞∫
0

yδe−ydy − 1
2(1− γi)δe

1∫
0

yδe−ydy

= 1
2(1− γi)δeΓ(δ + 1)− 1

2(1− γi)δeΥ(δ + 1, 1) (2.2.6)

Et on a :

E2 = 1
2(−1− γi)δ

−1∫
−∞

(y + 1)δeydy

= 1
2(−1− γi)δe−1

−1∫
−∞

(y + 1)δey+1dy

= 1
2(−1− γi)δe−1

0∫
−∞

yδeydy

= 1
2(1 + γi)δe−1

0∫
−∞

(−y)δeydy

= 1
2(1 + γi)δe−1

+∞∫
0

yδe−ydy

= 1
2(1 + γi)δe−1Γ(δ + 1) (2.2.7)
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D’autre part on a :

E3 = 1
2(1− γi)δ

0∫
−1

(y + 1)δeydy

= 1
2(1− γi)δe−1

1∫
0

yδeydy (2.2.8)

Alors :

E(|ξt−i| − γiξt−i)δ = 1
2Γ(δ + 1)[e(1− γi)δ + e−1(1 + γi)δ]

+ 1
2(1− γi)δ[e−1

1∫
0

yδeydy − eΥ(δ + 1, 1)]

on remarque que :

1∫
0

yδeydy ≤
1∫

0

eydy

≤ (e− 1) (2.2.9)

Donc :

E(|ξt−i|−γiξt−i)δ <
1
2

p∑
i=1

αi[(e(1−γi)δ+e−1(1+γi)δ)Γ(δ+1)+(1−γi)δ(1−e−1−eΥ(δ+1, 1))]+
q∑
j=1

βj

Donc la condition (2.2.1) deveient :

1
2

p∑
i=1

αi[(e(1−γi)δ+e−1(1+γi)δ)Γ(δ+1)+(1−γi)δ(1−e−1−eΥ(δ+1, 1))]+
q∑
j=1

βj < 1
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2.2.2 Définition de l’estimateur

Soit (ξ1, ξ2, . . . , ξn) une trajectoire observée de ξ où θ ⊂ R2+2p+q est l’en-

semble des paramètre inconnus du modèle, pour estimer θ nous considérons

la log-vraisemblance de (X1, X2, . . . , Xn).Si f est la densité de probabilité de

ξ définit par :

fξ(ξt) = 1
2e
−|ξt−1| (2.2.10)

- Le modèle APARCH(p,q) s’écrit sous la forme :

xt = σtξt

L’équation de variance conditionnelle :

σδt = α0 +
p∑
i=1

αi(|xt−i| − γixt−i)δ +
q∑
j=1

βjσ
δ
t−j

avec δ > 0,α0 > 0,αi > 0,−1 < γi < 1,pour i = 1, ..., p, βj > 0pour

j = 1, ..., q avec αp > 0 , βq > 0 et
q∑
j=1

βj < 1

Et comme on a :

f(ξ1,ξ2,...,ξn)(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
n∏
i=1

fξ(ξi)

Alors
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f(ξ1,ξ2,...,ξn)(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
n∏
i=1

1
2e
−|ξi−1|

= 1
2n e

−
n∑
i=1
|ξi−1|

Utiliser l’intégrale pour obtenir la fonction f(X1, . . . , Xn)

∮
f(ξ1,ξ2,...,ξn)(ξ1, ξ2, . . . , ξn)dξ1 . . . dξn =

∮ 1
2n e

−
n∑
i=1
|ξi−1|

dξ1 . . . dξn (2.2.11)

= 1
2n
∮
e
−

n∑
i=1
|ξi−1|

dξ1 . . . dξn (2.2.12)

On fait une changement de variable (ξ1, . . . , ξn) −→ (X1, . . . , Xn)

on a Xt = ξtσt tq ξt  L(1, 1)

⇒ ξt = Xtσ
−1
t alors dξt = σ−1

t dXt,∀t = 1 . . . n

Donc (2.2.12) devient :
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∮
f(ξ1,ξ2,...,ξn)(ξ1, ξ2, . . . , ξn)dξ1 . . . dξn = 1

2n
∮
e
−

n∑
t=1
|Xt(σtθ)−1|

(σ1
θ)−1dx1 . . . (σnθ )−1dxn

= 1
2n
∮
e
−

n∑
t=1
|Xt(σtθ)−1−1|

(
n∏
t=1

(σtθ)−1)dx1 . . . dxn

= 1
2n
∮
e
−

n∑
t=1
|(σtθ)−1||Xt−σtθ|(

n∏
t=1

(σtθ)−1)dx1 . . . dxn

D’où

f(X1, . . . , Xn) = 1
2n (

n∏
t=1

(σtθ)−1)e
−

n∑
t=1
|(σtθ)−1||Xt−σtθ|

=
n∏
t=1

1
2(σtθ)−1e−|(σ

t
θ)−1||Xt−σtθ|

• Cette vraisemblance peut s’écrit sous la forme :

l(θ) = 1
2n e

−
n∑
t=1
|(σtθ)−1||Xt−σtθ|(

n∏
t=1

(σtθ)−1) (2.2.13)
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•L(θ) La fonction log-vraisemblance :

L(θ) = log l(θ)

= log( 1
2n e

−
n∑
t=1
|(σtθ)−1||Xt−σtθ|(

n∏
t=1

(σtθ)−1))

= −n log 2−
n∑
t=1
|(σtθ)−1||Xt − σtθ| −

n∑
t=1

log(σtθ)

= −n log 2−
n∑
t=1

(log(σtθ) + |(σtθ)−1||Xt − σtθ|)

• Nous définisson respectivement la vraisemblance de Laplace et le quasi-

vraisemblance de Laplace par :

Ln(θ) = −
n∑
t=1

qt(θ), qt(θ) = log(σtθ) + |(σtθ)−1||Xt − σtθ| (2.2.14)

L̂n(θ) = −
n∑
t=1

q̂t(θ), q̂t(θ) = log(σ̂tθ) + |(σ̂tθ)−1||Xt − σ̂tθ| (2.2.15)

Comme (X0, X−1, . . . ) sont inconnus, en général σtθ ne sont pas calculables

pour cela, au lieu d’utiliser la log-vraisemblance on utilise la quasi log-

vraisemblance .

Un EQMV de Laplace θ̂n est le maximisateur de L̂n :

θ̂n = arg max
θ∈Θ

L̂n

= arg min
θ∈Θ

n∑
i=1

q̂i(θ)
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2.2.3 Hypothèses nécessaires pour la convergence d’EQMV-

Laplace

L’EQMV Laplace pourrait converger et être asymptotiquement Gaussien

mais cela nécessiter quelques hypothèses supplémentaires sur Θ et la fonction

σθ :

• Hypothèses H1(compacité) : Θ est un ensemble compact .

• Hypothèses H2(Borne inférieur de la variance conditionnelle) : il

existe un constante α0 > 0 tel que ,∀θ ∈ Θ alors σθ(x) > α0 pour tout

x ∈ Rn.

• Hypothèses H3 : E[| Xt − 1 |] = 1.

• Hypothèses H4 (Identifiabilité) : Le fonction σθ est telle que pour

tout θ1, θ2 ∈ Θ , alors σθ1 = σθ2 implique que θ1 = θ2
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2.3 comportement asymptotique d’EQMV

2.3.1 Propriétaires asymptotiques de la quasi vraisem-

blance

Lemme 2.3.1

Supposons que θ0 ∈ Θ et que Xt est la solution causal et stationnaire de

(Xt)t∈Z,alors pour tout t ∈ N∞. :

E[| σ̂tθ − σtθ |rΘ] 6 CE[| X0 |r](
∑
j>t

α
(0)
j (σtθ,Θ))r.

avec

α
(0)
j (σtθ,Θ) = sup

θ∈Θ
max(|b+

j (θ)| 1δ , |b−j (θ)| 1δ )

2.3.2 Consistance forte

Théorème 2.3.1

Supposons que les hypothéses sont satisfaites, alors la suite d’EQMV-laplace

(θ̂n) converge fortement, c’est-à-dire

θ̂n −→ θ0 p.s

Preuve 4 ( preuve du Théorème 2.3.1 )

Nous preuvons ce théorème en deux étapes, dans la première étape une forte

loi uniforme des grandes nombres sur θ satisfaite par 1
n
L̂n(θ)qui converge vers
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L(θ) = −E{qt(θ)} est établi.Parsuite, dans la deuxième étape nous preuvons

que L(θ) admet un maximum unique en θ0.

On prouve l’étape(1) par le meme façon de la preuve du théorème 1 de

Bardet et Boularouk (2017), la loi uniforme forte des grands nomber sa-

tisfaite pour la moyenne d’échantillon (q̂t)t∈N∗ est obtenu en prouvant que

E{|qt(θ)|} <∞. Pour tout t ∈ Z et sous l’hypothèse H2, on a :

|qt(θ)| = | log(σtθ) + |(σtθ)−1||Xt − σtθ||

≤ | log(σtθ)|+ |Xt(σtθ)−1 − 1|

≤ |σtθ| − 1 + |Xt

σtθ
|+ 1

≤ |σtθ|+
|Xt|
α0

Donc :

sup |qt(θ)| ≤ |σtθ|+
1
α0
|Xt| (2.3.1)

ou, E{|Xt|} < ∞ d’aprés la proposition 2.2.1 et E{|σtθ|} < ∞ d’aprés le

Lemme 1 de Bardet et Wintenberger ([2]) ce qui implique que E{|qt(θ)|} <∞,

d’où on conclut que :

| 1
n
Ln(θ)− L(θ)| p.s−−−−−→

n−→+∞
0. (2.3.2)

Nous allons maintenent montrer que :

1
n
|L̂n(θ)− Ln(θ)| p.s−−−−−→

n−→+∞
0. (2.3.3)
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En effet, pour tout θ ∈ Θ et t ∈ N∗

q̂t(θ)− qt(θ) = log σ̂tθ + |Xtσ̂tθ
−1
− 1| − log σtθ − |Xt(σtθ)−1 − 1|

≤ log σ̂
t
θ

σtθ
+ |Xtσ̂tθ

−1
− 1| − |Xt(σtθ)−1 − 1|

≤ σ̂tθ
σtθ
− 1 + |σ̂tθ

−1
− (σtθ)−1||Xt|

≤ σ̂tθ − σtθ
σtθ

+ |σ̂tθ
−1
− (σtθ)−1||Xt|

Alors :

|q̂t(θ)− qt(θ)| ≤ |σ̂tθ − σtθ|α−1
0 + |σ̂tθ − σtθ|α−2

0 |Xt|

≤ C|σ̂tθ − σtθ|(1 + |Xt|))

avec C > 0.

De la même mainéaire, il suffit de montrer que :

E{|q̂t(θ)− qt(θ)|} <∞

D’aprés le corollaire 1 de Kounias et Weng(1969)([37]), il suffit de montrer

que il existe un s ∈ [0, 1]telle que :

∑
t≥1

1
ts
E{|q̂t(θ)− qt(θ)|s} <∞
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De l’inégalité de Cauchy-Schwarz avec s = 1

E{|q̂t(θ)− qt(θ)|} ≤ CE{(1 + |Xt|)2}
1
2 × E{(|σ̂tθ − σtθ|)2}

1
2 (2.3.4)

D’aprés la proposition(2.2.1),le lemme(2.3.1), et la relation (2.3.4) on a

E{|Xt|2} <∞ et E{|σ̂t|2} <∞ cen qui implique :

E{|q̂t(θ)− qt(θ)|} ≤ CE{|X0|2}
1
2 (
∑
j≥t

α
(0)
j (σtθ,Θ))

≤ C(
∑
j≥t

α
(0)
j (σtθ,Θ))

≤ C ′
∑
j>t

ρj

tel que C ′ = C ×max(C1, C2) et ρ = ρ
1
qδ

0 .

Nous avons donc :

∑
t≥1

1
t
E{|q̂t(θ)− qt(θ)|} ≤ A

∑
t≥1

ρt

t
(avec A = C ′

1− ρ)

Cette série est fini car 0 < ρ < 1, par conséquent, nous obtenons :

1
n

n∑
t=1
|q̂t(θ)− qt(θ)|

p.s−−−−−→
n−→+∞

0 ⇔ 1
n
|L̂n(θ)− Ln(θ)| p.s−−−−−→

n−→+∞
0
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Comme on a :

| 1
n
L̂n(θ)− L(θ)| = | 1

n
L̂n(θ)− 1

n
Ln(θ) + 1

n
Ln(θ)− L(θ)|

≤ 1
n
|L̂n(θ)− Ln(θ)|+ | 1

n
Ln(θ)− L(θ)|

Donc nous avons :
1
n
L̂n(θ) p.s−−−−−→

n−→+∞
L(θ) (2.3.5)

Pour prouver l’étape(2) on suppose que L(θ) admet deux maximum θ et θ0

telle que θ 6= θ0, pour θ ∈ Θ on a :

L(θ) = −E
(
qt(θ)

)
= −E

(
log(σtθ) + |Xt(σtθ)−1 − 1|

)
= −E

(
log(σtθ) + (σtθ)−1|Xt − σtθ|

)
= −E

(
log(σtθ) +

σθt0
σtθ
|ξt −

σtθ
σtθ0

|
)

et on a aussi :

L(θ0) = −E
(
qt(θ0)

)
= −E

(
log(σtθ0) + |Xt(σtθ0)−1 − 1|

)
= −E

(
log(σtθ0) + (σtθ0)−1|Xt − σtθ0|

)
= −E

(
log(σtθ0) + |ξt − 1|

)
= −E

(
log(σtθ0)

)
− 1
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utilisant l’Hypothèse H3, nous avons :

L(θ0)− L(θ) = E
(

log σtθ
σtθ0

+
σθt0
σtθ
|ξt −

σtθ
σtθ0

| − |ξt − 1|
)

= E
(

log σtθ
σtθ0

)
+
σθt0
σtθ
E
(
|ξt −

σtθ
σtθ0

|
)
− 1

= E
(

log σtθ
σtθ0

)
+
σθt0
σtθ
E
(
|(ξt − 1) + (1− σtθ

σtθ0

)|
)
− 1

mais pour un ξt suivant une distribution de probabilité symétrique, nous avons

pour tout m ∈ R∗, E
(
|ξt − 1 +m|

)
> E

(
|ξt − 1|

)
= 1, d’où

L(θ0)− L(θ) > E
(

log σtθ
σtθ0

)
+
σθt0
σtθ
− 1

> H( σ
t
θ

σtθ0

)

avec H(x) = log(x) − 1 + 1
x
≥ 0. pour tout x ∈]0,+∞[, Si x = 1 on a

H(x) = 0.

par conséquent,

σtθ
σtθ0

= 1⇒ σtθ = σtθ0 alors d’aprér (H4) θ0 = θ

ce qui contredit l’hypothèse initial, donc L(θ) admet un maximum unique.
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2.3.3 La normalité asymptotique

Maintenant, nous donnons le théorème prouvant la normalité asympto-

tique pour l’estimateur.

Théorème 2.3.2 (la normalité asymptotique)

Soit Xt une solution stationnaire de (2.1.1),avec θ0 ∈ Θ, et que les condi-

tions du théoème 2.3.1 vérifiée, si la fonction de probabilite cumulée de ξ0 est

continûment différentaible alors :

√
n(θn − θ0) D−−−−−→

n−→+∞
Nd(0, F−1GF−1) (2.3.6)

où les matrices F (θ0) et G(θ0) sont définit par

F (θ0) = E

(
∂2qt(θ0)
∂θi∂θj

)
pour 1 6 i, j 6 p+ q + 1. (2.3.7)

G(θ0) = E

(
∂qt(θ0)
∂θi

∂qt(θ0)
∂θj

)
pour 1 6 i, j 6 p+ q + 1. (2.3.8)

Pour démontrer ce théorème, On a les fonctions ∂Ln(θ)
∂θ

et ∂2Ln(θ)
∂θ2 sont

mesurables et p.s. Fini pour tous θ ∈ Θ.Leurs propriétés asymptotiques sont

décrites dans les deux lemmes suivants

Lemme 2.3.2

39



Soit Xt une solution stationnaire de (2.1.1),avec θ0 ∈ Θ, alors on a :

1√
n

∂Ln(θ0)
∂θ

D−−−−−→
n−→+∞

Nd(0, G(θ0)). (2.3.9)

avec G(θ0) la matrice définie dans (2.3.8).

Lemme 2.3.3

Soit Xt une solution stationnaire de (2.1.1),avec θ0 ∈ Θ, alors on’a

∥∥∥∥∥ 1
n

∂2Ln(θ)
∂θ∂θ′

− ∂2L(θ)
∂θ∂θ′

∥∥∥∥∥
Θ

p.s−−−−−→
n−→+∞

0 avec ∂
2Ln(θ)
∂θ∂θ′

= −E
[
∂2q0(θ)
∂θ∂θ′

]
.

(2.3.10)

Preuve 5 ( preuve du Théorème 2.3.2 )

La premiére dérivée de Ln est :

∂Ln
∂θi

= −
n∑
t=1

∂qt
∂θi

avec

∂qt
∂θi

= σ−1
t

∂σt
∂θi
− σ−2

t

∂σt
∂θi
|xt − σt|+ σ−1

t (ξt − 1)∂σt
∂θi

sign(xt − σt)

De puis θ0 ∈ Θ et θ̂n → θ0, extension de Taylor de 1√
n

∂L(θ̂n)
∂θi

implique

1√
n

∂Ln(θ̂n)
∂θi

= 1√
n

∂Ln(θ0)
∂θi

+ 1
n

∂2Ln(θn,i)
∂θ∂θi

√
n(θ̂n − θ0)
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Avec n suffisamment grande telle que (θn,i) ∈ Θ, qui est entre θ̂n et θ0

En utilise la consistence de θ̂n et resultat de lemme(2.3.3), on déduire que

Fn = − 1
n

(∂
2Ln(θn,i)
∂θ∂θi

)1≤i≤d → F (θ0).

tel que F (θ0) définie dans(2.3.7)

et

∂2qt(θ)
∂θi∂θj

= σ−1
t

∂2σt
∂θi∂θj

− σ−2
t

∂σt
∂θi

∂σt
∂θj

+ (2σ−3
t

∂σt
∂θi

∂σt
∂θj
− σ−2

t

∂2σt
∂θi∂θj

)|xt − σt|+

(xtσ−1
t − 1)(σ−1

t

∂2σt
∂θi∂θj

− σ−2
t

∂σt
∂θi

∂σt
∂θj
− σ−2

t

∂σt
∂θi

∂σt
∂θj

)sign(xt − σt)

+2σ−1
t (xtσ−1

t − 1)∂σt
∂θi

∂σt
∂θj

δ(xt−σt)(0)

et comme on a E(σ−1
t |xt − σt|) = E(|ξt − 1|) = 1, et E(sign(xt − σt)) =

E(sign(ξt − 1)) = 0, alors on obtient

E{∂
2qt(θ)
∂θi∂θj

} = E(σ−2
t

∂σt
∂θi

∂σt
∂θj

) + 2fξ(1)E(σ−2
t

∂σt
∂θi

∂σt
∂θj

)

F (θ0) est un matrice transitive, et il exists n grande qui met Fnestun ma-

trice transitive. en plus, puisque E‖∂
2qt(θ)
∂θi∂θj

‖ <∞ la loi uniforme des grands

nombres pour ∂
2qt(θ)
∂θi∂θj

implique

√
n(θ̂n − θ0) = −nF−1

n

1√
n

(∂Ln(θ̂n)
∂θ

− ∂Ln(θ0)
∂θ

) (2.3.11)
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Utilisé lemme (2.3.2), et comme ∂L̂n(θ̂n)
∂θ

= 0 (θ̂n est un extremum local de

L̂n),

E[ 1√
n
|∂Ln
∂θ
− ∂L̂n

∂θ
|]→ 0

|∂q̂t(θ)
∂θi

− ∂qt(θ)
∂θi

| = |σ̂−1
t

∂σ̂t
∂θi
− σ̂−2

t

∂σ̂t
∂θi
|xt − σ̂t|+ σ̂t

−1(ξt − 1)∂σ̂t
∂θi

sign(xt − σ̂t)

−σ−1
t

∂σt
∂θi

+ σ−2
t

∂σt
∂θi
|xt − σt| − σ−1

t (ξt − 1)∂σt
∂θi

sign(xt − σt)|

= |(σ̂−1
t

∂σ̂t
∂θi
− σ−1

t

∂σt
∂θi

)− (σ̂−1
t

∂σ̂t
∂θi
− σ−1

t

∂σt
∂θi

)|ξt − 1|

+(σ̂−1
t

∂σ̂t
∂θi
− σ−1

t

∂σt
∂θi

)(ξt − 1)sign(ξt − 1)|

≤ 1
α0
|(∂σ̂t
∂θi
− ∂σt
∂θi

)− (∂σ̂t
∂θi
− ∂σt
∂θi

)|ξt − 1|+ (∂σ̂t
∂θi
− ∂σt
∂θi

)

(ξt − 1)sign(ξt − 1)|

≤ 1
α0

(|∂σ̂t
∂θi
− ∂σt
∂θi
|+ |∂σ̂t

∂θi
− ∂σt
∂θi
||ξt − 1|+ |∂σ̂t

∂θi
− ∂σt
∂θi
||ξt − 1|)

= 1
α0
|∂σ̂t
∂θi
− ∂σt
∂θi
|(1 + 2|ξt − 1|)

On peut écrire σt sous la forme causal σt = ∑
i≥1

αixt−i

Tq
∂αi(θ)
∂θk

≤ Ciρi∗

Pour tout θ ∈ Θ et i ≤ 0 <∞. par conséquent

|∂q̂t(θ)
∂θi

− ∂qt(θ)
∂θi

| ≤ 1
α0

(1 + 2|ξt − 1|)
∑

t≤i≤∞
iρi∗xt−i
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Donc, E|∂q̂t(θ)
∂θi

− ∂qt(θ)
∂θi

| <∞

Cela atteint la preuve.

Preuve 6 ( preuve du Lemme 2.3.2 )

Le preuve est divisée en deux parties, premiérement nous prouvons que (∂qt(θ)/∂θi;Ft = σ(Xt−1, . . .))

est une martingale de différences et deuxiémement nous avons appliqué le

théorème central limite pour les martingales de différences

1-Pour prouver que (∂qt(θ)/∂θi;Ft) est un martingal-différences, il suffit de

montrer pour tout t ∈ Z les deux poits suivants :

i) E[∂qt(θ)
∂θi

/Ft] = 0 p.s.

ii) E
∣∣∣∣∣∂qt(θ)∂θi

∣∣∣∣∣ <∞
sont satisfaits.

• On a pour tout t ∈ Z

E(|Xt − σt|/Ft) = b et E(sing(Xt − σt)/Ft) = 0.
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par suite, E
(
∂qt(θ)
∂θi

)
= 0

E

∣∣∣∣∣∂qt(θ)∂θi

∣∣∣∣∣ = E

∣∣∣∣∣ ∂∂θi (logσtθ + |Xt − σtθ|
|σtθ|

)
∣∣∣∣∣

6 E

(
∂

∂θi
(|σtθ|+

|Xt|
α0

)
)

6 E

(
∂

∂θi
(|σtθ|+

|ξtσtθ|
α0

)
)

6 E

(
∂|σtθ|
∂θi

( |ξt|
α0

+ 1)
)

6 CE

(
∂|σtθ|
∂θi

)
< ∞

2- Maintant nous prouvons que E
(
∂qt(θ)
∂θi

)2

<∞.

E

(
∂qt(θ)
∂θi

)2

= E

(
∂

∂θi
(logσtθ + |Xt − σtθ|

σtθ
)
)2

6 E

(
∂

∂θi
(|σtθ|+

|Xt|
α0

)
)2

6 E

(
∂

∂θi
(|σtθ|+

|ξtσtθ|
α0

)
)2

6 E

(
∂|σtθ|2

∂θi
( |ξt|
α0

+ 1)2
)

6 C
′
E

(
∂|σtθ|2

∂θi

)
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Puis,

E

(
∂qt
∂θ

)2

=
n∑
t=1

E

(
∂qt
∂θi

)2

< +∞

E

(
∂qt
∂θi

∂qt
∂θj

)
= E

(
∂

∂θi
(logσtθ + |Xt − σtθ|

σtθ
) ∂

∂θj
(logσtθ + |Xt − σtθ|

σtθ
)
)

= E(∂|σ
t
θ|

∂θi

∂|σtθ|
∂θj

( |ξt|
α0

+ 1)2)

Le théorème centrale limite pour les différences de martingale implique

n−
1
2
∂Ln(θ0)
∂θ

D−−−−−→
n−→+∞

Nd(0, G(θ0)). (2.3.12)

tell que G(θ0) définie dans 2.3.8

Preuve 7 ( preuve du lemme 2.3.3 )

Le deuxième processus dérivé
(
∂2qt
∂θ2

)
t∈Z

est stationnaire ergodique (c’est une

fonction mesurable de Xt, Xt−1, . . .) par conséquent, il satisfait àune loi uni-

forme des grands nombres, si son permier moment uniforme est borné .Par

conséquent, en utilisant la borne σ−1
θ 6 α−1

0 , il existe c > 0telque

∣∣∣∣∣∂2qt(θ)
∂θi∂θj

∣∣∣∣∣ 6 C

[(∣∣∣∣∣ ∂2σt
∂θi∂θj

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∂σt∂θj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂σt∂θi

∣∣∣∣∣
)

+
(∣∣∣∣∣ ∂2σt
∂θi∂θj

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∂σt∂θj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂σt∂θi

∣∣∣∣∣
)
| Xt − σt |

]

Nous concluons que E
∣∣∣∣∣∂2qt(θ)
∂θi∂θj

∣∣∣∣∣ < ∞ depuis, tout t ∈ Z, 1 6 i, j 6 d tq

d = i+ j + 1

E | X2
t |< +∞, E | σt |< +∞, E|∂σt

∂θi
| < +∞, E| ∂

2σt
∂θi∂θj

| < +∞
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En conséquence , le LUGN pour ∂
2qt(θ)
∂θ
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Chapitre 3

Application numérique

Afin d’illustrer les résultats prouvés, nous réalisons des expériences de

Monte-Carlo sur le comportement du QMLE Laplace avec erreurs de moyenne

1 pour différentes tailles (n = 100, n = 1000 et n = 5000), et nous illustrons

la consistance du paramètre θ̂n à travers une représentation en boite dans

la Figure 3.1 et la normalité asymptotique à travers la Figure 3.2. Comme

nous réalisons une comparaison numérique entre l’EQMLE de Laplace à base

d’erreurs de moyenne 1 et l’EQMLE de Laplace à base d’erreurs de moyenne

nulle sur des séries de moyennes m = 0, 0.7, 1, 1.4. Tous ces éxperiences sont

appliqués sur des séries chronologiques APARCH(1,1) pour plusieurs tailles

d’échantillon (n = 100, n = 1000 et n = 5000).

47



3.1 Comportment asymptotique de θ̂n.

Dans cette section, nous étudions numériquement la consistance de θ̂n,

nous réalisons une étude de monte carlo sur des séries chronologiques APARCH(1,1)

sur 1000 séries chronologique pour plusieurs tailles d’échantillon (n = 100, n

= 1000 et n = 5000) puis nous calculons le RMSE, le mode, la médiane et

l’étendu pour l’échantillon des estimateurs (θ̂n)n=1,1000 obtenus. Les caracté-

ristiques statistiques de l’échantillon des estimateurs (θ̂n)n=1,1000 obtenus sont

exposé dans le tableau 3.1. Nous présontons graphiquement dans les figures

(3.1 et 3.1) une représentation en boite et une représentation en histogramme

de l’échantillon des estimateurs (θ̂n)n=1,1000 .

Considérerons l’APARCH(1,1) définie par :


xt = σtξt

σδt = ω + α(|xt−1| − γxt−1)δ + βσδt−1

Avec α0 = 0.2, α = 0.4, β = 0.2, γ = 0.8, δ = 1.2.
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RMSE Mode Médiane Etendue

n θ̂(0)
n θ̂n θ̂(0)

n θ̂n θ̂(0)
n θ̂n θ̂(0)

n θ̂n

n=100 ω 0.24 0.17 0.30 0.22 0.31 0.23 0.93 0.86
α ∞ 0.17 0.42 0.31 0.42 0.32 ∞ 0.86
β 0.21 0.20 0.11 0.12 0.11 0.14 1.01 0.92
γ 0.25 0.24 0.89 0.87 0.89 0.85 0.19 0.18
δ 0.48 0.48 1.03 0.98 1.03 1.01 1.18 1.21

n=1000 ω 0.11 0.06 0.28 0.20 0.29 0.20 0.54 0.47
α 0.36 0.06 0.57 0.39 0.57 0.38 7.95 0.47
β 0.09 0.09 0.20 0.20 0.20 0.20 0.52 0.55
γ 0.07 0.07 0.81 0.80 0.81 0.81 0.42 0.47
δ 0.40 0.40 1.19 1.14 1.19 1.19 12.38 9.02

n=5000 ω 0.10 0.03 0.29 0.20 0.29 0.20 0.18 0.18
α 0.19 0.03 0.58 0.40 0.58 0.40 0.39 0.18
β 0.04 0.04 0.20 0.20 0.20 0.20 0.23 0.22
γ 0.03 0.03 0.80 0.80 0.80 0.80 0.19 0.18
δ 0.40 0.40 1.20 1.20 1.20 1.20 1.18 1.21

Table 3.1 – Caractéristiques statistiques de θ̂n.
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Discussion des résultats

On voit clairement que le RMSE décroit avec la taille d’échantillon, mais

il est plus petit dans le ca de θ̂n, pareil pour l’etendue ce qui montre que les

estimateurs obtenus sous l’hypothèse que le bruit est de moyenne égale à 1

sont plus proches des vraies valeurs que celle obenus sous l’hypothèse que le

bruit est de moyenne égale à 0. De plus, le mode et la médiane s’approche

des vraies valeurs de façon meilleur pour θ̂n que pour θ̂(1)
n .

3.2 Comparaison

On considère d’abord le bruit blanc (εt)t∈Z tel que la distribution de ε0

est une distribution Laplace(1,m) pour plusieurs valeurs de m : m = 0,m =

0.7,m = 1,m = 1.4. En utilisant 1000 réplications indépendantes, l’erreur

quadratique moyenne (RMSE) est calculée et rapportée dans le prochain

tableau 3.2.

Discussion des résultats

D’une part, il est clair que le RMSE diminue à mesure que la taille de

l’échantillon augmente, ce qui valide les résultats théoriques (cohérence des

estimateurs). En revanche, le tableau 3.2 montrent que θ̂n fournit une esti-
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m = 0 m = 0.7 m = 1 m = 1.4
n θ̂(0)

n θ̂n θ̂(0)
n θ̂n θ̂(0)

n θ̂n θ̂(0)
n θ̂n

n=100 ω 0.16 0.15 0.21 0.16 0.24 0.17 0.28 0.20
α 0.30 0.20 167.85 0.22 ∞ 0.17 ∞ 1.57
β 0.18 0.18 0.21 0.19 0.21 0.20 0.23 0.21
γ 0.22 0.24 0.27 0.27 0.25 0.24 0.29 0.31
δ 0.43 0.45 0.48 0.49 0.48 0.48 0.54 0.57
Σ 1.29 1.22 169.01 1.33 ∞ 1.61 ∞ 2.87

n=1000 ω 0.05 0.07 0.09 0.07 0.11 0.06 0.18 0.09
α 0.05 0.11 0.13 0.09 0.36 0.06 2.27 0.15
β 0.07 0.07 0.08 0.08 0.09 0.09 0.10 0.09
γ 0.08 0.09 0.08 0.08 0.07 0.07 0.07 0.06
δ 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40
Σ 0.65 0.73 0.78 0.72 1.04 0.68 3.01 0.80

n=5000 ω 0.02 0.05 0.06 0.04 0.10 0.03 0.17 0.06
α 0.02 0.09 0.10 0.07 0.19 0.03 0.35 0.12
β 0.03 0.03 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
γ 0.04 0.04 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03
δ 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40
Σ 0.51 0.61 0.63 0.57 0.76 0.52 0.98 0.64

Table 3.2 – RMSE.

mation plus précise que θ̂(1)
n pour plusieurs valeurs de moyenne pour le bruit,

sauf bien sûr dans le cas de moyenne égale à zéro (même dans ce cas le RSME

des deux les estimateurs sont presque les mêmes)
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Conclusion générale

Dans ce travail, s’est porté sur le modèle de séries chronologiques, nous

nous sommes intéressés aux modèles APARCH introduits par Ding.

Plus précisément, nous avons présenté Les définitions principaux de mo-

déle APARCH , propriétés des processus stochastiques des séries chronolo-

giques et quelques notions de bases, la loi laplace et les fonctions gamma et

la définition de estimation, la vraisemblance, la fonction log-vraisemblance.

Aussi,nous avons donné l’estimateur de quasi maximum vraisemblance

Laplace avec des conditions assurant l’existance et stationnarité, nous avons

donné Hypothèses nécessaires pour la convergence de l’estimation de quasi

maximum de vraisemblance pour le processus APARCH à base d’erreurs La-

place. Nous avons démontré leurs propriétaires asymptotiques de la quasi

vraisemblance, de consistance forte et la preuve de la normalité asympto-

tique de l’EQMV-Laplace.

A la fin. Nous avons présenté une application numérique des séries chrono-
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logiques APARCH simulées. Et nous comparons entre le modèle APARCH

avec erreurs Laplace(1,1) et le modèle APARCH avec erreurs Laplace (1,

0), et comme Laplace (1, 1) il est aussi admet consistance et l’asymptotiques

normale. Et nous avons remarquant que l’APARCH avec erreurs Laplace(1,1)

mieux dans certains cas que l’APARCH avec erreurs Laplace (1,0).
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