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Résumé

Le travail de ce mémoire s’inscrit dans le contexte de I'étude sur les équations aux
différences fractionnaires de Rimann et de Caputo.
Trois parties ont été proposées, le premiere concerne le calcul fractionnaire, la seconde
est consacrée aux équation différance, la troisiéme est pour étudier I'application chaotique

de Lozi d’ordre fractionnaire.



Abstract

The work of this dessertation falls within the context of the study of Rimann and Caputo
fractional difference equation.
Three parts have been proposed, the first concerns fractional calculs, the second is devoted
to the difference equations, the third is to study the chaotic application of Lozi of fractiona

order.
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INTRODUCTION GENERALE

En 1978, Lozi introduit dans une courte note une nouvelle carte chaotique en deux
dimensions, les équations et les attracteurs ressemblent ceux de la célebre carte de He-
non. Simplement, un terme quadratique dans celui-ci est remplacé par un autre terme
linéaire par morceaux dans la premiere équation. Cela permet de prouver rigoureuse-
ment le caractere chaotique de certains attracteurs et une analyse détaillée de leurs bassins

d’attraction.L’application de Lozi est défini par :

{ x(n+1) =-—alx(n)|+y(n)+1,
y(n+1) = px(n).

Ot a et b sont les parametres réels non nulle. L'intérieur de la région ot les orbites restent
bornées, la carte de Lozi peut présenter la fois des comportements réguliers et chaotiques
suivant les valeurs des deux parametre a et b.

L’objectif de ce travail sur les équations aux différences fractionnaires de Rimann et de
Caputo.

Ce mémoire est composé d'une introduction générale et trois chapitres partagés de la
facons suivante :

Le premier chapitre est consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire, quelques
concepts préliminaires qui seront introduits comme les fonctions Gamma, Béta et la fonc-
tion Mittag -Leffler, ensuite nous abordons le calcul de différence dont nous nous in-

téressons a l'opérateur Delta de différence discret, ses applications sur quelques fonc-

viii



tions(fonction de saut, chute, Delta exponentielle et fonctions Delta trigonométriques), la
transformée discret. Pour terminer ce chapitre, Nous nous sommes intéressés a la somme
et a la différence fractionnaire qui servent comme outils de base dans le calcul fractionnaire
et les formules binomiales fractionnaire.

Le deuxieme chapitre présente trois parties :

La premiere patrie nous commengons par donner quelques notions du calcul aux diffé-
rences,

La seconde traite les équations aux différences d’ordre entier dont nous évoquons l’exis-
tence et I'unicité de la solution de cette derniere, les méthodes de résolution de chaque
type d’équation.

La troisieme partie s’intéresse aux équations aux différences fractionnaires dont nous
répondons a la question d’existence et unicité de la solution et nous présentons leur réso-
lutions.

Le troisiéme chapitre est dédié a 1’étude le chaos dans I’application fractionnaire de Lozi .

Enfin, nous terminons notre mémoir par une conclusion .
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CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

Le calcul fractionnaire est un outil souvent utilisé dans la résolution des probléemes
d’ingénierie, notamment pour 1’'étude des systemes fractionnaires, c’est pourquoi, nous
allons rappeller dans ce chapitre quelques éléments de base sur :

- Les fonctions : Gamma, Béta, Mittag-Leffler.
-Calcul de différence.

-Somme et différence fractionnaires.

1.1 Fonctions spéciales de calcul fractionnaire

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler; notée I'; prolonge la factorielle aux valeurs réelles ou

complexe[1, 2].

Définition 1.1.1.
L'une des fonctions de base de calcul fractionnaire est la fonction Gamma. Elle prolonge naturel-

lement la factorielle aux nombres réels et méme pour les nombres complexes pour z € C telle que

1



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

R(z) > 0. On définit la fonction Gamma notée I par :

[o¢]

I'(z) = fexp(—t)tz_ldt. (1.1)

0

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe oit la partie réelle est strictement

positive.

Propriétés 1.1.1.

(a) Pour R(z) > 0, la fonction Gamma d’Euler :
I'(z+1)=zI(2).

En effet :

(o]

Iz+1)= ft(‘”l)‘l exp(—t)dt;
0

[ee]

:ftzexp(—t)dt;

0

[0e]

=[-Fexp(-D]=" +z | Flexp(—b)dt;
P t=0 P

0

= 2I'(2).

(b) La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car : y(n + 1) = n!,¥n € IN. En effet :
ra =1,

T(2) = 1I(1) = 1!,
T(3) = 2I'(2) = 2.1,

I'n+1)=nl'(n) =nn-1)"!=n



1.1. FONCTIONS SPECIALES DE CALCUL FRACTIONNAIRE

(c) On peut représenter y(z) par la limite :

. nln*
r(Z):nh—rgo(z+1)---(z+n)'

(d) Prolongement de la fonction y(z) pour le demi-plan R < 0 : La relation est donnée par :

I'(z+n)
I'z) = , 1.2
@) zZz+1)---(z+n-1) (12)
tel que n est un entier positif et z # 0,-1,-2,---. Il s’ensuit, d’apres la relation

précédente que la fonction Gamma est analytique dans le plan complexe C sauf pour
z=0,-1,-2,---.

Lemme 1.1.1.

[3] Pour 0 < r < 1,n € IN, nous avons :

I'(n+r) <nr—(n—1)’
Fn+1) ~ r '

Graphe de la fonction I'(z) .

1000

500

-500

-1000

Ficure 1.1 — Courbe représentative fonction Gamma



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.1.2.
[2]La fonction Béta est un type d’intégration d’Euler défni par :

1

Bz, w) = ftz_l(l -4, (R(z) > 0,R(w) > 0). (1.3)

0

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

_ T@)I'(w)
pz,w) = I'(z+w)’

(R(z) > 0, R(w) > 0). (1.4)
Notons que la fonction Béta est symétrique, i.e : B(z; w) = f(w; z).

Propriétés 1.1.2.

(a) af(a,b+1) =p(a+1,Db).

(b) Sin = b+ 1 est un entier, cela donne une relation de récurrence :

B(a,b) = ”7_1/3(a +1,n-1).
(c) B(a,1) = %.
(d) Sia=metb =mn, on obtient
_ (m=1)(n-1)!
plm,n) = m+n-—1 -

1.1.3 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.1.3.
[2]La fonction exponentielle; exp(z); joue un role trés important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle a un seul parametre a été

introduite par G.M. Mittag-Leffler et désignée par la fonction suivante :

S
E.(z) = kzz(; rarry €€Ca>o. (1.5)

4



1.2. CALCUL DE DIFFERENCE

La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres est définie dans [2], joue également un role tres
important dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette derniere a été introduite par Agarwal et est

définie par le développement en série suivant :

S
Enp(z) = ;‘ O (@>0,8>0). (1.6)

A partir de la relation (1.6), on trouve les relations suivantes :

Eia(2) = kz(; ST kz(; 7 = exp(a),

=z =k 1 exp(z) -1
El’Z(z)_;F(k+Z)_;ﬂT(k+l)'_ Zr(k+1 z

et
o0 zk oo ok 1 o k2 exp(z) =1 -
El,a(Z)—;m‘,;r(mz)!‘z_Z;;(kﬂ)!_ 22

Et en général

E1pe) = —y(exp(a) - Zy’

Les cosinus et les sinus hyperboliques sont aussi des cas particuliers de la fonction Mittag-
Leffler

0 2% ok
Eyi(z7) = kzz;‘ Tk + 1) kzz;‘ TR cosh(z).

Et

2 sinh(z)
E2o(2') = ZT2k+1 ZF(2k+1)'_ z

Pour les équations différentielle d’ordres fractionnaire, la fonction de Mittag-Leffler joue

le méme role que la fonction exponentielle.

1.2 Calcul de Différence

Dans cette section, nous présentons le calcul delta de base qui sera utilisé pour notre

future résultats. Nous appuyons dans cette partie sur les ouvrages [4, 5,6, 7], pour plus de

5



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

détails, voir [4,5,6,7].
Fréquement, les fonctions que nous considérons seront définies sur un ensemble du for-

mulaire :

N,={a,a+1,a+2,---},

oua € R, ou, un ensemble du formulaire :
Nb={a,a+1,a+2,---,b},

oua,b € Retb—aestun entier positif.

1.2.1 Opérateur De Différence Discret

Définition 1.2.1.

Soit f :INE > R. Sib—a > 0, alors l'opérateur de différence discret, noté A, est défini par :

Af(t) = f(t+1) - f(b), (1.7)

et la n™™ Delta différence de f est donnée récursivement par la formule :

n

A" f(t) = A8 (1) = Z( . ](—D”"‘f(t +K), (18)

k=0

avec
teN"b—a>nn=1,23,--.

ni_ n! _nn-1)---(n-k+1)
k|l =K% k! '

Pour n = 0, nous posons A’ f(t) = f(t).

1.2.2 Opérateur de Saut

Définition 1.2.2.

On définit I'opérateur de saut en avant o sur IN par la formule :

o(t)y=t+1.

6



1.2. CALCUL DE DIFFERENCE

1l est souvent pratique d’utiliser la notation f° pour désigner la fonction définie par la composition
foo,clest:

o) = (foo)t) = flo®) = f(t+1),

pour t € NV, aussi l'opérateur A", n = 1,2,3,-- - est défini récursivement par
ATF() = A(A"TEE(E), pour t € INE™, oit nous supposons 'entier b —a > n , enfin A° désigne
'opérateur d'identité, c’est-a-dire, A’ f(t) = f(t). dans le théoreme suivant, nous donnons plusieurs

propriétés importantes d opérateur de différence avant.

Théoreme 1.2.1.
Soient f,¢:IN? > R, a, B € R. Alors pour t € Nt~1, nous avons :
(i) ra =0;
(ii) raf(t) = a & f(t);
(iii) A[f + ] (t) = Af(t) + 2g(F);
(iv) Aa'P = (a — 1)al*F;
(0) a[f-g](t) = fla(t) & g(t) + £f(1)g();

. t )—f(t t
(vi) A (é) (t) = SWAIO-7B450) )Agf((t);(g((t))fg() , avec g(t) # 0,t € NL.

Démonstration.

(v)

flo(t) o g(t) + af(tg(t) = f(E+ D [gt+1) = g®)] + [f(t +1) - f(H)] &(t),
= ft+ gt +1) — f(B)g(®),
=a[f.gl®).

(iv)

A0(18+ﬁ — at+1+ﬁ _ at+ﬁ

7

= (a — 1)a'*F.



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

(vi) Soit g(t) # 0. Alors

o ferD 0
A&%D‘gu+n @
R+ g - fBgE+ D)
- g(Hg(t+1) ’
GO LA+ D) — FO] - O [g(t + 1) — g(0)]

g(t)g(a(t))
_ 8t 8 f(t) - fib) & g(0)
8(H)g(o(t)) '
]
1.2.3 Fonction de Chute
Définition 1.2.3.
Pour n un entier positif, on définit la fonction de chute, t* , par :
n—-1
tﬂ:t(t—1)(t—2)---(t—n+1)=H(t—i). (1.9)
i=0
eSin=0,t=1.
o Sinest un réel :
. T+
T T(t-n+1) (1.10)

e Par convention
Sit+1-n € (=IN), alors :t* = 0. La fonction de chute est définie de sorte que la régle de puissance

suivante soit vérifiée.
Regle de puissance généralisée

(1) A(t+ )t =n(t + a)=L,

(i) Ala — 2 = —n(a — o(t))=L.

Démonstration.



1.2. CALCUL DE DIFFERENCE

(i)

At+a)f=>Ft+a+1D)!E-(t+a)t
_ It+a+2) It+a+1)
" Tt+a+2-n) TEt+a+1l-n)
[t+a+1)-(t+a+1-nl({t+a+1)]
It+a+2-n) ’
Tt +a+l)
_nl“(t+a—n+2)’

= n(t + a)™=L,

(if)

A(a—t)ﬂ=A( Fa—t+1) )’

INa-t+1-n)
_F(a—t)_ INa—-t+1)
S a-t-n Ta-t+1-n)

Ia—-1)
l@=t=m =@ Dl =
. I'a—-1t)
Ta—-t+1-n)
= —n(a — o(t))=2.
O
Cas particulier
AL = (E+ 1) — 2,
Théoreme 1.2.2. (Reégle de la puissance-cas particlier)
La regle de la puissance :
At =nt""t, ¥n=1,2,3,---. (1.11)



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Démonstration.

Supposons que n est un entier positif et considérons :

AL = (E+ 1) — 2,
=+ DHE=1) - (t—n+2)—tt—1)(t=2)-- (t—n+1),
S tt=1)(t=2)- (t—n+2)[(t+1) = (t—n+1)],

= n=L

O
Définition 1.2.4.
Soit n > k > 0,n,k des entiers. Alors le coefficient binomial est défini par :
n|__ n :n(n—l)---(n—k+1): nk . (112)
k (n—k)'k! k! I'(k+1)

1.2.4 Fonction Delta Exponentielle

Dans cette section nous voulons étudier la fonction Delta exponentielle qui joue un
role similaire dans le calcul delta sur IN, que la fonction exponentielle ¢/, p € R, fait dans

le calcul continu. Pour p une constant, x(t) = ¢/' est 'unique solution du probleme :
x=px, x(0)=1.

Pour la fonction exponentielle delta, nous amerions considere les fonctions dans 1’ensemble

des fonction régressives définies par :
R={p:N, >R telleque 1+p(t) #0 pour teN,}.

Certains résultats que nous donnons seront vrais si dans la définition des fonctions ré-
gressives nous considérons les fonction a valeur compléxe au lieu des fonctions a valeurs
réelles, nous laissons au lecteur le soin de constater quand cela est vrai. Alors est définit la

fonction exponentielle delta correspendant a la fonction p € R, basée sur s € IN,, pour étre

10



1.2. CALCUL DE DIFFERENCE

la solution unique du probleme a valeur initiale :

AX = t)x(t),
p(x(t) .
x(s) = 1,5 €IN,.
La solution de (1.13) est :
x(t) = key(t,s), s € N,, etk est une constante .
Théoreme 1.2.3.
Soient p € Ret s € IN,. Donc
t-1
[[n+p), ten,
eyt s) =1 73 (1.14)
Hn +p, te NS
T =t
Par convention
Pour une fonction h quelconque , nous avons :
s5—1
H WT) = 1.
T =s
Démonstration.
(a) Supposons que t € IN;.
En résolvant (1.13) pour x(t + 1), nous obtenons :
x(t+1) =[1+p@®)]x(t), teN,. (1.15)

D’apres la condition initiale, 'équation (1.15) devient pour t =s+ 1,5 +2:

x(s+1) =[1+p(s)lx(s) = [1+p(s)].

x(s+2)=[1+p@s+1Dx(s+1)=[1+p@6)I[1+p(s+1)].
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CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

En utilisant la méme méthode, la formule de ¢,(t, s) s’écrit sous la forme :
-1
ep(t,s) = H[1+p(7')], pour 7 =s, s+1, s+2,---, t—1.

T =s

Par convention

s—1
ey(s,9) = [ [+ p@1=1.
T =s

(b) Supposons que t € N5 :

La résolution de (1.14) pour x(t), nous donne :

x(t) = 1 +1p(t)x(t +1). (1.16)

Pour t prenant les valeurs s — 1,5 — 2 et x(t) = 1 respectivement , I’'équation (1.16)

devient :
1 1
Ty Y T e
x(s—2)—;x(s—1)— L
T 14p(s-2) [T+ ps =21 +p(s - D]

En continuant de la méme maniére, nous aboutissons a :

s—1
x(t) = [ 11 +p@1", te N
T =t

Exemple 1.2.1.

Sip(t) = p est une fonction constante dans R, p # —1, alors d’apres la formule (1.14) :

ep(t,s) = (1+p)~°, (teN,).

Définition 1.2.5.

Soient p;q € R ,t,s,v € IN,. On définit le cercle d’addition ®, le cercle de multiplication © et le

cercle de soustraction ©, respectivement par :
e (p@q)t) = p(t) +q(t) + p(H)q(t),
e(@op)=(T+p) -1,

12



1.2. CALCUL DE DIFFERENCE

_ —p(7)
S 1+p(T)

Le théoreme suivant nous donne plusieurs propriétés de la fonction exponentielle

* (op)

ey(t,s), basée sur s € IN,.

Théoreme 1.2.4.
Soient p,q € R ett,s,r € IN,. Alors
(i) eo(t,s) =1, etey(t,t)=1;
(ii) e,(t,s) #0, te€IN,;
(iii) Sil+p > 0, alors e,(t,s) > 0;
(iv) ney(t,s) = p(tley(t, s);
(v) e;(t,s) = ey(a(t),s) = [1 + p(H)]ey(t, s);
(vi) ey(t,s)ey(s, 1) = ey(t,1);
(vii) e,(t,s) = m;
(viii) ey(t,s)eq(t, 8) = epay(t, s);
(ix) e;’,‘(t, a) = euop(t,a), a€R, peRT;

(x) eep(t,s) =

ey(t,s)
Démonstration.
Nous montrons ces propriétés pour s = a.
(i) La preuve de (i) est déduite de la définition de I'exponentielle.

(ii) Puisquep € R, 1+ p(t) # 0, t € N,, par conséquent :

t—1
e,(t,a) = H[l +p(T)] #0.
T =a

(iii) La preuve de (iii) est similaire a celle de (ii).

)
o(t)-1 t
ep(o®),a) = [ [0 +p@] = [11+p@)] =1 +pt)les(t, 0).
T =a T =a
(vi)
Lorsque t > s > r, alors :
t—1 s—1
eyt 9)ep(s,1) = | [11+p1 [ [0+ P,
T =s T =r

13



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

t—

1
[ ]+ pe.

T =r

t—1

(vid) ep(t,a) = [ [[1+p(s)] = —
[ ] +p6)

s=a

1 1
Ceat)

(viii)

[or+pen ] [+ a0,
T =a

T=a

ep(t, a)e,(t, a)

[1+p(I +4q(7T)],

-
P §

T =a

= [ +p@) + () + T,

T=a

[0+ @ep@),

T=a

= epaq(t, ).

(ix)

-1 a
ex(t, ) { [1+p(¢>]},
T =a

1,‘;1r
= [ it +pr,
T =a
=
=[Jo+a+po)-11
T =a
=
=[[i1+@op@i

T=a

= eacp(t, a).

14



1.2. CALCUL DE DIFFERENCE

t—1

eep(t,) = | [ 11+ (ep)(T],
T =a
T D
7w L1+p)
t—1

T 1

S p(T)
1

ﬁ [1+p7T]

ep(t, a)’

—— =1

1.2.5 Fonction Delta Trigonométriques

Définition 1.2.6.

Soient +ip, —ip € R, t € IN,. Les fonctions Delta cosinus et Delta sinus sont désignées par :

e,(t,a)+e_;y(ta e,(t,a) —e_;y(t,a
o >2 G0 ey = >2l_ p(t0)

cosy(t,a) = (1.17)

Définition 1.2.7.
Soient +ip, —ip € R, t € IN,. Les fonctions Delta cosinus hyperbolique et Delta sinus hyperbolique

sont écrites sous la forme :

ey(t,a) +e_,(t,a)
2

ep(t a) —e_y(t, a).

> (1.18)

cosh,(t,a) = , sinhy(t,a

Le théoreme suivant nous donne les propriétés des fonctions Delta cosinus et sinus

hyperbolique.

Théoréme 1.2.5.
Soient —p, +p € R. Alors
(i) cosh,(a,a) =1, sinhy(a,a) =0;

15



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

(ii) cosh(t,a) — sinh’(t,a) = e_,a(t,a), t € N,;
(iii) A coshy(t,a) = p(t)sinh,(t,a), t € IN,;
(iv) Asinh,(t,a) = p(t) cosh,(t,a), t €N,

(v) cosh_,(t,a) = cosh,(t,a), t €N,

(vi) sinh_,(t,a) = —sinh,(t,a), t € IN,;

(vii) e,(t,a) = cosh,(t,a) + sinh,(t,a), t € IN,.

Démonstration.

ey(a,a) +e_y(a,a) B ey(a,a) —e_y(a,a) _

(i) coshy(a,a) = 5 =1, sinh,(a,a) = > 0;
2 _ _ 2
(11) COShE(t, El) _ sinhﬁ(t, El) — (ep(t, 61) + €_p(t, El)) 7 (ep(tr El) e—P(t/ [1)) — ep(t, a)e_p(t, a) _
ep@(—p)(t/ ﬂ) = e—pz (tl a)l
Aey(t,a) + re_y(t,a) 1 )
(iii) Acosh,(t,a) = > = E[P(t)ep(t, a) — P(t)e_,(t,a)] = p(t) sinh,(t, a);

Aey(t,a) — ne_,(t,a) 1
T2

(iv) Asinhy(t,a) =
e_p(t,a) +e,(t,a)

[p(t)e,(t, a) + p(t)e_,(t, a)] = p(t) coshy(t,a);

(v) cosh_,(t,a) = > = cosh,(t,a);
e_,(t,a) —e,(t,a
(vi) sinh_(t,a) = 1) ~ & ):—sinhp(t,a);
e,(t,a) +e_,(t,a)+e,(t,a) —e_,(ta
(vii) cosh,(t,a) + sinh,(t,a) = plt ) + e (t,2) > plt,8) = ey ):ep(t,a).

Le théoréme suivant nous donne la relation entre la fonction Delta trigonométrique et

la fonction Delta hyperbolique trigonométrique

Théoreme 1.2.6.

Soient —ip, +ip € R. Alors :
(i) sing,(t,a) = isinh,(t,a);
(ii) cosjy(t,a) = coshy(t,a);
(iii) sinhy,(t,a) = isin,(t,a);
(iv) coshyy(t,a) = cosy(t,a).

pour t € N,

Démonstration.

16



1.2. CALCUL DE DIFFERENCE

ep(t,a) —e_p(t,a)

(i) sing(t,a) = 3 [ep,(t,a) — e_a,(t,a)] = i 5 = isinh,(t, a);
e_,(t,a)+e,(ta
(ii) cosj(t,a) = plt ) +6,(E,2) = cosh,(t,a);
ep(t,a) —e_p(t a
(iii) sinhy,(t,a) = plt:4) > p(t0) isin,(t, a);
eip(t/ ﬂ) + e—ip(t/ ﬂ)

(iv) cosh,(t,a) = = cos,(t, a).

2

Le théoréme suivant nous donne les propriétés des fonctions Delta cosinus et sinus

Théoreme 1.2.7.

Soient —ip, +ip € R. Alors
(i) cosy(a,a) =1, sin,(a,a) =0;
(ii) cosi(t,a) + sin(t,a) = eX(t,a), te€N,;
(iii) Acos,(t,a) = —p(t)sin,(t,a), t€N,;
(iv) Asin,(t,a) = p(t) cos,(t,a), te€N,;
(v) cos_,(t,a) = cosy(t,a), te€N;
(vi) sin_(t,a) = —sin,(t,a), t€IN,;

(vii) ej(t,a) = cosy(t,a) +isin,(t,a), t€N,.

Démonstration.
ei,(a,a) +e_i,(a,a ei,(a,a) —e_i,(a,a
(i) cosy(a,a) = (@,4) 5 i ):1, sin,(a,a) = p(@,9) : A )=0;
ei,(t,a) + e_i,(t,a))* + (eip(t,a) — e_ip(t, a))?
(i) cos;(t,a) +sin§(t,a) = (@(t,2) p{t: ) 4( p(t4) p(t: ) = ej,(t, a)e_ip(t,a) =

eipa(-ip)(t, @) = ep(t,a);
Aeip(t/ a) + Ae—l';J(t/ a) _ ip(t)eip(t/ [1) - ip(t)e—ip(t/ (1) _

(iii) A cos,(t,a) = > . = —p(t) sin, (t, a);
(iv) & siny(t,a) = peip(t,a) — nseip(t,a) _ip(t)ei(t,a) +2 ip(t)e-ip(t,a) _ p(E) cosy(t,a);
(v) cos_y(t,a) = eiplt,a) + et 0) cos, (t, a);
(vi) sin_,(t,a) = =2 0)2; D in b, a)
(vid) cos,(t,a) + isiny(t, a) = (ei”(t’ ? J;e‘i’”(t’ ”)) ; i(ei” t,2) ;ie‘ip(t’ a)) = e, (1, ).
O
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CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

1.2.6 Delta intégral

Définition 1.2.8.
Soient f :c > R, c¢<d, c€IN,. Alorsledeltaintégral est défini par :

d d
f FOAL= )" f(b). (1.19)

Par convention

c—k

Y. f(t) =0, keN;.
t=c

Définition 1.2.9.
Soit f : IN. — R. Nous disons que F est une antidifférence de f sur N si :

AF(t) = F(t), te€N", (1.20)

Définition 1.2.10.
Si f:IN, — R, donc le Delta intégral indéfini de f est donné par :

f F(OAE=F(t) +c, (1.21)

oit F est une antidifférence de f et c est une constante .

Quelques propriétés de delta intégral
Soient f, g:IN, = R, b, ¢, deN,, b<c<d, et a€R. Alors:

) bf af(HAt = a hf f(HAL;

(i) bf (f(t) + g(D)At = bf FOAL+ bf g(HAL;
(i) bfd F(HAL = 0;

(iv) bfd F(HAL = bf F(OAL+ fd F(OAL;

V) |[ ft)At
b

< [|fo|at;
b

t
(vi) SiF(t) = ff(s)A , pourt € N/, alors AF = f(t), t € Nz_l;
b

18
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(vii) Si f(t) > g(t), pourt € ]NZ‘l, alors :fcf(t)At > fcg(t)At.
b b

Théoréme 1.2.8. (Théoreme fondamental pour le calcul de différence).

Soient f : INY — R et F(t) une antidifférence quelconque de f(t) sur Nt . Donc

b b

ff(t)At = fAF(t)At = F(t)|> = F(b) - F(a). (1.22)

Théoreme 1.2.9.
Soient p, r et a des constantes. Alors

(i) [aAt=La'+c, a#1;

(i) [(t—a)yAt=Ht-a)2+c, r+-1;

(iii) [(a—o(O)At=Z2(a-1)*L+c, r#-1;

(iv) [(t—=DIHAL=T(H) +c;

(v) fep(t,a)At = %ep(t, a)+c, p#0, -1;

(vi) [ cos,(t, a)At = Lsiny(t,a) +¢, p#0,~i,+i

(vii) [ sin,(t,a)At = =Lcos(t,a) +¢, p#0,~i,+i;
(viii) fcoshp(t, a)At = %sinhp(t, a)+c, p#0,—1,+i;

(ix) [ sinhy(t,a)At = Lcoshy(t,a) +¢, p#0,~i,+i;

(x)f[;]At:[ril]w.

1.2.7 Transformé discrete

La transformée discrete appelée aussi R-transformée est définie par

(o]

1 t+1
RO =Y (5) fO. (1.23)

= s+1

Lemme 1.2.1.
PourveR-{--,-2,-1,0},ona
(i) Ro-1(B1)(s) = *2,
.. av—l £
(11) Rv_l(tﬂat)(s) = (S+t_r[§[)1)1/

(iii) Ro((h* 8)(£))(s) = Ro-1(h(£))(s)Ro(&(t))(5)-
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CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Pour démontrer (i), (ii) et (iii) consulter [7]

Lemme 1.2.2.
Soit p € R\ {---,—=1,0} et f set une fonction défini sur IN,, alors :

Roy(A™F f(R))(2) = ZlyR“(f (k) (2)-

Définition 1.2.11.

Le mondme de Taylor discret au point s € IN,, noté h,(t,s), n € IN, est défini par :

hat, ) = (t;f)a, teN,. (1.24)

Cas particilier
(t—a)

n!

h,(t,a) = , t€IN,.

1.3 Somme et différence fractionnaire

Définition 1.3.1.

Le mondme de taylor v-fractionnaire est défini par :

(t—>s)
I'v+1)

hy(t,s) = , v € R\(-INy).
Théoréme 1.3.1.
Soient t, s € IN,. Alors

(i) hy(t,t) =0;

(i) Ahy(t,a) = h,_1(t,a);

(ii1) Asho(t,s) = —lyr(t, 0(s));

(iv) [ ho(t,a)At = hy(t,a) + G

(@) [ hot, 0(s))As = —hya(t,s) +c.

Exemple 1.3.1.
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_1
En utilisant la définition de la somme fractionnaire, calculons A,*1 :

1
1+§

0 1= fh_%(t,o(s))lAs,

0
= -l (t )|S 1+ (d’aprés le theoréme(1.3.1), partie (v)) ,

—(_%)£+ £
r3) TG)

A

4

2
VP

1.3.1 Somme fractionnaire

Soient f : IN, — R et v > 0. Alors la somme v-fractionnaire est donnée par la

formule :

t—v+1

ho_1(t, o)) f(T)AT, (1.25)

A f(H)

a
t—ov

Z v— 1(t/ O_((]H))JC((]-)/

T=0

FL Z (t = o(T)LA(T), t € Ny (1.26)
‘T

ol 0 est un opérateur de saut.

Remarque 1.3.1.
Notons que la somme v-fractionnaire de f est un combinaison linéaire de f(a), f(a+1),---, f(t—0),

en particulier, A’ f(t) prend la forme :

AP f(t) = hya(t,0(a) f(a) +---+of(t—v—1)+ f(t —0)
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1.3.2 Différence fractionnaire

Soit f : N, = R, v > 0. On appelle une différence v-fractionnaire, la formule
définie par :
ASF(H) = ANATNTVF(E), t € Nonoo, (1.27)

ou N est un entier positif telque: N -1 <v < N.

Une autre définition de AJ équivalente est donnée par :

t+ov

A = 1"(iv) s{:ﬂ(t — 0(s))==1 (), v € NgyN-—,
ANf(t)/ v =N.

(1.28)

a

Théoréme 1.3.2. (Continuité de la différence fractionnaire) :
Soit f : N, — IR. Alors la différence fractionnaire Aj f est continue pour v > 0. i.e pour chaque
m € Ny fixé,

A f(a+[v] —v+m),

est continue pour v > 0, oit [v] est la partie entiére de v.
Pour la preuve de ce théoreme, consulter[6].

Définition 1.3.2.
Le v-Delta différence fractionnaire de Rimann-Liouville est donné (pour v = N € INy) par la

formule suivante :
Af(t) = ANATTTOf(8) = ANAOF() = AVF(E), teN,. (1.29)

Définition 1.3.3.
Soient v > 0,m — 1 < v < m ot m est un entier positif , tel que :
m = [v] avec [v] désigne la partie entiére de v.

Le v-delta différence fractionnaire de Caputo pour t € IN,,,,, est défini par la relation suivante :

t—(m—v)

NVF(t) = ATTHATF(E)) = ﬁ Z (t—s—1)"LA"f(s), te€ NP, (1.30)
s=p

Sachant que : A" f(s) est I'opérateur delta de différence d’ordre m.
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Exemple 1.3.2. Calculons Aé 1.

1

1 1
12

AIl=AAT = A —
0 0 \G% \ﬁ%

NI=

Théoreme 1.3.3.
Soit f :IN, > Retv>0avecN—-1<v <N telN, Donc

t+o+1

srfin=d | B GOTNATAT, No1<v<N

a

(1.31)
ANf(t), v=N.
Théoréme 1.3.4.
ePuissance de la somme fractionnaire
Soient u >0, v>0, aeR. Alors
I'(p+1)
AP (t—a)t = ————(t —a)™". 1.32
a+y(t a) l—v(‘u +0+ 1)(t a) ( 3 )
Pour t € Ny 1o
e Puissance de la différence fractionnaire
Soient >0, v>0, N-1<v<N, aeR. Alors
I'(u+1) -
A, (t—a)t = ————(t—a)=. 1.

Pourt € Ny yro

Exemple 1.3.3.

Calculons A?(t — Z)i t € IN,. Nous avons :
2

=3 1

=3 1 =3
AZ(E=22= A7 (-2)

[N

B I') A _\n
- W(t 22 = T(,f —2)2 = T(t‘2 — 5t + 6).
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1.3.3 Formule binomiales fractionnaire

Soit f :IN, » Ret N -1 < v < N. Alors

t+ov—a

Nf® = Y 0| | fE o), te N, (1.34)
k=0
SYCEDNE I ]f(t—v—k), (1.35)
k=0
= v+k—1J
= Z (-1) f(t—v—k), t€Nuyo. (1.36)
k=0 k

Quelque propriétés de la somme et la différence fractionnaires

(1) Composition de la somme fractionnaires

Soient f une fonction définie sur IN, et 1, v sont des nombres positifs. Alors
[AZ(ATE = (A7) = IAZA I, ¢ € Nosuo

(2) Composition de la différence entiére avec une somme fractionnaire

Soient f:IN, = R, v>0,, N-1<v<N, k€ Np. Donc:

[ASATT I = (AT°A(E), ¢ € Nogo

(3) Composition de la différence entiére avec une différence fractionnaire
Soient f:IN, - R, v>0,, N-1<v<N,, k€ Ny. Donc

[ASAINID) = (ATA(E), € Nown—o-

(4) Composition de la différence fractionnaire avec une somme fractionnaire

Soient f :IN, > R, v,u>0et N-1<v<N, Ne€N;j. Alors, par conséquent

AreD f(8) = ATEF(E), t € Nopyen-o-

a+u

(5) Composition de deux différences fractionnaires

Soient f : N, = RR. Supposons que v, u > 0avecN-1<v<N,etM-1<v <M,
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donc pour t € Ny v—mu+n—o

M-1
A g N = A F(E) = Z Iyt (t = m + ) AT fa + M - p).
j=0

Pour v = N, alors I'équation précédente devient :

AV Alef(t) = AZIH—[“f(t)/ te Nu+M—y-

a+M-pu

(6) Composition de la somme fractionnaire avec une différence entiere

Soient f :IN, - R, k€ Ny, u,v>0, avecN -1 < u <N. Alors
k-1 .
APNF(E) = ATF) = Y okt )N f(@), £ € Noyo.
j=0

(7) Composition de la somme fractionnaire avec une différence fractionnaire
Soient f :IN, = R, u,v>0, avecN—1 < u < N. Alors
N-1
APAETUF() - Z ho-ne1(t = N +0,a) NN f(g + N — ).

=0

Pour t € NyiN-p+o-
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Conclusion

Dans cette chapitre, nous avons introduit définitions élémentaires et notions de base
relatives aux calcul fractionnaire. Puis ce chapitre, nous avons présenté 1’opérateur Delta
de différence discret, ses applications sue quelques fonction (fonction de saut, chute, Delta
exponentielle et fonctions Delta trigonométriques), la transformée discret. Pour terminer
ce chapitre, Nous nous sommes intéressés a la somme et a la différences fractionnaire
qui servent comme outils de base dans le calcul fractionnaire et les formules binomiales

fractionnaire
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CHAPITRE 2

EQUATIONS AUX DIFFERENCES

Les équations aux différence sont devenues un outil de valeur et ont beaucoup d’im-
portance dans plusieurs domaines et disciplines scientifiques et ceci par leurs nombreuses
applications dans les sciences appliquées telles que I'économie, la biologie, la théorie des
probabilités, I’écologie,...etc. elle sont utilisées en modélisation des phénomenes de la vie
réelle, notamment en dynamique des populations.

Dans ce chapitre, nous commencons par donner quelques notions de base sur les équations
aux différences d’ordre entier [8,9].Ensuite nous étudions les équations aux différences

d’ordre fractionnaire[4, 10].

2.1 Notions sur le calcul aux différences

Définition 2.1.1.

On définit I'opérateur de différence A et I'opérateur de décalage E respectivement par :
Ax(n) = x(n + 1) —x(n), n € INy,. (2.1)

Ex(n) =x(n+1),, n€N,,. (2.2)

Remarque 2.1.1.
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(i) A et E sont des opérateurs linéaires.
(ii) A et E commuttant , c’est a dire AE = EA.

(iii) A = E — 1 o I est I'opérateur identité, c’est a dire Ix(n) = x(n), n € IN,,.

Définition 2.1.2.

En général, on définit A" et E" respectivement par :
AN'x(n) = A(A'x(n)), ne€N,,. (2.3)

E'x(n) = x(n +71), ne€N,. (2.4)

Lemme 2.1.1.

De la Remarque 2.1.1, on peut montrer facilement les égalités suivantes :

AN =(E-I) = Z(—1)r-fc;Ef, (2.5)
i=0

E=A+]) = Z CIA'. (2.6)
i=0

ot C)=1etC?=0si i#0
Théoréme 2.1.1.

Soit {x(n)}.=0 une suite réelle telle que x(0) = xo. Alors

x(n) =x(0+n)=E"xy = Z C?Aixo, (2.7)
i=0
A'xy = Z(—D"—fc;?lsixo. (2.8)
i=0
Proposition 2.1.1.
On a les propriétés suivantes pour A.
(i)
n-1
Z Ax(i) = x(n) — x(ng), n € IN,. (2.9)
(ii)
n—1
A( y x(i)) = x(n), n €Ny, (2.10)

i:no
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(iii)
A(x(n)y(n)) = Ex(n)Ay(n) + y(n)Ax(n).

(iv)

A(x(n)) _ y(n)Ax(n) — x(n)Ay(n)
y(n) y(m)Ay(n)

et y(n) est non nulle sur IN,,.

k
(v) Soit p(n) = Y, am*un polynome de degré k (i.e ag # 0) ot a;,i € {0,1,- -
i=0

réels. Alors :

A*p(n) = agk!,

Ap(n) =0, Yix1.

Démonstration.

En utilisant (2.1) et (2.2), on trouve

(i)

n—-1 n—-1

Z Ax(i) Z xX(i(i + 1) — x(i)),

i=ng i=n

o

n n-1

Y x(i)- ) x0),

i=np+1 i=ng

= x(n) — x(nop).

(i)

n—1 -1
A [Z x(n) Z x(i) - Z x(0),

i=ngp i=ng i=ng

= x(n).
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(iii)

Ax(n)y(n)) = x(n + L)y(n + 1) — x(n)y(n),
=x(n+ 1D(y(n +1) —y(n) + y(m)(x(n + 1) — x(n)),
= Ex(n)Ay(n) + y(n)Ax(n).

(iv)

A(x(n)) _x(n+1)  x(n)

y(n))  yn+1) yn)
_x(n+1y(n) —x(n)y(n +1)
- y(n + 1)y(n)
_ ym)(x(n +1) —x(n)) — x(m)(y(n + 1) — y(n))
- y(n+ 1)y(n) '
_ y(m)Ax(n) — x(n)Ay(n)
B ymEy(m)

D’autre part, on a

k
; k(k—1
(”+1)k:;C§”l:1+kn+%n2+---+knk‘l+nk,
(n+1)y! =1+(k_1)”+wn2+---+(k—l)nk‘2+nk‘1,

2!

donc

Ap(n) = agkn®™" + pi(n),

ol p est un polyndme de degré inférieur strictement a k — 1, c’est a dire deg p; <k —1.
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De la méme maniére, on peut montrer que

A’p(n) = apk(k — 1)n*2 + pa(n), avecdeg p, <k-2,
Np(n) = apk(k — 1)(k — 2)n*™® + p3(n),, avecdeg p; <k-3,

d’ou (2.13) 0
Proposition 2.1.2.
Soit
k
p(E) =Y ol (2.15)

i=0

ot E est 'opérateur défini par (2.2) et a;,i € {0,1,--- ,k} sont des réels. Alors

(i) pour toutb € Rona:
p(E)b" = p(b)b", n € N". (2.16)

(i1)
p(E)(V"x(n)) = b"p(bE)x(n), n € N". (2.17)

Démonstration.

En utilisant (2.4) et (2.15), on trouve
(i)

p(E)0" = (aoE* + a1EX' + -+ - + ai )",
= aoh"* + @ " -+ b,
= (apb" + V"' + - + a)b",

= p(b)b".
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(if)

p(E)(b"x(n)) = (aoE* + E*" + -+ + g ) (0" x(n)),
= aoE"0"x(n) + X0 x(n) + - - - + ap lb"x(n),
= agb"*x(n + k) + ;" x(n + k= 1) + - + ab"x(n),

= V" (apb"x(n + k) + ;b x(n + k= 1) + - - - + ax(n)),

= b"p(bE)x(n).
O
2.2 Equation aux différences d’ordre entier
2.2.1 Equations aux différences linéaires a coefficients variables
Définition 2.2.1.
Une équation de la forme :
y(n+k) +prmy(n +k=1) +--- + p(n)y(n) = g(n), n €Ny, (2.18)

avec pi(n),i € {1,--- ,k} et g(n) sont des fonctions réelles définies sur IN,,, et pr(n) # 0 pour tout

n € N, s’appelle équation aux différences linéaire non homogene d’ordre k.

Définition 2.2.2.

On appelle équation homogeéne associée a I'équation (2.18) I'équation :
Y+ k) + pu)y(n+k=1)+ -+ p)y(n) = 0, n€ N, (2.19)

Définition 2.2.3.
Une suite {y(n)},2,, est dite solution de I'équation (2.18) si elle satisfait cette équation. Observons
que si nous fixons k conditions initiales pour I'équation (2.18)

y(no) =co, y(no+1)=cy, -, y(no+k—1) = ¢, (2.20)
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oitlesc;, i €1{0,---,k— 1} sont des constantes réelles. Alors, on obtient le probleme suivant :

ymn+k)+pi(m)yn +k—1)+--- + pe(n)y(n) = g(n), n € Ny, (2.21)
y(ng) =co, yno+1)=cy, -+, y(no+k—-1) = 1.
Théoreme 2.2.1.
Le probleme (2.21) admet une solution unique.
Exemple 2.2.1.
On considere I'équation aux différences linéaires d’ordre deux suivante :
y(n+2)+ nn?y(n +1)+3y(n) =n, n€N, (2.22)
avec y(0) =1 , et y(1) = =1 et on va calculer y(3) et y(4).
D’abord, nous récrivons I'équation (2.22) sous la forme :
y(n+2)= —%y(n +1)-3y(n)+n, neN. (2.23)
Posons n = 0 I'équation (2.23), on aura :
y(2) = 3y(0) = 3,
pour n =1 on obtient :
1 7
yB) =—sy@) +3y(H+1=—5,
2 2
Lemme 2.2.1.
Soit I'opérateur L défini par
k
Ly(n) = Z pimy(n+k—i), neN,. (2.24)
i=0

Alors L est linéaire

Démonstration.
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Soit a, € R. Alors

k
L(ax(n) + By(m) = ) pilm)(ax(n +k = i) + By(n + k — ),

1

=0
k k
=a ) pilnxtn+k—i)+p Y pi(myn +k -1,
i=0 i=0

= aLx(n) + fLy(n).
O
Remarque 2.2.1.
Soit L défini par (2.24). Alors I'équation (2.18) prend la forme
Ly(n) = g(n), n € Ny, (2.25)
et I'équation (2.19) sera :
Ly(n) =0, n € N, (2.26)

avec po(n) =1, n € IN,,.

Proposition 2.2.1.

Soit S 'ensemble des solutions de I'équation (2.26). Alors S est un espace vectoriel sur IR.

Définition 2.2.4.
Soient fi(n), i €{1,---,r}des fonctions définies sur IN,,,.

On dit que f;(n) sont linéairement indépendantes sur IN,,, si
Va, € IR,Zaifi(n) =0,¥neN, > a;=0,Vie(l, -}
i=1

Exemple 2.2.2.
3" n3" et n?3" sont linéairement indépendantes sur IN™.
En effet :

13"+ an3" + azn®3" =0, VneIN* © a; + aon +azn® =0, ¥Yn e N,

<:>oz1:a2:a3:().
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Définition 2.2.5.
Un ensemble de k solutions de I'équation (2.26) linéairement indépendantes est dit ensemble

fondamental de solutions de cette équation.

Définition 2.2.6.
+

Soient {y1(n)};2, A2, -+ Ay}, des solutions de I'équation (2.26). On définit le

Casoratien W(n) de ces solutions par :

ya(n) Y2(n) a Yi(n)
n+1 n+2 e (1 +k
W) = ya( | ) ya( | ) | Ya( | ) HeN,. (2.27)
yim+k-=1) y(n+k-1) - y(n+k-1).
Exemple 2.2.3.
Considérons I'équation aux différences suivante :
3 1
y(n+2)+ Ey(n +1)+ Ey(n) =0, n € N. (2.28)
1 n) to
Veérifions que {(=1)"} 2} et {(_E) } sont des solutions de I'équation (2.28) et calculons leur
Casoratien. "
Ona
3 1
_1\n+2 Y (_1\n+l (=1 =
D™+ 5D+ 5 (D) =0,
et

(_1)n+2+§(_1)n+1 +1(_1)n _0
2 2\ 2 2\ 2/ 7

n) to
Par définition le Casoratien W(n) de {(-=1)"}'%, et {(—%) } est :

n=0
o (1Y
W(n) = - (122+1 ,
()
(e
= anﬂ, n € IN.
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Lemme 2.2.2. (Lemme d’Abel)
Soient {y1(m)};2, {255, Ay, des solutions de I'équation (2.26) et soit W(n) leur

n=ngy’ ’

Casoratien. Alors

n—1

W(n) = (=1)k—m) [1_[ pk(i)] W(ny), Vn € IN,,. (2.29)

iZVlo
Pour démontrer ce lemme, on a besoin du lemme suivant

Lemme 2.2.3.

Considérons I'équation aux différences linéaire du premier ordre suivante
y(n+1) =a(m)y(n), VYn € N, (2.30)

avec Y(ng) = yo et a(n) est une fonction définie sur IN,,, alors la solution de I'équation (2.30) est
définie sur IN,,, par :
n—1
ym =[] a(i)} Yo. (2.31)
i:ﬂ()
Démonstration. (Par récurrence)

Pour n = ny + 1 de I’équation (2.30) on a :

n—1
Yy(nos1) = a(no)y(no) = a(no)yo = Hﬂ(i)yo} /
i:ﬂo
donc (2.31) est vraie pour n = 1y + 1.
Maintenant supposons que (2.31) est vraie pour n et la montrons pour n + 1
Ona

n-1 n
y(n +1) = a(n)y(n) = a(n) Ha(z‘)} Yo = Ha(zﬂ .

i:no i:ﬂo

Do (2.31). O

Démonstration. (du Lemme (2.2.2))
On va démontrer le lemme pour k = 3 et de la méme maniere, on peut montrer le cas

général. Considérons I'équation aux différences :

y(n+3) +piy(n +2) + poy(n + 1) + psy(n) =0, n € IN,. (2.32)
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Soient {y1(n)};:>,  {y(n)}is, et {ys(n)}s, trois solutions de I'équation (2.32) alors le Caso-

n=ng’ n=ngp n=ngp

ratien de ces solutions est

yin+1) ya(n+1) ys(n+1)
Wn+1)=| yy(n+2) 1,(n+2) ys(n+2)|,  neN,, (2.33)

yin+3) yazn+3) ys(n+3)

de L'équation (2.33),on a:

yi(n + 3) = =pr(m)yi(n + 2) — p2(n)y:(n + 1) — ps(n)yi(n), 1=1,2,3,n €Ny,

et
i(n+1) Yo(n + 1) ys(n+1)
yi(n +2) Ya(n +2) ys(n +2)
Wh+1)=| -pi(m)yi(n+2) —p1(m)ya(n+2) —pr(n)ys(n +2) |, n € Ny,
—p2(My1(n +1) —p2(m)y2(n+1) —pa(n)ys(n +1)
—p3(m)y1(n) —p3(n)ya(n) —pa(n)ys(n)
En utilisant les propriétés des déterminants, on trouve :
y(n+1) ya(n+1) ys(n+1)
Wn+1)=| y1(n+2) Y2(n +2) ys(n+2) |,

—psy1(n)  —psy2(n) — psys(n)
yrin+1) yan+1) ys(n+1)
=-ps(n)| yin+2) yo(n+2) ys(n+2) |,
y1(n) Yya(n) ys(n)

y1(n) Yya(n) y5(n)

= —psM)(=1*| (1 +2) p(n+2) ys(n+2) |,
yin+1) yan+1) ys(n+1)

= (=1)’p3(m)W(n), n € INy,.

D’ou

W(n +1) = (=1)°ps(n)W(n), neN,. (2.34)
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D’apres le Lemme 2.2.3, on obtient

n-1
Win) = ]'[(—1)3;73(1')} W),

i=7’lg

n—1
— (_1)3(n—no) H m@)} W(ny).

i:no

Ce qui donne le résultat. m]

Remarque 2.2.2.

Si I'équation (2.26) est a coefficients constants py,pa, -+ , Pk, alors
W(n) = (—=1)K=mp 0 Winy). (2.35)

Corollaire 2.2.1.
Supposons, dans (2.26), que pr(n) # 0 pour tout n € IN,,,, alors

W(n) #0,Yn € N,,, &= W(np) # 0.

Théoréme 2.2.2.

+00
n=ng’

L’ensemble yl(n);rf;o, Y2(n) ., yk(n);rf;o des solutions de I’équation (2.26) est un ensemble

fondamental de solutions si et seulement si W(ng) # 0.

Démonstration.
Soient y1(n),, , y2(1),5, -+, yk(n),S,, des solutions de 1'équation (2.26) et soient a;,i €

1,---,k des constantes réelles. Supposons que :
ay1(n) + aaya(n) + -+ + axyr(n) = 0, Vn € Ny,

alors on trouve k équations

a1y1(n) + aaya(n) + - -+ + axy(n) = 0,
aryi(n+1)+ayp(n+1)+ -+ ary(n+1) =0,

ayn+k-1)+aypm+k-1)+ - +ayp(n+k—-1)=0.
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Donc
Y(”)E = (0/ 0/ Ty O)t/
ou
y1(n) Ya(n) e yi(n)
Yn) = yl(n.+ 1) yz(n.+ 1) yk(n'+ 1) ’
yim+k=1) yp(n+k-1) -+ ym+k-1)
et

E = (0(1/ Qg, - /ak)t'

Observons que
W(n) = detY(n).

L’équation (2.36) admet une seule solution qui est la solution triviale (nulle)

ie,a; =a; = =a; = 0siet seulement si
detT(n) = W(n) #0, Vn € INy,.

En combinant cette condition avec le Corollaire 2.2.1 on obtient le résultat voulu.

Exemple 2.2.4.

Montrer que {{2"}*%, {(=3)"} 3} est un ensemble fondamental de solutions de I'équation

yn+2)+yn+1)-6yn) =0, n € IN.

+00

(i) Il est facile de montrer que {2"}'%) et (=3)", 2, sont des solutions de I'équation (2.37).

(ii) Soit W(n) le Casoratien des suites {2"}% et (=3)",%. Alors

2" (-3

W =
(1’1) 2n+1 (_3)n+1

n € N,
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donc
1 1
W(0) = p
2 -3
=-5%#0.

D’apres le Théoreme 2.2.2, {{2"}+, (=3)", %} est un ensemble fondamental de solutions de I'équa-

n=07
tion (2.37).

Théoréme 2.2.3. (Théoréme fondamental)
Considérons I'équation (2.26). Si pr(n) # 0 pour tout n € IN,,,, alors I'équation (2.26) admet un

ensemble fondamental de k solution.

Démonstration.

D’apreés le théoreme 2.2.1, le probleme
yin+ k) +pr(myi(n+k=1)+ -+ pe(n)y(n) =0,  n €Ny,
yi(n0+i—1):1, yi(n0+j)=0, ]:ﬁl—l, 1Sl$k,

admet des solutions {y1(n)};2, , {v2(Mh3,, -« {ye(m)}2,,, soit W(n) leur casoration . Alors

n (110) yz(no) T yk(no)
L B
yino+k—-1) yo(no+k—-1) -+ y(ng+k—-1)
1 0 --- 0
_ 0O 1--- O
0 O 1

W(ng) =detly =10,

donc d’apres le Théoreme 2.2.2 {{y1(n)};3,, {v2(m)h S, - {yk(m)}.S, } est un ensemble fon-

n=ngp’

damental de solutions de I"équation (2.26) |
Corollaire 2.2.2.
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L’éspace S des solutions de I'équation (2.26) est de dimension k.
Maintenant, on considere I'équation (2.25) oit g est une fonction discrete tel que
g(n) #0, VneN,

On peut facilement vérifier le lemme suivant.

Lemme 2.2.4.

La différence entre deux solutions de I"équation (2.25) est solution de I'équation (2.26).

Remarque 2.2.1.

L’ensemble des solutions de I'équation (2.25) n’est pas un espace vectoriel.

Théoréme 2.2.4.

Soient {y;(n)};, i € {1,--- ,k} des solutions linéairement indépendantes de I'équation (2.26) et

n= 1’10’

soit {y,(m)};3,,, une solution particuliere de I'équation (2.25), alors toute autre solution {y(n)};3

n=np

de I'équation (2.25) s’écrit sous la forme

k
y(n) = Z ciyi(n) + y,(n), cceER, i€{l,--- ,k} et n€N,.
i=1
Démonstration.

Soient {y(n)};%;, une solution de I'équation (2.25) et {y,(n)},;%, une solution particuliére

n=ny n=ny

de la méme équation. D’apres le Lemme 2.2.4 la suite {(y — y,)(n)},,5,, est une solution de
I’équation (2.26).

Donc

y(n) — y,(n) = ciyi(n), n €N,

k
i=1
d’ou

k
y(n) = Z ciyi(n) + yy(n), neN,.

i=1

2.2.2 Equation aux différences linéaires a coefficients constants

Résolution des équations homogénes

Dans ce paragraphe, on s'intéresse aux équations aux différences linéaires homogenes
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a coefficients constants d’ordre k de la forme
ym+k)+pyn+k—=1)+---+py(n) =0, (2.38)

avec p;,i € {1,---,k} sont des constantes réelles et py # 0. Notre objectif est de trouver
un ensemble fondamental de solutions de 1’équation (2.38) et par conséquent sa solution

générale.

Proposition 2.2.2.
Soit A un nombre complexe non nul. Si la suite définie par y(n) = A",¥n € IN est une solution de

I'équation (2.38), alors A est solution de I'équation
/\k + PlAk_l + -+ pk =0. (239)

Démonstration.

Soit y(n) = A", V¥n € IN. Substituons les termes de cette suite dans (2.38), nous obtenons :

AR L g AT AT =0, neN, (2.40)
donc
AAR+ AR ], meN, (2.41)
d’otu (2.40). O
Remarque 2.2.3.

L’équation (2.39) est appelée équation caractéristique associée a I'équation (2.38).

Théoréme 2.2.5.
Soient A; i € {1,--- ,k} les solutions distinctes de I'équation (2.39). Alors

AL AL, -+, )\Z} est un ensemble fondamental de solutions de I'équation (2.38).

Démonstration.
Soient {A"}¥%, i € {1,---,k} des solutions de 1’équation (2.38) et W(n) le Casoratien de ces

n=0 "~

solutions, d’apres le Théoreme 2.2.2, il suffit de montrer que W(0) # 0.
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Ona
1 1 - 1
A A . A
W(n) _ .1 .2 ' .k ’
/\I;—l /\I;—l .. /\Ilz—l

c’est le déterminant de V andermonde. On a

W(0) = H (A; = Ay (2.42)

1<i<j<k

Puisque les A;, i € {1,---,k} sont distinctes, il en résulte de (2.42) que W(0) # 0 donc

AL+, )\z} est un ensemble fondamental de solutions de 1’équation (2.38). ]

Corollaire 2.2.3.

La solution générale de I'équation (2.38) est donnée par :

k
y(n) = Z ciAl, cieC, neN.

i=1

Lemme 2.2.5.

Soient A1, Ay, - -+, A, des solutions de I'équation (2.39) de my, my, - -+ ,m, respectivement tels que
r<ketm;+my,+---+m,=k.

Alors

{/\111/ n/\?/ Tty nml_lAT/ Agl Tty nmz_l/\g/ Tty Af/ R nm,‘_l/\?}
est un ensemble fondamental de solutions de I'équation (2.38). Pour la démonstration (voir [11]).

Corollaire 2.2.4.

La solution générale de I'équation (2.38) s’écrit sous la forme :
r mi—1
y(n) = Z Z cn/AY, ¢;€C, nelN.
i=1 j=0

Exemple 2.2.5. (Racines réeles simples)

Considérons I'équation aux différences suivante :

yn+2)+2yn+1)—yn) =0, neN, (2.43)
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avec y(0) =0et y(1) = 1.

L’équation caractéristique associée a I'équation (2.43) est
A +21-1=0,
et les solutions de cette équation sont :
M=-1-V2et Ay=-1+ V2.
Donc la solution générale de I'équation (2.43) est :
y(n) = c1(=1 - V2)" + co(=1 + V2", (c1,00) € R*,n e N.
D’apres les conditions initiales on a

C1+C7_:O,
a+(1-V2)+o(-1+V2) =1,

donc
-1 1

=— et C=—
22 242

d’oit la solution de I'équation (2.43) avec y(0) = 0 et y(1) = 1 est

C1

y(n) = %(—1 — \/E)” + ﬁ(—l + \/E)" n € N.

Exemple 2.2.6. (Racines réelles multiples)

Considérons I'équation aux différences suivante :
1
yn+2)—-yn+1)+ Zy(n) =0, n €N, (2.44)

avec y(0) = L et y(1) = 0.

L’équation caractéristique associée ‘a cette équation est :

1
AM—A+==0.
1
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Les racines de cette équation sont :
1 .
Ao = > demultiplicit m=2.
Donc la solution générale de I'équation (2.43) est :
1Y\ 1\ :
yn=C1(§) +czn(§) , (c1,c2) € R*,n € N.

D’apreés les conditions initiales on a :

C1:1,
1 1
5“2(5) 0,

donc ¢; = 1 et c; = —1 et la solution de I'équation (2.44) avec y(0) = 1 et y(1) = O est :

=@ ol e

Résolution des équation non homogenes

Le principe de résolution des équations non homogenes de la forme
ym+k)+piymn+k—1)+ -+ py(n) = g(n), (2.45)

(oupi;i€f{l,---,k}; sont des constantes réels et pr # 0) consiste a élliminer la fonction g(x)

en introduisant 1’opérateur d’avancement E puis résoudre I"équation homogene obtenue.

Définition 2.2.7.

Nous définissons I'opérateur d’avancement E de la suite de nombres entiers f(n) par :

f(n)=c= E(f(n)) =c,
f(n) #c= E(f(n)) = f(n+1), n € N,

telle que c est une constante .
Le tableau ci-dessous résume 1’annulateurs de quelques fonctions g(1) dans I’équation
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(2.45) avec pr(n) est un polyndme de degré k et a est une valeur entiere :

fonction g(n) | Annulateur de g(n)

gn)=c (E-1)
g(n) =pi(n) | (E-1)
g(n) =a" (E-a)

§(n) = a’p(n) | (E - a)*!

TasLE 2.1 — Annulateurs de quelques fonctions g(n)

® Quelque propriétés de I’opérateur d’avancement
(i) c(f(n)) = cx f(n),

(i) (E1 X E2)f(n) = Ex(E2f(n)),

(iii) (E1 + E2)f(n) = Ea(f(n)) + Ex(f(n)),

(iv) (E1 X Ep)f(n) = (E; X E1)f(n),

(V) (Ev + Ey)f(n) = (Ex + E1)f(n),

(vi) (E1 + E2 + E5)f(n) = (E1 + (E2 + E3)) f(n),

(vii) ((E1 X E2)E3)f(n) = (E1(E2 X E3)) f(n) .

2.2.3 Equation aux différences non linéaires

Définition 2.2.8.
Soient I un intervalle de R et soit f : ' — I une fonction continue. Alors une équation aux

différences d’ordre k + 1 écrite sous la forme :

y(n+1) = f(y(n), y(n =1),---,y(n =k)), neN, (2.46)

est dite non linéaire si elle n’est pas de la forme (2.18).

Définition 2.2.9.
Une solution de I'équation (2.46) est une suite {y(n)}*}> qui satisfait I'équation (2.46) pour tout
n € IN.
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Si nous précisons (k + 1) conditions initiales y(=k), y(=k + 1),--- , y(0) € I, alors

]/(1) = f(]/(o), y(_l)r T /y(—k)),
}/(2) = f(y(l)/ y(O), T ry(_k + 1))/

D’oit la solution {y(n)}*;° de I'équation (2.46) existe et uniques pour tout n > —k et elle est

déterminée a partir des conditions initiales.

Définition 2.2.10.
Un point i € I est un point d’équilibre pour I'équation (2.46) si :

y=fG- 0

ie

y(n) =i, VYn > —k.

Définition 2.2.11.
Soit {y(n)}*° une solution de I'équation (2.46) et soit p > 1 un entier. Alors
(i) la solution {y(n)}*" est éventuellement périodique de période p s'il existe un entier N > —k
tel que y(n + p) = y(n),VYn > N.
(ii) la solution {y(n)} 7> p-périodique s'il existe un entier p > 1 tel que :

y(n+p) =yn),¥n > —k.

Définition 2.2.12.
Soit | un intervalle de R tel que | C 1. Alors I est appelé intervalle invariant pour I'équation (2.46)
si y(=k), y(=k+1),--- ,y(0) € ] = y(n) C J,VYn > IN.

Définition 2.2.13.

Supposons que

[l —1
((0), u(1), -~ , u(k)) — fu(0),u(),- -, u(k),
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est une fonction continfiment différentiable dans un voisinage du point d’équilibre (7,9, - - , ¥)).
L’équation :

ym+1)=pym) + pyn—1) +---+pey(n—k),  nelN, (2.47)
est appelée équation linéaire associée a I'équation (2.38) autour du point i avec

im0,k
pl_&ui(y/y/"'/y)/ r=4v,---, ’

et I'équation
/\k+1 _ POAk — e — pk—l/\k - pk = O/

est appelée I'équation caractéristique associée a (2.47) autour du point .

2.3 Equation aux différences fractionnaires

2.3.1 Résolution des équations aux différences u fractionnaires

Théoréme 2.3.1. (Théoreme d’existence et unicité)
Soient g, f : Ny — R, v > 0 et IN un entier positif tel que N —1 < v < N, alors le probléme aux

valeurs initiales fractionnaire suivante :

Ay y() + gyt +v = N) = f(t), (2.48)

yw-N+i)=A,0<i<N-1, (2.49)

admet une solution unique sur IN,_.

On A;,0 <i <N —1 sont des constantes .

Démonstration.
D’apres la remarque(1.3.1), A;fl;\]’_v) y(t) est une combinaison linéaire de y(v — N), y(v — N +
1),---,y(t = N + v) Ou le coefficient de y(t — N + v) égale a 1 . Puisque

Ay = A°A N y(),  (dapres (1.27)),

nous avons A?_, y(t) est une combinaison linéaire de y(v—N), y(v—-N+1),--- , y(t +v) pour

chaque t fix¢, dont le coefficient de y(t +v) est égale a 1. Soient y(t) définit par les conditions
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initiales(2.49)surIN?"}, alors y(t) satisfait I'équation aux différences d’ordre fractionnaire

non homogene (2.48) a t = 0 si et seulement si

A7 yy(0) +9(0)y(v — N) = £(0),

mais y(t) satisfait aussi

(-)y@=N)+ (- )y0=N+1) +--+ y(0) +9(0)y(v - N) = f(0),

(- )Ag+ (- )AL+ Apr + () +9(0)Ao = £(0),

par conséquence, si nous définissons y(v), solution de cette derniere équation, donc y(t)
satisfait I'équation aux différences d’ordre fractionnaire non homogene a t = 0.

Nous avons montrer alors la connaissance de y(t) aux pointv—N+i,0 < i < N-1 détermine
de maniére unique la valeur de la solution au point v.

Par induction ,la solution y(t) est unique sur IN,_y. |

Théoréme 2.3.2.

Soit q : INg — R, alors I'équation aux différences d’ordre fractionnaire homogéne
Ay _yut) +qtu(t +v—-N) =0,t € Ny, (2.50)
admet N solution u;,1 < i < N linéairement indépendantes sur INy, et
u(t) = crua(t) + coua(t) + - - + enun(),

est la solution général de I'équation (2.50) sur Ny, telle que c1,cy,--- ,cn sont des constante
arbitraires .En autre , siy,(t) est la solution particuliere aux différences d’ordre fractionnaire non

homogene (2.48) définit surlNy, donc

y(t) = crug(t) + coup(t) + -+ - + enun(t) + yp(2),

est la solution général de I'équation aux différences d’ordre fractionnaire non homogene (2.48).

Théoréme 2.3.3.
Soient u > 0, N est un entier positif tel que N —1 < u < N.
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Supposons que a,c1, ¢y, -+ ,cn sont des constantes, alors y(t) donnée par la formule ci-dessus
y(t) =ci(t - LZ)E + co(t — a)ﬁ 4oyt - a)ﬂ’

. 7, . s . . . u _ P
est une solution de I'équation aux différences u fractionnaire suivante A +y_Ny(t‘) = 0, définie sur

INg+y-n. Pour la démonstration de ce théoreme, consulter [4].

Théoréme 2.3.4.
Soit N > 1 unentieret N —1 < u < N.Si f : Ny — R, alors la solution du probleme aux valeurs

initiales fractionnaire suivante
Ay y(t) = f(1), (2.51)

yw-N+i)=0,0<i<N-1, (2.52)

est donnée par

y(t) = ATF(B) = Y hoalt, o) f(5),t €0 — N,
s=0

Démonstration.

Soit -
y(t) = ATF) = Y ot o(B)f(),
s=0

alors nous avons par convention

—N+i

yo-N+i)= Y hys(@=N+i,0)f) =0,
5=0

pour 0 <i < N —1, et par conséquent les conditions initiales (2.52) sont vérifiées.

Egalement, nous avons pour t € INj.

A () = ANAEy(n),
t—(N-v)

=AY Y hyoa(t,o6)ys),
s=v—N
t—(N-v)

=AY Y I (t,06)YG),
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Ou dans la derniére étape, nous avons utilisé la condition initiale (2.52) .Donc :

A y(t) = ANA, Ny (),
= AYALTIAf),

= AVAGNf (1),
= f(b).

Par conséquent, y est la solution de 'équation aux différences d’ordre fractionnaire (2.51).

O
Exemple 2.3.1.

Résolvons le probleme a valeur initiale fractionnaire

1

-1
y(;) =3+

La solution de ce probleme a valeur initiale fractionnaire est définie sur N1 L'équation aux

différences d’ordre fractionnaire correspondante
1
A? y(t) =0,t € Ny,
—2

a une forme générale
AY . yy(@#) =0,t € N,.

D’apres le théoreme (2.3.3), nous avons

1 1
a—O,v—E,N—l,a+v—N—§

-1 . )2 . N . . 1 e
Par conséquent, -2 est la solution de | équation homogene fractionnaire A% y(t) = 0. En utilisant
2

le théoréme (2.3.4),la solution de I'équation aux différences d’ordre fractionnaire A%ly(t) = 5 est
T2

donnée par

_1 3
y(t) = ct-2 + A5,

_1 3
=ct—2+5A;71,
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Sachant que

déterminons I'(2) :

Nous avons

F(g) = %F(%), (D'aprsla formulel’(n + 1) = nl'(n)),

sachant que T(3) = Yralors T(3) = Vi

2
Donc

2t
Vi

NI—=

A1 =

|ro1=

1l s’ensuit que :
() = ot + 2248

En utilisant la condition initiale y(—3) = 3 y/rt, nous obtenons ¢ = 3, par conséquent, la solution

générale de ce probléme a valeur initiale fractionnaire est donnée par

1 10
) =32+
y(b) =

1
t2,t e IN_

NI=

Théoréme 2.3.5.

Soit f : N, — R une fonction d’ordre exponentiel r > 1 et v > 0avec N -1 <v < N.
Considérons I'équation aux différences fractionnaires

A{Z;+’U—Ny(t) = f(t)/ te Na/ (253)

alors la solution générale de I'équation non homogéne fractionnaire (2.53) est donnée par

N
y(t) = Y ailt = ) + AT (1), t € Nowo .

k=1

Exemple 2.3.2.
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Résolvons le probleme a valeur initiale

A; y(t) = h%(t, a),t € IN,,

—1
2

1 1
ya-3 =5
D’apres le théoreme (2.3.5), nous avons

1 1
=—,a+v-N=a--,N=1
(% 2a 0 a >

1
La solution générale de I'équation aux différences d'ordre fractionnaire A’ : y(t) = hy(t,a) est

donnée

y() = cr(t — a)™= + AP f(B),

= it — a2 + A,y (1),

Calculons A;%h 1(t,a)

[N

2 2 Ao
Fta= A

[T

A hy(t—a) = A,

avec o) F
A (t—a)t = Té)(t —a)l = Tn(t —a).
Donc

AR (ta) = (t—a),

2
alors y(t) = c1(t — a)i + (t —a).
D’apres la condition initiale , nous obtenons c¢; = #, par conséquent la solution du probleme
. _1
a valeur initial est : y(t) = #(t —a)-2+(t—a),te lNu_%.
Théoréme 2.3.6.
Supposons que f : N, — R est d’ordre exponentiel r > 1 et soit v > 0 avec N -1 < v < N.

Considérons I'équation aux différences d’ordre v-fractionnaire suivante

AZH}—Ny(t) = f(t)/ (254)
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alors le probleme aux valeur initiales fractionnaire ci-dessus

AZHJ—Ny(t) = f(t)/

' (2.55)
A'ya+v-N)=A,;,i€{0,1,--- ,N-1},A € R
admet une unique solution donnée par
N-1
y(t) = ) ailt —ay= =N+ AT F(B),t € Novorw, (2.56)
i=0
Ot aj,i €1{0,1,--- ,N — 1} sont des constantes réelles telle que
i ip k . .
-1 1 11—
o = u(i—k)w[ ][ P14,
1! k
p=0 k=0 p
Pour la démonstration de ce théoreme , consulter [10].
Exemple 2.3.3.
Considérons le probléme aux valeurs initiales d’ordre 2.7 suivant
AT y(t) =2t €N
_0.3]/( ) 0 (257)

y(=0.3) = 2, Ay(-0.3) = 3, A*>y(-0.3) = 5.

Notons que le probléme (2.57) est un cas spécial du probleme (2.55), avec

a=0,0=27N=3f()=£
AO = 2,A1 = 31A2 = 5.

Donc, la solution du probleme (2.57) est donnée par :

N-1

Y ailt = )=+ ATF(), £ € Nyyov,
)

y(b)

1

0
- Z 03 1 AS27(2 ¢ € N_gs.
0
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Ou
ap = 0%140,
a = 1234, — (023 — 193)4,,
203 03 2703 4 D03
ay = 7A2 - (103 ZE)Al + 0 > A Ao,

avec : 002 = 7% = 0.770,1%2 = 73 = 1.100,2%2 = 78 = 1.295, donc

ag =~ 1.541, 1 = 3.962, a0, ~ 3.684.

En utilisant la relation (1.32) pour calculer A;*7t2,nous obtenons

T6) 4

~ 0.0276,
I'(5.7) 7)

A=2712 = A272 =
0o F=58
Alors, I'unique solution du probleme (2.57) est approximée a

y(t) ~ 1.541722 + 3.962t%7 + 3.684t17 + 0.0276t%,t € N_g3.

Remarque 2.3.1.
Le théoreme (2.3.6)est aussi démontrer en utilisant la méthode de transformée de Laplace (pour plus

de détail, voir [6]), tout en appliquant des régles de puissance et de composition fractionnaire .

2.3.2 Résolution des équations aux différences fractionnaires non li-

néaire de Caputo

Considérons le probleme a valeur initiale suivante [12] :

ANx(t)y=ft+a—-1,x(t+a—-1)),te Ny, 0<a<l,
f ' (2.58)

x(0) = xo.

Ou AY = Aj(a = v) est un opérateur de différences fractionnaires de Caputo donné par la
relation (1.30), f : [0, 00) X X — X est une fonction continue avec (X, || . ||) est un espace de

Banach réel muni de la norme || x ||= {sup || x(¢) ||, t € N}.
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Théoreme 2.3.7.
[13] Soit f est une fonction définie sur N,,a € IN.
Pour u > 0, u non entier, m = [u], [i] désigne la partie entiere de u, alors la formule de différences

de Taylor fractionnaire est donnée par :

m—1 t—u

fy=Y" t‘”)kAf<a)+ Z (t=s— DEAYF(S), t € Now,  (259)

k=0 s a+m—v

en particulier , lorsque 0 < u < 1 et a = 0, nous avons [13]

t-
1
H=f0)+=— Y (t—s—1DEZALf(s). 2.60
1= 0+ 55 s;_,t( JALf(s) (2.60)
O A est I'opérateur de différences fractionnaire de Caputo d’ordre .

Pour la démonstration de ce théoréeme , consulter [14].

Lemme 2.3.1.
[12]x(t) : N — X est une solution du probleme a valeur initiale (2.58) si et seulement si x(t) est

une solution de la formule de Taylor fractionnaire suivante :

t—a
x(t) = x0+L Y (t-s—-1)f(s+a-1,x(s+a-1),0<a<]l,
(@) s=1-a (2.61)
x(0) = xo.
Démonstration.

Supposons que x(t),t € IN est une solution du probleme a valeur initiale (2.58), alors
nous obtenons (2.61) selon le théoreme (2.3.7) . Inversement, nous supposons que x(t) est

la solution de (2.61), alors

~~

-

1
T(a)

S

(t—s— 1)ﬁf(s+a— 1,x(s+a-1)), (2.62)

-

x(t) = x(0) +

I
—_

d’autre part, le théoreme (2.3.7) résulte que

~

1 . a— o
x(t) = x(0) + @ (t — s — 1)%LA%(s), (2.63)

I
—_

s=l-«
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en comparant les deux équations (2.62), (2.63), nous obtenons

~~

ﬁ y (t—s—1)*[A(s) - fs+a—1,x(s+a—1))=0,] (2.64)

S

1l
—_

-

t=1,2,---, respectivement, nous avons Afx(s) = f(s+a —1,x(s + a —1)),t € N;_,, ce qui

implique x(t) est une solution de (2.58). O
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par introduire les différents types d’équations
aux différences d’ordre entier, le théoréeme d’existence et unicité de la solution, ensuite
leurs méthodes de résolution.

Finalement, nous avons présenté des méthodes de résolution de quelques problemes aux

valeurs initiales d’ordre fractionnaire qui seront utiles pour la suite de notre travail.
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CHAPITRE 3

LE CHAOS DANS L’APPLICATION
FRACTIONNAIRE DE LOZI

Le chaos est un véritable théorie scientifique. Elle repose sur la représentation des
solutions des équations différentielles dans 1’espace des phases associé : représenter les
solutions sous forme de trajectoire dans 1'espace plutdt, dans ce chapitre on étudions un

type de chaos qui est représenté dans le chaos dans 1’application fractionnaire de Loi.

3.1 L’application chaotique de Lozi d’ordre fractionnaire

L'application chaotique de Lozi a été introduite par René Lozi en [14] et est donnée par

{ x(n+1) =-alx(n)+y(n)+1, (3.1)

y(n+1) = px(n),

ol (x,y) est 'espace d’état de I’application, et a et f sont des parametre. C’est I'application
itérative inversible de dimension 2 qui donne un attracteur chaotique appelé I'attracteur

de Lozi obtenu pour @« = 1.4 et § = 0.3 (par exemple), comme montre la figure 3.1. la
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différence de premier ordre de (3.1) peut étre facilement formulée comme :

{ Ax(n) = —alx(m)|l+y(n) + 1 - x(n), (3.2)

Ay(n) = Bx(n) — y(n),

En utilisant la différence delta de type caputo défini en (1.30) avec a comme point de

départ, I'application de Lozi d’ordre fractionnaire peut étre donnée par :

(3.3)

‘Aox(n) =-alx(t-1+o)+y(t-1+0)+1-x(t-1+0),
‘Nyn) =px(t—1+0v) -yt -1+0).

Pour 0 < v <1 et IN;41-, notez que les ordre fractionnaires des deux différences fraction-
naires en (3.3) sont identiques conduisant a ce que 1’on appelle communément un systeme
proportionné.

En utilisant (2.58), (2.61) nous pouvons obtenir

x(t) =x@)+ =— F( ) Z (t—s—1)"N=alx(t—1+0)|+y(t—1+0)+1-x(t-1+0)),
s=a+1
y(t) = Z (t—s—1)"YBx(t—1+0) -yt —1+0)).
I_1( )s =a+1
(0-1) (0-1) G4
¥ % est la fonction discrete de noyau (- SFZU;) =T T (lg(i;i)v 1)
et a = 0 donne la formule numérique :
x(n) = 3(0) + o5 L ek -ale( = 1)1+ (G = 1) + 1= x( = 1),
=1 (3.5)

y(n) = y<o>+m§ (029 (B — 1) = y(j — 1)

Nous notons que le calcul fractionnaire apporte 'ajout majeur d’'une mémoire infinie.
Ceci peut étre clairement observé en (3.5) ot la solution x(1) dépend de toutes les valeurs
précédentes x(0),- - - , x(n).

Ce n’est bien entendu pas le cas avec le systeme d’ordre entier (3.1), pour v = 1, nous pou-
vons dériver l'attracteur étrange de 1’application de Lozi en tragant la solution (x(n), y(n))
dans le plan x — y comme le montre la figure 3.1 (b) .

Les conditions initiales et les parametres de bifurcation ont été choisis comme
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x(0) = y(0) =0 et (a, p) = (1.7,0.5) respectivement.

Ln

Ficure 3.1 — (a) Diagramme de bifurcation de l'application de Lozi standard avec

x(0)=y(0)=0 et (a, p) = (1.7,0.5), (b) les attracteur dans le plan x — y, et (c) le plus grand

exposant de Lyapunov calculé au moyen de la méthode jacobienne

La figure 3.1 (a) montre le diagramme de bifurcation avec a comme parametre de

bifurcation et la figure 3.1 (b) montre le plus grand exposant de Lyapunov en fonction de

a calculé au moyen de la méthode jacobienne. Ces figures confirment ’existence du chaos.

Dans ce qui suit, nous choisissons nous fixons x(0) = y(0) = O et (o, f) = (1.7,0.5) et de faire

varier I'ordre fractionnaire v dans l'intervalle (0, 1).

Nous avons exécuté I’application fractionnaire de Lozi pour 6000 points et nous avons tracé

la solution (x(r), y(n)) dans le plan x — y pour l'ordre fractionnaire v € {0.98,0.93,0.9, 0.86}.

Comme on peut l'observer sur la figure 3.2,
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v=0.98 v=0.93

i . .

Ficure 3.2 — Attracteur de l'application de Lozi fractionnaire dans le plan x — y avec

x(0) = y(0) =0, (a, B) = (1.7,0.5) et différents ordres fractionnaires

les attracteurs changent chaque fois que l'ordre fractionnaire v change. Dans tous les
cas, 'espace des phase converge vers un attracteur qui reste borné. Lorsque v décroit, nous
pouvons voir que la solution s’approche de certains ensemble de point de consigne jusqu’a
un nombre minimun d’itérations 7y et ensuite diverge généralement vers l'infini. Par
exemple, lorsquev = 0,654, ny = 1854 (voir figure 3.3). A partir des solutions numériques

illustrées aux figure 3.2 et 3.3,

: n = 1854 : n= 1362 <0 n=2000

I v
-0.5
= -0.F 1 = 1
1.5
2

'_-' ] 9 8 3 2 - B i 1] ;'
o T x 1

Ficure 3.3 — Instantanés du plan x — y appartenant a I'application fractionnaire de Lozi
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il est clair que la solution numérique (x(r), y(n)) dépend de 'ordre fractionnaire v. Afin
de mieux comprendre le comportement de 'application fractionnaire de Lozi (3.3), nous
utilisons des diagrammes de bifurcation avec a comme parametre critique. Nous faisons
varier a sur l'intervalle [0, 1.72] par pas de Aa = 0.001 et choisissons les conditions initiales

x(0) = y(0) =0 et B = 0.5. Les diagramme de bifurcation sont représentés sur la figure 3.4

1 ().9% i (), =i

o (|

1 N

Ficure 3.4 — Diagrammes de bifurcation de 'application de Lozi fractionnaire avec a

comme diagramme de bifurcation b et x pour différents ordres fractionnaires v

pour v € {0.98,0.86,0.77,0.66} .Lorsque v = 1, 'application de Lozi présente le compor-
tement dynamique montré sur la figure 1 (a), qui, comme prévu, coincide avec le résultat
de bifurcation standard rapporté dans la littérature.
Dans l'intervalle 0 < a < 0.5,1’application converge vers un seul point fixe.Ensuite, comme
0.5 < a £ 1.503, nous observons une solution périodique a deux points. Il est bien connu
que la dynamique de l'application de Lozi passe directement d’une orbite périodique
stable de la période 4 a un régime chaotique pleinement développé, ce qui est soutenu par

la figure 3.1(a).
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Comme le montre la figure 3.4, la valeur de l'ordre fractionnaire v affect le diagramme de
bifurcation a la fois en termes de sa forme générale et de la durée de l'intervalle chaotique.
Pour v = 0.98, le diagramme de bifurcation est similaire au diagramme entier correspon-
dant a I’exception d’'un petit élargissement de l'intervalle ot1 le chaos est observé. Lorsque
v décroit, on constate que lorsque 0 < @ < 0.5 I'orbite non plus va a un point fixe.En fait,
a mesure que n augmente, nous observons que la trajectoire devient illimitée (voir figure
3.2 pour v=0.77, 0,66). Une différence majeure entre le diagramme de bifurcation des ap-
plication entiére et fractionnaire réside dans l'intervalle sue lequel le chaos est observer.

L’'intervalle devient légerement plus petit & mesure que v diminue. La figure 3.5

x

Ficure 3.5 — Le plus grand Lyapunov de 'application fractionnaire de Lozi obtenue pour

les mémes parametres.Conditions initiales et ordres fractionnaires de la figure 3.4

montre I'exposant de Lyapunov maximum de I'application fractionnaire de Lozi calcu-
lée au moyen de la méthode jacobienne fractionnaire rapportée dans [15]. Ce graphique est
obtenu en utilisant les mémes parametre et conditions initiales précédents et avec v = 0.98.
Le résultat concorde parfaitement avec le diagramme de bifurcation correspondant. Par

souci d’exhaustivité, le figure 3.6
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Ficure 3.6 — Evolution temporelle discrete des états pour l’application de Lozi fractionnaire
avec x(0) = y(0) =0, (o, p) = (1.7,0.5) , v=0.98

montre les états de 1”application fractionnaire de Lozi avec 300 itérations, x(0) = y(0) =
0, (o,p) =(1.7,0.5)etv = 0.98 , pour v = 0.98 et v = 0.974 dans le plan x — y .L’application
converge clairement vers un attracteur borné. De la méme maniére que l'application frac-
tionnaire de Lozi, lorsque I'ordre fractionnaire v est inférieur ou égal a 0.973, les trajectoire
divergent a l'infini. Garder A = -1.7, v = 0.98 et (x(0), y(0)) = (0, 1) et faire varier 6 dans
lI'intervalle [-0.1,0.1] par pas de AO = —0.001 donne la diagramme bifurcation représenté
sur la figure 3.7 (a), qui montre que "application d’écoulement fractionnaire est chaotique
dans l'intervalle [-0.1,0.1]. Cela concorde complément avec le plus grand exposant de

lyapunov en figure 3.7 (b).

(a) (b)

2 T’Wﬁpm H‘,,wwr{,-#'“’*'ﬂ“

3

xr(n)

0.1 0 0.1 0.1 0,05 i 0.05 il

Ficure 3.7 — (a) Diagramme de bifurcation de 'application d’écoulement fractionnaire
avecA = -1.7 , (x(0),y(0)) = (0.1) et ordres fractionnaires v = 0.98; (b) Le plus grand

exposant Lyapunov correspondant.
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La nature chaotique des états étant donné ces ordre fractionnaires est confirmée par les

graphiques d’évolution temporelle de la figure 3.8 .

v=0.98 v=0.98

—_— —
£ £
L =
1 5 e
g b Tl
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2
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]
v=0.974
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1 1 1
E g w Ssereperrornananieannnn)
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1fL i Ty
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Ficure 3.8 — Evolution temporelle de 1’application d’écoulement fractionnaire avec 0 =

-0.1, A =-1.7, (a,B) =(1.7,0.5). Et les ordres fractionnaires v=0.98 et v=0.973
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Conclusion

Conclusion dans ce chapitre, nous avons présentés L'application chaotique de Lozi a été
introduite par René Lozi en [14], apres en utilisant la différence delta de type caputo pour
écrire 'application de Lozi d’ordre fractionnaire, nous avons présentés aussi la caractérisé

de le comportement chaotique, les exposants de Lozi, et les attracteurs étranges.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une étude sur les équations aux différence
fractionnaire de Rimann et de Caputo, pour atteindre 1’objectif de cette étude, nous avons
rappelé au début quelques notions et définitions des fonctions spécifiques ainsi que calcul
de différence, somme et différence fractionnaire. Ensuite nous avons abordé la théorie des
équations aux différences d’ordre entier et d’ordre fractionnaire ot nous avons présenté
des problemes d’existence et unicité de solutions et des méthodes de résolution pour ces
types d’équations avec des conditions initiales. Enfin nous avons présentés différent outil
mathématique qui nous servent a caractériser le comportement chaotique, les exposants

de Lozi, et les attracteurs étranges.
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