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Notation

Notations géométriques
Q C R”" : un ouvert borné.

dQ =T : frontierede Q ; ds mesure de longueur sur I

I'; : une partie(segment)de I'; T = O T,
i=1
®; : I'ouvert de I’angle que font I'; et I';; vers I'intérieur de Q.
S; : les sommets de I
f :la densité des forces volumiques données.
7N : le vecteur unitaire normal sortant.
L : opérateur différentiel.
3—1’; : dérivée normale.
v : le coefficient de poisson des plaques.
V :le gradient.
div : divergence.
A : le laplacien.
A? : le bilaplacien.
a= (0,0, - ,0y) ENVet |o| = o) +--- + oy.
Espaces fonctionnels

D(Q) : I’espace des fonctions C* a support compact dans Q.

D'(Q) : I’espace des distributions sur Q.



Notation

Ck : I’espace des fonctions k fois continument différentiables.

LP(Q) : I’espace des fonctios de puissances p-ieme intégrable sur Q pour la mesure de le-
besgue.

L=(Q) : I'espace des fonctions (classes) essentiellement bornées.
W;(Q) : I'espace de Sobolev d’ordre s (W5 (Q) = H*(Q)).
H*(Q) : ’espace de Sobolev d’ordre s, H(Q) = L*(Q).

H{(€2) : I'adhérence de D(Q) dans H*(Q).

HS(Q) : I’espace des restrictions a Q des éléments de H*(R").

H*(Q) : un sous-espace de H*(Q) formé des u fonctions dont le prolongement & par zéro
hors de Q appartient a H*(R").

H? (Q) : I’espace des fonctions u € L?(T') tel que :

/ |u ‘2d ( )dS( ) <
T

e =12



INTRODUCTION

Ans ce travail nous allons étudier I’existance, I’unicité et la régularité de la solution d’un
E probléme aux limites non linéaires, gouvernés par 1’opérateur bilaplacien. Plus précisé-
ment, dans un ouvert plan € borné et a frontiere polygonale I'.

ce probleme est donné par :

Au=f dans Q,

u=Mu)=0 sur T

c’est un probléme d’une plaque simplement supportée telque :

0%u

M(u) =vAu+(1 —v)8—172.

on désignera par v le coéficient de poisson du matériau homogéne de la plaque et M (u)
est le moment de flexion. La condition u € H?(Q) permet de donner a notre probléme un sens
variationnel et dans ces équations on désigné par u le déplacement perpendiculairement a la

plaque au point x (sous I’hypothese de petit déplacement) et enfin on désigne par f la densité
des forces volumique.



Introduction

L’objet de ce mémoire est I’étude du comportement singulier des solutions du probleme
(P) au voisinage des sommets de Q lorsque le second membre f est donné dans L*(Q).

Ce mémoire se subdivise en trois chapitres, il est structurée de la maniére suivante :

- Le premier chapitre, est consacré essentiellement aux rappels des principales nota-
tions, quelques outils et définitions de I’analyse fonctionnelle et notamment sur 1’es-
sentiel des espaces de Sobolev classiques pour mieux comprendre le contenu de ce
travail.

Et a la fin de ce chapitre, on rappelle quelques résultats théoriques généraux que nous
utiliserons.

- Le second chapitre, est consacré a I’étude du probleme (P) dans un ouvert fixé Q, ol
nous donnons une formulation variationnelle et nous montrons 1’exsistance et I’unisité
de la solution du probléme variationnel dans I’espace H?(Q).

- Au troisieme chapitre, nous étudierons en détaille le comportement singulier de la so-

lution du probleéme (P) gouverné par 1’opérateur bilaplacien dans un corps de R?.

On considere Q un corps homogene, élastique et isotrope occupant un domaine borné

J
de R?, a frontiere polygonale I = U F_j
j=1

Les I'; sont des segments de droites ouverts, et on note par I';_; les c6tés |S;,S5; 1] et
probable que Q contient des fissures (comme Fig.1)

L’ouvert défini ainsi est un domaine polygonal, et tout les résultats sur ce type de do-
maine sont valables ici.

Pour calculer les solutions singulieres, il est commode, en coordonnées polaires, de tra-
vailler a I’ origine.

Donc, par translation suivie d’une rotation, on peut ramener S;, I'; et I";_; respectivement
Jo Jj—1
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a O, et Oy, ver I'intérieur de Q (voir Fig.2).

Dans toute la suite, il suffit de restreindre notre étude sur le probleme que 1’on consi-
dere, dans le secteur Q4 plan de sommet O, de rayon p, d’ouverture @, et de frontiere
I =TyUl,UT, (voir Fig.2). Sur I'arc 'y, délimitant le secteur Q, on n’aura pas be-
soin de conditions aux limites, étant donné qu’on s’intéresse a un voisinage v du sommet O
ou les solutions sont a support compact.
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Introduction

La notation de ”’n” et ’S” est la normale unitaire sortante et la tangente unitaire dans le
sens positive, respectivement, sur la frontiere I" de Q.

Pour I’etude du probleme (P), ¢a veut dire , on étudie toutes les fonctions u qui sont ap-
partenir & H2(Q) comme solutions de ce type de probleme.

On démontre que le comportement singulier de solution du probleme (P) est gouverné
par I’équation transcendante suivante :

sin(a — 1)@ —sin” @ = 0.

Finalement, nous calculons la solution singuliere de notre probleme.

Ainsi, on démontre une condition nécessaire sur S de R, a savoir S — 1 < Req, pour que u
appartient a H*(Q), avec uy(r,0) = r*¢4(6). Donc , nous réalise ce qu’on appelle régularité
maximale de ug.



CHAPITRE 1

RAPPEL SUR LES ESPACES DE
SOBOLEV

“objectif de ce chapitre est de rappeler 1’essentiel des définitions et des notions qui se-
1 ront utilisées dans les autres chapitres, c’est-a-dire de donner quelques résultats fonda-
mentaux qui concernent les espaces de Sobolev qui nous permettent de mieu comprendre le
contenu de ce travail.
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Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

1.1 Définitions de base

Les espaces de Sobolev peuvent étre définis de différentes manieres lorsque 1’ouvert
considéré est a frontiere réguliere. Les définitions correspondantes peuvent conduire a des
espaces différents lorsque la frontiere de Q est peu réguliere.

Pour cela, nous avons préciser les difinitions qu’on aura besoin d’utiliser dans notre tra-
vail.

Soit Q un ouvert quelconque de R”, de frontiere I'.

Définition : 1.1.1 On note H5(Q)I’espace de toutes les distributions u définies dans Q telles
que :

H(Q)={ucl*(Q):D*uc*(Q),a € N" et |a| <m} (1.1)
et:

1. D%u € L*(Q), pour |c&t| < m, oit s = m étant entier positif.

[D%u(x) — D%u(y)[?
2. ue H"(Q et// dxdy < 4o, |at| = m.
(©) ala  |lx—y|rte Y o

Dans le cas ot s = m+ o étant réel positif non entier; oit D* = DS'D3?--- D@ et a0 =
(a17a27 e 7al’l)'
La norme usuelle de H*(Q) est définie par :

mQ= ( )y /QlDa|2dx) ; (1.2)

|a|<m

g

dans le cas (1).

11



Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

etpar:

1
Dut) - Dou)P
\|u\|s,r={||u||i,g+ LR e s ay

dans le cas (2).

Définition : 1.1.2 On note Hj(Q) la fermeture dans H*(Q) de I’espace D(Q2).

Définition : 1.1.3 On note H=*(Q) I’espace dual de Hj(Q).

Proposition 1.1.1 H*(Q) est un espace de Hilbert muni de la norme || . ||s.o

Proposition 1.1.2 Hj est un sous-espace fermé de H*(Q) (H*(Q) est un espace complet).
Définition : 1.1.4 On note H*(Q) le sous-espace de H*(Q) qui est formé des fonctions u dont
le prolongement u par zéro hors de Q et appartient a H*(R").

1.2 Domaines polygonaux

On dira qu’un ouvert plan borné Q est un domaine polygonal si sa frontiere I" est la
réunion d’un nombre fini de segments de droite.

On suppose que Q soit d’un seul coté de sa frontiere, ceci permet des coupures comme
sur la FIGURE 1.

FIGURE 1

12



Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

Dans le cas particulier ot il n’y a pas de coupure (tous les w; < 27), on dira que £ est un
domaine strictement polygonal.

1.3 Resultats de densités

Définition : 1.3.1 On note par :

CK(Q) = {f|g oir f € CK(R™), pour tout k un entier positif }. (1.4)

le sous-ensemble des fonctions f € Ck(fl) telle que le support de f est borné.

Théoreme 1.3.1 Soit Q un ouvert a frontiere lipschitzienne de R", alors :
a) D(Q) est dense dans H*(Q), pour tout s > 0.

b) D(Q) est dense dans H*(),pour tout s > 0.

Pour s suffisament petit, on a :

Théoreme 1.3.2 Soit Q un ouvert a frontiére lipschitzienne de R", alors D(Q) est dense dans
H*(Q) pour s € [0, 5].

Théoreme 1.3.3 Soit Q un ouvert a frontiére lipschitienne (€ est strictement polygonal), il
a donc la propriété du prolongement,ie :

H*(Q) = H*(Q), pour tout s > 0.

Théoreme 1.3.4 Soit ¢ € C§(Q) tel que k > s, alors Qu € H*(Q) pour tout u € H*(Q) et il
existe une constante k(@, s) telle que :

| oullso<k|ullq-

Définition : 1.3.2 On appelle I’espace de Sobolev d’ordre 1 sur Q, I’espace :

H'(Q) = {v ELz(Q),g—; cL}’(Q)Vi=1,-- n}

muni de la norme :

2
L2.

du
axl'

2 gy= 0oy =l w2 + Y
i=1

13



Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

Définition : 1.3.3 Soit Q un ouvert de R".On note H}(Q) 'adhérence de I’espace D(Q)
dans H' (Q) au sens de la norme || . lm1 () etona:

Hy(Q)={ucH (Q):u;.=0}.
(T : est la fraontiere de ).

Proposition 1.3.1 Soit Q un ouvert quelconque de R".Alors le sous-espace H™(Q) N HE (Q)
est dense dans H*(Q) (N HJ (Q) pour tout entier m > 2.

Proposition 1.3.2 Si w est lipschitizien alors C*(Q) est dense dans H*(Q).

Démonstration.
Soit u € H*(Q) et (v,) € D(R") qui converge vers P(u) dans H*(R").

Alors les restrictions a Q de v, convergent vers la restriction de P(u) a Q qui n’est autre
que u.1

Remarque 1.3.1 Si le domaine Q est lipschitizien, la définition (1.1.4) est équivalente a :

H(Q) = {uGHg(Q):%GLz(QMM:m}. (1.5)

ou p(x) désigne la distance de x a la frontiére I de Q, et s = m+ G pour un entier m et
o€ 0,1

On peut définir une norme de H*(Q) comme suit :

1

D%u( :
,=<\qu9+ Z/' > . (1.6)

o=

Lemme 1.3.1 Soit Q un ouvert borné de R" & frontiére lipschitizienne. Alors D(Q) dense
dans E(A,L*(Q)) .

1.4 Traces des éléments H*(Q)

On définit par v|q la restriction a Q de toute distributions v définie dans R".
Soit Q un ouvert de R" dont la frontiere I' = dQ est suffisament réguliére, et Soit v € H' (Q).

14



Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

Il est claire qu’il n’est pas évident de définir la valeur d’une fonction v € H1(Q) au bord
de v|r car pour n > 2, les fonctions de H'(Q) ne sont pas en générale continues, pour sur-

. . P , 1 TSN
monter cette difficulté,on va donner une caractérisation de 1’espace H2(I") des restrictions a
I" des fonctions de H'(Q).

Notation : Soit ds la mesure de la longueur sur I'. I

Définition : 1.4.1 On note H? (T') I’espace des fonctions f € L*(T) telle que :

¥ — 2
[ EEIOE dswyass) < an

cet espace est appelé ’espace des traces sur T des fonctions de H'(Q).

Théoreme 1.4.1 Soit Q un ouvert borné de R" de frontiére réguliére, alors D(Q) est dense
dans H'(Q) et I'application :
Y:u+— yu=ulr.

de D(Q) dans CO(F) se prolonge par continuité en une application linéaire continue de
H'(Q) dans L*(Q).

- L’application vy est appelé trace de u sur T

Théoreme 1.4.2 L’application de trace :

u— {yju}[;]:l.

n
. . . . 1
a une extention continue unique comme un opérateur de H'(Q) sur I I H2(T)).
Jj=1

Maintenant, nous considérons un ouvert Q borné de R” a frontiere polygonale I'.
Nous aurons besoin d’espace H et H sur les cOtés I'; sur lesquels ne sont pas définis toujours.

Dans ce cas, on considere I'; comme un segment de droite ouvert.

Pour une fonction réguliére u définie sur Q nous dénotons par ¢;u sa restriction a I';.

Théoréme 1.4.3 L’application “trace” u — u|r qui est bien définie sur C*(Q) se prolonge

par densité en un opérateur linéaire surjectif ¢ de H'(Q) sur H %(Q) dont le noyau est
’espace H} (Q).

15



Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

. . . , 1 \ .
11 est instructif de découper I'espace H2 (") en morceaux correspondant a chacun des cotés
I'j. On pose cela :

fi=flr;-

c’est la restriction de f a T'j. Il découle de la définition (1.4.1) que f; € H> (I';) (T} est un
segment de droite donc est un ouvert de R).
Les fonctions f; ne sont pas toujours indépendantes entre elles.

Proposition 1.4.1 La fonction f appartienne a H > (T') si et seulement si :

fi€ H%(Fj) pour tout j

eton a en plus :
€ do .
| 1(=0) = fyia (@) P <+ 1 < SN,

(pour € assez petit).

ot xj(0) (resp x;(—0)) désigne le point de T'j1 (resp I';) a distance 6 du sommet S;. Ces
points sont “symétrique” par rapporta S; le long de I.
La figure ci-dessous indique cette explication.

FIGURE 2

La condition donnée exprime que les fonctions f; et fj1 coincidents en s; dans un sens

16



Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

faible. on la notera pour alléger :
iy Jisr: (1.8)

1l sera également commode de définir I’opératreur linéaire continu surjectif y; de H2(I';)
par:

Yiu= (yu) Ir; - (1.9)
Cette applicaion est définit la trace d’une fonction sur I';.
Proposition 1.4.2 Soit Q est un polygone du plan. Alors I’application :

u— {yju,yonju},vjeR. (1.10)

qui est définit pour u € C*(Q) se prolonge de fagon continue en une application linéaire et
surjective de H?(Q) sur H? ().

Corollaire 1.4.1 Soit yyju = g; et Y1 ju = hj,alors I'application trace :

ur—{gj,hj}.
est un opérateur linéaire continu surjectif de H*(Q) sur le sous espace de I]iH %(F i) X
H? (I';) défini par les conditions de raccord suivantes : "
gj(sj) = gj+1(s;), pour tout j. (1.11)

et.

g 5 —cos ;g1 +sinwihjy. (1.12)

h;j 5 —sin®;g), | —cos®jhj1. (1.13)
pour tout j.

Les signes (1) désignent la différentiation tangentielle et (N) désige I’équivalence en (s;).

J

17



Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

Remarque 1.4.1 Ce resultat est en fait un cas particulier du théoreme des traces des fonc-
tions de H™(Q) pour m un entier.

Théoreme 1.4.4 (Inégalité de Poincaré) : Soit Q un ouvert borné de R".
Alors il existe une constante c(Q) qui ne depend que du diamétre de Q telle que : /v € H} (Q) :

} . (1.14)

Le nom de formule de Green est le nom donné a plusieurs formules dont I’iterét est d’ex-
primer une intégrale sur une surface comme une intégrale curviligne sur le bord de cette
surface.

v

Vllz2 < () {iZI E

1.5 la formule de Green

Nous rappelons quelques formules de Green qui généralisent au cas multi-dimensionnel.

Théoréeme 1.5.1 On suppose que Q. est un ouvert borné de R" de frontiere T de classe C!
par morceaux alors :
Siu,ve H'(Q)ona:

—vdx— /u—dQ—f—/uv)/,dF (1.15)
ox;

Théoreme 1.5.2 Sous les mémes hypotheses sur Q , on a la demi-formule de Green :
dv 2
/ uAvdx+/ Vqudx—/ ruy\ 5. do,Yuc H'(Q),Yv € H*(Q). (1.16)
Q

Ainsi que la formule de Green est :

/uAvdx—/ vAudx:/ Yuy @ /yvy Ju doYu,ve HX(Q)  (1.17)
Q Q Q on on

du N du . -
telleque.%.—ZyO (x_)nl ou:n=(ny,...,ny)" .

i=1 J

18



Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

Théoreme 1.5.3 L’application :
du }
u— S Y, Yi=—— ¢ - (1.18)
{ "oy,

qui est définie sur D(Q) se prolonge de fagon unique et continue en un opérateur de D(A,L*(Q))
dans H= (T;) x H? (T)).

Démonstration.
Considérons, pour j fixé, I’espace :

v;={u € H*(Q): =0, % u =0,k # j}.

Etant donnés (g;,h;) € H> (I'j) x H> (I';) , posons g = hy = 0.
Nous allons montrer que les fonctions (g, i ),_7 vérifiant les conditions de raccord (1.11), (1.13).
T

~ 2 o 8j . .
Eneffet ,g; € H? (T;), signifie que g; € H} (T;) et \/_]5 € L*(T';) ol p désigne la distance entre
xetdl'; . Alors g;(M;) =g;j(M;_1) =0et (1.11) suit.

D’autre part, montrer que (1.12)vérifiée

do

= [ 1gi(a(~0)) = (~cos(@0gi. + sin(@0hu i) (u(+0)) P2
0

converge pour tout k = 1,N.Orpourk # jetK # j—1lona:

8k = 8k+1 = hjy1 =0.

Et par conséquent , les intégrales convergent .1l nous reste a traiter les cas k = jetk = j— 1.
Ona:

€
do
= [ 180
0
2do

j—1= /\Cos(a)jl)g/j(le(+6)) ~sin(@;_1)h;(xj_1(+0))]
0

19



Rappel sur les espaces de Sobolev

Chapitre 1

€ €
do do
<2 [lgjxj-1(+0P 2 +2 [ Iy (+0) P
0 0

Remarquant que I'; peut €tre décomposé comme suite :
1l 72
ou
I ={xel;,dxdl;)=d(x,M;)}.

F% ={xel},dx,dT}) =d(x,M;_1)}.

/

Comme g_;) € L*(T;) , alors :
! (x 2 ' (x 2
) dx</ 8 dx < 4oo,i=1,2.
p r, Pl

/ i p(x) X)

Ou en utilisant les notation x;(+0) et x;(—0) ,on peut écrire :

mes(T';) 2
¢ (x)? 7 |8 (xj(—0))]
dx = 2 de.
/r}- p(x) 0 o
et
()2 mesTi) ) d 2
/ g ()] dx_/ |8 (xj-1(+0))] o
r2 px) 0 o '

. ~ 1
Onaaussihj € H2 et donc :

mWR
/Fj o(x) dx < +oo.

Le méme raisonnement précédent implique alors la convergence des intégrales

mes(T;

)
 s(-o)P
- |

0

et
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Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

mes(T ;)
7 |hj(x;(—0))
0 (o}

do.

par conséquent, il suffit de choisir € < %(’) pour assurer la convergence de I; et 1;_;.D’aprés

le théoréme de trace il existe un relevement continu,u € v; telle que :
Yiu=g;j et ’)/j(snjl/l = hj.
Soit maintenant v € D(A,L*(Q)), posons :

1(85.hy) = (1, Av)o — (Au,v)g

Ceci définit une forme linéaire et continue sur A2 (';) x H2(Tj).
En effet ,
en appliquany I’inégalité de Cauchy-Schwartz et ’inégalité :

zj:a,-bi < (Zj‘,a%)é <Xi:b%>%

(s )| < lullo.qllAv

On obtient :

0.0+ [Aullo.allv]lo.q

2 2 4 2 4
< (lullg.llAv]ig.) (v 0.0)

|Av

2
0,0

Alors :
1(8j:1)1 < V3IlIpea 2@ lull2.0-
Par conséquent :

1

)| < Cullli IR p, + 1 )3

D’aprés la continuitée du relevement u,avec une constante générique C, qui dépend de v.
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Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

Ainsi, I,(.,.) € H? (T;) x H? (T;) , le dual de H3 (T;) x H(T';)
d’autre part, pour une fonction v € H?(Q) :

l (g]7 Z{ Y, ’Ykal’lkv) (ka7 Ykanku)l"k}

= (Yjtt, YjOn,v)r; — (Vjv, YjOn,W)r;

= (%9080, — (Vv ),
D’aprés la deuxieme formule de Green la densite de H?(Q)dans D(A,L*(Q)) permet de
donner un sens a (Y;u, y;0,;v) dans H? (Fj) X ﬁqu(F]) ,par

(WVijanj v):(hj,gj) v 1(gj hj) = <7’Jan," g]>T3 ~ = hj>*71 ~

)

ot (.,.) -3 N(resp (o)) ~> désigne le produit de dualité dans 171773(1“]) X H%(Fj)
(resp FI%( H7( (L ) [ |

Dans le cas d’un ouvert a frontiere réguliere, on peut donner un sens a la deuxieme for-
mule de Green pour v € D(A,L*(Q)) et u € H*(Q). Ici , la présence des coins oblige 2
restreindre I’espace ou varie u afin de pouvoir utiliser le théoreme précédent.

Ainsi on a la proposition suivante :

Proposition 1.5.1 soit v € D(A,L*(Q)) . Alors :

(mmm—@AmQ:;{m¢%wm?w—muw%@?w} (1.19)
Yu € H*(Q) telle que :
~3
Yju € H2(T))
et "
Yi0nu € HE(T'))

pour 1 < j<N.

Démonstration.
pour u et v € H?(Q), I’égalité (1.19) n’est en fait que la formule de Green, on veut étendre
cette égalité pour v € D(A,L?(Q)).Pour une telle fonction v, il existe une suite (v,,)en de
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Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

H?(Q) qui converge vers v dans D(A,L*(Q)). Pour v,, la formule de Green est valable quel
que soit v € H*(Q) tel que : Yju € FI%,yj@,j cH:,
(1800 = (v ) = Y { (000 s i) = (v Vidugd - (1.20)
J
Remarquons d’abord que la forme linéaire :
v— (u,Av)o — (v,Au)q.
est continue sur D(A, L?(Q)) puisque (d’aprés la preuve précédente ) :

(1, Av)q — (v, Au)g| < V3]lu

2.0|vllpa, )

et par conséquent :
(t, Avi) o — (vim, Aut) o converge vers (u,Av)g — (v, Au)gq. (1.21)

D’autre part ,d’aprés le théoreme (1.5.3) I’application :
V= (VjV, ¥jOn;V)-

est linéaire continue de D(A,L?(Q)) dans H? (I';) x H? (I'y).
il s’ensuit alors que :
YiVm = Vjv dans H7Z (I'y),

¥jOn,Vm — YO,y dans H7 (T;).
On sait que la convergence forte implique la convergence faible,d’ou :

Yvm, ) = (1;v, @) Vo eH? (T)),
(1.22)

~-3
<’yjanjvmv V) — <7janjv7 v) Yy eEH? (Fj)'
En passant a la limite dans (1.20) et en utilisant (1.21) et (1.22) on obtient I’égalité cherchée.ll

D’une facon similaire ,il est possible d’écrire la premiere formule de Green pour une
fonction v € H'(Q) dont le Laplacien appartient 2 L?(). Posons :

EAL*(Q)={veH (Q): Ave [*(Q)}.
c’est un espace de Banach pour la norme :

2 1
v ([T o+ [Avlog)?-

De plus D(Q)est dense dans E(A,L*(Q)).
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Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

Proposition 1.5.2 soit v € H'(Q) et Av € L*(Q).Alors ,I’application :
V = ¥jOn,V.

qui est bien définie pour les fonctions dans H> (Q) permet un prolongement unique et continu
en une application de 'espace E(A,L*(Q)) dans H? (I")).
De plus , ona :

(Av,u)g = —(Vv,Vu) + ) _(¥j0,, 7j”>—717w- (1.23)

1=

J
Vu € H*(Q) telle que yju € H? pour tout 1 < j < N.

Démonstration. .
pour u € H*(Q) et ¢; € H2 (I'}), j fixé on considéré I’application :

L()) :/F'(pyﬁnjvdv.
J

considérons @ = (¢y,...,¢@x) ol @ = 0 pour k # j, on montre que les fonctions @ vérifient
les conditions de compatibilité :

Or = @y au point k, Vk.

Appliquant le théoréme de trace ,on déduit I’existence d’un fonction u € H' (Q) telle que :
Yju=¢@; sur I},
Yiu=0 sur I';Vk#j.

De plus ,3c¢ > 0 telle que :
lulia < clojlly r,

<l

~3 T
Ce qui implique que :
L(g;) = /r YjUYjon,vdo.
i

D’autre part puisque u € H'(Q),v € H'(Q), on a alors grice a la formule de Green :
L(@) = (7ju, YjOn;v)r;

= Z(qua Ykankv)rk
k
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Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

= (u,Av)o + (Vu,Vv)q

< |lullo.allAv|o.0+ u|1,0|v]i0

< [[ullo.allAvijo.o +[uh allviie

2 N 2 2 (!
< (H”HO,Q+ ’”‘1,9)2(”""1,Q+ ”AVHO,Q)2

= [luli.2lVllgar@)

< .

< c|llpar2@)ll@ill i,
Par conséquent , I’application :

YjOn; 1 v — L.
est linéaire continue de H?(Q) muni de la norme induite par celle de E(A,L*(Q)) dans
H? (I';) muni de la norme duale.

Donc on vertu de la densité de H*(Q) dans E(A,L*(Q)), cette application peut étre
prolongée continument de facon unique en une application linéaire encore notée yja,,j de

E(A,L*(Q)) dans H? (T)).

Maintenant, pour v € H(Q) etu € H'(Q) tell que yju € HYi 1< j<N,Iégalité (1.23),
n’est en fait que la formule de Green (1.19). La formule (1.23) s’obtient alors par densité de
H?(Q) dans E(A,L*(Q)). u
1.6 coupures et fissures

Nous avons jusqu’a présent ignoré les domaines avec coupures, ¢’est-a-dire exclu I’angle
27.

Cependant les propriétés des espaces de Sobolev sur des domaines polygonaux généraux
se déduisent aisément des propriétés sur des domaines strictement polygonaux a 1’aide du
procédé suivant.

On I’explique dans un cas simple pour ne pas alourdir les notations.

Pour cela on considere un domaine € dont la frontiere I est la réunion d’un quadrilatere

Q contenant I’origine en son intérieur et de 1’intersection de Q avec le demi-axe positif des
abscisses.
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Chapitre 1 Rappel sur les espaces de Sobolev

i

Q

Q

FIGURE 3

Notons :

Q+:Qﬂ{y>0},
Q_ =Qn{y<0},
r=Qn{y=0}.

Les frontieres de Q. et Q_ sont strictement polygonales. On connait donc les proprié-
tés de W'(Q) et W)'(Q_).Les propriétés de W,'(Q2) s’en déduisent en ” recollant “ ces
espaces conformément au théoréme suivant pour lequel il convient d’introduire quelques no-
tations supplémentaires. On désigne par ¥, (resp'y_) I’opérateur de trace sur ¥ a partir de

, . c . . 1 1
Q. (resp'Q_).C’est donc un opérateur linéaire continu de W, (Q)(resp'W, (Q_)).
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CHAPITRE 2

POSITION DU PROBLEME, EXISTANCE
ET UNICITE

our ce chapitre, on va donner généralement une formulation variationnelle et on va mon-
qa trer ’existance et I’unicité de la solution du probléme variationnel dans I’espace H?(Q).

27



Chapitre 2 POSITION DU PROBLEME, EXISTANCE ET UNICITE

2.1 Formulation du probléme
Définition : 2.1.1 Pour u € H*(Q), nous définissons :

2
M(u) =vAu+ (1 —v)g—nz.

d du

(M (T
(M) w (2,

Ou : v €)0, 1| est un nombre réel appelé coéfficient de poisson du matériau constituant la
plaque .

N la normale unitaire sortante et T la tengente unitaire dans le sens positif sur la frontiere I'
(les sommets sont exclux).

tel que :

Lemme 2.1.1 Pour u et v deux fonctions de H*(Q), on donne la formulation variationnelle
suivante :

/Q Auvdx = a(u,v) — ( /F {YOM (u)%g—; + 0N (u)vov] dY) :

tel que :

a(u, V) est une forme bilinéaire définie sur H>(Q) x H*(Q) comme suit :

P2udv _ Pu  Pv  Pudv
a(u,v) = /QA”AV dx—/g(l —v) (8x% o3 _28x18xz dx10x; * 0x3 8x§> “

Démonstration.

On choisit la décomposition suivante du bilaplacien :

NN EAN N P WA T AR AN
- 8x% Bx% 0x10x, 0x10x> ax% ax% 8x% 3x% ax% ax% '

d’ou:
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o 52 2] 552
Q - Jo dx? \ 9x? dx10x3 dx1dxy|  Ix3 \ 9x3 ox3 \ 9x}

L9 (TN
ax% ax% '

Par I’application de la formule de Green deux fois a chaque terme de I’intégrale séparé-
ment, on obtient :

9% (d%u 0
- vdx=— dx+ d
/Q ox? (axl) e / Jxy <8x1) dx * /8x1 < )vm 4

0%u d*v d%u v / ( 2u)v 4
02 o T o an Mt Joan \ o2 ) Ymar

et par la méme méthode avec les autres termes d’intégration, on aura :

92 9%u v d __/i 9%u 8_vd+/i 9%u v d

Q dx19xy \ dx19x o Q dx; \ dx19x2 ) dxy * rodx; \ dx;dxy M2 &Y
_/ 2y dy %u 8_\/

0x10x> axlaxz o r 0x10x) 0x2

+/— a—zu Vi d
rodx; \ dx;dxy M2 4%

02 9%u v d __/i 9%u 8_vd+/i 9%u i d

Q dx10xy \ dx10x, o Q dxp \ dx1dxy ) dxi * rodxy \ dx19dxy M &y
_/ 2y dy %u 8_\/

0x10x axlaxz o r 0x10xy 0x1

+/— 8_2u v d
rodxy \ dx10x; M 4y

L Jo(Au)v dx = — [oVuVy dx+ [50_r 94v dy

m dy

M dy
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/9_2 9u vd_/i ou 8_vd+/i PN Lo
Q dx? axz oxi vé?xz ox1 o dx BX% ey

_/ 0%u d%v 82 v / 82u v d
8x2 8x1 8x2 0x1 o, Mody+ ox1 8 2 M4y
/8_2 0%u . 8_2u82_vd_ 0%u dv / 82u v d
Q 9x3 axz o V&x% 0x3 * 8x% dxi oy AT oxy Vox 2 M2 &Y.

(2 (B0 i [ BT [P0 (P
an% 8x2 8x% 8x% 8x% Jx; xR dr Jxy 8x2 M2 4%

Par sommation on obtient :

/ Auvdx = a(u,v)+1; + .
Q

_/ - )i d%u +(1_)a 9%u
o 8x1 m Ix \axox, ) 2T TV ox \oxax, ) !
_H;i (3_%1) _|_Vi (8_21/t> _|_i <a_2u> }V d
an\a2) M an\a2 ) P o a2 ) VY

I——/ 0%u v (12 0%u v (=) 0%u 8_\/
2 oMt Ix10x, 9y Ix10xz ox; P
%u dv N d%u v +82u v p

oo oo P g ax 2 4T

Alors le calcule de I; est trés simple , donc il suffit de donner directement le résultat :

[—/ i 8_2u+8_2u + a 82u+82u Vd
VT e\ an \a T ) Mo \aa T ag ) Py
0 0 JAu
Z/r{a—m(A“)mﬂLa—m(A“)nz}VdY Con dy.

Pour calculer I, on aura besoin d’exprimer les dérivées par rapport a x; et x; en fonction
des dérivées suivant la normale 7 et la tangent s.

ou :

—+v
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En effet :
9 _ 9 P 9 _ 9. o
an = aq Mt agM an oM =M
<
d _ 0 ) 9 _d . d
o = aqg Tt a;m an — onM2— oM

On applique ces formules pour obtenir :
]—_/ a_zu a_v _& _|_<1_) azu a_v _|_a_v
2= - 8x% anm s N2 1M v 9x10x annz s nilm
(1) d%u 8_v _8_v L d%u [ dv _8_v
Voxiom \an T as?) P TVaa \an M T o) M
%u [ dv v %u (v av
+Vﬁ 8nn2+ oM )mt =5 2 annz-i- 5| M dy

=" Jron [8 3 1+2(1_V)axlaxzm’72+vax2” Vs 27724'8 27721 dy

R DR
ras | oM™ Ixroxy M) TG A

+vﬁ +8_2u ] d
ax%nmz ax%mnz Y

v [9u Pu, 5 d%u
- _/FaTl {a 2(77 + 772) ax%(vnl "‘”2)"‘2(1_")m7]17]2 dy

aV azu 821/! 2 2
- [ 5 e G (0T

0%u
+(1 — V)—T]lnzl d}/.
QX%

L= _/1“% [a—x% (nl—|—v(l—nl))+a—x%(V(l—m)+772)+2(1_V)axlax2n1772 dy
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821/{ 2 2 azl/l
+/ (1—v)= {a 22— 55 ("71—772)—8—)6%771772] dy
av

2%u 0%u 0%u )
- F% [(1 )(a 2”1 axlaxznlnz—f—a_‘)c%nZ)—'_VAu] d'}/

av u ) azu 2 2 azu
+/F(1—V)E {a—x%mnz—m(m —13) —a—x%mnz dy.

La seconde intégrale de I, peut étre calculée par parties. Etant donné qu’elle est prise sur un
contour fermé, les limites d’intégration sont confondues en un point, on obtient tout simple-
ment :

av *u_, d%u %u_,
L=— can {VADH‘(I—V) (a—x%m +2m711772+a—x%772)] dy
d [d%u d%u 5 o d%u
—(1 —V)/l_"% [Tﬁnlnz—m (ni —n3) —a—x%nmz} dy.

Finalement on obtient :

/Q A?uvdx = a(u,v) — < /F {yoM( R gn + 10N (u )yov] dy) 2.1)

2.2 Existance et unicité de la solution du probléme (P)
On considere ici un probleme de transmission aux limites gouverné par I’opérateur bila-

placien, ¢’est-a-dire : étant donné f € L?(Q), on cherche si possible 4 u € H*(Q) solution du
probléme suivant :

A’u = f dans Q,

(P):
u=Mu)=0 sur T

Physiquement, M (u) est le moment de flexion.
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Ce probleme présente un modele mathématique d’une plaque :u(x) étant le déplacement
perpendiculaire a la plaque au point x (sous I’hypothese de petits déplacement) , f est la den-
sité de force et les conditions au bord sur I" signifient que la plaque est simplement supportée.

Sur Q, la méthode variationnelle usuelle est applicable pour s’assurer de I’existance et de
I’unicité d’une solution u € H*(Q).

Pour obtenir une formulation variationnelle du probleéme (P), en utilisant le Lemme

(2.1.1) et les conditions aux limites, alors le probleme (P) est équivalent au probleme va-
riationnel suivant :

Trouver u €V tel que
(P): (2.2)
a(u,v)=F(v), YVveV

V={veH*Q):v=0 sur I'}

et:

2%u 0%v %u  9%v 0%u 0%v
au,v) = /FAMAV dx_/r {(1 —v) (ax% 02 2 oman dmidxs | 92 92 )} dx.

et:

F(v) = /F FOov() dx.

Gréce au lemme de Laxe-Milgrame , le probleme (Py) a une solution unique
uc H*(Q).

En effet, la linéarité des formes a et F et la continuité de a sont faciles a vérifier.

33



Chapitre 2 POSITION DU PROBLEME, EXISTANCE ET UNICITE

La coercivité de la forme a est une conséquence du Lemme suivant :

Lemme 2.2.1 da > 0 qui vérifié :
a(u,u) > O‘H”H%ﬂ(g)» YueV. (2.3)

Démonstration.
En effet, par la définition de a , on a pour v € H 2(Q) :

a(u,u) = /Q [

En utilisant I’inégalité :

2 2

+2v

0%u 0%u 2

022 9

7
dy?

0%u

-z +2(1-v)

1

2Re(ab) > —(|a|* + |b|*).

vérifier par deux nombres complexes arbitraires a et b tel que :

d%u o b 0u
a=—. = —.

dx? dy?
On conclut que :

2 2

2%u

2
d“u 5
dxdy

9y?

7
ox?

i

] |

a(u,u) > (1—\/)/Q [

Sionpose: o= (1—vV),ontrouve que :

a(u,u) > OC“”H?—[Z(Q)

. 2
tel que : HuH%ﬂ(Q) = | |ZZHD(XMHL2(Q)'
o=
C’est exactement la relation (2.3) [

2.3 Interprétation de la solution du probléme (P,)

On va montrer que la solution u du probléme (Py) est bien solution du probleéme (P).
Tout d’abord en choisissant v = ¢ € D(Q) dans (2.2), on obtient immédiatement :

A%u= f dans D'(Q) (2.4)
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D’aprés la définition de V,on a :

u:@:O sur I (2.5)

(ie: Up = 0).

Il reste maintenant de justifier la second condition , ¢a veut dire que nous allons montrer
que (2.2) implique :
M(u)=0 sur T’ (2.6)

Soit :
H(A%,Q)={veH*Q): A’ve [*(Q)}

est un espace de Banach pour la norme :

1
2

2 24,112
Wl = (IVI2e0) +182VIEx ) )
Démontrons maintenant que 1’application trace :

T:D@) — D)
Jdu

u — T(u) :)/ja—m

T . . o=l
se prolonge en une application linéaire continue et surjective de V dans [] Hz(T';)

j=1
(voir GRISVARD).
— ~1

Soitu € D(Q) etu =0surI', et pour @ € H2(I';), on définit :
l(a)):Z/ Mo do,  j=0n
J J

D’aprés le corollaire (1.4.1) [12] et la définition (1.1.1) (voir GRISVARD), il existe v €
H?*(Q) tel que :

et:
Wle2(e) < clloll -1

ol ¢ est une constante indépendante de .
Alors , par I’utilisation de la formule de Green , on obtient :

l(w) =a(u,v) —/ (A%u)vdx (2.7)

Q
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et donc d’aprés 1’inégalité de Schwartz, on a :

[H(@)] < cllullpaz.e) Vo) < cllullnaelloll

(]

(T))
et avec la densité de D(Q) dans H(A?,Q) (Lemme (1.3.1)) voir [12]. Ce qui prouve que :
~1 R
lEHj(rj), J=0,n

Et de plus I’application :
T:ueD(Q)—1ecH(T))
est bornée sur D(Q) muni de la norme de H(A?, Q) elle peut étre donc prolongé par densité

no <
en une application linéaire continue de H*(A%,Q) dans [] H 2 (I'j).
j=1

Pour u € H(A?,Q) et v € H*(Q) , on a la formule de Green dans le Lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Pour u € H(A?,Q), M(u) est bien définie en tant qu’application de H(A*,Q)

n ~1
dans T[] H2(T'j) et on a la formule de Green suivante :
j=1

Pudv  Pu  Pv | Pudv
, - B _
/Q (A%u)vdx /S)A”Ade+ /Q {(1 V) (8x% 0x3  0x10x; dx10x; * ox3 dx? ﬂ “

i ov
==Y %M(M)J’j% o U YwevV
Jj=0 H2 ([j)xH2(T;)
dans un autre sens :
& ov
<TI/£,V> = — Z <'}/]M(u),}/]%> . . (2.8)
Jj=0 H2([;)xH2(T))

ou (.,.) désigne les crochets de dualité.
Démontrons a présent que (2.6) a bien lieu si u est la solution du probléme (2.2) .
D’aprés (2.4), on voit que u € H(A?,Q), la formule de Green généralisée (2.8) entraine :
/Q (A2u)v dx — (Tu,v) = /Q FOov(x) dx 2.9)
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pour v € H*(Q). D’aprés (2.4) , on a donc :
(Tu,v) =0, Vv e H3(Q)
d’ou : »
YiM(u)=0 dans H7Z (L)), j=0,n

L’interprétation du probléeme variationnel (2.2) en termes de probleme aux limites est donc
la suivante :

((A2u=f dans Q, u € H(A*,Q),
u=20 dans H%(F), (2.10)
| vM(u) =0 dans H%(Fj), j=0,n.

Donc les problemes (2.2) et (2.7) ont exactement les méme solutions.

Théoréme 2.3.1 Pour f € L*(Q) le probleme (2.9) a une unique solution u € H(A?, Q).
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CHAPITRE 3

CALCUL DES SOLUTIONS
SINGULIERES

Ans ce travail on donnera une description explicite de la singularité de la solution faible
E de probleme aux limites gouverné par le bilaplacien dans un polygone plan borné.

On montre que le comportement singulier de la solution est gouverné par une équation
transcendante.
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3.1 formulation du probléme

On considere ici un probleme gouverné par 1’ opérateur bilaplacien.
Etant donné f € L?(Qg), on cherche u si possible dans H*(Q)solution du probleme :

A’u = f dans Q,
(3.1)
u=M(u)=0surl.

Dans le 2°™ chapitre, nous avons confirmé ’existance et 1’unicité d’une solution varia-
tionnelle du probleme (3.1). c’est pourquoi dans ce qui suit nous cherchons d’une solution
uc H*(Q).

3.2 Transformation du probleme

Supposons que la solution u € H?(Q¢,). Pour etudier le comportement de la solution du
probleme (3.1), il suffit de considéré le probleme homogene et de séparé les variables en
coordonnées polaires.

Soit :

u=r%y(0)

Donc, on cherche o € C telle que @ € H*(Qg) mais o ¢ H*(Qg) .

La régularité de u dépend de la partie réelle de o, avec « est la solution de 1’équation
transcendante du probleme (1.1).

3.2.1 passage en coordonnées polaires

Proposition 3.2.1 En coordonnées polaires et dans ce genre de problemes on a :

22 19 1 92

A=l il o
8r2+r8r+r2892
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04 293 19% 19 2 93 2 94 1 04 4 9?2
A= 422 -2 2 += +— +— )
ort  rord r2or? ror r3ordb6?2 2912002 9064 40062

En coordonnées polaires M(u) et s’écrivent :

L1
r2 002’

1du

M) =vaorTiar

Démonstration.

On commence par I’expression de Laplacien. On pose alors : x =rcos 8 et y = rsin 6, on

obtient :
%u  J%u (or 2+ Qudr o 0%u 9rdo  Iu (99 2+ du 9%6
oxz  dr? \ ox drodx2  “0rd0dxdx 002\ ox 00 dx%’
%u  %u (dr 2+8u82r+2 %u 9rd9 % (99 2+ du 926
dy?  9r: \ dy drdy? “0rd@dydx 06%\ dy 00 dy?’
92 92
En faisant la somme des seconds nombres des — et —
. ox?  oJx?
nous obtenons le résultat pour le Laplacien.
On démontre maintenant 1’expression de Bilaplacien :
on sait que AZ = AoA
Alors : 2 3 2
1 1
A= A+ ——A+———A.
ar? * ror + r2 002
On dérive par rapport a r, on obtient :
%, ? 19 19> 23 1 &
el Sl i et b Rl 37 o o o Y25
or ar  rdr r?dr:? r’d0% r29drdf
Par dérivation un autre fois par rapport a r on trouve :
azA ot 19> 29 29 4 & 1 0 6 92

ar?
Et de la méme maniere avec la dérivée par rapport a 6, on aura :

S N S N
12002 r39rd0?  r29r2002  r* 964
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Finalement, on multiplie ’equation (3,2) par % et en additionnant les formules précédentes,
on obtient alors I’expression de Bilaplacien en coordonnées polaires.

Passons maintenant a la démonstration de M (u) :

d%u d%u d%u
2 2
My(u) = =N +5——=—MmN2+==1
)= 52" aom, 92"
1du, . : .
= ——(sin® @sin® @ + 2 cos® wsin® @ + cos® w cos® o)
rar
Pu, 5 2 2 i .2 2
—i—ﬁ(sm ®cos” @ — 2cos” @sin” @ + sin” @cos” M)
,
1 8214 .2 . .2 .
- (—sin” @sin @ cos @ + 2 sin” @ sin @ cos ®)
rdeadr
1 82u ) 2 1 du_ . 2
— 55 SiNWCos Wcos” ® — — ——2s8inWcos Wcos™ M
rd0adr r? 00
1 du .2 . . ) 2
—1——2%(2$m @ sin @ cos ® — 2 sin @ cos @ (sin” @ — cos” ))
I
1 82u .0 . 2 . . 2
—— (— sin” @ sin @ cos @ — 2 cos” @ sin @ cos ® + sin M cos @ cos” M)
rdrdo
LPu, o 2 i 2 2
+—2W(sm ®sin” @ +2cos” ®sin” @ cos” M cos” M)
r

Donc et aprés un calcul simple on en déduit :

_lau 10%u 1, J0%u 0%u

A I T -3 3
Mo(u) = rar * r? 062 * r(898r arae)(cosa)sm )

@+ CcosmWcos™ ).

0%u 2%u

t it ===, :
et par suit, vu que 309y 9790 ona

_18u 1 0%u

Mole) =25 T 2 02

Finalement, on obtient I’expression de M (u) en coordonnées polaires. [ |
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3.3 Séparation des variables en coordonnées polaires
11 suffit de considérer le probleme homogene suivant :
A*u=0. (3.5)

Cette derniere équation devient I’orsque on applique le bilaplacien en coordonnés polaires,
en posant :

u(r,0) =r%¢(0).

on obtient :

Zo(r%0(0))+ 5 25 (r79(0)) + 5 5.(r%9()) — £ 22 (r9(8)) + 2 25(r9(6)) + 4 52 (r9(6)) —
2525 (r9(0)) + 3 58552 (r%9(8)) = 0.
qui ce implique que :
a(e—1)(a—2)(a—3)r*49(8) +r*49@(8) + ar®4¢(6) — (a® — 0)r* 49 () +
2(a? —a)(a—2)r* 49 (0) +4r* 9 (0) —20r* 492 (0) +2(a® — a)r* *9 ) () = 0.
on obtient donc :
144 [94)(6) + (202 — 4o+ 4)93)(6) + (ot — 4o +4a%)9 ()] = o0.

Donc nous obtenons une équation différentielle ordinaire dépend d’un parametre complexe
o

0 (0)+ (2a® —4a+4)9P(0) + (a* —4a® +402)¢p(0) = 0.

Alors, on va chercher une solution générale de cette equation :
le polyndme caractéristique est :

PA) =A% +2(a® =200+ 2)A% + o (a — 2)°.

Alors :
A 42(a? —2a+2)A% + (o —2)? =0.

Les solutions de cette equation sont :
7L1 = ui,
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Donc :

* Sio€{0,1,2} : 1a solution générale est donnée par :

0(0) =cisinaB +cprcosab +cysin(a@ —2)0 +cqcos(o —2)6.
* Sia € {0,2} : I'equation différentielle devient :

ot 2°¢(0)
96 T4 992

=0.

alors :

P(A) = A2(A%+4).
Alors : A1 = 0 (double) ,

Az = 2i,
Ay = —2i.
et donc :

0(0) =c1+c20+c38in(20) +c4cos(26).

* Si o =1 :1’equation devient :

2*¢(0) . 9%9(6)
98¢ 2 292

+¢(0)=0.

le polyndme caractéristique est :

P(A)=(A*+1)%
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il est admet les deux racines double suivants :A; =i, A, = —i
Donc : la solution générale dans ce cas est :

$(0) =c1sinB +c20sin60 + c3c080 + 40 cos 6.

Avec : c1,c2,c3,c4 dans tous les cas précédents sont des constantes.

3.4 Equation transcendante gouvernant le comportement
singulier

On vient vérifier que ¢ est une solution d’un probleme aux limites homogene pour une
équation différentielle ordinaire d’ordre 4 dans |0, ®|.
Soit :

(9W(6)+ (207 — 4o +4)93)(6) + (a — 4o +40a7)$(6) =0 dans Qg

$(6) =0
sur Iy,
B} 0@ (0)+[va?+a(l1-v)]p(8) =0
¢(0) =0
sur I'g.

[ 0%(0) +vo? +a(l —v)]¢(w) =0

Ce probleme dépend analytiquement u parametre complexe .

Nous allons déterminer S I’ensemble de leurs valeurs singulieres , c’est-a-dire les valeurs o
telle que notre probléme admet une solution ¢ non identiquement nulle. Cette solution est
définie par :

Proposition 3.4.1 Le probléme (E) détermine u lorsque o # (0, 1,2) est solution de I’équa-
tion caractéristique :
sin?(ot — 1)@ = sin’ o. (3.6)

Les valeurs exceptionnelles & =0, 1,2 donnent :
sin2w20,a)€{%,n,37”,27r} ,pourct =0
2wsin2mw =0 ,pourct =12
sin @ o€ {r,2n} ,pourc, = 1
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Démonstration.

D’aprés les conditions aux limites pour & # (0,1,2) on obtient pour 8 = 0, sur I'y le
systeme d’équation homogene suivant :

(c1+cr=0
(1-v)(@a—a?)er+[(1-v)a? = (v+3)a]cs =0
sina@@c| 4 cos xwcy + sin(o — 2)wc3 4 cos(o — 2)wcy =0

(1—v)(a —a?)sin(aw)cy + (1 —v) (o — a?) cos(a®)cr + [~ (1 —v) + a(5 —v) — 4]

| sin(a@ —2)ocs + (—a?(1 —v) + a(5—v) —4)cos(ot —2)wecy =0

La structure de ces équation permet de définir une solution non identiquement nulle si et
seulement si le déterminant est null.

Pour calculer le déterminant , on pose :

A

(1—v)(a—a?).
B=—a’(1-v)+a(5—v)—4.

C=(1-v)a’—(v+3)a.

Donc le déterminant sera comme suit :

0 1 0 1
A 0 C

sinocw  coso® sinot — 2@ cos(a—2)w

Asina®w Acoso® Bsin(a—2)w Bcos(a—2)m
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1 0 1
sin X A 0 C —

Acosaw Bsin(oo—2)o Bcos(ot—2)m

1 0 1

Asina A 0 C =

cosa® sin(x—2)w cos(o—2)®

sinoc@[—BCsin(a —2)w+ABsin(o —2) @] — Asin aw[—Csin(a —2)w +Asin(a —2) @]
sina®[—BCsin(a —2)® +ABsin(a —2) @ +ACsin(o — 2) @ — A sin( o — 2) 0] =
sina@sin(o —2)w(—BC+AB+AC—A?) =0

Donc : sinowsin(a—2)w =0

<= sinawsin(ocw —20) =0

<= sino@(sinawcos2® —sin2wcos aw) =0

< sinZ AW cos2® — sin A®cos A sin2® = 0

2

< sin® am(cos’ ® — sin? ®) — sin @ cos aw(2sinwcos ®) = 0

2

< sin? @ cos? @ — sin® A sin® @ — 2 sin AL cos A® sin @ cos @ = 0

2 2

<= sinawcos ®(sin @ cos ® —2cos W sin ®) — sin” @ sin” @ =0
<= sinawcos w(sin(a — 1)@ — cos awsin ®) — sin’* awsin’> ® = 0

< (sin(a@ — 1)@ +sin wcos o®) (sin(a — 1)® — cos aw sin ®) — sin® awsin®> ® = 0
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2

<= sin?(o— 1)o—sin(a — 1)@ cos amsin @+ sin @ cos awsin(a — 1)@ —sin® ® cos” ww —

sin? gwsin? ® =0
= sin?(a — 1)@ — sin® w(cos? aw + sin’ aw) = 0

— sin’(a— 1)@ = sin’ @

D’ou I’équation réquise.

Pour ox =0, 1,2 les calculs sont simples. |

3.5 Régularité maximale

Soit oy, k entier > 1, une énumération des racines de 1’équation (3.6) et vy la multiplicité
correspondante , r*@(0) étant calculée explicitement une condition nécessaire pour qu’elle
soit H®(Qg) est 0 — 1 < a (c-a-d :régularité maximale) .

Elle est suffisante si on applique la méthode a la Kondratiev ou a la Grisvard dans le cas
général. On ale :

Théoréme 3.5.1 Soit u une solution variationnelle de (E) qui appartienne a W3(Qg), avec
fe Wg(Qw), alors u € W"4(Qg) dés que I’équation (3.6) n’a aucune racine oy dans la
bande :

2
I <Reoy <m+4——. (3.7)
p

Proposition 3.5.1 Soit @ = 27. Alors la solution variationnelle u € W(Q) du probléme
(E)appartienne a W[f (Q) dés que :

<4
p 3'

Démonstration.
Soit @ = 27 .Alors 1’équation (3.6) devient :

sin®(ot — 1)2mr =0 (3.8)
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Donc la racine est explicitement le nombre :

[
(XkZE,ZEZ

Evidemment il n’y a aucune racine dans la bande :

3
I <Reoy < —.
e )
C’est-a-dire p < 4 et w =27. |

Remarque 3.5.1 On voit que u € W3 (Q) dés que & <

vl

3.6 Solution singuliere du probléme (E)

La présence d’un coin dans la frontiere du domaine Q considéré ici,provoque certaine-
ment des singularité qui se traduisent généralement par valeurs “élevées” voir “infinies” de
certaines composantes de u.

Il est bien connu pour ce type du probleme que les solutions singulieres dans un voisinage
V du sommet O du secteur Q sont de la forme :

U(r,0)=r%(0).

V(r,6) = r%logr¢(6) + du(6)].

telle que a est une racine simple ou double de 1’équation (3.6) et ¢ € C*([0, ®]) est une solu-
tion du probleme homogene correspondant,pour plus de précisions,on va voir la proposition
suivante :

Proposition 3.6.1 Sot oy une énumération des racines de 1’équation (3.6), avec oy ¢ 0,1,2.Alors
la solution singuliére de (E)est données par :

Ui(r,0) = r%¢(0). (3.9)
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et:

r%[logrg(0)+de, @ (0)] ,si w < 2m.
V(r,0) = (3.10)
r%¢(0) ,81 @ = 2T.

o oy est telle que : 1 < Reoyy < m+4 — 1% et ¢ est de classe C* sur [0, ).

Dans ce qui suit nous allons déteréminer les solutions singuliéres de notre probleme, au
début on va déteréminer la solution singuliére du probléeme homogéne (E), et par la suite
celles du probleme non homogeéne correspondant et ceci dans les deux cas :
domaine fissuré et domaine non fissuré.

a) siow<2m:

0(0) = (po+4)sin(a —2)wsinaB — pysin xwsin(o —2)6 (3.11)

b) siow—2x:

¢(0) =sina6 +sin(a—2)0 (3.12)

Proposition 3.6.2 Dans le cas ou o« = 0,1,2, la solution de (E) est réguliére et on a :

* Pour o =0et?2:

3
¢(0) =sin20c3, o< {m, g, 77[,271'}. telle que = ¢3 #0 (3.13)

* Pour oo =1 :

¢0(0) =sinBOcy, € {m,2n}. telle que: cq4 #0 (3.14)
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Démonstration.

I)Solution singuliéres du probleme (E) :
a) w<2m:
Soit o une énumérétion des racines (# 0, 1,2)de 1’équation (3.6) dans la bande :

2
1 <Reoy <m+4——. (3.15)
4

Une solution générale de I’equation ¢ (0) + (202 —4a+4)¢?)(0) + (a* — 4a® +
40?)¢(0) = 0 est donnée par : ¢(0) = c15inO +c,05in O + 3050 + 46 cos 6.
En utilisant les conditions au bord, en 8 = 0, cela implique :

c4 =—c=0. (3.16)

ou :

po=—o(l—v) (3.17)

et par suite (3.16) donne le systeéme d’inconnues c; et c¢3 suivant :

(sinaw)cy + (sin(a —2)w)c3 = 0.
(Sp)
(—posinaw)cy + [(po +4)sin(a —2)w]c3 = 0.

(Sp) admet une solution non identiquement nulle si et seulement si son déteréminant
est nul. Cela donne bien 1’équation caractéristique (3.6) Donc pour tout (o # 0, 1,2)
réelle ou complexe, solution de (3.6) les solutions du susteéme (Sp) décrivent bien une
droite.

Donc le choix de cy,par exemple ,détermine bien les autres c¢;,i =2 a 4.

Soit :

c] =sin(ot —2)@ oubien ¢; = (pp+4)sin(ax —2) . (3.18)
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ou py est donné par (3.12).
Donc :

c3=sina® oubien c¢3 = —pPpsino®. (3.19)

¢y et cq (d’aprés (3.11)) d’ou (3.9) et par conséquent (3.7) et (3.8) dans le cas ou
w<2met(a#0,1,2)

b) @ =27 : (cas de la fissure)

Dans ce cas la solution générale ¢(6) = sinawc; + cos amcy + sin(o — 2)wc3 + cos(or —
2)wcy de Y (0) + (202 —4a+4)0P(0) + (a* — 4’ +4a?)(6) = 0 devient d’aprés
I’utilisation de la condition au limite en 8 =0

0(6) =sina®c; +sin(a —2)0cs. (3.20)

reste 2 utiliser la condition au bord 6 = 27, on a ¢ (27) = 0 équivalente a (sin2ax)c3 =0
Donc ¢ ou c3 est non nulle si et seulement si sin20w = 0
c’est-a-dire :

sin204 7 = 0. (3.21)

les racines de (3.14) sont les nombres oy = %,k €Z.

On démontre maintenant la proposition (3.6.2)
1) x=0,2

Dans ce cas la solution générale est donnée par :
¢(0) =c1+0cr+c0s20c3+sin26¢y.
donc les conditions au bord en 68 = 0, donne :

C3 = —(C1 (3.22)
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Les conditions au bord en 8 = w et (3.15) donnent le systeéme d’inconnues ¢ et ¢4 suivant :

wcy+sin2mwcy =0

(So)
(vo? 4+ o1 —v))wer + (vo? + o1 —v) —4)sin2wcq =0

Alors ¢ ou ¢, non nulle si et seulement si det(Sp) = 0, ¢’est-a-dire : —4m®sin2m = 0.
cela implique que : sin2® = 0.
D’ou le résultat.

2) a=1:

On sait que dans ce cas la solution générale est donnée par :
¢(0) =cosBcy+ OcosOc;.
et que les conditions au bord en 6 = 0 donne :
ci1=c4=0 (3.23)

Donc les conditions au bord en 6 = w et (3.16) donnent le systtme d’inconnues c¢; et c3
suivant :

wcoswcy +sinwez =0

(51)

(va? 4+ o1 —v) — )wcos ® — 2sinw)cy + ((va? + a(1 —v) — 1) sinw)cs.

Alors ¢; ou ¢3 est non nulle si et seulement si dez(S;) = 0.
c’est-a-dire : 2sin> @ = 0 = sin’> @ = 0.
Ce qui donne bien : sinw = 0. |

3.7 Développement singulier de la solution variationnelle
du probleme (F)

C’est ici que se manifestent I’utilité des résultats des paragraphes précédents. Donc pla-
cons nous dans le cadre des hypotheses et résultats de la proposition (3.6.2) On dispose donc
de tous les ingrédients du Théoreme (de régularité et décomposition).

Théoreme 3.7.1 (De régularité et décomposition) :
Soit u € W}(Qq,) solution de (E), avec : f € wy (Qe)?% alors il existe deux nombres cy, et dy,
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telle que :
u— Y alU— Y aViewH(v). (3.24)
1<Reock<m+4—% 1<Reak<m+4—%
(szl) (Vk:2)
a condition qu’aucun des Reoy, ne soit égal a m+4 — %.
Démonstration.

la preuve est classique et utilise les techniques de la transformation de Fourier avec Plan-
cherel dans le cas L? et Mikhlin dans le cas générale.

a) Cas de la fissure : Dans le cas particulier ou I’angle @ vaut 27 , I’équation transcendante
(3.6) prend la forme :

sin®2(ot — 1) = 0.

dont les racines sont : o = %,k ez
Donc le développement (3.17) prend la forme :

U— Y (cok1Unkr1 + dag1 Vo) € Wt (V). (3.25)

1<Reoy<m-+%

_2

P

En cas particulier, nous avons :
u—c Uy —d Vi € WI;n+4(V).

pour vu que % >m+4— % ce qui revientam =0et p €]1,8].

b)Autres angles : (@ < 27)
Pour ® < 27,u € W5 (V) , et pour @ = 7 (cas d’un angle plat) et ® = 5, %, on a des pdles
simples : & = 0, 1 et 2 (proposition (3.6.2))

Reste donc a regarder le cas o :@ €)%, w[U]x, 3F[U]3E, 2x].
Une étude simple de 1’équation (3.6) montre que les racines sont explicitement les nombres

réels :
km

©
Ils sont toutrs de multiplicité égale a 1, et par conséquent la seconde somme du développe-
ment (3.17) est superflu et on a :

u— Z c U — Z CkUkEme+4(V).

k 2 k 2
1<g71<m+4f; 1<§+1<m+475

l
=", keZ | w%ip, leZ*
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3.8 Principaux résultats

Pour compléter ce travail et dans 1’espoir de faciliter encore la tache du lecteur on pré-
sente dans les pages qui suivent les principaux résultats sous forme de tables. Les notations
utilisées dans le corps des tables sont celles des paragraphes précédents. Les solutions sont
considérées localement au voisinage V dun des sommets du polygone considéré Q.Les co-
ordonnées sont les coordonnées polaires relatives a ce sommet, cest-a-dire que le sommet est
situé en r = 0 et ses cOtés sont portés par les I’axes 0 =0 et 0 = @ (avec 0 < ® < 271).0On
considere seulement la solution variationnelle. La signification des différentes colonnes du
tableau est :

lére colonne : Elle spécifie les hypotheses sur la mesure @ de langle considéré.
2eme colonne : Elle indique la condition au bord en 8 = 0.
3eme colonne : Elle indique la condition au bord en 6 = ®.

4eme colonne : Elle décrit en coordonnées polaires dans V (et a une constante pres) la
(ou les) solution(s) variationnelle(s) du probléme considéré, correspondant a des don-
nées régulieres, qui a le moins de régularité. Autrement dit elle(s) indique(nt) les termes
les plus singuliers d’un développement de toute solution variationnelle au voisinage du
sommet.

S5eme colonne : Elle donne le plus petit nombre o tel que la (ou les ) fonction(s) indiquée
(s) dans la quatrieme colonne appartiens (nent) a H*(V) pour tout s < ¢ .En particu-
lier toute solution variationnelle correspondant a des données régulieres, appartenant a
H*(V) por tout s < o (régularité maximale).

6eme colonne : Elle donne le plus petit nombre 7 tel que la différence entre toute solu-
tion variationnelle et les termes les plus singuliers de son développement appartienne a
H*(V) pour tout s < T . Autrement dit, soit « une solution variationnelle correspondant
a des données régulieres et soientV; les solutions indiquées en colonne 4, on a :

uc H*(V) pour tout s < o,V; € H(V) pour tout s < o,
Vie H'(V) et 3c; € R tels que u—Y ¢;V; € H*(V) pour tout s < 7.
i

7eme colonne : Elle contient des renseignements complémentaires difficiles a tabuler.
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Chapitre 3 CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES
r* [efv+a(l-v) - (a- 2)2] X
sin afl sin (o — 2) w+
r*fe?*(v-=1+a(l-v)|x
sin aw sin (o — 2) 0
w= M(u)/
on o est la
w =2 u= M (u) ) 1+ Rea
(ou les) racine(s)
donnés ) )
de plus petite partie
réelle de :
sin? (a — 1)w = sin® w,
Rea = 1.
risin 2 5 )
w=2m & 3 la solution est
72 8in % )
appartient
a Hf (V)
avec p < 4
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The aim of this memorandum is to contribute to the
study of one of boundary problems gouverned by the
bilaplacian in a polygonal bounded domain. In the first,
we recall some basic results of the Sobolev space.

Then, we consider the boundary problem. And finally, we
calculate the singular functions for each case(including

the case of the angles it and 2m) in order to gather the
main results in a table intended for the users’ purpose,
thus extending the results of P.Grisvard [14] for the

Dirichlet problem. We also calculate the coefficients of

singularities in the crack sector (®w=21) and prove
convergence of the serie. We give an explicit description
of the singularitie of the solution to the Dirichlet problem,
then we prove that the singular behavior of solution is
gouverned by a transcendental equation similar to that
found for the thin plates.

Key-words: Bilaplacian, Diriclet, Transcendental

eguations, Sobolev spaces, Crack sector, Plate,
Polygon, Singularity, Singular functions.




Résumé : i°

Le but de cette mémoire est de proposer une contribution a ]
I'étude d'un probleme aux limites gouvernée par le Bilaplacien ]
dans un polygone plan. Pour cela, on commence a donner I
guelques propriétés sur les espaces de Sobolev, dans un °]°‘
polygone, dont on aura besoin. -

Puis, on pose notre probleme aux limites sur lequel on a
I'étudier et on montre I'existence et l'unicité de la solution. ‘

A la fin, on calcule les solutions singuliéres pour chaque cas i
(y compris les cas des angles T et 27) dans le but de dresser
un tableau, pour ces solutions, prolongeant celui de P.Grisvard

[14] concernant le probleme de Dirichlet. ‘
On calcule aussi les coefficients de singularité dans le cas de d
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| la fissure (D=27TT) avec la démonstration de la convergence de fy‘
:°° la série. On donnera une description explicite des solutions du fy‘
: probleme de Dirichlet, tel gue on montre gque le comportement ‘
: singulier de la solution est gouverné par une équation
: transcendante analogue a celle trouvée dans le contexte des
: plagues. )
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Mots-clés : Bilaplacien, Dirichlet, Equation transcendante, ;U
Espace de Sobolev, Fissure, Plaques, Polygone, Singularité, ]
Solution singuliere. ]‘
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