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 ملخص:     

 

نبعض  الإسقاطٍ انًعذلانًزكشة نذساست انتزاين تى تخصُص انعًم انًقذو فٍ هزه 

. فٍ انبذاَت سنقىو بانتزكُش ببعض انًفاهُى الأونُت لأنظًت انكسشَت انفىضىَتا

. بعذها سنقىو وكذي انحساب انكسشٌ نتسهُم يفهىو انًىضىعانفىضىَت  نلأنظًت

انًىحذة يعتًذَن فٍ رنك عهً طشَقت نلأنظًت انفىضىَت  انًقتشحتزاين بًعانجت ان

نظاو انتحكى انفعال. فٍ الأخُش سنستشهذ ببعض الأيثهت وانًحاكاة انعذدَت لإثباث 

 صحت اننتائج اننظشَت يعتًذَن فٍ رنك عهً طشَقت ادايس بىشفىسث.

 الكلمات المفتاحية: 

، انتزاين Lyapunovكابىتى انتفاضهٍ، أسس  ؤثش، يسالاستقشا الأنظًت انفىضىَت،

 .سقاطٍ انًعذلالإ

        

 

 

 

 

 



Résumé: 

   Le travail présenté dans ce mémoire est consacré sur la con-

ception de la synchronisation projective modifié combinée 

(SPMC) de trois systèmes chaotiques fractionnaires. Nous 

commençons par des petites rappelles sur les systèmes chao-

tiques et quelques concepts sur le calcul fractionnaire. Puis, 

nous étudions le problème de SPMC des systèmes chaotiques 

unifiés d’ordre fractionnaire, en utilisant la technique de con-

trôle continu. A l’aide de la théorie de la stabilité des systèmes 

fractionnaires, un schéma de contrôle approprié est conçu pour 

réaliser ce type de synchronisation. Les résultats de la simula-

tion numérique effectués à l’aide de la méthode Adams Bosh-

forth Moulton sont présentés pour démontrer la validité et la fai-

sabilité des résultats théoriques. 

Mots-clés : 

Systèmes chaotiques, stabilité, opérateur différentiel de Caputo, 

Exposants de Lyapunov, Synchronisation projective modifié 

combinée. 

 



Abstract: 
 

The work presented in this memory is devoted to investigate the 

modified projective combination synchronization (MPCS) of 

three fractional-order chaotic systems. We start with some prem-

inaries of chaotic systems and fractional calculus. Then, we 

study the MPCS problem of chaotic unified fractional-order 

chaotic systems by using the active control technique. Based on 

the stability theory of linear fractional systems, an appropriate 

control scheme is designed to achieve this type of synchroniza-

tion. Numerical simulations carried out using Adams Boshforth 

Moulton method are presented to demonstrate the validity and 

feasibility of the theoretical results. 

Keywords:  

Chaotic systems, stability, Caputo differential operator, Lya-

punov Exponents, modified projective combination synchroni-

zation. 
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La caractéistique typique des systèmes chaotiques est qu’un très petit

changement dans les conditions initiales conduit à de très grandes diffé-

rences dans les états finals de système étudié.

Récemment, en raison des applications potentielles des systèmes chaotiques

d’ordre fractionnaires dans la communication sécurisée [1] et le traitement de

contrôle [2], de plus en plus des recherches accordent beaucoup d’attention à

la synchronisation chaotique des systèmes chaotiques d’ordre fractionnaires.

Différentes approches ont été développées pour réaliser ce type de synchro-

nisation à savoir : la synchronisation complète [3], l’anti-synchronisation [4],

la synchronisation généralisée [5], la synchronisation projective [6, 7], la syn-

chronisation projective modifiée [8] et la synchronisation projective hybride

[9]. Cependant, tous les schémas de synchronisation mentionnés cidessus

sont limités à un seul système émetteur et à un seul système récepteur.

Récemment, l’étude de la synchronisation combinée de deux (ou plusieurs)

systèmes émetteurs et d’un système récepteur devient un problème intéres-

sant en raison de ses applications potentielles dans la communication sécu-

risée [10]. Quelques résultats sur la synchronisation combinée de plusieurs

1



INTRODUCTION GÉNÉRALE

systèmes d’ordre fractionnaires chaotiques sont obtenus dans les références

[11, 12, 13, 14, 15].

Dans ce travail, nous étudions le problème de la synchronisation projective

modifiée combinée (SPMC) des systèmes chaotiques unifiés d’ordre frac-

tionnaire en utilisant la technique de contrôle continu. A l’aide de la théorie

de la stabilité des systèmes fractionnaires, un schéma de contrôle approprié

est conçu pour réaliser ce type de synchronisation.

Les résultats de la simulation numérique effectuée à l’aide de la méthode

Adams-Boshforth Moulton sont présentés pour démontrer la validité et la

faisabilité des résultats théorique.

La suite de ce mémoire est organisée de la façon suivante :

Le premier chapitre présente quelques concepts de base de calcul fraction-

naire. Le deuxième chapitre est consacré aux quelques définitions de base

du systèmes dynamiques chaotiques. Dans le troisième chapitre, on s’in-

téresse aux éléments nécessaires de la théorie des équations différentielles

fractionnaires et quelques conditions nécessaires et suffisantes de la stabi-

lité des systèmes fractionnaires. Le quatrième chapitre constitue l’objet de

notre travail. Un problème de SPMC de trois systèmes chaotiques d’ordres

fractionnaires est étudie. Une technique de contrôle continu sera employée

pour effectuer la stabilité de l’erreur de synchronisation.

Enfin, ce mémoire est clôturé par une conclusion générale.

2



CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre, on va essayer de rappeller quelques définitions et

quelques résultats classiques de calcul fractionnaire, notamment la fonc-

tion Gamma, la fonction Bêta et la fonction Mittag-leffler. De plus, on définit

l’intégrale de Riemann-Liouville et les trois dérivations fractionnaires telles

que Riemann-Liouville, Caputo et Grünwald-Letnikov.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1.1 [16]

La fonction Gamma d’Euler est l’une des fonctions spéciales qui définie par :

Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt, Re(x) > 0, (1.1)

où Γ(0+) = +∞.

3



CHAPTER 1, CALCUL FRACTIONNAIRE

Exemple 1.1.1 On a Γ(
1
2

) =
√
π et Γ(1) = 1.

En effet :

Γ(
1
2

) =

∫ +∞

0
t
−1
2 e−tdt =

∫ +∞

0

e−t

√
t
dt.

On pose u =
√

t, alors t = u2 et dt = 2udu, ce qui implique :

∫ +∞

0

e−t

√
t
dt = 2

∫ +∞

0

e−u2

u
udu

= 2
∫ +∞

0
e−u2

du.

Sachant que
∫ +∞

0
e−u2

du =

√
π

2
(inte1rale de Gauss), il vient que :

Γ(
1
2

) =
√
π.

D’autre part :

Γ(1) =

∫ +∞

0
e−tdt = 1.

Lemme 1.1.1 Pour tout x ∈ C tel que Re(x) > 0, nous avons :

Γ(x + 1) = xΓ(x). En particulié Γ(n + 1) = n!, ∀n ∈N∗.

Démonstration.

Soit x ∈ C avec Re(x) > 0.

En faisant l’intégration par partie, on obtient

Γ(x + 1) =

+∞∫
0

e−ttxdt

= lim
y→+∞

[
−e−ttx

]
+ x

+∞∫
0

e−ttx−1dt

= xΓ(x).

4



CHAPTER 1, CALCUL FRACTIONNAIRE

• Pour x = n, on a :

Γ(n + 1) = nΓ(n) = n(n − 1)(n − 2)(n − 3)...1 = n!.

• Pour x négative :

De la relation (1.1), on peut écrire :

Γ(x − 1) =
Γ(x)
x − 1

− 1 < x − 1 < 0

Γ(x − 2) =
Γ(x − 1)

x − 2
− 2 < x − 2 < −1.

De la même matnière, on peut trouver :

Γ(x) =
Γ(x + 1)

x
− n < x < −(n − 1).

On en déduit alors que la fonction Gamma est également définie pour toutes

les valeurs négatives de x.

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.1.2 [16]

La fonction Bêta est définie par l’intégrale généralisée suivante :

B(p, q) =

∫ 1

0
tp−1(1 − t)q−1dt, ∀p, q > 0. (1.2)

Proposition 1.1.1 La fonction Gamma d’Euler et la fonction Bêta sont liées par

la relation suivant :

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

, ∀p, q > 0. (1.3)

Exemple 1.1.2 Calculons B
(1
2
,

1
2

)
5



CHAPTER 1, CALCUL FRACTIONNAIRE

On a

B
(1
2
,

1
2

)
=

Γ(
1
2

)Γ(
1
2

)

Γ(1)
= π.

Remarque 1.1.1 La fonction Bêta est symétrique ; c’est à dire :

B(p, q) = B(q, p), ∀p, q > 0.

1.1.3 Fonction Mittag-Leffler

La fonction de Mittage-Leffler est une fonction importante dans le calcul

fractionnaire. Son rôle est analogue à celui joué par la fonction exponentielle

dans le cas du calcul entier. Elle généralise la fonction exponentielle au calcul

fractionnel.

Définition 1.1.3 [16]

La fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre est définie par :

Eα(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
, (Re(x) > 0, α > 0). (1.4)

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est défine par

Eα,β(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
, (α, β) > 0. (1.5)

Exemple 1.1.3 Voici les fonctions de Mittag-Leffler pour quelques valeurs spéciales de α et β :

1. E1(x) = E1,1(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

xk

k!
= ek.

2. E2(x) = E2,1(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(2k + 1)
=

+∞∑
k=0

xk

(2k)!
= cosh

√
x.

3. E1,2(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 2)
=

+∞∑
k=0

xk

(k + 1)!
=

1
x

+∞∑
k=1

xk+1

(k + 1)!
=

ex
− 1
x

.

6
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4 . E1,3(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 3)
=

+∞∑
k=0

xk

(k + 2)!
=

1
x2

+∞∑
k=2

xk+2

(k + 2)!
=

ex
− 1 − x

x2 .

1.2 Intégration d’ordre fractionnaire

1.2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a,b], donc elle admet une

primitive :

I
1
a f (x) =

x∫
a

f (t)dt.

La primitive seconde de f définit comme suite :

I
2
a f (x) =

x∫
a


u∫

a

f (x)dx

 du.

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient :

I
2
a f (x) =

u∫
a


x∫

t

du

 f (t)dt.

I
2
a f (x) =

x∫
a

(x − t) f (t)dt.

Le nieme itéré de l’opérateur I peut s’écrire :

I
(n)
a f (x) =

x∫
a

dx1

x1∫
a

dx2...

xn−1∫
a

f (xn)dxn =
1

(n − 1)!

x∫
a

(x − t)n−1 f (t)dt, ∀n ∈N.

Cette formulle a un sens même quand n prend une valeur non-entier.

On définit l’intégrale fractionnaire de la manière suivante :

7
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Définition 1.2.1

Soit f : [a, b]→ R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre

α au sens de Riemenn-Liouville de f , l’intégrale suivante :

R
aD

−α
t f (t) =

1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1 f (s)ds, (t > a, Re(α) > 0). (1.6)

Exemple 1.2.1

On considère la fonction f définie par :

f (t) = (t − a)β t ∈ [a, b], β ∈ R, (β > −1).

On a :
R
aD

−α
t f (t) = R

aD
−α
t (t − a)β =

1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1(s − a)βds.

En effectuant le changement de variables suivant :

s = t − τ(t − a)⇒ ds = −(t − a)dτ.

Ainsi,

R
aD

−α
t (t − a)β =

−1
Γ(α)

∫ 0

1
[τ(t − a)]α−1[t − a − τ(t − a)]β(t − a) dτ

=
1

Γ(α)

∫ 1

0
(t − a)α+βτα−1(1 − τ)βdτ

=
1

Γ(α)
(t − a)α+βB(α, β + 1)

=
1

Γ(α)
(t − a)α+βΓ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
.

Donc
R
aD

−α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(α + β + 1)

(t − a)α+β.

8



CHAPTER 1, CALCUL FRACTIONNAIRE

1.3 Définitions des dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs approches pour définir des intégrales et des dérivées

fractionnaires. Malheureusement toutes ces approches considérées, en gé-

nérale ne sont pas toutes équivalentes. Nous présentons dans ce travail celles

qui sont les plus célèbres a savoir dérivation au sens de Riemann-Liouville,

au sens de Caputo et au sens de Günwald-Letnikov.

1.3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1

Soit f une fonction intégrable sur [a, b].

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α

notée R
aD

α est définie par :

R
aD

α
t f (t) =

dn

dtn (R
aD

−(n−α)
t f )(t)

=
1

Γ(n − α)
dn

dtn

∫ t

a
(t − s)n−α−1 f (s)ds, (1.7)

où Re(α) ≥ 0 et n = [Re(α)] + 1.

Remarques 1.3.1

• Si α = n − 1, nous avons une dérivée conventionnelle d’ordre n − 1 :

R
aD

n−1
t f (t) =

dn

dtn (R
aD

−(n−(n−1))
t f (t))

=
dn

dtn (R
aD

−1
t f (t)) = f (n−1)(t).

• En particulier : R
aD

0
t f (t) = f (t).

Exemple 1.3.1 Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre α de la fonction

f (t) = (t − a)β.

9



CHAPTER 1, CALCUL FRACTIONNAIRE

R
aD

α
t (t − a)β =

dn

dtn

[
R
aD

−(n−α)
t (t − a)β

]
.

L’intégrale a calculé dans l’exemple précédent

R
aD

α
t (t − a)β =

dn

dtn

[
Γ(β + 1)

Γ(n + β − α + 1)
(t − a)n−α+β

]
.

D’autre part :

dn

dtn (t − a)λ = λ(λ − 1)... + (λ − n + 1)(t − a)λ−n =
Γ(λ + 1)

Γ(λ − n + 1)
(t − a)λ−n.

Ainsi,
dn

dtn (t − a)β+n−α =
Γ(n + β − α + 1)

Γ(β − α + 1)
(t − a)β−α.

Il s’ensuit que :
R
aD

α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)

(t − a)β−α.

• Comme cas particulier α = 1

R
aD

1
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(β)

(t − a)β−1

= β(t − a)β−1.

• Par contre, si β = 0, on trouve

R
aD

α
t (t − a)0 =

Γ(1)
Γ(1 − α)

(t − a)−α.

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.3.2 [17]

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction f (t) donnée sur l’intervalle

[a,b] est définie par la relation suivante :

10
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C
aD

α
t f (t) =

1
Γ(n − α)

∫ t

a
(t − s)n−α−1 f (n)(s)ds, (1.8)

avec n ∈N et n = [α] + 1, où [α] désigne la partie entière de α.

Exemple 1.3.2 Calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction

suivante :

f (t) = (t − a)β.

Soit α un entier et 0 < n − 1 < α < n, avec β > n − 1

f (n)(s) =
Γ(β + 1)

Γ(β − n + 1)
(s − a)β−n,

d’où :

C
aD

α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(n − α)Γ(β − n + 1)

∫ t

a
(t − s)n−α−1(s − a)β−nds.

En effectuant le changement de variables s = a + τ(t − a), on obtient :

C
aD

α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(n − α)Γ(β − n + 1)

(t − a)β−α
∫ 1

0
(1 − τ)n−α−1τβ−ndτ

=
Γ(β + 1)B(n − α, β − n + 1)

Γ(n − α)Γ(β − n + 1)
(t − a)β−α

=
Γ(β + 1)Γ(n − α)Γ(β − n + 1)

Γ(n − α)Γ(β − n + 1)Γ(β − α + 1)
(t − a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t − a)β−α.

Remarque 1.3.1 La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est nulle ;

c’est-à-dire :

∀C ∈ R, C
D
α
a C = 0.

11



CHAPTER 1, CALCUL FRACTIONNAIRE

F Relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et celle de

Caputo

Le théorème suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théorème 1.3.1 [18] Soit Re(α) > 0, avec n − 1 < Re(α) < n (n ∈N∗), et soit

f une fonction telle que les dérivées fractionnaires C
aD

α
t f (t) et R

aD
α
t f (t) existent,

on a :
C
aD

α
t f (t) = R

aD
α
t f (t) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k − α + 1)

(t − a)(k−α). (1.9)

Démonstration.

Soit le dévélopement limite de Taylor de la fonction f au point a :

f (t) = f (a) +
(t − a)

1!
f ′(a) +

(t − a)2

2!
f ′′(a) + ... +

(t − a)n−1

(n − 1)!
f (n−1)(a) + Rn−1

=

n−1∑
k=0

(t − a)k

Γ(k + 1)
f (k)(a) + Rn−1,

où

Rn−1 =

∫ t

a

(t − τ)n−1

(n − 1)!
f (n)(τ)dτ = In

a f (n)(t).

On utilise la linéarité de l’opérateur de Riemann-Liouville, on trouve :

R
aD

α
t f (t) = R

aD
α
t

 n−1∑
k=0

(t − a)k

Γ(k + 1)
f k(a) + Rn−1


=

n−1∑
k=0

R
aD

α
t (t − a)k

Γ(k + 1)
f k(a) + R

aD
α
t Rn−1

=

n−1∑
k=0

Γ(k + 1)
Γ(k − α + 1)

(t − a)k−α

Γ(k + 1)
f (k)(a) + R

aD
α
t I

n
a f (n)(t)

=

n−1∑
k=0

(t − a)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(a) + In−α

a f (n)(t),

12
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donc

R
aD

α
t f (t) =

n−1∑
k=0

(t − a)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(a) + C

aD
α
t f (t).

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov

L’idée principale de la dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov [19]

est de donner une généralisation de la définition classique de la dérivation

entiére d’une fonction à des ordres arbitraires. La dérivée de premier ordre

de la fonction f (t) est défini par :

f ′(t) =
d f
dt

= lim
h→0

f (t) − f (t − h)
h

. (1.10)

L’application de cette définition deux fois donne :

f ′′(t) =
d2 f
dt2 = lim

h→0

f ′(t) − f ′(t − h)
h

= lim
h→0

f (t) − 2 f (t − h) + f (t − 2h)
h2 . (1.11)

En utilisant (1.10) et (1.11), nous obtenons :

f ′′′(t) =
d3 f
dt3 = lim

h→0

f (t) − 3 f (t − h) + 3 f (t − 2h) − f (t − 3h)
h3 .

Par dérivation successive, on obtient :

f (n)(t) =
dn f
dtn = lim

h→0

1
hn

n∑
r=0

(−1)r


n

r

 f (t − rh), (1.12)

où 
n

r

 =
n(n − 1)(n − 2)...(n − r + 1)

r!
.

13
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Grâce à la propriété fondamentale Γ(n + 1) = n!,∀n ∈ N, on peut arriver à

une expression plus générale dans le cas où n est négatif ou nul :

(−1)r


n

r

 =
−n(1 − n)(2 − n)...(r − n − 1)

r!
=

Γ(r − n)
Γ(r + 1)Γ(−n)

.

Définition 1.3.3

On définit la dérivée fractionnaire d’ordre α (non entier) au sens de Grünwald-

Letnikov de la fonction f , tel que f ∈ C [a, t] :

G
aD

α
t f (t) = lim

h→0

1
hα

∞∑
r=0

Γ(r − α)
Γ(r + 1)Γ(−α)

f (t − rh) =
1

Γ(−α)

∫ t

a
(t − s)−α−1 f (s)ds.

(1.13)

De même, on définit l’intégrale fractionnaire par :

G
aD

−α
t f (t) = lim

h→0

1
h−α

∞∑
r=0

Γ(r + α)
Γ(r + 1)Γ(α)

f (t− rh) =
1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1 f (s)ds. (1.14)

Exemple 1.3.3

F La dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov

En général, la dérivée d’une constante au sens de Grünwald-Letnikov n’est pas

nulle. En effet :

Soit f (t) = c et soit p un nombre non entier. On a donc f (k)(t) = 0, pour

k = 1, 2, ...,n.

Cependant dans le cas fractionnaire, on a :

14
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G
aD

α
t f (t) =

n−1∑
k=0

f k(a)
Γ(k − α + 1)

(t − a)k−α +
1

Γ(n − α)

∫ t

a
(t − s)n−α−1 f (n)(s)ds

=
c(t − a)−α

Γ(1 − α)
+

n−1∑
k=1

f (k)(a)
Γ(k − α + 1)

(t − a)k−α

︸                          ︷︷                          ︸
=0

+
1

Γ(n − α)

∫ t

a
(t − s)n−α−1 f (n)(s)ds︸                                  ︷︷                                  ︸

=0

=
c(t − a)−α

Γ(1 − α)
.

F La dérivée f (t) = (t − a)β au sens de Grünwald-Latnikov.

Soit α un nombre non entier (0 ≤ n − 1 < α < n) avec β > n − 1, alors on a

f (k)(a) = 0, pour tout k = 0, 1, ...,n − 1 et

f (n)(s) =
Γ(β + 1)

Γ(β − n + 1)
(s − a)β−n.

Donc

G
aD

α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(n − α)Γ(β − n + 1)

∫ t

a
(t − s)n−α−1(s − a)β−nds.

En effectuant le changement de variables s = a + τ(t − a), on obtient :

G
aD

α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(n − α)Γ(β − n + 1)

(t − a)β−α
∫ 1

0
(1 − τ)n−α−1τβ−ndτ

=
Γ(β + 1)β(n − α, β − n + 1)

Γ(n − α)Γ(β − n + 1)
(t − a)β−α

=
Γ(β + 1)Γ(n − α)Γ(β − n + 1)

Γ(n − α)Γ(β − n + 1)Γ(β − α + 1)
(t − a)β−α =

Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)

(t − a)β−α.
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CHAPITRE 2

SYSTÈMES DYNAMIQUES ET

CHAOS

2.1 Systèmes dynamiques

En mathématiques, les systèmes dynamiques sont classés en deux caté-

gories :

• systèmes dynamiques continus.

• systèmes dynamiques discrets.

2.1.1 Systèmes dynamiques continus

L’évolution d’un système dynamique continu est décrit par l’équation

différentielle ordinaire suivante :

ẋ =
dx
dt

= f (x, t, v), (2.1)
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où, x ∈ E (E un ensemble non vide de Rn appelé espace de phase) est le

vecteur d’état, v ∈ Rp est un vecteur des paramètres et f : E ×R+ ×Rp est le

champ de vecteur, qui représente la dynamique du système (2.1).

Remarque 2.1.1 Lorsque l’application f est continue et vérifiée la condition Lip-

schitzienne sur un certain intervalle I de la variable x, on peut assurer l’existence

et l’unicité de la solution pour toute condition initiale x0 ∈ I.

2.1.2 Systèmes dynamiques discrets

La forme générale d’un système dynamique à temps discret est décrit

par une équation aux différences non linéaire suivante :

xn+1 = f (xn, v), n ∈N. (2.2)

2.1.3 Systèmes autonomes ou non autonomes

Lorsque le champ de vecteur f ne dépend pas explicitement du temps, le

système(2.1) est dit autonome. Dans le cas contraire, il est dit non autonome.

En utilisant un changement de variable approprié, on peut facilement trans-

former un système non autonome de dimension n en un système autonome

équivalent de dimension n + 1.

2.2 Attracteurs réguliers et attracteurs chaotiques

La région de l’espace de phases vers laquelle convergent toutes les tra-

jectoires d’un système dynamique dissipatif s’appelle un attracteur. Les at-

tracteurs sont donc des formes géométriques qui caractérisent l’évolution à

long terme des systèmes dynamiques.
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2.2.1 Attracteurs réguliers

Il existe trois types distincts d’attracteurs réguliers.

1. L’attracteur ”point fixe” : c’est l’attracteur le plus simple. Il est représenté

par un point dans l’espace des phases. C’est donc une solution constante et

stationnaire.

2. L’attracteur ”cycle limite” : c’est une trajectoire fermée qui attire toutes les

orbites proches. C’est donc une solution périodique du système.

3. L’attracteur ”quasi-périodique” : représente les mouvements résultant de

deux ou plusieurs fréquences, que l’on appelle parfois ”tore”.

2.2.2 Attracteurs chaotiques

Un attracteur chaotique est bien plus complexe que les autres attracteurs,

il est caractérisé par :

1. Un volume nul.

2. Un dimension fractale (non-entière) d, 2 < d < n, où n est la dimension de

l’espace de phase.

3. Une séparation exponentiellement rapide de deux trajectoires initialement

proches.
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Figure 2.1: Attracteur chaotique du système de Lorenz.
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Définition 2.2.1

Soit A un sous ensemble compact de l’espace de phases E. Un attracteur A du

système (2.1) vérifie les quatre conditions suivantes :

1- A est invariant sous l’action du flot ϕt, c’est-à-dire : ϕt(A) = A.

2- A est asymptotiquement stable au sens de Lyapounov.

3- Il existe une orbite dense dans A.

4- A est indécomposable, c’est-à-dire que la réunion de deux attracteurs ne peut pas

être un attracteur.

2.3 Points d’équilibre

En général, on ne sait pas résoudre explicitement des équations diffé-

rentielles non linéaires. On fait alors une étude qualitative de ses solutions.

Cette étude va commencer par la recherche des points d’équilibre de l’équa-

tion différentielle (2.1).

En ce point d’équilibre, la vitesse s’annule :

ẋ = 0. (2.3)

Les points d’équilibre, que nous notons xeq, vérifient alors l’équation sui-

vante :

f (xeq) = 0. (2.4)

Dans l’espace de phase, un point d’équilibre se représente par un point. Sa

valeur est déterminée à savoir la condition initiale choisie. Par ailleurs, pour

des conditions initiales différentes nous pouvons trouver plusieurs points

d’équilibre. De plus, ces points peuvent être stables ou instables, à savoir la

convergence ou la divergence entre les trajectoires voisines.
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2.4 Caractéristiques principales du comportement

chaotique

Ci-dessous, nous rappelons quelques caractéristiques qui nous permettent

de mieux comprendre les points marquants d’un système chaotique.

Non-linéarité

La non-linéarité est l’une des caractéristiques fondamentales des sys-

tèmes chaotiques. En effet, tout système linéaire ne peut pas être chaotique.

Déterminisme

Un système chaotique est déterministe (plutôt que probabiliste), c’est-

à-dire qu’il soumit à des lois qui décrivent complètement son mouvement.

La notion de déterminisme signifie donc la capacité de prédire l’état fu-

tur d’un phénomène à partir d’un événement passé. Cependant, dans les

phénomènes aléatoires, il est impossible de prévoir les trajectoires d’une

quelconque particule.

Aspects aléatoires

La Figure 2.2 illustre l’évolution temporelle des trajectoires chaotiques

du système de Lű [20]. Le système représente une évolution complexe, non

périodique et imprévisible. C’est donc l’aspect aléatoire des systèmes chao-

tiques.

L’évolution temporelle d’une trajectoire chaotique apparaît comme aléatoire,

cependant l’observation de cette trajectoire dans l’espace des phases, au voi-

sinage de l’infini, décrit une forme particulière dont la structure est fractale ;
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c’est l’attracteur chaotique.
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Figure 2.2: Aspects aléatoires des états chaotique du système de Lű [20] .

Attracteurs chaotiques

La figure géométrique particulière qui représente l’attracteur d’un sys-

tème chaotique dans l’espace des phases en fonction du temps, appelé at-

tracteur chaotique. Ainsi, cet attracteur se produit à l’aide de deux opé-

rations simultanées à savoir l’étirement, responsable de la sensibilité aux

conditions initiales et de l’instabilité, et le repliement, responsable du côté

étrange. D’autre part, on parle d’attracteur chaotique lorsque sa dimension

est fractale. Grâce de cette propriété particulière, fractale, ces attracteurs sont

qualifiés d’étranges(chaotiques). Ils représentent la signature du chaos qui

nous permet d’authentifier un comportement chaotique.

Sensibilité aux conditions initiales

Les systèmes chaotiques sont extrêmement très sensibles aux conditions

initiales. De très petites perturbations sur l’état initial d’un système peuvent

être mener finalement à un comportement strictement différent dans son
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état final. La Figure 2.3 illustre l’évolution temporelle d’un trajectoire du

système de Lű [20] avec trois conditions initiales différentes très proches.
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Figure 2.3: Evolution temporelle de la trajectoire u du système de Lű [20] avec
trois conditions initiales différentes très proches.

Exposants de Lyapounov

La vitesse de divergence de deux trajectoires initialement voisines peut

être étudiée à partir des exposants de Lyapounov afin de caractériser la na-

ture du chaos détecté. L’exposant de Lyapounov sert à mesurer le taux de

divergence des deux trajectoires. A titre d’exemple, on considère un système

dynamique de dimension 4. Soient λ1, λ2, λ3 et λ4 les exposants de Lyapou-

nov de ce système satisfaisant λ1 > λ2 > λ3 > λ4 . Alors ce système se

comporte de la manière suivante :

• Si λ4 < λ3 < λ2 < λ1 < 0. Il s’agit d’un point d’équilibre asymptotiquement

stable.

• Si λ1 = 0, λ4 < λ3 < λ2 < 0. Il s’agit d’un cycle limite stable.

• Si λ1 = λ2 = 0, λ4 < λ3 < 0. Il s’agit d’un tore stable.

• Si λ1 > 0, λ2 = 0, λ3 < λ4 < 0 et
∑4

i=1 λi < 0. Il s’agit d’un système chaotique.

• Si λ1, λ2 > 0, λ3 = 0, λ4 < 0 et
∑4

i=1 λi < 0. Il s’agit d’un système hyperchao-

tique.
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Remarque 2.4.1 Un exposant de Lyapounov négatif selon une direction, indique

que les trajectoires se rapprochent et par conséquent on perd l’information sur les

conditions initiales, l’orbite est donc attractive vers une orbite périodique ou un

point fixe. Il caractérise les systèmes dissipatifs. Ce genre de système exhibe une

stabilité asymptotique.

Un exposant de Lyapounov positif selon une direction, indique que la divergence

entre deux trajectoires voisines augmente exponentiellement avec le temps. les tra-

jectoires divergent, l’orbite est donc chaotique. Intuitivement, c’est la sensibilité aux

conditions initiales.

Un exposant de Lyapounov nul, les orbites issues de conditions initiales différentes,

gardent une séparation constante, ni convergent, ni divergent l’une par rapport à

l’autre. Dans ce cas, un tel système physique est dit conservatif.

Remarque 2.4.2 Notons qu’il existe plusieurs algorithmes pour calculer les ex-

posents de Lyapounov, l’un des plus connus étant l’algorithme de Wolf [21]. Cet

algorithme nous permet de calculer les exposants de Lyapounov à partir du calcul

effectif de la divergence de deux trajectoires par rapport à la perturbation introduite

parallèlement.

Diagramme de bifurcations

On dit qu’il y a une bifurcation lorsqu’un tel changement qualitatif de

la structure d’un système se produit à l’occasion de la variation quantita-

tive de l’un de ses paramètres (qu’on l’appelle valeur de bifurcation). Les

graphiques qui représentent ces bifurcations, sont appelés diagrammes de

bifurcation. Donc le diagramme de bifurcation est un outil très important

pour évaluer les comportements possibles d’un système en fonction des va-

leurs de bifurcation. La Figure 2.4 illustre le diagramme de bifurcations de
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l’application logistique définie sur le segment [0,1] par :

xn+1 = rxn(1 − xn), (2.5)

où n = 0, 1, 2, ...dénote le temps discret, et r ∈ [0, 4] un paramètre de contrôle.

Selon la Figure 2.4, on peut constater trois états différents du système selon

la valeur du paramètre r : un régime stable, puis périodique à plusieurs états

et enfin un régime chaotique.

Figure 2.4: Diagramme de bifurcation de l’application logistique.
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CHAPITRE 3

INTRODUCTION À LA THÉORIE

DES ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES

Dans cette section, on s’intéresse aux éléments nécessaires de la théorie

des équations difféentielles fractionnaires au sens de Caputo. Nous rappe-

lons le résultat d’existence et d’unicité de la solution d’un problème à valeurs

initiales pour une équations différentielle fractionnaires au sens de Caputo,

puis nous représentons le problème de Cauchy aux conditions initiales sous

forme d’une équation d’intégrale de Volterra et nous terminons ce chapitre

par quelques conditions nécessaires et suffisantes de la stabilité des systèmes

fractionnaires.
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3.1 Équations différentielles fractionnaires au sens

de Caputo "EDFSC"

Considérons le problème aux valeurs initiales suivantes :
C
D
αy(t) = f (t, y(t))

C
D

jy(0) = f ( j)
0 , j = 0, 1, ...,n − 1,

(3.1)

où C
D
α
t désigne l’opérateur de dérivation au sens de Caputo, et n−1 < α ≤ n.

Le théorème suivant nous permet d’affirmer l’existence et l’unicité de la

solution du problème aux valeurs initiales (3.1).

Théorème 3.1.1 [22] Soient K > 0, h∗ > 0 et y(i)
0 ∈ R, i = 0, 1, ...,n − 1, et

soit f : G = [0, h∗] × R → R, une fonction continue, satisfaisant la condition de

Lipschitz par apport à y :

| f (t, y1) − f (t, y2)|< L|y1 − y2|, (3.2)

et soit :

h = min

h∗,
(

KΓ(α + 1)
M

)1
α

 ,
où

M = sup
t,z∈G
| f (t, z)|,

alors, le problème (3.1), admet une seule solution y ∈ C[0, h].

Théorème 3.1.2 [22] Sous les hypothèses du théorème 3.1.1, le problème aux condi-

tions initiales (3.1) est équivalent à l’équation d’intégrale de Volterra :
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y(t) =

n−1∑
k=0

tk

k!
y(k)

0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t − s)α−1 f (s, y(s))ds. (3.3)

Démonstration.

Supposons que y est une solution de l’équation (3.3). Cette dernière peut se

réérire sous la forme :

y(t) =

n−1∑
k=0

tk

k!
y(k)

0 + 0D
−α
t f (t, y(t)).

En appliquant l’opérateur de différentiation C
0D

α
t sur les deux cotés de cette

relation, on trouve :

C
0D

α
t y(t) =

n−1∑
k=0

y(k)
0

C
0D

α
t tk

k!
+ C

0D
α
t 0D

−α
t f (t, y(t))

=

n−1∑
k=0

y(k)
0

C
0D

α
t tk

k!
+ f (t, y(t)).

Puisque k < α, donc C
0D

α
t tk = 0

Par conséquent y est une solution de l’équation (3.1).

Il reste à montrer que : C
0D

j
t y(0) = y( j)

0 .

En effet, en appliquant maintenant l’opérateur C
0D

j
t, 0 ≤ j ≤ n − 1 sur l’équa-

tion de Volterra (3.3), on obtient :

C
0D

j
t y(t) =

n−1∑
k=0

y(k)
0

C
0D

j
t tk

k!
+ C

0D
j
t 0D

− j
t 0D

−(α− j)
t f (t, y(t))

=

n−1∑
k=0

y(k)
0

C
0D

j
t tk

k!
+ 0D

−(α− j)
t f (t, y(t)).

On rappelle que :
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C
0D

j
tt

k =


0, Si j > K

Γ(k + 1), Si j = K
Γ(k + 1)

Γ(k − j + 1)
tk− j, Si j < K.

Ce qui implique

C
0D

j
tt

k
|t=0=


0, Si j > K

Γ(k + 1), Si j = K

0, Si j < K.

D’autre part α − j ≥ 1, ce qui implique que l’intégrale 0D
−(α− j)
t f (t, y(t))|t=0 est

nulle. Par suite C
0D

j
t y(0) = y( j)

0 .

Supposons maintenant que y est une solution de l’équation (3.1) et montrons

que y est la solution de (3.3).

Posons z(t) = f (t, y(t)), on a alors :

z(t) = f (t, y(t)) = C
0D

α
t y(t) = R

0D
α
t y(t) −

n−1∑
k=0

y(k)
0 tk−α

Γ(k − α + 1)

= R
0D

α
t y(t) − R

0D
α
t y(t)

n−1∑
k=0

y(k)
0 tk

k!

= R
0D

α
t

y(t) −
n−1∑
k=0

y(k)
0 tk

k!


= R

0D
α
t
(
y − Tn−1[y, 0]

)
(t)

= 0D
n
t 0D

−(n−α)
t

(
y − Tn−1[y, 0]

)
(t),

où Tn−1[y, 0](t) =
n−1∑
k=0

tk

k!
y(k)

0 , est le polynôme de Taylor de degré n − 1.

En appliquant l’opérateur 0D
−n
t sur les deux membres de cette dernière

équation, il vient :
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0D
−n
t z(t) = 0D

−(n−α)
t

(
y − Tn−1[y, 0]

)
(t) + q(t),

où q est un polynôme de degré ≤ n− 1. Puisque la fonction z est continue, la

fonction 0D
−n
t z a un zéro d’ordre au moins n à l’origine. En outre, la différence

y − Tn−1[y, 0] ayant la même propriété par construction. Et donc la fonction

0D
−(n−α)
t (y − Tn−1[y, 0]) doit également avoir un zéro d’ordre n. Par suite le

polynôme q ayant la même propriété, mais comme il est de degré ≤ n − 1, il

en résulte que q = 0. Par conséquent :

0D
−n
t z(t) = 0D

−(n−α)
t

(
y − Tn−1[y, 0]

)
(t).

Ce qui entraîne :

y(t) = Tn−1[y, 0](t) + 0D
−α
t z(t)

=

n−1∑
k=0

tk

k!
y(k)

0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t − s)α−1 f (s, y(s))ds.

3.2 Systèmes chaotiques fractionnaires

Le chaos ne peut pas se réaliser dans les systèmes dynamiques continus

autonomes d’ordre inférieur à trois. Le modèle d’un système chaotique peut

être réorganisé en trois équations différentielles contiennent des dérivées

fractionnaires.

Définition 3.2.1 ( points d’équilibres)

Considérons maintenant un système non linéaire à dérivée fractionnaire comme :

D
αx = f (x), (3.4)

où x ∈ Rn, α = [α1, α2, ..., αn]T(0 < αi < 1, i = 1, 2, ...,n) et Dα est l’opérateur de
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dérivation au sens de Caputo. Les points d’équilibre du système (3.4) sont calculés

par la résolutions de l’équation suivante :

D
αx = 0. (3.5)

Définition 3.2.2 (Systèmes commensurables)

Dans l’équation (3.4), qui décrit la dynamique d’un système non linéaire d’ordre

non entier, deux types de systèmes seront présentés : les systèmes commensurables

(ou d’ordres commensurables) et les systèmes non commensurables (ou d’ordres non

commensurables).

Définition 3.2.3 (Systèmes non commensurables)

Si tous les ordres de dérivations αi, i = 1, 2, ...,n du système (3.4) sont égaux, on

dit que le système est commensurable. Dans le cas contraire, le système est dit non

commensurable.

3.2.1 Conditions nécessaires et suffisantes de la stabilité

Théorème 3.2.1 [23, 24] Considérons le système non linéaire fractionnaire décrit

par le modèle suivant ;  D
αx = f (x),

x(0) = x0,
(3.6)

où x ∈ Rn, 0 < α < 1 et f ∈ Rn une fonction non linéaire continue.

1. Supposons que le système (3.6) est commensurable. Soientλ1, λ2, ..., λn les valeurs

propres de la matrice jacobienne
∂ f
∂x

associée à f au point d’équilibre.

Alors, le système (3.6) est asymptotiquement stable, si et seulement si :

|arg(λi)|> α
π
2
, pour tout i = 1, ...,n. (3.7)

2. Supposons maintenant que le système (3.6) est non commensurable, c’est-à-dire
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αi , α j, il existe i , j, et soit m le plus petit multiple commun des dénominateurs

ui de αi, tel que :

αi =
vi

ui
, (ui, vi) = 1, ui, vi ∈ Z+.

Posons γ =
1
m
, et soient λ1, λ2, ..., λn les valeurs propres de l’équation caractéris-

tique :

det(dia1(λmα1 , λmα2 , ..., λmαn) −
∂ f
∂x

) = 0.

Alors, le système non commensurable (3.6) est asymptotiquement stable, si et seule-

ment si :

|arg(λi)|> γ
π
2
, pour tout i = 1, 2, ...,n.

Remarque 3.2.1 Si le système étudié est linéaire, les conditions de stabilité dans

les théorèmes précédents restent vrais, juste en remplaçant la matrice Jacobienne de

f par sa partie linèaire f .

La Figure 3.1, illustre les différentes régions de stabilité d’un système fractionnaire,

où 0 < α < 1.
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Figure 3.1: Régions de stabilité d’un système fractionnaire, où 0 < α < 1.
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Exemple 3.2.1 Considérons le système non linéaire fractionnaire suivant : D

αx = 1 + x2y − 4x,

D
αy = −x2y + 3x,

(3.8)

oùDα est l’opérateur de dérivation de Caputo.

Les points d’équilibre de ce système sont les solutions de l’équation : 1 + x2y − 4x = 0,

−x2y + 3x = 0.

Le seul point d’équilibre du système (3.8) est P = (1, 3).

La matrice Jacobienne du système, associée au point d’équilibre P est donnée par :

 2 1

−3 − 1


Le polynôme caractéristique correspondant est :

P(λ) = λ2
− λ + 1.

Les valeurs propres du système, associées au point P sont données par :

λ1 =
1
2

+ i
√

3
2

et λ2 =
1
2
− i
√

3
2

Lorsque α = 0.65, on peut voir facilement que :

|arg(λ1,2)|= 1.047 >
απ
2

= 1.021.

L’utilisation du Théorème 3.2.1, montre la stabilité du point d’équilibre P. Cepen-

dant, dans le cas entier, le point d’équilibre P est instable.

3.2.2 Conditions suffisantes (Méthode directe de Lyapou-

nov)

Dans cette partie, nous étendons la méthode directe de Lyapounov des

systèmes fractionnaire, pour étudier la stabilité asymptotique des solutions
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du système suivant :

D
αx(t) = f (x(t)), (3.9)

où f : Rn
→ Rn représente une fonction non linéaire, x ∈ Rn est le vecteur

d’état et α ∈ (0, 1).

Lemme 3.2.1 [25] Soit x(t) ∈ R une fonction dérivable au sens de Caputo. Alors,

pour tout t > t0,
1
2
D
αx2(t) ≤ x(t)Dαx(t), α ∈ (0, 1). (3.10)

Remarque 3.2.2 Le lemme précédent reste vrai, si x(t) ∈ Rn, et dans ce cas :

1
2
D
αxT(t)x(t) ≤ xT(t)Dαx(t), pour tout α ∈ (0, 1). (3.11)

Théorème 3.2.2 [26] Lorsqu’il existe une fonction de Lyapounov positive V(x),

telle que Dα(V(x)) < 0, pour tout t ≥ t0, alors la solution de système (3.9) est

asymptotiquement stable.

Exemple 3.2.2 Conidérons le système fractionnaire suivant : D
αx(t) = −x(t)y(t) − x(t),

D
αy(t) = x2(t) − y(t).

(3.12)

Considérons également la fonction de Lyapounov suivante :

V(x(t), y(t)) =
1
2

(x2(t) + y2(t)). (3.13)

L’utilisation du lemme 3.2.1 nous donne :
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D
αV(x(t), y(t)) =

1
2
D
αx2(t) +

1
2
D
αy2(t)

≤ x(t)Dαx(t) + y(t)Dαy(t)

= x(t)[−x(t)y(t) − x(t)] + y(t)[x2(t) − y(t)]

= −[x2(t) + y2(t)]

< 0, pour tout (x, y) , (0, 0)

ce qui montre la stabilité asymptotique du système (3.12).
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Figure 3.2: L’évolution temporelle des états du systèmes (3.12).
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CHAPITRE 4

SYNCHRONISATION

PROJECTIVE MODIFIÉE

COMBINÉE DE TROIS SYSTÈMES

CHAOTIQUES FRACTIONNAIRE

Dans cette partie, on s’intéresse au problème de la synchronisation pro-

jective modifiée combinée (SPMC) de trois systèmes unifiés d’ordre fraction-

naire. A l’aide de la théorie de la stabilité du système d’ordre fractionnaire,

un schéma de contrôle approprié est conçu pour réaliser ce type de syn-

chronisation. Les résultats de la simulation numérique effectuée à l’aide de

la méthode Adams-Boshforth Moulton sont présentés pour démontrer la

validité et la faisabilité des résultats théorique.
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4.1 Formulation du problème de SPMC

4.1.1 Analyse théorique

Le modèle général des systèmes d’ordre fractionnaire peut être sélec-

tionné comme suit :
C
D
αx = f (x), (4.1)

C
D
αy = 1(y), (4.2)

C
D
αz = h(z) + u, (4.3)

où C
D
α est l’opérateur différentiel de Caputo (0 < α ≤ 1),

x = (x1, x2, x3, x4)T
∈ R4, y = (y1, y2, y3, y4)T

∈ R4 sont les variables d’état

de deux systèmes émetteurs, z = (z1, z2, z3, z4)T
∈ R4 est l’état variable du

système de récepteur, f , 1, h : R4
→ R4 sont des fonctions continues et

u = (u1,u2,u3,u4)T
∈ R4 est le contrôle continu à déterminer.

La définition de la synchronisation proposée est donnée comme suit.

Définition 4.1.1

Les deux systèmes émetteurs (4.1)-(4.2) et le système de récepteur (4.3) se synchro-

nisent au sen de SPMC, s’il existe un contrôleur u, tel que l’erreur de synchronisa-

tion :

e(t) = x(t) + y(t) −Mz(t), (4.4)

où M = dia1(m1,m2, ...,mn). satisfait la condition lim
t→∞
‖ e(t) ‖= 0,

Dans cette partie, on va essayer d’étudier le problème de SPMC de trois

systèmes unifiés d’ordre fractionnaire (systèmes de Lorenz, Chen et Lű) [27]

en utilisant la technique de contrôle continue. Les deux systèmes émetteurs

sont décrits respectivement comme suit :
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C
D
αx1 = (25δ + 10)(x2 − x1),

C
D
αx2 = (−35δ + 28)x1 − x1x3 + (29δ − 1)x2,

C
D
αx3 = x1x2 − (

δ + 8
3

)x3,

(4.5)

et 
C
D
αy1 = (25δ + 10)(y2 − y1),

C
D
αy2 = (−35δ + 28)y1 − y1y3 + (29δ − 1)y2,

C
D
αy3 = y1y2 − (

δ + 8
3

)y3,

(4.6)

et aussi le système récepteur contrôlé est choisi comme


C
D
αz1 = (25δ + 10)(z2 − z1) + u1,

C
D
αz2 = (−35δ + 28)z1 − z1z3 + (29δ − 1)z2 + u2,

C
D
αz3 = z1z2 − (

δ + 8
3

)z3 + u3,

(4.7)

où xi, yi et zi, i = 1, 2, 3.

Sont les variables d’état des systèmes émetteurs et du système récepteur,

respectivement, δ ∈ [0, 1], C
D
α est l’opérateur différentiel de Caputo

(0 < α ≤ 1),u1,u2 et u3 sont les contrôleurs non linéaires à concevoir.

Pour quantifier notre objective, nous définissons les états de l’erreur de

synchronisation comme suit :


e1 = x1 + y1 −m1z1

e2 = x2 + y2 −m2z2

e3 = x3 + y3 −m3z3,

(4.8)

où m1,m2 et m3 ∈ R∗.

La dynamique de l’erreur de synchronisation est donnée par :
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C
D
αe1 = (25δ + 10) {(e2 − e1) + (m2 −m1)z2} −m1u1,

C
D
αe2 = (29δ − 1)e2 + ϕ −m2u2,

C
D
αe3 = −

(
δ + 8

3

)
e3 + x1x2 + y1y2 −m3z1z2 −m3u3,

(4.9)

où ϕ = (−35δ + 28)(x1 + y1) − x1x3 − y1y3 + m2z1z3.

Pour vérifier la stabilité du système (4.9), un contrôleur approprié ui,

i = 1, 2, 3 devrait être conçu. Pour cela, nous proposons l’hypothèse suivante :

Hypothèse :

Supposons que les contrôleurs ui, i = 1, 2, 3 sont choisis comme


u1 =

(25δ + 10
m1

)
(m2 −m1)z2,

u2 =
1

m2
(ϕ + pe2),

u3 =
1

m3
(x1x2 + y1y2 −m3z1z2),

(4.10)

où p est le paramètre de contrôle satisfaisant

p > 29δ − 1, ∀α ∈ [0, 1] (4.11)

Maintenant, grâce au théorème de stabilité 3.2.1, nous avons le résultat

suivant.

Théorème 4.1.1 Si les contrôles ui, i = 1, 2, 3 sont donnés par (4.10), et si le

paramètre de contrôle p est sélectionner comme (4.11), alors le problème de SPMC

entre les systèmes unifiés (4.5), (4.6) et (4.7) est aechevée.

Démonstration.

Par hypothèse (4.10), le système d’erreur (4.9) devient
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C
D
αe1 = (25δ + 10)(e2 − e1)

C
D
αe2 = (29δ − 1 − p)e2

C
D
αe3 = −(

δ + 8
3

)e3.

(4.12)

Les valeurs propres du système

λ1 = −(25δ + 10), λ2 = 29δ − 1 − p et λ3 = −(
δ + 8

3
). (4.13)

Précédent sont donnée par : Puisque δ ∈ [0, 1], et par hypothèse (4.11), toutes

les racines (4.13) sont négatives. Donc,

|ar1λi| = π > α
π
2

pour tout i = 1, 2, 3 et 0 < α ≤ 1. (4.14)

Alors le théorème 3.2.1 affirme que l’erreur de synchronisation (4.12) est

asymptotiquement stable, ce qui implique que la synchronisation souhaitée

est atteint.

4.1.2 Résultats de simulation

Afin de vérifier les résultats théoriques obtenus dans la section cides-

sus, les simulations numériques correspondantes seront effectuées. Dans

ces simulations, on prend : α = 0.98, δ = 1, p = 29. Les valeurs ini-

tiales des deux systèmes émetteurs et de récepteur sont choisies comme

(x1(0), x2(0), x3(0))T = (0.1,−0.1, 0.1)T, (y1(0), y2(0), y3(0))T = (0.2,−0.2, 0.1)T et

(z1(0), z2(0), z3(0))T = (0.3, 0.15,−1)T respectivement. Donc par (m1,m2,m3) =

(−1, 2, 0.1), les conditions initiales du système d’erreur sont donnée par

(e1(0), e2(0), e3(0))T = (0.6,−0.6, 0.3)T.
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Figure 4.1: L’attracteur chaotique du système de Lorenz(4.5), lorsque δ = 0.
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Figure 4.2: L’attracteur chaotique du système de Lű(4.5), lorsque δ = 0.8.
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Figure 4.3: L’attracteur chaotique du système de Chen(4.5), lorsque δ = 1.
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Figure 4.4: Les courbes des erreurs de synchronisation(4.9).

D’après la figure 4.4, on peut voir que les états du système d’erreur(4.9)

se convergent vers zéro, lorsque t→ +∞, ce qui implique que la synchroni-

sation souhaitée est obtenue.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Le problème de SPMC entre trois systèmes chaotiques d’ordres fraction-

naires a été réalisée dans le quatrième chapitre. Une technique de contrôle

continu a été employée pour effectuer la stabilité ainsi que la convergence

de l’erreur de synchronisation.

Des simulations numériques ont été fournies pour vérifier et tester la validité

et la capacité du schéma de synchronisation proposé.
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