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Résumé

Dans l'estimation des parametres des modeles de processus stochastiques, on
suppose a priori que le bruit suit une distribution spécifique et satisfait certaines condi-
tions, telles que la variance égale a un dans l'estimation utilisant le contraste gaussien
ou le premier moment égal a un dans le contraste Laplace. Dans cette étude, nous
examinons les modeles de processus stochastiques en considérant que la loi du bruit
blanc appartient a la famille des distributions gaussiennes généralisées et proposons

un nouvel estimateur pour le paramétre de forme.

Mots clés :

Efficacité des estimateurs, Estimation du quasi-maximum de vraisemblance.
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Abstact

In the estimation of parameters for stochastic process models, it is assumed a
priori that the noise follows a specific distribution and satisfies certain conditions, such
as the variance being equal to one in estimation using Gaussian contrast or the first
moment being equal to one in Laplace contrast. In this study, we examine stochastic
process models by considering the white noise law belonging to the family of Genera-

lized Gaussian distributions and propose a new estimator for the shape parameter.

Keywords :

Efficiency of estimators, Quasi maximum likelihood estimation.
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NOTATIONS GENERALES

Notations

(Q,A,P) Espace de probabilité.

Ensemble et espace

IN Les entiers positives.

Z les entiers.

R les nombres réels.

Fonction

VX La fonction d’autocovariance de (X;).

r La fonction Gamma.

Processus

ii.d Indépendant et identiquement distribué.
N(0,0?) La loi normale de moyenne 0 et variance ¢°.
p.s Presque sfr.

Estimation

arg Argument.

r La forme de parametre.

7 Estimateur de r.

Probabilité

A La convergence presque stire.
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INTRODUCTION

L’analyse des séries chronologiques est un domaine fondamental en statistique et
en économétrie qui traite de 'étude de données séquentielles collectées au fil du temps.
Un modele populaire pour I'analyse de séries chronologiques est le modele GARCH
(Hétéroscédasticité conditionnelle autorégressive généralisée), largement utilisé en fi-
nance et en économie pour modéliser 1'agrégation de la volatilité dans les données

financiéres.

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle méthode d’estimation pour les mo-
déles de séries chronologiques GARCH, appelée méthode Quasi-Maximum Gaussien
Généralisé (QMG). La méthode QMG est une méthode basée sur la vraisemblance
maximale qui est informatiquement efficace et produit des estimations de parameétres
robustes et consistantes. Nous généralisons également la méthode QMG pour per-
mettre des distributions d’erreur non normales, ce qui est important en pratique car les

données financiéres présentent souvent des queues lourdes et une asymétrie.

Notre méthode QMG proposée est évaluée sur des ensembles de données financieres
simulées et réelles et comparée a des méthodes d’estimation existantes. Les résultats
montrent que notre méthode proposée offre des performances supérieures en termes

de précision d’estimation et d’efficacité informatique.



Introduction

Dans l'ensemble, ce travail contribue au développement de méthodes plus précises
et efficaces pour 1’analyse de séries chronologiques, qui ont des applications impor-
tantes en finance, en économie et dans d’autres domaines ot I'analyse de données

séquentielles est nécessaire.

e Dans le premier chapitre nous avons présenté les définitions principales, les
propriétés des processus stochastiques des séries chronologiques et quelques notions

de base.

eLe deuxiéme chapitre est d’abord consacré a 1’estimation de la forme du para-
meétre r de la densité du bruit blanc a partir d"une trajectoire observée d’un processus
causal. Cette classe de séries chronologiques a déja été définie et étudiée dans Duchenes

and Francq (2008)[7], Bardet and Wintenberger (2009) [1] et Bardet et al.

e Dans le troisieme chapitre, nous avons effectué une étude numérique a l'aide

de langage R pour vérifier les résultats théoriques obtenus dans le deuxieme chapitre.
Remarque :

En nous appuyant sur un article scientifique de référence, qui a servi de point de
départ a notre travail, nous avons exploré en profondeur les concepts et les méthodes

du quasi maximum gaussien généralisé dans le contexte des séries chronologiques

GARCH.

L’article, intitulé “Generalized Gaussian quasi-maximum likelihood estimation for
most common time series” [18] . Il a joué un role central dans notre recherche, nous of-
frant une base solide pour développer notre approche et mener des analyses empiriques

significatives.



CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET NOTATIONS

Dans ce premier chapitre, nous donnons les définitions et les propriétés des notions
principales utiles pour comprendre et traiter le quasi-maximum gaussien généralisé

pour les séries chronologiques GARCH.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Un processus stochastique est un processus représentant un systeme évoluant
généralement dans le temps, incluant un élément aléatoire, par opposition a un processus

déterministe.

Définition 1.1.2 Un processus stochastique est une famille de variable aléatoires (X;,t € T)
(ont T est un ensemble d’indice) définit sur un espace probabilité (QQ, A,P). On a ainsi deux
cas :

i- Un processus stochastique a temps discret est une famille (X,,),en de variable aléatoire. Dans

3



Définitions et Notations

ce cas, on note T = IN (comme IN ou Z, ou bien une partie de N ou Z.).

ii- Un processus stochastique a temps continu est une famille (X;)ier, de variable aléatoire. Dans

cecas,on note' T = R,.

Définition 1.1.3 (I'opérateur de retard)

L’opérateur L (L Lag noté aussi B pour Backward ) est dit I'opérateur de retard s'il décale

le processus d'une unité de temps vers le passé :
LXt = Xt—l Vt > 1.

Si on applique k fois cette I'opérateur, on décale le processus de k unités de temps :

L(L(..L(X})..)) = L*X; = X, 4.
N’

L’opérateur de retard possede les propriétés suivantes :

L(BX;) = p(LX;). (commutatif)

UX, = X,_j.

X; = C € Rpour tout t € Z, alors L'X; = LIC = C, pour tout j € Z.
LI(LFX;) = IFX; = X jx

L(X¢+Y:) = L(Xy) + L(Yy).  (distributif)

(LU + 19X = Xy + L*X; = Xij + Xieke

1.1.1 stationnarité:

La stationnarité joue un role central dans la théorie des processus. Elle se carac-
térise par une série chronologique qui implique que le comportement de la série ne
dépend pas du temps. Plus formellement, on distingue deux types de stationnarité, a

savoir forte et faible.
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Espérance Mathématique

Définition 1.1.4 L’espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle est -intuitivement-
la valeur que I'on s’attend a trouver -en moyenne- si I'on répete un grand nombre de fois la

méme expérience aléatoire. Elle se note IE(X) et se lit « espérance de X ».

e Dans le cas continu :
Définition 1.1.5 Soit X un variable aléatoire réelle continue qui admet une densité de

probabilité f, si :

f |x|fy (x)dx < +oo.

R

L’espérance mathématique de X est défini par :

f Xdp,

Q

f xfy (x)dx,

R

E(X)

avec () l'ensemble des variables aléatoires et P la loi de probabilité.

e Dans le cas discret :
Définition 1.1.6 Soit X un variable aléatoire réelle discréte définit sur un espace de
probabilité (QQ, A, IP) tq : X(Q) = (x1, X2, ....) elle est dite intégrable si :

Z P(X = x7) < +oo.

1

L’espérance mathématique de X est défini par :

E(X) = Z xP(X = x)).

1

L’espérance mathématique posséde les propriétés suivantes :

o E(AX +Y) = AE(X) + E(Y),



Définitions et Notations

o E(X-Y)=E(X) - E(Y),
o E(XY) = E(X)E(Y).

Moment d’ordre r

Définition 1.1.7 Soit X une variable aléatoire réelle quelconque et v € IN* on dira que la

variable aléatoire réel X a un Moment d’ordre r si X" a une espérance finie.

e Dans le cas continu :

E(X") = f x'fy (x)dx.
R

e Dans le cas discret :

E(X) = Z XP(X = x)).

1

Remarques :
1. Le moment d’ordre 0 d’une variable aléatoire existe toujours et vaut
EX°) =E(1)=1.

2. Le moment d’ordre 1 est I’espérance de X.

Moment centrés

Définition 1.1.8 Soit X une variable aléatoire a densité, admettant une espérance. On dit que
X admet un moment centré d’ordre r si la variable aléatoire centrée X' = X — E(X) admet un

moment d’ordre 1.

Le moment centré d’ordre r de X est :

E(X") = E[(X - E(X))'],



Définitions et Notations

e Dans le cas continu :

E(X") = f xfy (x)dx.
R

e Dans le cas discret :

E(X") = Z X'P(X = xj).

1

La stationnarité stricte
Soit un processus stochastique (X;,t € Z) :

Définition 1.1.9 Le processus (X, t € Z) est dit strictement stationnaire, ou fortement sta-
tionnaire, ou stationnaire au premier ordre, si quel que soit le n-uplet du tempst; < t, < .. <t,,
tels que t; € Z et pour tout temps h € Z avec ti,y, € ZNi=1,...,nlasuite (X,,,,...,X;,,)a

la méme loi que la suite ( Xy,, ..., X,).

La stationnarité au second ordre

Définition 1.1.10 Un processus stochastique (X;,t € Z) est dit stationnaire au second ordre,

ou stationnaire au sens faible, ou stationnaire d’ordre deux si les trois conditions sont satisfaites :
()Vt€Z, E(X?) < +co,
(i)VteZ, E(X;) =m  indépendant det,

(iii) Y(t, h) € 722, cov(Xy, Xi-n) = yx(h) indépendant de t (dépend de h).

La premiere condition ¥t € Z, E(X?) < +co garantit tout simplement l'existence (ou la
convergence) des moments d’ordre deux. La second condition Vt € Z, E(X;) = m porte sur les
moments d’ordre un et signifie tout simplement que les variables aléatoires (X; ,t € Z) doivent
avoir la méme espérance quelle que soit la date t. Autrement dit, I'espérance du processus

(Xi,t € Z) doit étre indépendante du temps. Enfin, la troisieme condition d’auto covariance,

7



Définitions et Notations

implique que ces moments doivent étre indépendants de la date considérée, et ne doivent dépendre
uniquement que de I’ordre des retards. Autrement dit la fonction d’auto covariance des processus

(X, t € Z) doit étre indépendant du temps.

La relation entre la stationnarité strict et la stationnarité au second

ordre

Un processus strictement stationnaire avec un moment d’ordre 2 fini est stationnaire

au second ordre.

La réciproque n’est pas général vraie.

1.1.2 Le processus bruit blanc

Parmi la classe des processus stationnaires, il existe des processus particuliére que
sont les processus bruit blanc (BB). Ces processus sont tres souvent utilisés en analyse

des séries chronologiques.

Définition 1.1.11 Un processus (X;)iez est un bruit blanc faible si les deux conditions sui-

vantes sont satisfaites :
(i)VteZ, EX;)=0,

o> si h=0
(ll) V(t, h) S Zz, COU(Xt, Xt—h) = E(Xt.Xt_h) = )/X(h) = .
0 sinon.

Remarques :

1. On appelle bruit blanc fort tout bruit blanc faible tel que les variables (¢;) sont
(i,i,d) et un bruit blanc gaussien tout bruit blanc fort (¢;)cz tel que V¢, (&) ~
N(0, ?).

2. Un BB faible est faiblement stationnaire.

3. Un BB fort est fortement stationnaire.
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1.1.3 Causalité

Définition 1.1.12 Un processus stochastique X; s’appelle causal s’il peut étre représenté sous

la forme :
X = Z Rbigt—i,
i=0

oli &; est un bruit blanc et (1;)i»o une suite des constantes tel que ), | 1; |< oco.

=0

(o8]

Définition 1.1.13 Une représentation causale X; = ), ;e;—; d'un processus stationnaire est
i=0

inversible si :

(o) (o]
e =), 1 Xi—i, ol Y, | 1t |< oo,
=0 =0

1.1.4 Les séries chronologiques

La théorie des séries chronologiques est appliquée de nos jours dans des domaines

variés que 1’économétrie, la médecine ou la démographie.

Définition 1.1.14 Les séries chronologiques, ou temporelles, encore nommées chroniques sont
des séries statistiques ordonnées dans le temps qui prennent des valeurs numériques. Elles
peuvent utiliser n’importe quelle mesure du temps -dates ou périodes- a condition que I’espace-

ment des observations soit constant.

La série chronologique est notée par (Xy)er : Si T est un intervalle de nombres réels alors

(X}) est une série continue et si T est un ensemble discret alors (X;) est une série a temps discret.

Objectifs principaux dans I’étude des séries chronologiques

L'étude d'une série chronologique permet d’analyser, d’écrire et d’expliquer un

phénomene au cours du temps et d’en tirer des conséquences pour des prises de

9



Définitions et Notations

décision. Cette étude permet aussi de faire un controle, par exemple pour la gestion

des stocks, le controle d"un processus chimique.

domaines d’application des séries temporelles

On trouve des exemples des séries chronologiques dans des trés nombreux do-

maines. La liste suivante n’est qu'un échantillon :

- Finance et économétrie : évolution des indices boursiers, des productions agricoles
ou industrielles,des données économiques des entreprises,

- Assurance : analyse des sinistres,

- Médecine/biologie : suivi des évolutions des pathologies, analyse d’électroencé-
phalogrammes et d’électrocardiogrammes,

- Science de la terre et I’espace : évolution des taches solaires, phénomeénes d’ava-

lanches,variations des phénomenes physiques(météorologie),

Traitement de signal : sighaux de communications, de radars, analyse de la parole,

Traitement des données : mesures successives de position ou de direction d'un

objet mobile (trajectographie),

Météorologie : analyse de données climatique,

Démographie : analyse de ’évolution d’une population,

Agriculture : la quantité d"un produit.

Modélisation d’une séries temporelles

Un modele est une image simplifiée de la réalité qui vise a traduire les mécanismes
de fonctionnement du phénomene étudie et permet de mieux les comprendre. On
distingue principalement deux types de modeéles :

1. Les modeles déterministes : Ces modeles relevent de la Statistique Descriptive.

IIs ne font intervenir que de maniere sous-jacente le calcul des probabilités et
consistent a supposer que l'observation de la série a la date t est une fonction du

temps t et d"une variable ¢, centrée faisant office d’erreur au modele, représentant

10



Définitions et Notations

la différence entre la réalité et le modéle proposé :

Xt = f(t, €t).

On suppose de plus que les €; sont dé-corrélées.

Les deux modeéles de ce type les plus usités sont les suivants :

e Le modéle additif : C’est le modele classique de décomposition dans le trai-
tement des modeéles d’ajustement. La variable X; s’écrit comme la somme des

trois termes :

Xt:Zt+St+€t/

Ou Z; est la composante tendancielle (déterministe), S; la composante sai-
sonniere (déterministe aussi) et €; les composantes aléatoires i.i.d (erreurs au
modele).

e Le modele multiplicatif : La variable X; s’écrit au terme d’erreur pres comme

le produit de la tendance et d'une composante de saisonnalité :

Xt = Zt(]. + St)(l + €t).

Ou Z; est la composante tendancielle (déterministe), S; la composante saison-
niére (déterministe aussi) et €; représente l'erreur.

2. Les modéles stochastiques : Ils sont du méme type que les modéles déterministes

a ceci prés que les variables de bruit €; ne sont pas i.i.d mais possedent une

structure de corrélation non nulle : €; est une fonction des valeurs passées (+

lointaines suivant le modele) et d’un terme d’erreur 1;,

€ = g(et—ll €t-2, .y nt)

11
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1.2 La distribution gaussienne généralisée

Définition 1.2.1 La distribution gaussienne généralisée est une distribution de probabilité uti-
lisée pour modéliser une grande variété de phénomenes dans des domaines tels que le traitement
du signal, le traitement d'image et la statistique. C’est une famille de distributions de probabilité
qui inclut a la fois la distribution gaussienne (également connue sous le nom de distribution

normale) et la distribution de Laplace en tant que cas particuliers.

La distribution gaussienne généralisée a une fonction de densité de probabilité (FDP)

qui est donnée par :
=3

r

2r(d)

X
aH
4

g.(x) =

oi x est la variable aléatoire, r est le parametre de forme et T(2) est la fonction gamma de 1/r.

o Sir =2:Ladistribution se réduit a la distribution gaussienne,

e Sir < 2:Ladistribution a des queues plus épaisses que la distribution gaussienne, ce qui
signifie que des valeurs extrémes sont plus susceptibles de se produire,

e Sir > 2:Ladistribution a des queues plus légeres que la distribution gaussienne, ce qui
signifie que des valeurs extrémes sont moins susceptibles de se produire,

e Sir =1:Ladistribution gaussienne généralisée est la distribution de la place.

Remarque : La FDP de la distribution gaussienne généralisée est symétrique autour de la

moyenne, et sa forme est déterminée par la valeur du parametre de forme.

La fonction Gamma

Définition 1.2.2 La fonction Gamma (notée par la lettre grecque I') est une fonction mathéma-
tiqgue qui est une extension de la fonction factorielle a des valeurs non entieres. Elle est donnée

par :

+00

I'(x) = f ' exp(—t)dt,

0

oli x est un nombre complexe.

12
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Remarques :

- La fonction Gamma est définie pour tous les nombres complexes sauf les entiers non

positif.
- Pour tout x réel positif, on a la récurrence xI'(x) = I'(x + 1).

- Pour tout entier n positif, on a I'(n) = (n — 1)!.

1.3 Le maximum de vraisemblance

A coté de la méthode des moindres carrés ordinaires, le maximum de vraisem-
blance est une méthode générale permet aussi d’estimer les parametres d'un modele
statistique. Cette méthode a été développée par le statisticien Ronald Aylmer Fisher en

1922.

1.3.1 Estimateur

Définition 1.3.1 Un estimateur est une fonction des données qui est utilisée pour estimer un

parametre inconnu d'une distribution de probabilité ou d"une population.

1.3.2 La vraisemblance

Définition 1.3.2 Soit n > 0 un entier. On appelle n-échantillon d'une loi L toute suite

(X4, ..., X;,) de v.a. indépendantes de loi L.

Définition 1.3.3 La vraisemblance des observations X= (X3, ..., X,,) d’un échantillon aléatoire
de loi parente la loi de X, notée L(x1, ..., x,, 0) est la fonction du parametre O définie de facon

suivante :

e Si X est une variable aléatoire discréte :

L(xl, vy Xy 8) = HPG(Xz = xi)/

i=1

13
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e Si X est une variable aléatoire continue :
n
L(xt, 0, 0) = | [ f o).
i=1

Remarque : La fonction de vraisemblance s’écrit ci-dessus est valable si les X; sont

indépendantes par définition d’un échantillon aléatoire (de méme loi).

1.3.3 La fonction de log-vraisemblance

Définition 1.3.4 On appelle fonction de log-vraisemblance pour (x1, ..., x,) toute fonction de
O définie par :
Li(x1, ..., X, 0) = log(Ly(x1, ..., X, 0)).

La fonction logarithme népérien étant croissante.

1.3.4 Estimateur du maximum de vraisemblance

Définition 1.3.5 On appelle estimateur du maximum de vraisemblance de O pour (x1, ..., x,)

est la valeur 0,, qui maximise la fonction de vraisemblance L,(x1, ..., x,, 0) en 0, alors :

—

0, = argmax,l,(x1, ..., x,, 0),

ott 1,(x1, ..., Xn, 0) = log(L,(x1, ..., X, 0)).

1.4 Processus GARCH(p,q)

Le modele GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity)
est un modele économétrique qui permet de modéliser la volatilité conditionnelle d"une
série chronologique.

Définition 1.4.1 Le processus GARCH a était introduit par Bollerslev en 1986 comme solution
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du systeme d’équation :

X = 04

2 _ p 2 q 2
0y = wo+ Ly X+ Zj:l pio._;

avec &, ~ N(0,0?) (i.i.d), wy > 0, a; > Opour (i=1,---,p), Bi=20pour (i=1,---,q), a,pq,

strictement positifs et Y7, B; < 1.

Remarque : La série chronologique GARCH fait référence spécifiquement a 1’applica-

tion du modele GARCH aux données de séries chronologiques financieres.
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CHAPITRE 2

QUASI-MAXIMUM GAUSSIEN
GENERALISE POUR LES SERIES
CHRONOLOGIQUES GARCH

Ce chapitre est d’abord consacré a l’estimation de la forme du parametre r de la
densité du bruit blanc a partir d"une trajectoire observée d"un processus causal. Cette
classe de séries chronologiques a déja été définie et étudiée dans Duchenes and Francq
(2008)[7], Bardet and Wintenberger (2009) [1] et Bardet et al. (2017)[2]. Par conséquent,
nous considérerons un échantillon observé (Xj, ..., X)) olt (X;);cz est une solution de

I’équation suivante :

Xt = 090((Xt—k)k>1) €ty te Z/ (21)

ou:

e Oy € ®CR? de N, c'est un vecteur de parametre inconnu, également appelé le
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parametre "vrais" (mais d est connu).
o (&1)wez est une séquence de variables aléatoires (i.i.d.) indépendantes centrées et
distribuées de facon identique avec symétrique distribution de probabilité, et tel

qu’il existe vy > 1 et s > min(2, r) satisfaisant

E(e)) =0, E(leol) =1 et E(|eol’) < oo. (2.2)

e pour x= (x,)uen € R™ o1 R™ est 1'espace de séquences réelles avec un nombre fini

de termes non nuls, (0, (x,)xen) = To((Xn)nen) € (0, 00) est une application connue.

Le maximum de la méthode de quasi-vraisemblance conditionnelle, QMLE gaus-
sien, est le plus utilisé pour estimer les parametres des modéles pour les processus
stochastiques. Cette méthode a été principalement construite en utilisant la densité
instrumentale gaussienne, voir par exemple Berkes et al. (2003) [3] ou Francq and Za-
koian (2004)[8] pour le processus GARCH(p,q), Francq and Zakoian(2013)[10] pour
les processus ARMA-GARCH, Straumann and Mikosch (2006) [16] pour les modeles
hétéroskedastiques généraux, et Bardet and Wintenberger (2009)[1] pour la classe géné-
rale des modeles causals affines. Trindade et al. (2006)[17] étudient les modeles ARMA
et GARCH entrainés par le bruit asymétrique de Laplace, Bardet et al. (2017) [2] ont
estimé les parametres du modele a I'aide du QMLE laplacien, c-a-d. que l'estimateur
est construit a partir d"une densité conditionnelle laplacienne. Méme si les estimateurs
obtenus ne sont consistants que dans des conditions de moment sur la densité condition-
nelle, cela pourrait I’étre. Mais théoriquement, la divergence de la densité d’innovation
réelle peut augmenter considérablement la variance des estimations, augmentant avec

le cotit de ’abandon de la véritable innovation de distribution.

Afin d’éviter ce choix arbitraire de densité conditionnelle QML, Lii and Rosenblatt
(1992)[13] ont proposé une procédure approximative des processus moyens mobiles
non réversibles maximaux entrainés par un bruit non gaussien, Francq et al. (2011)
[9] ont proposé une méthode d’estimation QML non gaussienne en deux étapes pour
les processus GARCH basée sur des erreurs gaussiennes généralisées. Jianging et al.

(2014)[12] ont proposé une procédure de quasi-maximum de vraisemblance en trois
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étapes. La densité gaussienne généralisée également connue sous le nom de distribution
d’erreur généralisée (GED(r) avec r > 0) ou la distribution gamma de puissance est

donnée par :

1-1/r W

" % xeR (2.3)

2T (1/7)

gr(x) =

Notez que g, est la densité de Laplace et g, est la densité gaussienne. Si Z, suit une

GED(r), alors :

E(Z)=0 et E(ZI)=1, (2.4)

De plus, On a le résultat et la notation suivants :

F(ﬂ
() = E(Z,JP) = ri 1~
m,(p) = E(IZ,F") = r e

~—

¥p > 0. (2.5)

Nous proposons une nouvelle procédure d’estimation en deux étapes menant a un
estimateur de vraisemblance quasi-maximale gaussien généralisé (PGGQMLE) dans le

cas général d"un processus causal affine.

1. Premierement, nous supposons que ( &) en (2.1) est un bruit blanc distribué
suivant un GED (r) avec r > 1 un parametre inconnu. Alors r est estimé par 7 en utilisant
conjointement les QMLEs gaussiennes et laplaciennes de 0. La forte consistance de 7

est établie.

2. Deuxiémement, apres avoir montré que l'estimateur de vraisemblance quasi-
maximum gaussien généralisé (GGQMLE) de 0, c-a-d un estimateur de quasi-maximum
de vraisemblance construit a 'aide d’un GED(r) en tant qu'une densité instrumentale
(voir ci-dessous), est fortement consistent pour tout r > 1, en remplagant r par 7, un

PGGQMLE est obtenu et sa consistance est également établie.
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2.1 Définition et hypothéses

2.1.1 Définition de l'’estimateur

Supposons que (Xi,---,X,) est une trajectoire observée de X solution de (2.1) o1
0, € ® c R? est inconnu. Pour estimer 8, nous considérons la log-vraisemblance de
(Xy,---,X,) conditionnellement & (Xo, X_1,---). Si g est la densité de probabilité (par
rapport a la mesure de Lebesgue) de ¢, puis a partir de la définition causale affine de

X, cette log-vraisemblance conditionnelle est égale a :

Y ox (o),

ol 0}, = 0¢(X;-1, X;-5,- ), avec 'hypothese que o}, > 0. Comme Xy, X_4,--- sont in-
connus, en général ¢!, ne sont pas calculables. Ainsi, une quasi-log-vraisemblance est
0

considérée a la place de la log-vraisemblance et il est défini par :

log (QLE‘Z))(Xll e /Xn)) = Z log (g(@?))’
t=1 0

avec 679 = 09(Xi—1,-++,Xq,u), o u = (Uy)yen €st un nombre fini non nul séquence
(t4n)nen- Le choix de (u,),en n'a pas de conséquence sur le comportement asymptotique
de L,, et (u,) pourrait généralement étre choisi comme une séquence de zéros. Enfin,
un estimateur de vraisemblance quasi-maximale (QMLE) de 0, peut étre défini avec le

respect du choix de g par :
@g) = Argmax,_q log (QLEZ))(XL e ,Xn)>.

Le QMLE est généralement construit avec g = g, la distribution gaussienne standard
(notée QMLE gaussienne) ou, moins souvent, avec g = g1 la distribution laplacienne
standard (notée QMLE laplacienne). Maintenant, nous considérerons le moiré généra-

lement g = g,.
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En conséquence, pour tout 1 < r < s avec s défini en (2.2), alors ’équation (2.1) peut
s’écrire a nouveau :

Xi = 00,(Xeo1, Xpa,-0) &), t€Z, (2.6)

t

avec ¢ = ¢,(E(leo|"))™"", impliquant E(le”') = 1 et 09, = (E(l€0]"))"04,. Ensuite, nous

ouvons définir le généralisé Quasi-maximum de vraisemblance gaussien ’6\(” ar :
n

o = Argmin,_g Z?ﬁ(@),
=1

ou
7:(0) = ) " log(IG51) + 511Xl (27)
t=1
En d’autres termes, cet estimateur est égal a oY lorsque g = g, la densité GED(x).

Remarque 2.1.1 On voit que pour v = 1 le contraste gaussien généralisé est le contraste de

Laplace et pour v = 2 le contraste gaussien généralisé est le contraste gaussien.

Bardet et Wintenberger (2009)[1] et Bardet et al. (2017)[2] ont respectivement prouvé

la consistance et I’asymptotique normalité de 5,(11) et 5,(12) respectivement. En utilisant
ces deux estimateurs consistants, nous commengons par l'estimation de la forme du

parametre r lorsque la distribution de ¢, est exactement une GED(r).

2.1.2 Existence et stationnarité

Comme dans Doukhan et Wintenberger [6] et Bardet et Wintenberger [1], plusieurs
inégalités de type Lipschitz sur oy est nécessaire pour 'obtention de 1’existence et la

r-stationnarité (définie dans [6]) d"une solution causale et ergodique de (2.1)

Pour k = 0,1,2 et un certain espace © de R, on définit la condition Lipschitzienne

sur la fonction oy :
Hypothése (Ai(K, D)) : Yx € R™, 0 € © - 0(x) € CX(O) et I satisfait ||8’(;09(O)||® < oo
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et il existe une suite (oz;k)(a, @))], de nombres non négatifs telle que Vx, y € R*
|9500(x) - Foa(v)|,, < Z oY (a,, O)lx; - yjl, avec Z oY(0,,0) < oo.
j=1 j=1

Afin d’assurer I'existence d'une solution stationnaire d’ordre r (r > 1) pour (2.1),

I'ensemble ©(r) définit par :
O(r) = {6 € RY, (Aq(0y, 16))) est vérifice, (Elleo D" L7, (o, {6)) < 1}.

Ensuite, a partir de Doukhan and Wintenberger (2007)[6], on obtient :

Proposition 2.1.1 Si 6, € O(s) pour certains s > 1, alors il existe une causalité unique (X; est
indépendant de(¢;)i>; pour t € Z) solution X de (2.1), qui est stationnaire, ergodique et satisfait

E(1Xof) < co.

Ainsi, la stationnarité et r-ordre d'une solution de (2.6) est assurée par ce corollaire :

Corollaire 2.1.1 Si 6, € O(r), avec :
o(r) := {6 € R?, (Ao(oy, {0))) est vérifice, 2}21 ag.o)(ot, {6}) < 1}.

Alors il existe une unique solution causale X de (2.6), qui est stationnaire, ergodique et

satisfait E[|X0|"] < oo.

2.1.3 Hypotheses uniformes sur O(r)

Fixons un sous-ensemble compact © de R”. Pour toutes les séquences x, y de (R™)*,

la fonction 0 +— 0y(x) est supposée continue sur ©. supposons que ||o(0)|le < o0.

Pour régler brievement les hypothéses, introduisons le symbole générique W pour

la fonction o.
(A1(W)) Soit aj(V) = supye a;(V, 0) tel que ). 54 a;(V) < 0.
(A2) Il existe H > 0 tel que infgep det (ag(x)) > ¢ pour tout x € (IR™)*.
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(A3(W)) La fonction 0 € © — Wy(x) est 2 fois contintiment dérivable pour tout x €
(R™)* et ”a%(mH PWy(0)

96067
intégrables ( E')(\P))pl’ i =1,2, telle que pour tout x, y € (R™)~

”@ < o0. Supposons de plus qu’il existe deux suites

Ha\yg(x 8‘I’e(y) H i aP (W)l -yl
j=1

20 =
82\1’9 X) 82\I’g(y) > @
H 0006’ 2006’ = Z a; (W)llxj = yill.

=1

La derniere hypothése sur les dérivées est juste nécessaire pour la normalité asympto-

tique du QMLE.

2.1.4 Hypotheses additives requises pour 1’estimation

Fixons un sous-ensemble compact © de ©(s) C R%. Nous considérerons les hypo-

theses suivantes :

(Ainf) 0 > 0 tel que infgee 0o(x) = 0, Vx € R™.

(Id) VO €O, (0}, = ateoa.s.) = 0 =0,.

(Var) La famille ((90;0 /90))1<i<q est a.e. linéairement indépendant, ot :

80; 806

(99 (Xt 1/"')'

La condition (Id) est une condition usuelle d’identifiabilité alors que la condition
(Var) est nécessaire pour assurer la finitude de la variance asymptotique du résultat sur

la normalité asymptotique.

2.2 Estimation de parametre de forme r

Dans cette section, nous proposons une méthode pour estimer la parameétre de forme

r de la gaussienne généralisée erreur. Premiérement, nous donnons des résultats qui
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montrent une relation entre le quasi-maximum de vraisemblance de Laplace (LQMLE),
I'éstimateur gaussien du quasi-maximum de vraisemblance (GQMLE) et 1’éstimateur
gaussien généralisé du quasi-maximum de vraisemblance (GGQMLE) et d’autre part

nous proposons un estimateur pour la forme du parametre.

2.2.1 Larelation entre LOMLE, GOQMLE et GGOQMLE

Donnons une relation entre o

x 0™ 2 5 o
a 80 et 60 a 60 )

. . . . 1
o0, 0 g0 et 0,0 autrement dit une relation qui relie (9(() )
0 0 0

Lemme 2.2.1 Soit 961), 982) et Gg) respectivement le QMLE de Laplace, le QMLE gaussien et

le QMLE gaussien généralisé, on a :

ra+1
T = Geél)r%Tf(g) p (2.8)
et .
g = GGéD(rF(%)) . (2.9)

Preuve. Preuve du lemme 2.2.1 Dans un premier temps, nous allons prouver la relation
(2.8), nous avons la condition E|e;] = 1 est nécessaire a la consistance du QMLE de

Laplace, donc :

Xy = 00,(Xim1, Xiz,0+0) &, teZz,
€t

(Eledl)

= GQS)(Xt_l’Xt_Z"”)g;’ te Z,

= OQO(Xt—ll Xt—Zl e )Elgtl

on peut ainsi utiliser le contraste de Laplace proposé par Bardet et al[2] qui donne un

estimateur consistant et asymptotiquement normal. Eton a :

Geg” (Xi-1, Xi—2,-++) = GGO(XH, Xi, -+ )Ele],
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ou, puisque ¢; est un aléatoire gaussien généralisé, on a :

L TG
r(1+1)

r

m(r) = Eleil = r7" :
qui donnent le résultat (2.8).
Dans un second temps, on va prouver la relation (2.9), on a la condition Var(e;) = 1 est

nécessaire a la consistance du QMLE gaussien, donc :

Xf = OQQ(Xt—ll Xt—Zl e ) Ety te Z/
€t
1
E(e?)2
= 095)2)(Xt_1,Xt_2,"-)€;, teZz,

= 0gy(Xi-1, Xi—2, " )E(&f)%

en écrivant le modele sous cette forme, on est str qu’il vérifie la condition de variance

égale a un, condition nécessaire a la consistance du QMLE gaussien. Et on obtient :

1
UQE)Z>(Xt—1I Xt—ZI tte ) = GQO(Xt—ll Xt—ZI e )E(E%)2/

ou, puisque ¢; est un aléatoire gaussien généralisé, on a :

I

r

my(r) = E(e?) = r%_l—l“(l D

7

qui donnent le résultat (2.9). m

2.2.2 Construction de ’estimateur

Afin de proposer nos estimateurs, nous utilisons les résultats du lemme 2.2.1 donné

par la relation :
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1_
ot =gt (” 1T(%))
o~ %0 T
6, o\ T+7)

1
o =gt (r%_lr(%))E
@ ~ Y0 I
6, o\ T+7)

Ce systeme d’équations est équivalent a :

EY2 — (5 )2 (%)
((795)1)) ( (r)) ( 1+1) )

2 _ 2 ré)
A <%«>>( =)

En divisant les deux derniéres équations, on obtient une fonction de r notée H(r) qui

et o' , comme suit :

s’exprime en fonction de ¢’ o0
0

@
60

)
T(;)TE)

H(r)

0.6

0.4
1

H()

0.2
1

0.0

Ficure 2.1 — Le graphe de la fonction H(r)
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On voit bien que H est une fonction continue et croissante donc inversible, ce qui

permet de proposer un estimateur7, a la forme de parametre r donnée par Iexpression :

. 1 I 6%511) )
7=H (; ;(a) ) (2.10)
= Qn

2.2.3 Consistance asymptotique de 7,

On étudie maintenant la Consistance asymptotique de l'estimateur proposé r, pour
le parametre de forme r qui est défini a 'aide du LOMLE et du GQMLE. On rappelle
d’abord la proposition 4.3 de Krenge 1 [15].

Proposition 2.2.1 Soient (E,E) et (E, E) deux espaces mesurables, si (Vi)ez est une suite
ergodique stationnaire de éléments aléatoires a valeur E et ¢ : (EN,EN) — (E, E) est une
fonction mesurable alors la suite (0)iez défini par vy = @(vy, v4-1, ...) est un processus ergodique

stationnaire.

Théoréme 2.2.1 On suppose que 681), 682) € O pour un sous-ensemble compact @ C O(2).
Soit X la stationnaire solution de I'équation (2.1). Soient (A2) et (Id) vérifiées. De plus, si

(A1(0)) soit vérifiée avec

a;(0) +a;(d*) = O(j‘f) pour certains € > 3/2, (2.11)

. — . < q. o~ as.
alors l'estimateur 1, est fortement consistant, c’est-a-dire r, —— 1y.

n— o

Preuve. Pour prouver le résultat de ce théoreme, nous devons prouver les points

suivants :

L. El(e/(9))] < oo.

2. |H(rn) — H(r)| j 0.
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1. De la proposition 2.2.

1 nous savons que e(6) = (G;g))z/ (0’5952))2 est stationnaire

ergodique. Donc, (e;(0)).cz satisfait une loi forte uniforme (dans 0 € ®) des grands

nombres des que E|(e;(0))| < oo, Vt € Z, nous avons :

(O‘;((J]) )2

t )2
(G 982))

El(e:(0))l

IN

1
EE(U;S))Z

IN

CEX3) Y a¥(?)
j=1

(oo

Ainsi, la loi forte uniforme des grands nombres pour (e;(0));cz suit :

2. Maintenant, nous allons établir |H () — H(r,)

ett e N,

H@) - H(rn)

Bardet, J.-M. et Wintenberger, O. [1] ont prouvé que

ont prouvé que 5,(12)

—_—

“H(r)n—H(r)()H@ s 0, 2.12)

—~ 0. En effet, pour tout 0 € ©

—~
L i S
— = ) _( : )
n o
— 2 2
t=1 /égl) 98)
—t -t -t t
no0Gmn Tena 1 Yem T
= =) -E) s =) - ()
- =t —t —t t
o o n o
-1 Y50 @ = @ @
t=1 o 6; t=1 6, 0y
n n
1 1 —
= - Vn + — et(Q) - et(Q).
n n
t=1 t=1
1 as. 1
/9\,(1) — /9\8), Bardet et al
n— oo

=, 09, et

o s o est continue pour tout t € F et 6 € ©, donc

n— oo

V, — 0 ce qui implique par le lemme de Cesaro que :
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-t o ;
1 1w e e -
L Ve=a ) () e (213)
t=1 =1 ’9‘(12) 6(2)

D’apres le corollaire 1 de Kounias et Weng (1969) [14], la preuve est obtenue s'il

existe s € [0, 1] tel que:

1 —
S
) 7 E[lle©) =@l ] < o, (2.14)
=1
nous avons :
—~ t
o2 Tgw 2
= 0 0
GO @) < |(5=) - (=)
o o
0® )
0 0
—t t
Opm  9ym
< 2 0 _ 0
B '67 ot
982) 682)
_ ~t t
lbj(l) Y (1)| Y (1)
o o of L~
= 2 |o o |
( t -t t o@ @
0 » o "

On démontre (2.14) avec s = 1. Puisque 'hypotheses Ay(o, ©) est vraie, a partir de

la condition du théoréme 2.2.1 nous avons pour certains £ > 3/2:

t t 2
E([?f;gl) - GQS”' + Igfegf) - 6682)|) < C(a]-(o) +aj(o ))

< C Z (=312,

t>1

Par conséquent, on a :

Z % IE[la(Q) - et(6)|@] < A Z (e-172)

t>1 £>1
< 00,
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En conséquence, on obtient :

% |le:(6) — ()|, ﬁ 0. (2.15)

t=1

les relations (2.13) et (2.15) réalisent la preuve.

2.3 Consistance de 'estimateur de vraisemblance quasi-

maximum gaussien généralisé

Dans cette section, nous étudions la consistance de 1’estimateur de vraisemblance

quasi-maximale gaussien généralisé (GGQMLE).

Théoréme 2.3.1 Supposons que les conditions C1, C2 et C3 est vérifiées et 0y € O(r) N O avec

r > 1. Soit X la solution stationnaire de (2.1). Si (Ao(o, ©)) est vérifiée avec

ag.o)(o, 0) + ozg.o)(or, ®) = O(™") pour certain € > 1. (2.16)
Alors une suite de Laplacien-QMLE O, converge fortement, soit o n”_)—sog /9\(0”.

Preuve du théoreme 2.3.1. La preuve du théoreme est divisée en deux parties et
suit la méme procédure que dans Bardet et Wintenberger (2009) [1]. Dans (i), une
loi forte uniforme (sur ®) des grands nombres satisfaite par %IH(Q) convergeant vers

L(0) = —E[q0(0)] est établi. En (ii), on preuve que L(0) admet un unique maximum

dans 6,. Ces deux conditions conduisent a la consistance forte de 5,1 (d’apres Jean-

theau, 1998 [11]).

(i) De la méme maniére et pour la méme raison dans la preuve du théoréme 1 de

Bardet et Wintenberger (2009) [1], la loi forte uniforme des grands nombres satisfaite
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par la moyenne d’échantillon de (g;)ien- (défini dans [2.7]) est implicite en établissant

Elllg:(0)lle] < oo. Mais pour tout t € Z,

17:(0)] = |(o-g>—r|xt|f
|

—  suplg(0)| < c(|xt|f + o).
0c®

()"

| + [log(a")| +

Par I'inégalité de Minkoveski E|X;|" < (E%IXtIr)’ ouonaVteZ, E[[X] <oodela
proposition 2.1 et E [||0f9||é] < oo du lemme 5.1 de Bardet et al [2], impliquant :

E[llagllg] < oo. Par conséquent, pour tout t € Z, E[llqt(Q)H@] < o0o. Ainsi, la loi forte

uniforme des grands nombres pour (g;(0)) suit :

H# - L) = 0. (217)

® n— o

o — 0.En effet, pour tout 6 € ®

ett € IN",
7:(0) — 9:(0)] < |log(@h)" — log(ah)" + (o) "IXl" — (ot) "IXI"
< |log(a},)" — log(o}) | + |((Af, 7= (o) XA
< |log(a},)" — log(o},) | + |(Q = (op) X
< log(’\g)r —log(ab)'| + (@)™ = () "IXel"
<|(@,)" - (@) = (o))
<C(1+1x )(m)f (ah)1),
avec C > 0.
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Par conséquent, on a :

17:0) = q:(O)lle < (1 + X" )(I1GH) = (@) llo).

D’apres le corollaire 1 de Kounias et Weng (1969), la preuve est obtenue s’il existe
s € (0,1] tel que :
1 —
Y 7 E[l9(6) =GOl ] < eo. (2.18)

21
Démontrons (2.18) avecs = 1.

A partir de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et des hypotheéses Ay(o, ®),

NI—

E[17©) - g0 < C (E[ + 1x:7))* (E[UG) - @1o)])’

En utilisant le lemme 1 de Bardet, ].-M. et Wintenberger, O. [1] et les résultats prouvés

précédents impliquant E[|X;|"] < oo, E[||Gg||g)] < 00, on obtient :

E[I7:0) - 2:@)lle] < C( ) a”(0,0) + a¥(c* ©))

j>t
cr iy,

IA

ou la derniére inégalité est obtenue a partir de la condition (2.16) du théoréme 2.3.1.

Par conséquent, on a :

Y < E[i76) - 0)e] <A Y+,

t>1 £>1

En conséquence, on obtient :

LY 5@ - @], =0, L@ -LO), =0 (219
= n— e n n— oo
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et donc, en utilisant (2.17),

1

IL.(0) - L(®), — o. (2.20)

n— oo

(ii) Maintenant pour 0 € ©, on étudie :
L(6) = —Elg0(0)],
qui peut également étre considérée comme une discordance de Kullback-Lieber, on a :
—E[log(ah)" + (o)™ X[ ]
t

o
~E[ log(o)" + (=)' ledl |
0

L(6)

Xi

Ainsi, en utilisant E[|&;]"] = 1, on obtient :

Gte r atg r
L(y) - L(O) = E[log(GT) +(O—t) |gt|’—1]
6o 0

t t

= eftog () 1+ (G Elled 1060 ]

Mais pour ¢; suivant une distribution de probabilité symétrique, pour tout m € R",

Elle; + m|"] > Elle/|"] = 1. Donc, pour 0 # 0y,

O‘t

L(Oy) - L(O) > E[log(%)r—1+(a—fo)r]
6o 0

Ut r

)

avec h(x) = log(x) — 1 + x. Mais pour tout x € (0,1) U (1, o), h(x) > 0 et h(1) = 0. Donc si

Og # Og,, h(;—g) > 0 (> 0 est remplacé par = 0si 0y = 09,). Cela implique de la Condition
bo

C3 (Identifiabilité) que L(6y) — L(0) > 0 presque stirement pour tout 0 € ©, 0 # 0.

Ainsi un supremum de L(0) n’est atteint que pour 0 = 0, qui est 'unique maximum.
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CHAPITRE 3

APPLICATION NUMERIQUE

Dans ce chapitre nous concentrons sur l'application pratique de la méthode
GGOMLE aux modeles de série chronologique GARCH. Nous illustrons la mise en

oeuvre de cette méthode a travers des exemples concrets et une application numérique.

3.1 Examples

Exemple 3.1.1 Pour expliquer notre méthode, on prend un exemple simple oit 6%, = a,
X, = Vae, tez, (3.1)

on applique la méthode proposée a ce modele. Si nous estimons notre paramétre en utilisant le
contraste de Laplace, on trouve :

at) = a0 (Elel)?, (3.2)
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si nous estimons le parametre a 'aide du contraste gaussien
@, =7 E(e), (3.3)

de (3.2) et (3.3) on trouve :

—_

T, = H_l(

@1))2)'

a,

Et enfin, nous utilisons le contraste pour l'estimation de a’,"’

2 = arg max L0 (a),
ae®

ol

L)@ =-) 5@ e G =logal + (VO I
t=1

Exemple 3.1.2 Le modele GARCH
Le modele GARCH (p, q) a été introduit par Bollerslev(1986) [4]) comme solution des équations

Xi = 0s€y,
(3.4)
2_ 0. yP L 0x2 0. 2
op = @r + Yo 0 X+ Y By

oit @ >0, &) > 0pouri=1,..,pet B >0 pour j=1,..,q avec ay’, B positif et

p q
0= (V3
E a; + ) p <1l
=1

i=1 j

En conséquence (X;); est un processus stationnaire tel que IE(|Xol*) < oo (voir par exemple
Bardet et Wintenberger(2009)[1]). Tel un processus GARCH est un cas particulier de processus
causal affine (2.1) ot o}, = 04(0) on note ici O = (w, a1, ..., Ay, P1, .., By) et (0+(0)); satisfait la

relation de récurrence
p q
HO) =w+ Y aX,+ Y o2 (0), VieZ
i=1 j=1
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Définissons maintenant © tel que :

@ ={0€[0,00["*", p<w<1/p,

1

p
=1 j

q

ai+ ) Bi<pl,
=1

avec 0 < p,p’ <1, et ceci assurant la stationnarité de (X;) pour tout 0 € ©.

En utilisant le lemme 2.2.1 on trouve :

), (3.5)

o1 02 est défini en utilisant (X;)ien = 0.

Nous estimons O par l'estimateur de vraisemblance quasi-maximum gaussien généralisé 6"

Défini par :
- . - 11X,
O = Argmin,_o Z (1og [0 + = B?t )
t=1 nTe

3.2 Application numérique

Afin d’illustrer I'intérét de 1’estimation de la forme du parametre r, nous réalisons
une expérience MONTE-CARLO sur le comportement de QMLE gaussien, de Laplace
QMLE et de QMLE gaussien généralisé, pour le modele GARCH pour plusieurs tailles
d’échantillon ( n = 100, n = 1000 et n = 5000) et différents types de distributions de
probabilité pour (¢) :

— Distribution gaussienne centrée notée N ;

— Distribution laplacienne centrée notée L ;

— Distribution uniforme centrée notée U ;

— Distribution de Student centrée avec 5 degrés de liberté, notée ts;

Le modele considéré est :
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e un processus GARCH(1, 1) défini par X; = \/ao +a X2+ el | & avecqg =

02, a1 =04etp=0.2.

Par conséquent, nous avons calculé I'erreur quadratique moyenne (RMSE) a partir de

1000 réplications indépendantes de éInQL,

n

g

et O, pour ces processus et les résultats

sont présentés dans le tableau 3.1. Puisque nous effectuons une expérience de type

MONTE-CARLO sur le parameétre de forme ot nous considérons des erreurs avec

des distributions gaussiennes généralisées pour plusieurs valeurs de r (r =1, r = 1.3,

r =2,...), les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 3.2.

L N s U

o | et | oc | er | 6L | 6 | o | 6L | o¢ | er | 6L | €C

n=100 w 0.147 | 0.101 | 0.306 | 0.108 | 0.097 | 0.085 | 0.371 | 0.683 | 2.951 | 0.139 | 0.173 | 0.168
a 0.177 | 0.141 | 0.408 | 0.221 | 0.203 | 0.187 | 0.223 | 0.182 | 0.182 | 0.264 | 0.320 | 0.320

B 0.201 | 0.198 | 0.210 | 0.259 | 0.265 | 0.258 | 0.240 | 0.241 | 0.241 | 0.458 | 0.447 | 0.447

somme | 0.525 | 0.440 | 0.924 | 0.588 | 0.565 | 0.530 | 0.834 | 1.106 | 3.374 | 0.861 | 0.940 | 0.935

n=1000 0.031 | 0.029 | 0.216 | 0.034 | 0.074 | 0.032 | 0.040 | 0.043 | 0.159 | 0.070 | 0.087 | 0.068
a 0.060 | 0.055 | 0.416 | 0.063 | 0.153 | 0.058 | 0.069 | 0.083 | 0.083 | 0.215 | 0.236 | 0.236

B 0.056 | 0.056 | 0.061 | 0.083 | 0.090 | 0.084 | 0.068 | 0.066 | 0.066 | 0.057 | 0.075 | 0.075

somme | 0.147 | 0.140 | 0.693 | 0.180 | 0.317 | 0.174 | 0.177 | 0.192 | 0.308 | 0.342 | 0.398 | 0.379

n=5000 w 0.014 | 0.013 [ 0.202 | 0.014 | 0.073 | 0.013 | 0.015 | 0.030 | 0.162 | 0.094 | 0.102 | 0.068
a 0.026 | 0.024 | 0.405 | 0.026 | 0.147 | 0.025 | 0.032 | 0.061 | 0.061 | 0.187 | 0.204 | 0.204

B 0.025 | 0.025 | 0.028 | 0.034 | 0.038 | 0.034 | 0.030 | 0.028 | 0.028 | 0.050 | 0.059 | 0.059

somme | 0.065 | 0.062 | 0.635 | 0.074 | 0.258 | 0.072 | 0.077 | 0.119 | 0.251 | 0.331 | 0.365 | 0.331

TasLE 3.1 — Erreur quadratique moyenne des composantes de o, /Q\ﬁ et ’8\5 pour les

processus GARCH(1, 1).
r=1 r=13 r=17 r=2 r=26
n=100 0.36 0.37 0.65 1.01 1.38
n=1000 0.06 0.08 0.12 0.16 0.20
n =5000 0.03 0.04 0.05 0.07 0.09

TasLe 3.2 — Erreur quadratique moyenne des composantes de 7, pour les processus

GARCH (1, 1).
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CONCLUSION

Cette étude a démontré que l'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance
généralisé gaussien (GG-QMLE) est une méthode efficace et robuste pour modéliser
des données de séries temporelles. L'estimateur GG-QMLE surpasse d’autres méthodes
d’estimation populaires et est particuliérement utile pour modéliser des données de
séries chronologiques présentant des erreurs a queue lourde. Ces résultats ont des
implications dans différents domaines, tels que la finance, 'économie et I'ingénierie, et
suggerent que 'estimateur GG-QMLE peut étre un outil précieux pour I’analyse des

séries chronologiques.
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