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Résumé

Soit G = (V, E) un graphe, la coloration des graphes consiste a affecter des couleurs

auxr sommets ou au arétes ou auxr sommets et arétes de fagon que chaque deux objet
adjacent ne soient pas se méme couleur, sur cette base trois paramétres, ont été défini
a savoir le nombre chromatique, [indice chromatique, et le nombre chromatique total.
Dans ce travail, nous essayons d’étudier ces trois paramétres dans la classe, des
graphes doubles.

Mots clées : Nombre chromatique, ["indice chromatique, nombre chromatique total,

graphe double .

Abstract

Let G(V, E) be a graph, the coloring of the graphs consists in assigning colors to the

vertices or to the edges or the vertices and edges in such a way that each adjacent
absect last is not the same color, on this basis three parameters, have been defined
namly the fig chromatic number, the chromatic index, and the total chromatic num-
ber.

In this work, we try to study these three parameters in double graphs.

Keywords : Chromatic number, chromatic index, total chromatic number, double

graph.




Introduction Générale

Introduction Générale

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrétes. Elle représente
un moyen trés utile et trés éfficace pour résoudre des probléemes discrets de la Recherche
Opérationnelle. Elle est souvent présente dans notre vie quotidienne, sans que l'on en soit
toujours conscient. Le probléme appelé "probléme des ponts de Koenigsberg" posé
par Euler en 1736 est a l'origine de cette branche. Ce probléme consiste a répondre a la
question suivante : "peut-on se promener dans la villel en traversant chaque pont une et
une seule fois?". Depuis, la théorie des graphes s’est développée, notamment grice aux
travaux de Berge qui a grandement participé a sa diffussion.

La théorie des graphes peut modéliser beaucoup de problémes pratiques et dans plu-
sieurs domaines, notamment en technologie, par exemple, les problématiques de réseaux
informatiques, de réseaux routiers, de transport de marchandises, d’emplois du temps,
d’électronique, de mécanique du solide et aussi les réseaux de télécommunication .

La coloration des graphes est un probléme ancien, elle constitue un champ et tres actif
de la théorie des graphes avec un nombre important de conjectures. Son origine remonte
au probléme des quatre couleurs posé par Francis Guthrie en 1852 : "Est-il possible de
colorier toute carte géographique avec au plus quatre couleurs de sorte que deux régions
qui ont une frontiére en commun aient des couleurs différentes ?".

La coloration des graphes permet de modéliser de nombreux problémes réels, tels que
les problémes d’ordonnancement ou encore d’allocation de fréqeunce.
Il existe plusieurs types de colorations comme des sommets, des arétes, des faces ou bien
un mélange de ces éléments. A la coloration peuvent s’ajouter d’autres contraintes comme
celle de la propreté qui consiste a affecter & deux éléments voisins des couleurs différentes.
La coloration des sommets a permi de définir un treés grand nombre de paramétres.
Ces types de coloration aménent a étudier plusieurs de coloration, le nombre chromatique
, Uindice chromatique et le nombre chromatique total .
Le probléme de savoir si un graphe admet une k-coloration est NP-difficile ¢’est-a-dire qu’il
n’existe pas a ce jour un algorithme polynomial qui donne la coloration optimal pour tout
graphe.

10



Introduction Générale

Le tout de ce travail est d’étudier trois parameétres de coloration, le nombre chromatique,
I'indice chromatique et le nombre chromatique total dans les graphes doubles. Pour cela
nous allons déterminer des valeurs exacts pour ces parameétres pour le double de quelques
classes de graphes ensuite nous allons donner des bornes pour trois parameétres.

Ce mémoire est stucturé en trois chapitres :

Dans le chapitre 1 nous présentons les définitions et les notions de base de la théo-
rie des graphes qui nous seront nécéssaires dans la suite.

Dans le chapitre 2 nous présentons en bref les notions liées a la coloration en abordant
les différentes catégories de coloration dans les graphes, ensuite nous ennercon l’essentiel
résultants qui ont été obtuens dans ce domaine.

Dans le chapitre 3 nous étudions les paramétres de la coloration dans une classe de
graphe trés importante qui est le graphe double. Nous commencgons par la définition d’un
graphe double et son propriétés, ensuite nous présentons nos résultats sur la détermina-
tion du nombre (resp, indice) chromatique et le nombre chromatique total sur les graphes
doubles pour la classe des graphes suivants : les étoiles, graphes biparti, complet..).

11



Concepts fondamentaux

Concepts fondamentaux

Introduction

Pour une meilleur compréhension des autres chapitres, il est évident de rappeler quelques
généralités sur la théorie des graphes et quelques opérations sur les graphes. Nous com-
mencerons par rappeler certaine définitions élémentaires sur les graphes, ainsi en profiter
pour expliciter les notations que ’on retrouvera fréquemment par la suite. Nous définirons
ensuite les opérations sur les graphes ( produit direct, union, produit cartésienne....)

12



Concepts fondamentaux

1.1 Notions de base sur la théorie des graphes

1.1.1 Définitions et notations

Définition 1.1 Un graphe G = (V,E) est défini par deux ensembles finis non vides, un
ensemble de sommets V et un ensemble d’arétes E. Une aréte e € E est un couple de
sommets (u,v) noté par e = uv, ot u et v sont les extrémités de e. On dira dans ce cas que
u et v sont adjacents et que e est incidente a u et v. Les graphes peuvent se représenter par
des dessins. chaque sommet est représenté par un point et chaque aréte e = (u,v) par un
trait reliant uw a v. Une boucle est une aréte dont les deux extrémités sont confondues. Le
nombre de sommets de V est appelé l'ordre de G, noté par n(G) et le nombre des arétes de

E est appelé la taille de G, notée par m(G).

Graphe simple

Définition 1.2 Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arétes multiples, (i.e
tout couple de sommets est relié par au plus une aréte).

La Figure 1.1 illustre un graphe simple G = (V,E), ou V = {a,b,c,d,e} et E ={ab,ac,ae,be,
ce,cd,de}.

FIGURE 1.1 — Un graphe simple d’ordre 5 et de taille 7

13
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Multigraphe

Définition 1.3 Un multigraphe G = (V,E) est un graphe dans lequel il peut exister plu-
steurs arétes entre une paire de sommets ainst que des boucles. l'illustration d’un multi-

graphe dans la Figure 1.2.

FIGURE 1.2 — Un multigraphe

Graphe orienté

Définition 1.4 Un graphe orienté est un couple (V,E), ot V est l’ensemble des sommets
du graphe et E l’ensemble de ses arétes. V et E sont finis.
Une aréte est une relation entre deux sommets, dotée d’une orientation :

Si e = (v,u) est une aréte de E, avec v,u € V, la relation est orientée de v vers u.

7
6

1 O
(] ;
(9

FIGURE 1.3 — Graphe orienté

14
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Graphe non orienté

Définition 1.5 Un graphe non orienté est définie par le couple (V,E), ot V est l’ensemble
des sommets du graphe et E l’ensemble de ses arétes.
Si v, u sont en relation, cette derniére est décrite par l'aréte e = (uv).

Ici, le sens de la relation n’est pas invoqué.

Voisinage ouvert et fermé d’un sommet et d’un sous ensemble de sommets

Définition 1.6 Soit G = (V,E) un graphe. Pour un sommet u de G :
Le voisinage ouvert de u est :
Ng(u)={ve V:uw e E}.
Le voisinage fermé de u est :
Nglu] = Ng(u) U {u}.
Le voisinage ouvert d’un sous-ensemble S C 'V, est :
Ne (S)= UpesNa (v).
Le voisinage fermé de S est :

Na[S]= UvesNa/[v].

Par exemple, pour le graphe G de la Figure 1.1, le voisinage ouvert du sommet b est

{a,e} et son voisinage fermé est {a,e,b}

Degré d’un sommet, degré maximum et degré minimum

Définition 1.7 Pour un graphe simple, le degré d’un sommet v € V, noté dg(v), est la

taille de l’ensemble Ng(v), i.e
dg(v) = [No(v)|

Le degré maximum d’un graphe est le degré maximum de ses sommets, noté par :

A(G) = max{dg(v)/v € V(G)}

15
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Le degré minimum d’un graphe est le degré minimum de ses sommets, noté par :
(G) = min{da(v)/v € V(G)}

Pour le graphe G de la Figure 1.1, le degré minimum de G est 0(G) = 2 et le degré
mazimum A(G) = 4.

Lemme 1.1 (lemme des poignées de main) Soit G = (V, E) un graphe simple de taille m,

alors

1.1.2 Graphe partiel et sous-graphe

Définition 1.8 Le graphe H est appelé un sous-graphe de G si V(H) C V(G) et E(H) C
E(Q) et il est appelé un graphe partiel du graphe G si V(H) =V (G) et E(H) C E(G). Pour
un sous ensemble de sommets non vide S C V(G) du graphe G, le sous graphe H = (S, E)

induit par S dans G, noté par G[S], est le sous graphe du graphe G avec l’ensemble de
sommets V(G[S]) = S et l’ensemble d’arétes E(G[S]) = {uv € E(G) : u,v € S}.

O, () ()
@a@ @‘@

() 0 @
(c)

(a) (b)

FIGURE 1.4 — (a) Un graphe G, (b) un sous-graphe induit de G, (c¢) un graphe partiel

16
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Graphe connexe et graphe non connexe

Un graphe est connexe s’il est possible a partir de n’'importe quel sommet de rejoindre
tous les autres en suivant les arétes . Un graphe non connexe se décompose en composontes

connexes sur le graphe.

(a) (b)

FIGURE 1.5 — (a) Graphe connexe et (b) Graphe non connexe

1.1.3 Point d’articulation

Un sommet v du graphe G=(V,E) est appelé un sommet d’articulation du graphe G si
le graphe G = (V — {v}, E') a plus de composantes connexes que G, (i.e G est connexe

alors G' = (V — {v}, E') n’est pas connexe).

FIGURE 1.6 — Les sommets 5, 6 et 9 des points d’articulation

17



Concepts fondamentaux

1.1.4 Représentation d’un graphe

Un graphe peut étre représenté graphiquement, comme il peut étre représenté par une
matrice.

Représentation graphique

Il existe une infinité de représentation d’un graphe. les arétes ne sont pas forcément
rectilignes. Si on peut dessiner un graphe G dans le plan sans qu’aucune aréte ne coupe
une autre, on dit que G est planaire.

Représentation Matricielle

Matrice d’adjacences

Les outils classiques d’algebre linéaire peuvent également étre utilisés pour coder les
graphes. La premiére idée consiste a considérer chaque aréte comme un lien entre deux
sommets.

Définition 1.9 Considérons un graphe G = (V,E) comportant n sommets. La matrice
d’adjacence de G est égale a la matrice U = (u;;) de dimension n X n telle que
1si (i,7) € E (c-a-d (i,]) est une aréte)
uij =
0 sinon
Une telle matrice, ne contenant que des “ 0 “ et des “ 1 “ est appelée, de maniére
générale, une matrice booléenne.
Un graphe orienté quelconque a une matrice d’adjacence quelconque, alors qu’un graphe
non orienté possede une matrice d’adjacence symétrique. L’absence de boucle se traduit par

une diagonale nulle.

La matrice d’adjacence du graphe dans la Figure 1.5 de graphe conneze est

la suivante :

18
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0 1 1 0

1 0 1 0
U =

1 1 0 1

0 0 1 O

Matrice d’incidence

La seconde idée permettant une représentation matriciel d’un graphe exploite la relation
d’incidence entre arétes et sommets.

Définition 1.10 Considérons un graphe orienté sans boucle G=(V,E) comportant n som-
mets vy,.....v, et m arétes eq,.....e,,. On appelle matrice d’incidence de G la matrice M =

(m;j) de dimension n x m telle que :

1 si v; est Uextrémité initiale de e;
mg; = § —1 si v; est Uextrémité terminale de e;

0 si v; n'est pas une extrémité de e;
J

Pour un graphe non orienté sans boucle, la matrice d’incidence (aux arétes) est définie

par :
1 si v; est une extrémité de e;
mij = .
0 sinon

La matrice d’incidence du graphe dans la figure 1.3 s’écrit sous la forme suivante :

10 1 0 1 1 -1 0
-1 1 0 0O O 0 0 O
M=[0 -1 -1 1 0 0 0 0
o o0 o0 -1 -1 0 0 -1
o 0o o o 0 -1 1 1

19



Concepts fondamentaux

1.2 Quelque Classes Des Graphes

Chaine et Cycle

Définition 1.11 Une chaine joignant deux sommets x et y dans G est une suite de som-
mets et d’arétes, telle que la premiére aréte de la suite est incidente a x, la derniére aréte
de la suite est incidente a y et chaque aréte intermédiaire de la suite est adjacente a la
précédente par une de ses extrémités.

une chaine est dite simple si la séquence qui la constitue ne parcourt pas plusieurs fois
Le méme aréte.

une chaine est dite élémentaire si la séquence qui la constitue ne parcourt pas plusieurs
fois le méme sommet.

On appelle cycle dans un graphe G, une chaine qui se referme.

Un cycle simple est une chaine simple qui se referme.

Un cycle élémentaire est une chaine élémentaire qui se referme.

La longueur d’une chaine (cycle) est le nombre d’arétes qui la constituent.

U1 (% U3 V4 Us

FIGURE 1.7 — Chaine de 5 sommets

FIGURE 1.8 — Cycle Cy
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Graphes eulériens

Définition 1.12 On appelle cycle eulérien d’un graphe G un cycle passant une et seule
fois par chacune des aréte de G.

Un graphe est dit eulérien s’il posséde un cycle eulérien. On appelle chaine eulérien
d’un graphe G une chaine passant une et une seule fois par chacune des arétes de G.

Un graphe ne possédant que des chaine eulériennes est semi-eulérien. plus simplement,
on peut dire qu’un graphe est eulérien (ou semi-eulérien) s’il est possible de dessiner le

graphe sans lever le crayon et sans passer deux fois sur la méme aréte.

Théoréme 1.1 (Théoréeme d’Euler (1736)) Un graphe connexe est eulérien si et seulement
st chacun de ses sommets est incident a un nombre pair d’aréte.
St exactement deux sommets s et t sont incidents a un nombre impair d’arétes, le graphe

est dit semi-eulérien.

Graphe K-régulier

Définition 1.13 Soit k un entier, un graphe G est k-régulier si tout sommet est de degré
k. Un graphe 3-régulier est dit cubique. Par exemple, les cycles sont des graphes 2-régquliers,
les couplage sont des graphes 1-réguliers, les stables sont des graphes 0-réguliers.

La figure 1.9 illustre un graphe G est 4-régulier.

3 4

FIGURE 1.9 — Un graphe G, 4-régulier
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Graphes Hamiltoniens

Définition 1.14 Un graphe G est dit hamiltonien, sl posséde au moins un cycle qui
passe par tous les sommets du graphe G une et une seule fois un tel cycle est appelé cycle
Hamiltonien.

Le graphe illustré dans La Figure 1.10 est Hamiltonien

(a)

FIGURE 1.10 - (a) Graphe Hamiltonien

Théoréme 1.2 Soit G un graphe simple d’ordre n > 3. Si pour toute pair {x,y} de sommet

non adjacents, on a d(x) + d(y) > n, alors G est hamiltonien.

Corollaire 1.1 (Dirac) Soit G un graphe simple d’ordre n > 3. Si pour tout sommet x de

G on ad(x) > g, alors G est hamiltonien.

Graphe Complet

Définition 1.15 Un graphe complet d’ordre n, noté K,,, est un graphe simple tel que

chaque sommet relié a tous les autres sommet.
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S

FIGURE 1.11 - (a) Graphe complet K

n(n—1)

Proposition 1.1 Le nombre d’arétes de k,, est : =

Graphe biparti

Définition 1.16 Un graphe G est biparti si V' peut étre partitionné en deux ensembles Vy
et Vy de telle sorte que toute aréte du graphe posséde une extrémité dans Vi et l'autre dans
Vs.

Un graphe biparti est dit biparti complet si chaque sommet de V est adjacent a chaque

sommet de Va. Si |Vi| =m et |Va] = n alors le graphe est noté K, .

FIGURE 1.12 — Graphe biparti
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FIGURE 1.13 — Graphe biparti complet K33

Arbre

Définition 1.17 Un arbre T est un graphe connexe sans cycle. Il comporte exactement
(n — 1) aréte. On appelle feuille d’un arbre, un sommet de degré 1 dit aussi sommet
pendant. Dans un arbre T, tout sommet adjacent a un sommet pendant est appelle sommet

support. La profondeur h(T) de l'arbre T est la longueur de la plus longue chaine de la

racine a une feuille

(=)
() (v0) o)
OOIOMNOIOBNOIOIO
(a)

FIGURE 1.14 — (a) Un arbre

Arbre binaire complet

Définition 1.18 Un arbre binaire enraciné est un arbre binaire complet si chaque sommet

d’arbre possede exactement deux fils sauf les feuille.

24



Concepts fondamentaux

FIGURE 1.15 — (a) Arbre binaire complet de profondeur 3

Forét

Définition 1.19 La forét est un graphe non connexe est sans cycle.

FIGURE 1.16 — (a) Forét

Chenille

Définition 1.20 Une chenille noté C(ty,ta,...t,) est un arbre dont la suppression des

arétes pendantes incidentes aux sommet ti,to,...t,, produira une chaine ti -ty -...t,.
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)
N

O

FIGURE 1.17 — Une chenille C(3,2,4)

Etoile

Définition 1.21 On appelle étoile et on note par K, Uarbre a n+1 sommets ayant un

()
() () (@) () ()
(a)

sommet de degré n.

FIGURE 1.18 — (a) Une étoile

Etoile double

Définition 1.22 L’étoile double, notée S, ,, est le graphe obtenu en reliant par une aréte

le sommet centre d’un étoile K, au sommet centre d’un étoile K, ,.
P q
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) ) @)
(a)

FIGURE 1.19 — (a) Etoile double

Graphe Planaire

Définition 1.23 C’est Un graphe qui peut étre représenté sur un plan (ou une sphére) tel
que deux arétes ne se coupent pas. Tous les graphes moins de 5 sommets sont planaires,

ainst que tous les graphes bipartis de moins de 6 sommets.

(a)

FIGURE 1.20 - (a) Le graphe K35 est planaire

Cactus

Définition 1.24 Un Cactus est un graphe tel que chacune de ses arétes appartient a un

cycle. Le Figure illustre un Cactus.
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@. (1 Us U7

(a)

FIGURE 1.21 — (a) Cactus

Graphe K-dégénéré

Un graphe G est K-dégénéré si tout sous-graphe de G contient un sommet de degré au plus

K.
e Les arbres sont des graphes 1-dégénéré.

e Le graphe de la figure 1.21 est 2-dégénéré.

V3 V4

FIGURE 1.22 — Un graphe 2-dégénéré

Remarque 1.1 Tout graphe qui contient un sommet de degré K n’est pas nécessairement

k-dégénére.
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Graphe roue

La roue, notée W,,, est un graphe formé d’un cycle C,_1 avec un sommet suplémentaire
connecté a tous les sommets de ce cycle .

La roue Wy illustré dans la figure 1.23.

FIGURE 1.23 — La roue W,y

Triangulé

Définition 1.25 Un graphe est Triangulé si tout cycle de longueur > 4 posséde une corde

(aréte entre deux sommets non-consécutifs du cycle).
()

@2\ @ Vg

(%1

(a)

FIGURE 1.24 — (a) Graphe triangulé
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Complémentaire d’un graphe

Définition 1.26 Le graphe complémentaire d’un graphe simple, noté G = (V, E), est

défini par V(G) = V(G) et E(G) =uv:u € V(G),v € V(G) et uv ¢ E(G)

U1 V4

&%

(a)

FIGURE 1.25 — (a) Un graphe simple

(b)

FIGURE 1.26 - (b) Le complémentaire de (a)

Graphe d’intervalles

Définition 1.27 Un graphe d’intervalles est le graphe d’intersection d’intervalles sur la

droite réelle. Donc étant donné un ensemble I={I ,...,I,} d’intervalles sur la droite réelle
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On lui associe le graphe d’intervalles G = (V, E) ou V = {1,..n} et deur sommets u et
v sont reliés par une aréte si et seulement si I,,(\I, # @ ou I, et I, sont les intervalles

associés a u et v.

Autrement dit : G est d’intervalles si on arrive a placer toutes les intervalles en respectant :

u = I, € a la droite réelle
v =1, € ala droite réelle
weFE<sI,NI,#9

- ' C
@& GO T v T

(a)

e

FIGURE 1.27 - (a) Un graphe d’intervalles

Clique

Définition 1.28 Une clique dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets deux a

deuz adjacents, ou est un sous-graphe complet.

Par exemple le graphe simple de la figure 1.1 admet une clique d’ordre 3
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1.3 Quelques paramétres des graphes

Distance entre deux sommets :

La distance entre deux sommets v; et v; notée d(v;,v;) est le nombre minimum d’arétes
d’une chaine allant de I'un a l'autre .

Exemple 1.1 D’aprés le graphe illustré dans FIG 1.28, nous calculons la distance entre

le sommet vy et les autres sommets .

d(’Ul ,’UQ) =1

K
d(vy,v3) =1
@9 @ d(vy,v4) =1

d(Ul ,’05) =2

@

FIGURE 1.28 — Un graphe simple G

Excentricité :

L’excentricité d'un sommet e(v;), notée e(v;), est la distance maximale existant entre
ce sommet et les autres sommets du graphe c-a-d : e(v;) = maw,,ev d(vi,v;) tel que i # j.

D’aprés le graphe illustré dans FIG.1.28, et aprés avoir calculé la distance entre tous
les sommets on trouve :
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Rayon d’un graphe :

Le rayon d’un graphe G noté rad(G) est I'excentricité minimum sur tous les sommets
de G c-a-d : rad(G) = min,cv(c) e(vs).

D’aprés la figure 1.28 on a rad(G) = 2.

Diamétre d’un graphe :

Le diamétre d’un graphe G noté Diam(G) est I’excentricité maximum sur tous les som-
mets de G c-a-d : diam(G) = maz,,cv () e(v;).

D’aprés la figure 1.28 on a Diam(G) = 3

Nombre de stabilité :

Définition 1.29 FEtant donné un graphe simple G. On appelle stable de G un sous en-

semble de sommets de G deux & deux non adjacents.

1l est facile de voir qu’un ensemble maximum est aussi maximal, mais un ensemble maxi-
mal n’est pas nécessairement maximum. Par exemple, le stable formé par les sommets
rouges sur la figure 1.29(a) est mazimal (il est en effet impossible d’ajouter a ce stable un
autre sommet pour former un stable de cardinalité supérieure), mais il n’est pas mazximum

(puisqu’il est possible de trouver un autre stable, de cardinalité supérieure (fig. 1.29(b))
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O ®

O @

(a) Un stable mximal (b) Un stable maximum et maximal

FIGURE 1.29 — La différence entre un stable maximal et un stable maximum

Remarque 1.2 Dans un graphe simple il est possible de trouver plusieurs stables maximal.
La taille d’un stable mazimum de G est notée a(G) et appelé nombre de stabilité, et celle

d’une clique mazimum est notée w(G). Naturellement, on a

a(G) = w(qQ).
Déterminer un stable mazimum ou une cligue maximum dans un graphe arbitraire n’est

pas du tout trivial.

Transversal :

Définition 1.30 Un transversal d’un graphe G = (V, E) est un ensemble T de sommets
de V qui couvre toutes les arétes de G, i.e, chaque aréte de G est incidente au moins a un
sommet de T. Notons qu’un transversal existe pour tout graphe et si T est un transversal,
alors VAT est un stable. noté par 7(G) la cardinalité d’un transversal minimum. 7(G) =

min(|7|, T transversal de G ) .

Nombre de couplage :

Définition 1.31 Pour un graphe G = (V, E), on appelle couplage M dans G un sous-

ensemble d’aréte de E deux mon adjacentes. Un couplage mazximum est un couplage de

34



Concepts fondamentaux

taille maximum. On désigne par o, la taille d’un couplage maximum dans G.
Un sommet z de G est dit saturé par un couplage M, s’il existe une aréte de M incidente

a x, sinon, le sommet x est dit insaturé par M. Un couplage qui sature tous les sommets

de G est appelé un couplage parfait.

F1GURE 1.30 — Couplage parfait

Recouvrement :

Définition 1.32 FEtant donné un graphe simple G = (V, E) sans sommet isolé. On ap-
pelle recouvrement de G, un ensemble R d’arétes de E qui couvre tous les sommet de G

(i.e chaque sommet de G est incident & une aréte de R).

Un recouvrement minimum est un recouvrement de cardinalité minimum. On note par

v(G), la taille d’un recouvrement minimum de G.

Ve U7

/N

FIGURE 1.31 — Un graphe G avec v(G) = 7(G) =4
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pour le graphe G illustré dans la figure 1.31, [’ensemble des sommets noirs représente un
stable S de cardinalité maximum, [’ensemble des sommets rouges représente un transversal
T de cardinalité minimum. L’ensemble des arétes en bleu représente un recouvrement de
cardinalité minimum v(G).

Dot a(G) = 3,7(G) = 4,v(G) = 4.

1.4 Opération classiques sur les graphes

1.4.1 Produit Cartésienne de deux graphes

Etant donnés deux graphes G = (V(G), E(G)) et H = (V(H), E(H)), le produit
cartésien de G avec H, noté GOH est le graphe défini sur I'ensemble de sommets V(G) X
V(H) tel que deux sommets (u,u’) et (v,v") sont adjacents si et seulement si I'une des
propriétés suivantes est vérifié :
eu=vetuv € E(H)

Ou
euww € BE(G)etu =2
La Figure montre le produit cartésien de H = Ky[1C}.

000 010
0 00 01
001 011
g = 100 110
1 10 11
101 111
KQ 04 KQDC4

FIGURE 1.32 — Produit Cartésien de K,[1Cy

Il est noté que le nombre de sommets dans GOH est |V(G)| x |V(H)| et que le nombre
d’arétes de GOH |V(G)| x |E(H)| + |V(H)| x |E(G)|.

Exemple 1.2 1. La grille carrée P,,L1P, est le produit cartésien des deuz chaine P, et P,

(Par exemple, la figure représente la grille PsCIPy).
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2. La grille circulaire P,JC,, est le produit cartésien de la chaine P, par le cycle C,,.
3. La grille torique (ou simplement tore) C,,0C,, est le produit cartésien de deuz cycles

C,, et C,.

FIGURE 1.33 — La grille PsL1P;

1.4.2 Produit direct de deux graphes

Définition 1.33 Etant donnés deux graphes G = (V(G), E(G)) et H = (V(H), E(H)),
le produit direct de G par H, noté G x H est le graphe défini sur ’ensemble de sommets
V(G),V(H) tel que deux sommets (u,u’) et (v,v") sont adjacents si et seulement si uv €

E(G) etu'v' € E(H).

(1,4) (1,3)
Gl GQ G1 X GQ

FIGURE 1.34 — Produit direct de deux graphes G x Gy

La figure montre le produit direct de K = G x Go
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1.4.3 Produit lexicographique de deux graphes

Définition 1.34 Soient G et H deux graphes. Le produit (ot composition) lexicographique
de deux graphes G et H est le graphe G o H avec V(H) x V(G) comme ensemble des
sommets et contiguite défini par (vi,w) adjacente (vo,ws) si est seulement si (v = vy et

wiwy € E(H) ) ot vivg € E(G).

1.4.4 Union de deux graphes

Définition 1.35 L’union G =S U H de deux graphes S et H est le graphe G ayant pour
ensemble de sommets V =V (S)UV(H) et pour ensemble d’arétes E = E(S) U E(H), ot
V(S) (reps.V(H) ) est l’ensemble des sommets de S (reps. H ) et E(S) (reps. E(H) ) est
Uensemble des arétes de S (reps. H)

1.4.5 Puissance d’un graphe

Définition 1.36 La p-ieme puissance GP d’un graphe G est le graphe ayant le méme
ensemble de sommets que G, et tel que deux sommet v et w dans GP sont adjacents si et
seulement si la distance entre eux dans G,

est au plus p (dg(v,w) < p).

Par exemple, le troisiéme puissance de cycle Cq est le graphe complet Kg

FIGURE 1.35 — Le Cycle Cg et le graphe Kg = C¢
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1.4.6 Isomorphisme de graphes

Définition 1.37 Deuz graphes G = (V(G), E(G)) et H = (V(H), E(H)) sont isomorphes
sl eziste une bijection f : V(G) — V(H) telle que ¥ u, v € V(G) u et v sont adjacents
dans G si et seulement si f(u) et f(v) sont adjacents dans H. On note alors G = H.

Intuitivement, deux graphes sont isomorphes s’ils ont la méme « structure », i.e. sl est
possible de déplacer les sommets de ['un pour qu’il soit la copie conforme de l'autre (au

nom des sommets pres).

0 9 @—@ f
%

G (—) :

(3)—(©) (0—©)

FIGURE 1.36 — Deux graphes isomorphes et la bijection explicitée




Coloration des graphes

Coloration des graphes

Introduction

La coloration des graphes est un probléme de la théorie des graphes est lié & de nom-
breuses applications répandues a des domaines variés, tels que :
-L’affectation de fréquences dans les réseaux cellulaires.
-Les gestion de chaines logistiques.
-La gestion du trafic aérien.
-Stockage de produit chimiques qui peuvent exploser s’ils sont en contacts (combien de
wagons ou d’aires de stockage nécessaires ? ).

-Un cartographe qui doit colorer deux pays limitrophes avec deux couleurs différentes.
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2.1 Coloration des sommets

Définition 2.1 Colorier un graphe consiste a affecter une couleur a chacun de ses som-
mets de facon que deux sommets adjacents ne portent pas la méme couleur. On peut aussi
définir une coloration d’un graphe de la maniére suivante :

La coloration des sommets d’un graphe G = (V,E) est une fonction ¢ dans c(v) as-
sociant a tout sommet v € V une couleur c(v), en s’assurant que c(v) # c(u) pour toute

aréte wv € E .

2.1.1 Nombre chromatique

Le nombre chromatique d’un graphe G = (V,E), noté x(G), est le nombre minimum
de couleurs permettant de colorier tous les sommets du graphe sans que deux sommets
adjacents soient de la méme couleur.

Exemple 2.1 La figure 2.1 illustre un exemple de graphe 5-coloration.

F1GURE 2.1 — Coloration propre de sommets d'un graphe G

La figure 2.1 représente une 5-coloration propre des sommets d’un graphe G mais le
nombre utilisé n’est pas le minimum. Le nombre chromatique de G vérifie : x(G) > 3, car
G contient ('3 donc au moins 3 couleurs sont nécessaires pour colorer le graphe G, comme
il existe une coloration utilisant 3 couleurs, alors x(G) < 3. On conclure que x(G) = 3.

Exemple 2.2 La figure 2.2 illustre un exemple de graphe 4-coloration.
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S1={2,7},5, ={1,6},55 = {4}, S, = {3,5}

FIGURE 2.2 — Graphe admet une 4-coloration

Ce graphe est 4-colorable donc x(G) < 4, il contient un Cj impair donc x(G) > 3, de
plus le sommet 4 est adjacent & tous les sommets de Cs, il faut donc colorer ce sommet
avec une couleur différente des couleurs déja affectées aux sommets de C5, on en conclut
que x(G) > 4, donc le nombre chromatique de G est x(G) = 4.

2.1.2 Encadrement du nombre chromatique

Majoration :[9]

e Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre n, et de degré maximum A(G), alors
X(G) < A(G) +1
e Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre n, et a(G) le nombre de stabilité de G alors

X(G) <n+1-aG)

Minoration :[9]

e Le nombre chromatique d’un graphe est supérieur ou égal a celui de chacun de ses sous-
graphes.
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e Le nombre chromatique du graphe sera supérieur ou égal a 'ordre de sa plus grande
clique, que 'on note w(G). Autrement dit

X(G)= w(G)

Preuve : Puisque, par définition, dans une clique d’ordre m, tous les sommets sont
adjacents entre eux, il faudra m couleurs. Donc, il faudra au moins w(G) couleurs pour
colorer le graphe G.

Théoréme de Brooks :

Pour tout graphe connexe G qui n’est pas complet et qui n’est pas un cycle impair on a :

X(G) < A(G)

Proposition 2.1 [2] Soit G = (V,E) un graphe simple alors x(G) > «(G). En résumé
pour tout graphe G d’ordre n on a :

a(G@) < x(G) <AG)+1<n

Proposition 2.2 [7] Soit G = (V,E) un graphe simple d’ordre n, on a le résultat suivant :

ﬁ < x(G) < AG) +1

Proposition 2.3 [7] Soit G = (V,E) un graphe simple d’ordre n Alors :
X(G)+a(G)=n+1

Exemple 2.3 Ce graphe (figure 2.83) posséde un sous-graphe qui est un cycle d’ordre 3,
donc x(G) > 8. Il n’est pas complet et n’est pas non plus un cycle d’ordre impair,donc par

Brooks, x(G) < 3. Donc x(G) =3
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FIGURE 2.3 — Exemple d’application de théoréme de Brooks x(G) = 3

2.1.3 Le nombre chromatique de quelques classes de graphes

Graphe complet

Dans un graphe complet, comme tous les sommets sont adjacents, il faut une couleur
différente par sommet. On en déduit le résultat suivant :
e Le nombre chromatique d'un graphe complet est égal a I'ordre de ce graphe.

FIGURE 2.4 — x(Kg) =6

Les étoiles

On donne une couleur pour le sommet centre et un autre couleur pour les sommets voisins
e Le nombre chromatique d’une étoile est égal a 2.
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FIGURE 2.5 - x(G) =2

Graphe biparti

Un graphe G= (V,E) est biparti si et seulement s’il est 2-coloriable.
e Le nombre chromatique d’un graphe biparti est égal a 2.

Vi Va

FIGURE 2.6 - x(K33) =2

Les arbres

e Le nombre chromatique des arbres est égal a 2 (les arbres sont des graphes bipartis).

Graphe roue

Pour les valeurs paires de n, les sommets du cycle C,_; peuvent étre colorés avec deux
couleurs et le centre se voit attribuer la troisiéme couleur alors

e Le nombre chromatique d’un graphe roue est égal a 3.

Pour n impair les sommets du cycle C,,_; nécessitent trois couleurs et le centre se voit
attribuer la quatriéme couleur alors

e Le nombre chromatique est égal a 4.
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FIGURE 2.7 — x(Wy) =3

Graphe stable

G n’a pas d’arétes, donc aucun de ses sommets n’est adjacent & un autre et par la suite
tous les sommets vont avoir la méme couleur.
e Le nombre chromatique d’un graphe stable est égal a 1.

Graphe k-dégénéré

e Le nombre chromatique d’un graphe k-dégénéré est inférieur ou égal a k + 1 (théoréme
de Halin)

Cycle élémentaire
e Le nombre chromatique d’'un cycle élémentaire C,,

B 2, st n est pair
X(Cn) = 3, st n est impair
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FIGURE 2.8 — x(Cs) =2 et x(C5) =3

Remarque 2.1 e Le nombre chromatique d’un graphe sans cycle ayant au moins une
aréte est 2. En effet, le nombre chromatique d’un graphe est le maximum des nombres
chromatiques de ses composantes connexes, qui sont ici des arbres.

e Si un graphe a h composantes connexes, son nombre chromatique est le plus grand des
nombres chromatiques de ces h composantes. L’étude du nombre chromatique peut donc se

restreindre a celle du nombre chromatique des graphes connezes.

2.2 Coloration d’arétes

Définition 2.2 Une K-coloration propre des arétes d’un graphe G = (V, E) est une appli-
cation ¢ de l’ensemble des arétes E(G) dans l’ensemble des entiers de couleurs 1,2,3,...,K,
de telle sorte que deux arétes adjacentes dans G regoivent des couleurs différentes. For-
mellement, c(u) # c(v) pour chaque deux arétes adjacentes u et v de G. Un graphe G est

K-aréte-colorable s’il existe une K-coloration d’arétes de G.

Remarque 2.2 Une K-coloration des arétes d’un graphe G est donc une partition de [’en-

semble des arétes de G en K-couplage.
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2.2.1 L’indice chromatique

Définition 2.3 [10] L’indice chromatique x (G) d’un graphe G est le nombre minimum

de couleurs nécessaire pour une coloration des arétes de G.

Exemple 2.4 La figure 2.9 représente une 5-coloration d’arétes d’un graphe G, mais le
nombre de couleurs utilisées n'est pas le minimum. L’indice chromatique de G vérifié ' > 3,
car G contient C5 donc, au moins 3 couleurs nécessaires pour colorer le graphe G, comme

il existe une coloration utilisant 3 couleurs (la figure 2.9 ), alors X' < 3. D’oti X' = 3.

FIGURE 2.9 — Coloration propre d’arétes d’'un graphe G

2.2.2 Graphe représentatif des arétes d’un graphe

Définition 2.4 [10] Le graphe représentatif des arétes L(G) d’un graphe G est le graphe
ot les sommets sont les arétes de G, deux sommets sont reliés dans L(G) si les arétes

correspondantes de G sont incidentes a un méme sommet.

.
> R @
Coloration des arétes de G Coloration des sommets de L(G

FIGURE 2.10 — 5-Coloration de L(G)
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Remarque 2.3 Pour tout graphe G, x(L(G)) = x'(G).

2.2.3 Borne sur l’indice chromatique

Il n’y a pas de formule générale pour déterminer I'indice chromatique d’un graphe. En effet,
plusieurs théorémes permettant ’encadrement de I'indice chromatique ont été donnés, on
peut citer le théoréeme de Vizing, le théoreme de Koing et le théoréme de Gupta.

Théoréme 2.1 (Théoréeme Vizing (1963))[11]

Pour tout graphe simple et non orienté de degré mazimum A, A < x' < A+1

Ce théoréme réparti les graphe fini en deux classes selon leur indice chromatique, comme
le montre le tableau suivant :

Classe 1 Classe 2
X =AG) [ X =AG)+1

Théoréme 2.2 (Théoréme Koing (1916))[11]
Koing en 1916, a prouvé que lindice chromatique d’un graphe biparti G est égal au degré

mazimum de G. c’est a dire ¥ (G) = A(G).

L’indice chromatique de graphe K 3 est montré dans la figure suivant :

O

X (G) =3 =A(G)

FIGURE 2.11 — Graphe K 3

Remarque 2.4 [10] o Les graphes complets d’ordre pair sont aussi de classe 1.

e Les graphes complets impairs, les cycles de longueur impaire sont de classe 2.
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Théoréme 2.3 (Théoreme Gupta )[12]

Gupta regroupe les deux résultats précédents et affirme que pour tout graphe simple G

ona:x(G)=A(G) oux (G)=A(G)+ 1.

Théoréme 2.4 (Théoréeme Shannon)[18]
Soit M est une multigraphe de degré mazimum A(M), on a

X' (M) < SAGM).

Théoréme 2.5 [19] Pour tout graphe G la déclaration suivante est vrai :

X (G) > &

bl

proprietés 2.1 Si A(G) est le degré mazimum de G alors :

oy =1 si et seulement si G est un couplage.

o' > A(G).

oX = A(G) dés que G est un graphe simple planaire tel que A(G) > 7. On peut vérifier
facillement les propriétés précédentes dans les graphes suivants : L’indice chromatique de

I’hypercube de dimension 2 et de graphe triangulé données par la figure 2.12 sont respecti-

vement X (G) = A(G) =2 et X (G) =3 > A(G) = 2.

X (G) = AG) =2 Y (G) =3 et A(G) =2

FIGURE 2.12 — Indice chromatique

eSoit la figure 2.13 d’un graphe roue :
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FIGURE 2.13 — Graphe planaire de degré 7

2.3 Coloration totale

Définition 2.5 [10] Le nombre chromatique total X' d’un graphe G est le plus petit entier
K tel que l'on puisse colorier les sommets et les arétes de G en K couleurs de sorte que
deux sommets adjacents, deux arétes incidentes a un méme sommet, un sommet et une

aréte incidente aient des couleurs différentes.

Graphe G Graphe total de G

proprietés 2.2 (Bezhad etVizing, 1963)[10]
Pour tout graphe simple G de degré mazimum A,

A(G)+1<X'(G) <AG) +2.
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Définition 2.6 [10] Un graphe simple est de type 1 si x" (G) = A(G) + 1.
sinon de type 2, X" (G) = A(G) + 2.

Théoréme 2.6 [21] Si G est un multigraphe de degré mazimum A(G) > 2 alors
" 3
V(@) < La@)] 1

2.4 Types de coloration

2.4.1 Coloration simple

Définition 2.7 Soit G = (V, E) un graphe donné, une coloration simple est une coloration
des sommets, tel qu’il existe au moins deuxr couleurs i et j telle que le nombre de sommets
coloriés par i est différents du nombre de sommets coloriés par la couleur j.

La Figure 2.14 présente une coloration simple.

FI1GURE 2.14 — Coloration simple

2.4.2 Coloration K-équitable

Définition 2.8 Une coloration K-équitable est une coloration des sommets du graphe G
ou le nombre de sommets coloriés par la couleur i est égale au nombre de sommets coloriés
par la couleur j, V(i,j) € 1,2, ..., k.

La Figure présente une coloration K-équitable d’un graphe a 6 sommets.
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FIGURE 2.15 — Coloration 3-équitable

Quelques bornes du nombre chromatique équitable

Théoréme 2.7 [22] Pour tout graphe G, on a
X(G) < x=(G)

Théoréme 2.8 [1/] Si H est un sous -graphe de G, alors
x=(H) < x=(G)

Théoréme 2.9 [15] Pour tout graphe G, on a
w(G) < x=(G)

Théoréme 2.10 [16] Soit G un graphe connexe. Si G ni un cycle impaire ni un graphe

complet, alors

x=(G) < A(G)

2.4.3 Coloration d’aréts /-distance

La coloration d’aréts (-distance (¢ > 0) est une généralisation de la coloration d’arétes
classique qui consiste a attribuer une couleur de 1 & k & chaque aréte, telle que chaque
deux arétes qui sont a distance au plus ¢ ne partagent pas la méme couleur.
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L’indice /-chromatique

Définition 2.9 L’indice (-chromatique est le nombre minimum de couleurs

utilisées pour colorer un graphe avec une coloration d’arétes {-distance est noté X;(G).

Ce résultat a été donnée par Kramer

Théoréme 2.11 [16] Soit G un graphe non orienté, fini connexe et sans boucle et { est
un entier positif, £ > 2 alors, x,(G) = £+ 1,

Si est seulement si l'une des conditions suivantes est vérifie :

1. |V|=0+1

2. E se réduit a un seul chemin de longueur L >/

3. E se réduit a un seul cycle, dont la longueur est multiple de € + 1.

Coloration d’aréte /-distance d’une chaine

Théoréme 2.12 [16] Soit P, une chaine d’ordre n > 0. L’indice {-chromatique de P, est

donné par :

/(P)* (+2, sin>0+3
Xe\fn) = n—1, sin<l+3

La Figure 2.16 montre une coloration d’arétes 1-distance de Ps.

e—— — € e 9

FIGURE 2.16 — Coloration d’arétes 1-distance de P;
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2.5 Les méthodes de coloration simple des graphes

2.5.1 Algorithme de coloration de WELSH et POWELLE

Soit G=(V,E) un graphe simple et connexe :

Etape 1:

- Ordonner les sommets selon I'ordre décroissant de leur degré ;

- Donner A chaque sommet, son numéro d’ordre dans la liste obtenue ;

Etape 2:

- Parcourir la liste dans 'ordre en attribuant une couleur non encore utilisée, au premier
sommet non encore colorié ;

- Attribuer cette méme couleur en suivant la liste & chaque sommet non encore colorié et
non adjacent a un sommet de cette couleur;

Etape 3:

- Revenir a I’étape 2, tant qu’il reste des sommets non coloriés ;

- Sinon s’arréter : la coloration du graphe est terminée.

Exemple 2.5 Etant donnée un graphe planaire (voire la figure) de 17 sommets, donc la

coloration de type de graphe fournit une coloration de graphe utilise au plus 4 couleur.

En utilise Ualgorithme de Walsh et Powell.

1.Itération O : Premiérement on va numéroter les sommets de notre graphe.
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Classer les sommet du graphe dans un ordre décroissant de leur degré en attribuant a
chacun des sommets un numéro d’ordre dans la liste obtenue. Les sommets classer comme
suit : Vg, V12, Ug, U, Ug, V16, Vs, U11, V14, Us, Us, V13, V10, U3, U1, V15, V17

2.Itération 1 : On commence a colorier le sommet vy qui a le plus grand degré avec
la couleur jaune. Et on affecte cette couleur aux sommets vi9, Vg, V15, V17 qui ne sont pas

adjacente a vy. Voici la figure

3. Itération 2 : On affecte la couleur gris au sommet vg ayant le plus haut degré.
Et on affecte cette couleur aur sommets vig, V4, V11, V19 qui non encore colorié et ne sont

pas adjacents a vg.
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4. Itération 3 : On affecte la couleur vert au sommet vy ayant le plus haut degré.

Et on affecte cette couleur aux sommets vy, v14, V13, U3, V1 qui non encore colorié et ne sont

pas adjacents a vy.

2.5.2 Algorithme DSATUR

On considére un graphe G = (V, E) simple et connexe. Pour chaque sommet vde V, on
calcule le degré de saturation DSAT(v)de la maniére suivante :
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Si aucun voisin de v n’est colorié alors
DSAT(v) = deg(v)
sinon
DSAT(v) =le nombre de couleurs différentes utilisées dans le premier voisinage de v.
L’algorithme DSATUR est un algorithme de coloration séquentiel 7 au sens ot il colorie un
seul sommet a la fois et tel que :
Au départ le graphe n’est pas colorié.
On colorie un sommet non déja colorié.
On stoppe DSATUR quand tous les sommets de G sont coloriés.

Dans le détail I’algorithme est le suivant :
1.0rdonner les sommets par ordre décroissant de degré.
2.Colorier un sommet de degré maximum avec le couleur 1.

3.Choisir un sommet non colorier avec DSAT maximum. Si conflit, choisir celui avec
degré maximum.

4.Colorier ce sommet par la plus petite couleur possible.
5.51 tout les sommets sont coloriés alors on arréte.

sinon aller en 3.

Exemple 2.6 Etant donnée un réseau radio qui contient huit émetteur reliant ente aux
par des interférence pour cela il faut pouvoir allouer différentes fréquences aux émetteurs,
de telle sorte que deux émetteur voisin ne soit pas de méme fréquence.

pour résoudre notre probléme, nous devons représenter le réseau d’émetteur parun graphe,
telle que chaque sommets représente un émetteur et chaque une aréte

représente une interférence.

On obtient le graphe dans la figure :
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Un graphe 1

1.Itération 0 : On ordonne les sommets par ordre décroissant de degré on aura le tableau

sutvant :

Sommet | v | V3 | Vs | Vg | V1 | Vg4 | U7

Degré | 3| 3| 3| 3| 2| 2| 2

2.Itération 1 : Maximum, mais tous les sommets on le méme degré de saturation, alors
on choisit celui de degré mazimum (vs ou bien vg ), soit vz et lui donné la couleur verte,
alors DSAT(vy) = DSAT(v1) = 2, et pour les autres sommets, leur DSAT est égale a 1.

3.Itération 2 : On choisit un autre sommet de DSAT mazimum (vi,vy), soit vy, on lui
affecte la couleur rouge, le DSAT des autre sommets ne vont pas changer.

4. Itération 3 : On choisit un sommet de DSAT maximum (vy), on lui donne la couleur
rouge (vy n’est pas adjacent a vy ), ainsi les DSAT des autres sommets ne vont pas changer.
5.Itération 4 :1l nous reste deur sommets non encore coloriés (v, vz),

avec DSAT(vs) = DSAT(v;)= 1, donc on choisis le sommet de degré mazximum (vg), on
lui affecte la couleur verte (car vg n’est pas adjacent a vs).

1l nous reste le sommet vy et on lui donne la couleur rouge.

La figure représent le graphe obtenue.

2 6

Un graphe Ky 3
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2.6 Coloration fractionnaire

Définition 2.10 [10] Une (a,b)-coloration d’un graphe G est une application qui associe
b couleurs parmi un ensemble de a couleurs a chaque sommet de G, de sorte que deux

sommets adjacents aient des ensembles de couleurs disjoints.

a
Définition 2.11 Le nombre chromatique fractionnaire x¢(G) est le minimum du radio 7

pour lequel il existe un (a,b)-coloration de G.

Relation avec le nombre chromatique : pour tout graphe G d’ordre n,

n

a(@)

maz{w(G), < xr(G) < x(G)}

Exemple 2.7 Exemple de la coloration fractionnaire

Cs est (5,2)-coloriable (et x(Cs) = g)

{5,3 5,2}
{1,2} {34}

2.6.1 Coloration fractionnaire et graphes planaires

Maille impaire = longueur du petit cycle impair.

Théoréme 2.13 [10] (Dvorak, Skrekovski et Vallal, 2005) Tout graphe planaire G

de maille impaire au moins 9 est (5,2)-coloriable.
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Conjecture 2.1 [10] (Heckman et Thomas, 2002) Tout graphe planaire G sans tri-

angle et de degré mazimum 3 vérifie x;(G) < §

2.7 Coloration circulaire

Définition 2.12 [10] Une [a, b]-coloration d’un graphe G est une application f qui associe

une couleur parmi un ensemble de a couleurs a chaque sommet de G, de sorte que l'on ait

b<|f(x) = fy)I<a—1b

pour tous sommets adjacents x et y.

Définition 2.13 [10] Le nombre chromatique circulaire x.(G) est le minimum du ratio %

pour lequel il existe un [a, b]-coloration de G.

Relation avec le nombre chromatique :

maz{x(G) — 1, x;(G)} < x.(G) < x(G)

Conjecture 2.2 (X.Zhu, 2000 )[10]
20
Tout graphe planaire G sans triangle et de degré mazimum 3 vérifie x.(G) < -
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Coloration dans les graphes doubles

Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude des graphes doubles, on commence & présenter la dé-
finition et quelques propriétés de cette classe de graphes, ensuite, nous présentons quelques
résultats qui ont été obtenu dans le domaine de la coloration pour cette classe de graphe.
Finalement nous déterminons des valeurs exacts, et des bornes pour les trois parameétres
de coloration pour les graphes doubles.
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3.1 Graphe double

Le double d’'un graphe simple G est défini comme le graphe Z[G| = G x Ty
( T5 est un graphe total & 2 sommet ), telle que le produit direct d’un graphe simple avec
un graphe quelconque est toujours un graphe simple, alors le double d’un graphe simple

est toujours un graphe simple.

Dans Z[G], on a (v, h) est adjacent a (w, k) si et seulement si v adjacent & w dans G.
Si V(Tz) = {0,1}, on a que Gy = {(v,0) : v € V(G)} et G; = {(v,1) : v € V(G)} sont
deux sous-graphes de 2[G]| tous deux isomorphes a G tels que
GoNGy = 0 et Go UG, est un sous-graphe partiel de 2[G]. De plus, nous avons une aréte
entre (v,0) et (w, 1) et de méme, nous avons une aréte entre (v, 1) et (w,0) chaque fois que
v est adjacent a w dans G. Nous appellerons Gy, G; la décomposition canonique de Z[G]|.

04 9 [04]

FIGURE 3.1 — Un cycle et son double

Théoréme 3.1 [20] Si G a n sommets et m arétes, alors D|G| a 2n sommets et 4m arétes.

En particulier, deggicy(v, k) = 2 dega(v) .

Lemme 3.1 [20/ Pour tout graphe G, on a G xXT,, = G oN,,, ot N, est le graphe a n

sommets sans arétes, (I, et N, sont le méme ensemble de sommets).
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FIGURE 3.2 — Le double d'un cycle par produit lexicographique

3.2 Propriétés de base des graphes doubles

Proposition 3.1 [20] Pour tout graphe G a n sommets, Z[G] = G oNsy et D|G| est n-

parts.

Proposition 3.2 [20] On écrira 2*|G] pour le double du double de G. Plus généralement
on aura les graphes 2*|G] = G xTyx = G oNyk , pour tout k € N.

Proposition 3.3 [20] Le double |G| d’un graphe G & n sommets contient au moins 2n

sous-graphes isomorphes a G lui-méme.

Proposition 3.4 [20] Pour tout graphe G, G est biparti si et seulement si PG| est biparti.

Proposition 3.5 [20] Pour tout graphe G # ki, les propriétés suivantes sont valables :
1. G est connexe si et seulement si D[G] est conneze.

2. Si G est conneze, alors chaque paire de sommets de P|G] appartient & un cycle.

3. Chaque aréte de P|G| appartient a un quadruple cycle.

4. Dans un double graphe, il n’ya pas un point d’articulation.
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Proposition 3.6 [20]/ Pour tout graphe G # ki, les propriétés de traversabilité suivantes
sont valables :
1. Si G est connezxe, alors D[G] est eulérien.

2. Si G est hamiltonien, alors P|G| est également hamiltonien.

Proposition 3.7 [20] Pour tout graphe Gy et Go, les propriétés suivantes sont valables
1. 9[G1XG2] :Glxﬁ[Gg] :.@[Gl]XGQ.
2. .@[Gl O GQ] — G1 o} .@[GQ]

Proposition 3.8 [20] Pour tout graphe, le nombre chromatique d’un graphe double égale

nombre chromatique du graphe G c-a-d, x(2|G]) = x(G) .

3.3 Le nombre chromatique des graphes doubles

3.3.1 Le nombre chromatique du graphe double d’une chaine

Proposition 3.9 Pour tout n > 3, alors x(2[P,]) = 2.

Preuve Soit P, = (V, E) une chaine d’ordre n.

P|P,] le graphe double de la chaine P, tel que

(Pn)o et (P,)1 est la décomposition canonique de Z[F,], ou partionne l’ensemble de som-
mets V' (Z[P,]) selon la parité de n comme soit

1" cas :

Cas 1 : si n pair

Vi = {(v1,0), (v3,0), ..., (vy—1,0)} U{(v1, 1), (v3, 1), ..., (Vp_1, 1)}

Vo = {(v2,0), (v4,0), ..., (vs,0)} U {(v2, 1), (v4,1), ..., (v, 1) }.

2™¢ cas :

Cas 2 : si n impair

VI = {(v1,0), (v3,0), ..., (v, 0) } U {(v1, 1), (03, 1), ..., (vs, 1)}

V) = {(v2,0), (v4,0), ..., (V—1,0) } U {(v9, 1), (04, 1), ..., (vy—_1, 1)}

Il est clair les deux ensemble V) et V5 sont des ensembles stables dans les deux cas, alors
X(Z[Pa]) < 2.

D’autre part, il existe au moins deux sommets adjacents dans Z2[P,],
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alors x(2[P,]) > 2.
Par conséquent x(Z[F,]) = 2.

FIGURE 3.4 - x(2[F,]) =2

Remarque 3.1 Les nombres 1, 2 dans les figures 3.3 et 3.4 sont des coleures différentes.

3.3.2 Le nombre chromatique du graphe double d’un graphe com-

plet

Proposition 3.10 Pour tout graphe simple n > 3,
X(Z[K]) = x(Ky) = n.

Preuve Soit Gy, G la décomposition canonique de Z[K,,| tel que :

Go={(v,0): 1 <i<n}

G ={(v;,1):1<j5<n}

Si G est complet alors aussi Gy et Gy sont complet. Donc x(Go) = n et x(G1) = n. Alors
X(Z2[K.]) = n.

Maintenant, ou doit vérifier si on peut appliquer la méme fonction de coloration sur Gy, Gy
en gardant la propriété que deux sommets (v;,0) de Gg et (v;,1) de G ne soient pas de
méme couleur, si ¢ = j, alors (v;,0) et (v;, 1) ne sont pas adjacents alors ces deux sommets
peuvent avoir la méme couleur pour Vi = 0,...,n. Donc n couleurs sont suffisantes pour
colorier x(Z[K,)) et x(Z|K,]) = x(K,) = n.
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Exemple 3.1 Le figure suivante

FIGURE 3.5 - x(Z[K5]) = x(K5) =5

3.3.3 Le nombre chromatique du graphe double d’un graphe bi-
parti

Proposition 3.11 Pour tout graphe biparti K, .,
X(-@[Kmm]) = X(Km,n) =2

preuve Soit {Gg, G1} la décomposition canonique de Z[G]| tel que

Go={(v;,0) : 1 <i <n}.

Gr={(v;,1):1<j5<n}

Si G est biparti alors aussi G et Gy sont biparti. Donc x(Go) = x(G1) = 2.

Soient{Vy, Wy} et {Vi, Wi} les bipartitions correspondantes de Gg et Gy

respectivement.

chaque aréte de Z[G] a une extrimitéme dans Vy U V; et 'autre dans Wy U Wy, et donc
aussi Z[G] est biparti.

Done X (Z[Kmn]) = X(Kmnn) =2
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FIGURE 3.6 — X(.@[K&g]) = X(K&g) =2

3.3.4 Le nombre chromatique du graphe double d’une étoile

Proposition 3.12 Pour tout étoile K,
X(2[K1n]) = x(Ki,) = 2.

Preuve Soit {Gy, G1} la décomposition canonique de Z[G] on a que :

Go={(v,0): 1 <i<n}

Gi={(v;,1):1<j<n}

Sont deux sous-graphe de Z[G] tous deux sont isomorphe a G, alors G est une étoile et
aussi G1. Donc x(Gy) = x(Gy) = 2.

Supposons que (v1, 0) un sommet de G de degré n alors (vy,0) adjacent a tout les sommets
de Z[K; ) sauf (v1,1) le sommet de degré n dans G; ,alors on colorie les deux sommets
(v1,1) et (vq,0) avec la méme couleur, et non colorions le reste de sommets de Z[K ,| avec
une autre couleur, donc x(Z[K1,)) = 2.
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(U170)

(U171>

FIGURE 3.7 — x(D[K,3]) = x(K13) = 2

3.4 L’indice chromatique des graphes doubles

Théoréme 3.2 [20] Si G est de classe 1, alors 2[G]| est aussi de classe 1.

Théoréme 3.3 [21] Pour tout graphe G, on a
X (Z[6]) <X (G) + A(G).

Proposition 3.13 Soit G est un graphe simple, et (2[(G]) le graphe double de G, on a :
2A(G) < X' (2]G)).

Preuve La limite inférieur pour x'(2[G]) est le degré maximum du graphe (2[G]) car les
arétes incidents a un sommet doivent étre de couleur différente.

Il s’en suit que A(Z2[G]) < X' (2]G)), pour tout graphe double de G, soit (v,,,0) le sommet
qui a le degré maximum dans Gy, et{(v;, 0)/d(v;, v,,) = 1} P'ensemble de sommets adjacents
a (vm,0) dans Gy alors le sommet (vq,0) posséde le méme nombre de sommets adjacents
dans Gy,

donc A(2[G]) = 2A(G) d’ou 2A(G) < X' (2[G)).
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Proposition 3.14 Pour tout graphe G,
dm

X/(-@[G]) > 7

Preuve Soit G un graphe d’ordre n et de taille m.
D’aprés théoréme(2.5), on a pour tout graphe G,

X (G) > % et D’aprés théoréme(3.1), pour un graphe double le nombre d’arétes est 4m

2

/ 4
et le nombre des sommets est 2n, Donc x (Z2[G]) > m

n
3.4.1 L’indice chromatique du graphe double d’un graphe complet

Proposition 3.15 Soit G un graphe complet K,
St n est pair :

X (2[K,]) <n—1+A(K,)

St n est impair :

X (Z[K,]) < o+ A(Ky).

Preuve Soit G un graphe complet on a

e Si n pair \'(K,) =n—1et X' (2[G]) < X' (G)+ A(G).
Donc X' (2[K,]) <n — 1+ A(K,).

e Si n impair x'(K,) = n. Donc x (2]K,]) < n + A(K,).

Proposition 3.16 Soit K,, un graphe complet,

, 2n — 2, st n est pair
X (Z[K4]) =

2n — 1, si n est impair

Preuve Pour tout graphe complet K, on a d’aprés la proposition 3.13 :
2A(K,) < X (Z1K,]) < X (K,) + A(K,)

et d’aprés le proposition 3.15 on a

Si n pair :

2n — 1) < X (Z2[K,])) <n—1+(n—1)

alors X' (2[K,]) = 2n — 2
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Si n impair :
2(n—1) <X (Z[K.)) <n+(n—1)
alors X' (2[K,]) = 2n — 1.

3.4.2 L’indice chromatique du graphe double d’un graphe cubique

Proposition 3.17 Soit G un graphe cubique alors X (2[G]) = 6.

Preuve Si G est un graphe cubique alors x' (G) = 3,
/ / 4
donc x (Z2[G]) < 6, (A(G) = 3) et on a x (Z2|G]) > Tm’ (m = 12 et n = 8 ) donc

X (D[G]) > 6 par comparaison on a X (2[G]) = 6.

3.4.3 L’indice chromatique de graphe double d’un graphe planaire

Proposition 3.18 Soit G un graphe simple planaire tel que A(G) > 7 alors
X (2[G]) < 2A(G).

Preuve Soit G graphe planaire et A(G) > 7 donc X' (G) = A(G)
et on a y (2[G)) < X (G) + A(G)

alors X' (Z[G]) < 2A(G)

Si A(G) =7, Alors ¥ (2[G)) < 14.

3.4.4 L’indice chromatique de graphe double d’un graphe grille

Proposition 3.19 Soit G une grille, si n,m > 3,
alors X (2Grmxn)) = X (Gmxn) + A(Gxn) = 8.

Preuve Soit G une grille, 2[G,,x,| le graphe double d'un grille G, xn,

G = {Gy, G1} la décomposition canonique de Z[G,xp], alors X (Go) = X (G1) = 4.
pour n,m > 3 on a A(Gpxn) = 4.

Donc X (Guxn) + A(Gruxn) > 8
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Les couleurs avec lesquelles nous colorons les arétes de Gy sont les mémes dans G et
A(D[Gruxn]) = 8 Alors X' (2[Grnxn]) < 8
Donc x (2(Gmxnl) = X (Grxn) + A(Gsxn) = 8.

3.5 Le nombre chromatique totale des graphes doubles

Théoréme 3.4 [21] Pour tout graphe G on a X (2[G]) < X" (G) + A(G).

Proposition 3.20 Si G est un multigraphe de degré mazimum A > 2 alors

X'(71G) < SAG) +1.

Preuve Soit G un multigraphe de degré maximum A > 2.
D’aprés le théoréme (2.6) alors ' (G) < ;A(G) +1

et on a \'(Z]G]) < ¥ (G) + A(G)

X'(G) +A(G) < SA(G) + 1+ A(G)

Donc x"'(2[G]) < =A(G) + 1.

DN | Ut

Proposition 3.21 Soit G est un graphe simple, et Z(G) le double d’un graphe G, on a
X' (2(G)) < 2(A(G) +1).

Preuve D’apres la proposition 2.2, Pour tout graphe simple G on a

('(G) < X (@) + x(G). ,, |

D’autre part et d’aprés la proposition 3.8 on a x (2[G]) < x (2[G]) + x(G).
et D’aprés le théoréme 3.4 on a X" (2[G]) < X" (G) + A(G), alors

{(9[0) < X (6) +X(G) + AG)

V' (Z]G)) < 2A(C) 41+ car (V(G) < 1+ A(G)) et ({(G) < n)

alors X" (Z[G]) < 2A(G) + 2

Donc la proposition est vrai.

Proposition 3.22 Soit G un graphe simple, et 2[G] le double d’un graphe G,
on a X (2]G]) > 2A(G) + 1.
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Preuve Dans une coloration totale, pour tout graphe G on a deux sommets adjacents, deux
arétes incidentes au méme sommet, un sommet et une aréte incidente aient des couleurs
différentes dans (2[G]), et comme I'ayant des arétes peut augmenter la valeur du nombre
chromatique total.

alors X" (Z[G]) = X (2[G)) + x(G).

on a d’aprés la proposition 3.13 X (2]G]) > 2A(G)

¥ (Z[G]) + X(Z[6)) = 2A(G) + 1 (car \(Z[G]) 2 1)

et on a x (Z[G]) = x (%GD xX(Z1G])

Alors ' (2]G]) > 2A(G) +

D’aprés la proposition 3.21, et la proposition 3.22, nous constatons que

2A(G) +1 < X' (2]G]) < 2A(G) + 2
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons essayé¢ d’étudier quelques paramétres de coloration ; le
nombre chromatique, 'indice chromatique et le nombre chromatique total dans la classe
des graphes doubles. En effet, nous avons présenté les définitions qui sont utiles pour la
comprehension du mémoire. Puis, nous avons présenté quelques résultats obtenus pour les
trois parameétres dans d’autres classes de graphes. Dans le troisiéme chapitre, nous avons
présenté notre apport personnel dans ce travail, nous déterminé des valeurs exactes pour
les trois parameétres pour des cas particuliers de graphes. Nous avons aussi établi des bornes
supérieures et des bornes inférieures pour ces parameétres en prouvant parfois que les bornes
sont atteintes.

Nos résultats sont tous prouvés et accompagnés par des exemples explicatifs qui servent a
faciliter la compréhension des résultats obtenus.

Comme perspectives de recherche, nous envisageons de généraliser cette étude sur les
differents catégories des produits des graphes.
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