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INTRODUCTION

La théorie de la combinatoire est une branche des mathématiques qui

consiste à énumérer, trouver des bijections, chercher des interprétations com-

binatoires et verifier des identités et des propriétés sous certains conditions

spécifiques.

Les premiers pas des fonctions génératrices sont du à Moivre, Stirling

et Euler en 18 siècle. Aujourd’hui, cet outil puissant de la combinatoire

apparaissent dans des domaines d’études très variés et qui sert à résoudre

des problèmes liés au comptage en analyse combinatoire, à l’analyse de

la dynamique de populations en biologie, à l’analyse des algorithmes en

informatique et les moments en statistique.

Les fonctions génératrices permettent d’obtenir une formule explicite de

certains suites connus par ces relations de récurrences. Elles permettent aussi

de prouver des identités combinatoire passant par les fonctions rationnelles

[17]. Il existe de nombreuses techniques est méthodes pour manipuler les

fonctions génératrices et ça dépend de la nature du problème et les objec-

tifs à visés. Dans ce travail, d’abord, on va présenter au lecteur un aperçus

général sur les fonctions génératrices accompagné par des exemples expli-
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Introduction

catifs. Ensuite, on va étudier l’application de ces fonctions dans les différents

disciplines de la science appliquée.

Ce mémoire présente une étude théorique et pratique sur les fonctions

génératrices, organisé en trois chapitre.

Dans le premier chapitre, on a estimé que presenter les fonctions généra-

trices comme un outil de résolution est assez efficace pour mieux commencer

avec cette théorie. Pour cela, un problème classique à savoir le problème de

billet chanceux sera exposé et étudié rigoureusement. Ensuite, on introduit

toute un formalise sur les définitions et les concepts de base des séries

formelles, des fonctions génératrices ordinaires et exponentielles avec des

relations de récurrence.

Le deuxième chapitre sera consacré aux notions et différents techniques

de bases sur les opérations possibles des fonctions génératrices. Ce qui enri-

chit ce chapitre, est le faite d’essayer d’écrire un petit catalogue de certaine

fonctions génératrices connues dans la littérature associées à des suites réels.

Le dernier chapitre est le fruit des deux chapitres précédent, car on va

voir comment appliquer ce qu’on a initié et ça dans certaines domaines des

sciences appliquées. De manière choisie, l’application sera en statistiques,

en combinatoire en théorie des graphes et en informatique.

2



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Motivation

En URSS, au début des années 70 du siècle dernier, un problème ma-

thématique appelé probléme de billet chanceux est apparu. Le scientifique

A. Kirillov (mathématicien russe) a initié ce problème : un passager du bus

devait acheter un billet qui est composé de 6 chiffres. Pour lui récompen-

ser d’un prix, les organisateurs ont déterminé le gagnant si la somme des

trois premiers numéros est égale à la somme des trois derniers numéros.

Pour touts les billets vendus, la personne détenant le billet dont le numéro

correspond remporte le prix[11] .

Illustration

– Si le billet porte le numéro 123060 :

1 + 2 + 3 = 6
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0 + 6 + 0 = 6

alors, le billet est chanceux.

– Si le billet porte le numéro 245780 :

2 + 4 + 5 = 11

7 + 8 + 0 = 15

alors, le billet n’est pas chanceux.

Exemple 1.1.1 (Exemple pratique)

Dans touts les spectacles du Sirk Ammar, tous ceux qui voulaient entrer devaient

acheter un billet à la caisse, le billet se compose de quatre numéros, et tous ceux qui

ont obtenu un billet chanceux sont entrés gratuitement. Aidons le caissier à compter

le nombre de tickets chanceux (on dit que le billet est chanceux si la somme des deux

premier nombres égale à la somme des deux derniers nombres).

Solution : Touts les billets chanceux sont compris entre 0000 et 9999. La

démarche à suivre consiste à diviser les numéros en deux parties. La somme

des numéros de la première partie est comprise entre 0 et 18. Pour calculer le

nombre de billet chanceux, il suffit de calculer an puis de calculer a2
n comme

suit :

n : La somme des nombres.

an : Le nombre de façon d’écrire la somme.

1. D’abord un nombre à un chiffre : en utilisant la somme de n pour

chaque 0 ≤ n ≤ 9, il existe un nombre à un chiffre sur la somme de n

4
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chiffres. Il est composé de la somme d’un nombre :



n = 0⇒ a0 = 1

n = 1⇒ a1 = 1
...

n = 9⇒ a9 = 1.

Nous additionnons les nombres qui composent les termes à un chiffre,

alors la solution s’écrit en tant que suite polynômial :

A1(X) = X0 + X1 + X2 + ... + X9,

avec, Xn représente l’indéterminé qui correspond au nombre de chiffres

à un chiffre.

2. Ensuite un nombre à deux chiffres :



n = 0⇒ a0 = 1; n = 1⇒ a1 = 2; n = 2⇒ a2 = 3
...

n = 9⇒ a9 = 10; n = 10⇒ a10 = 9; n = 11⇒ a11 = 8
...

n = 18⇒ a18 = 1.

Bref, an représente le nombre de façons de répartir n en deux. Par

exemple, pour n = 9 on a a9 = 10.

Les possibilités 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n=9 (0 9) (9 0) (8 1) (1 8) (7 2) (2 7) (4 5) (5 4) (3 6) (6 3)

Alors, la suite des n peut s’écrire de manière polynômial comme suit,

A2(X) = X0 + 2X1 + ... + 10X9 + 9X11 + ... + X18.
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Consequence : A2(X) = (A1(X))2.

Preuve de la Consequence : Le produit de deux monômes Xk et Xm

contribue au coefficient du monôme Xn dans le polynôme (A1(X))2 si et

seulement si : n = k + m. Par conséquent, le coefficient de Xn dans (A1(X))2

est exactement le nombre de façons de représenter n comme une somme

n = k + m.

Le problème du billet chanceux est quasiment résolu, il ne reste plus qu’ à

calculer le polynôme A2 puis trouver la somme des carrés de ses coefficients

avec le polynôme A2.

Considérons le ”polynôme de Laurent”A2( 1
X ) dans les variables :

A2

( 1
X

)
= a0 +

a1

X
+

a2

X2 + ... +
a18

X18 .

La solution consiste à éliminer l’indéterminé X, en appuyant sur le polynôme

de Laurent :

A2(X)A2

( 1
X

)
= a2

0 + a2
1 + a2

2 + ...... + a2
18,

= 12 + 22 + 32 + ....... + 102 + .... + 12,

= 670.

Donc le nombre des billets chanceux est de 670.

Conclusion : Enfin, on a arriver à construire des formules fermées et

finies. Ces formules aident à établir des polynômes qui contribuent à traduire

le problème en opérations des fonctions génératrices (voir chapitre 2).

Dans le reste de ce chapitre, le lecteur peut se trouver face aux certaines

phrases et même des petits paragraphes qui lui paraître familiar (sites spé-

cialités). Dans certains cas on a préféré de recopié certaines informations ou

définitions qui sont très connus en literature. Certes, cela n’empêche pas les
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efforts fournis pour la compréhension.

1.2 Séries formelles

En mathématiques, les séries formelles sont un outil qui permet d’utiliser

l’arsenal analytique des séries entières sans tenir compte de la notion de

convergence. Ces séries sont également très utiles pour décrire de façon

concise des suites et pour trouver des formules pour des suites définies par

récurrence via ce que l’on appelle les fonctions génératrice. Considérons

un anneau commutatif K. On définit l’anneau des séries formelles sur K

de l’indéterminée X, noté K[[X]], comme un ensemble des éléments de cet

anneau qui sera écrit de façon unique comme une somme infinie de la forme∑
n≥0 anXn. Où les coefficients an sont des éléments de K.

Définition 1.2.1 SoitK = R (Q oùC) un anneau commutatif (unifère). L’anneau

K[[X]] des séries formelles sur K en une indéterminée X est le groupe abélien

(KN,+) des suites à valeurs dans K, muni d’une certaine loi interne de multiplica-

tion.

Définition 1.2.2 Soit (a0, a1, a2, . . .) une suite arbitraire (infinie) de nombre. La

fonction génératrice (série génératrice) de cette suite est l’expression de la forme

P(X) =

∞∑
n=0

anXn, (1.1)

an s’appelle les coefficients de la série dans K. anXn s’appelle le monôme de degré n

et an est son coefficient.

Définition 1.2.3 (Ordre d’une série formelle)

Soit P(X) =
∑
n≥0

anXn une série formelle. Son ordre Ord(S) est un entier qui n’est

défini que si P , 0. C’est le plus petit n tel que an , 0. SiK est intègre alors l’anneau

7
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K[[X]] l’est aussi, et Ord(PQ) = Ord(P) + Ord(Q) pour P et Q non nulles dans

cet anneau.

Exemple 1.2.1 – La série formelle X3 +
∑
i≥4

2iXi à pour ordre 3.

– La série formelle X3 +
∑

i≥1 2Xi à pour ordre 1.

Définition 1.2.4 Une série formelle a0 + a1X + a2X2 + · · · . Où an est fini et non

nuls est appelé polynôme formel.

Définition 1.2.5 (Degré d’un polynôme)

Le degré d’un polynôme
∑n

i=0 aiXi est le plus grand entier i tel que ai est différent de

0.

Exemple 1.2.2 – Le polynome X2 + 2X + 1 à pour degré 2.

– Le polynome X5 + 4X3 + 1 à pour degré 5.

Remarque 1.2.1 Soit K[X] l’ensemble des polynômes à coefficients dans K est un

sous ensemble de K[X].

Remarque 1.2.2 Du coté algébrique, l’ensemble des séries formelles forme un es-

pace vectoriel sur la dimensionK. La multiplication transforme cet espace en algèbre

noté K[[X]].

1.3 Les types des fonctions génératrices

1.3.1 Les fonctions génératrices ordinaires (FGO)

La fonction génératrice ordinaire est une fonction mathématique qui

permet de représenter une suite d’objets mathématiques en une fonction

unique. Cette fonction est souvent utilisée en combinatoire et en théorie des

nombres pour étudier des propriétés des suites d’objets [5, 6, 13, 17].

8
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Définition 1.3.1 [1]. La fonction génératrice ordinaire (FGO) de la suite :

(an)n∈N = (a0, a1, a2, · · · ),

est définie par :

G(X) =

∞∑
n=0

anXn. (1.2)

Exemple 1.3.1 – La FGO de (1, 1, 1, ...) est :

G(X) =

∞∑
n=0

Xn = 1 + X + X2 + X3 + ... =
1

1 − X
.

– La FGO de la suite (2n) est :

G(X) =

∞∑
n=0

2nXn = 1 + 2X + 22X2 + ... + 2nXn =
1

1 − 2X
.

Les résultats aux dessous, nous permettre d’obtenir la FGO d’une suite obte-

nue en faisant des opérations simple (addition, multiplication,...etc) sur une

ou plusieurs suites dont on connaît leurs fonctions génératrices ordinaires.

Proposition 1.3.1 [1] Soient A(X) la FGO de (an)n∈N et B(X) la FGO de (bn)n∈N,

alors :

1. A(X) + B(X) est la FGO de (an + bn)n∈N.

2. XA(X) est la FGO de (0, a0, a1, a2, ..., an−1, ...).

3. A′(X) est la FGO de(0, a1, 2a2, 3a3, ..., (n + 1)an+1, ...).

4. A(X)B(X) est la FGO de (a0b0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b2, ...).

5. (1 − X)A(X) est la FGO de(a0, a1 − a0, a2 − a1, . . . , an − an−1, . . .).

6.
∫ X

0
A(X)dX est la FGO de (0, a0,

a1

2
,

a2

3
, . . . ,

an−1

n
, . . .).

7.
A(X) − a0

X
est la FGO de (a1, a2, a3, ..., an+1, ...).

8.
A(X)
1 − X

est la FGO de (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2 + . . . ,
∑n

k=0 ak, . . .).

9
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Les relations de recurrences

On peut résoudre des relations de récurrence linéaire à coefficients constants

homogènes ou non homogènes en utilisant les FGO.

Théorème 1.3.1 [1] Soit la suite (Gn)n∈N définie par la relation de récurrence

suivante :  Gn = pGn−1 + qGn−2,n ≥ 2,

G0 = α,G1 = β.
(1.3)

Avec p, q ∈ R∗+ et α, β ∈ C. Alors la fonction génératrice associée à (Gn)n∈N est

donnée par :

G(X) =
α + (β − pα)X
1 − pX − qX2 . (1.4)

Preuve. On a :

G(X) =

∞∑
n=0

GnXn,

= G0 + G1X +

∞∑
n=2

GnXn,

= α + βX +

∞∑
n=2

(pGn−1 + qGn−2)Xn,

10
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= α + βX + pX
∞∑

n=2

Gn−1Xn−1 + qX2
∞∑

n=2

Gn−2Xn−2,

= α + βX + pX
∞∑

n=1

GnXn + qX2
∞∑

n=0

GnXn,

= α + βX + pX

 ∞∑
n=0

GnXn
− α

 + qX2
∞∑

n=0

GnXn,

= α + (β − pα)X + pXG(X) + qX2G(X).

Alors :

G(X)(1 − pX − qX2) = α + (β − αp)X,

d’oú :

G(X) =
α + (β − pα)X
1 − pX − qX2 .

D’après le théorème précédant on déduit les fonctions génératrices sui-

vantes :

1. Pour α = k, β = q = 1, p = k, nous obtenons la fonction génératrice des

nombres de k-Fibonacci :

G(X) =
1

1 − kX − X2 .

2. Pour α = 0, β = 1, p = 3k, q = −2, nous obtenons la fonction génératrice

de nombre de k-Mersenne :

G(X) =
1

1 − 3kX + 2X2 .

11
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3. Pour α = 2, β = p = 3k, q = −2, nous obtenons la fonction génératrice

de nombre de k-Mersenne-Lucas :

G(X) =
2 − 3kX

1 − 3kX + 2X2 .

Pour k = 1 dans les relations précédentes on obtient les fonctions géné-

ratrices suivantes :

– La fonction génératrice des nombres de Fibonacci est donnée par :

G(X) =
1

1 − X − X2 .

– La fonction génératrice de Mersenne est donnée par :

G(X) =
1

1 − 3X + 2X2 .

– La fonction génératrice de Mersenne-Lucas est donnée par :

G(X) =
2 − 3X

1 − 3X + 2X2 .

Théorème 1.3.2 [1] Soit la suite (Wn)n∈N définie par la relation de récurrence

suivante :  Wn = aWn−1 + bWn−2 + cWn−3,n ≥ 3

W0 = α,W1 = β,W3 = γ.
(1.5)

Avec a, b, c ∈ R et α, β, γ ∈ C. Alors la fonction génératrice associée à (Wn)n∈N est

donnée par :

G(X) =
α + (β − αa)X + (γ − βa − bα)X2

1 − aX − bX2 − cX3 . (1.6)

12
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Preuve. On a :

G(X) =

∞∑
n=0

wnXn,

= w0 + w1 + w2x2 +

∞∑
n=3

(aWn−1 + bWn−2 + cWn−3)Xn,

= α + βX + γX2 + aX
∞∑

n=3

Wn−1Xn−1 + bX2 +

∞∑
n=3

Wn−2Xn−2 + cX3 +

∞∑
n=3

Wn−3Xn−3,

= α + βX + γX2 + aX
∞∑

n=2

WnXn + bX2 +

∞∑
n=1

WnXn + cX3 +

∞∑
n=0

WnXn,

= α + βX + γX2 + aX

 ∞∑
n=0

WnXn
− α − βX

 + bX2

 ∞∑
n=0

WnXn
− α

 + cX3
∞∑

n=0

WnXn,

= α + βX + γX2 + aX
∞∑

n=0

WnXn
− αaX − aβX2 + bX2

∞∑
n=0

WnXn
− αbX2 + cX3

∞∑
n=0

WnXn,

= α + βX + γX2 + aXG(X) − αaX − aβX2 + bX2G(X) − αbX2 + cX3G(X).

Alors :

G(X)(1 − aX − bX2
− cX3) = α + (β − aα)X + (γ − βa − bα)X2,

d’où :

G(X) =
α + (β − αa)X + (γ − βa − bα)X2

1 − aX − bX2 − cX3 .

D’après le théorème précédant on déduit les fonctions génératrices sui-

vantes :

1. Pour α = β = γ = 1, a = 0, b = c = 1, nous obtenons la fonction

génératrice de la suite (pn)n∈N :

G(X) =
1 + X

1 − X2 − X3 .

13
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2. Pour α = 0, β = γ = 1, a = c = 1, b = 0, nous obtenons la fonction

génératrice de la suite (Nn)n∈N :

G(X) =
X

1 − X − X2 .

3. Pour α = 0, β = γ = 1, a = b = 1, c = 2, nous obtenons la fonction

génératrice de la suite (Jn)n∈N :

X
1 − X − X2 − 2X3 .

4. Pour α = β = γ = 1, a = 0, b = 1, c = 2, nous obtenons la fonction

génératrice de la suite (JPn)n∈N :

G(X) =
1 + X

1 − X2 − 2X3 .

5. Pour α = 3, β = 0, γ = 10, a = 0, b = c = 1, nous obtenons la fonction

génératrice de la suite (Rn)n∈N :

G(X) =
3 − X2

1 − X2 − X3 .

6. Pour α = 3, β = 0, γ = 10, a = 0, b = 2, c = 1, nous obtenons la fonction

génératrice de la suite (PRn)n∈N :

G(X) =
3 − 4X2

1 − 2X2 − X3 .

7. Pour α = β = 0, γ = 1, a = 0, b = c = 1, nous obtenons la fonction

génératrice de la suite (Sn)n∈N :

G(X) =
X2

1 − 2X2 − X3 .
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Théorème 1.3.3 [1] Soit la suite (Pn(t))n∈N définie par la relation de récurrence

suivante :  Pn(t) = ptPn−1(t) + qPn−2(t),n ≥ 2

P0(t) = α,P1(t) = βt + γ.
(1.7)

Avec p, q ∈ R et α, β, γ ∈ C, alors la fonction génératrice associée à (Pn(X))n∈N :

G(X) =
α + ((β − αp)t + γ)X

1 − pXt − qX2 . (1.8)

Preuve. on a

G(X) =

∞∑
n=0

GPn(t)Xn,

= P0(t) + P1(t)X +

∞∑
n=2

Pn(t)Xn,

= α + (βt + γ)X + pt
∞∑

n=2

Pn−1(t)Xn + q
∞∑

n=2

Pn−2(t)Xn,

= α + (βt + γ)X + ptX
∞∑

n=2

Pn−1(t)Xn−1 + qX2
∞∑

n=0

Pn(t)Xn,

= α + (βt + γ)X + ptX

 ∞∑
n=0

Pn(t)Xn
− α

 + qX2
∞∑

n=0

Pn(t)Xn,

= α + (βt + γ)X + ptX
∞∑

n=0

Pn(t)Xn
− αptX + qX2

∞∑
n=0

Pn(t)Xn,

= α + ((β − αp)t + γ)X + ptXG(X) + qX2G(X).

Alors :

G(X)(1 − ptX − qX2) = α + ((β − αp)t + γ)X,

donc :

G(X) =
α + ((β − αp)t + γ)X

1 − pXt − qX2 .
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D’après le théorème précédent nous déduit les fonctions génératrices

suivants :

1. Pour α = β = 0, γ = p = 1, q = −1, nous obtenons la fonction généra-

trice associée à (vn(X))n∈N :

G(X) =
X

1 − tX + X2 . (1.9)

2. Pour α = 2, β = 1, γ = 0, p = 1, q = −1, nous obtenons la fonction

génératrice associée à (un(X))n∈N :

G(X) =
2 − tX

1 − tX + X2 .

3. Pour α = β = 0, γ = 1, p = 2, q = 1, nous obtenons la fonction

génératrice associée à (tn(X))n∈N :

G(X) =
X

1 − 2tX + X2 .

4. Pour α = 2, β = γ = 0, p = 1, q = −1, nous obtenons la fonction

génératrice associée à (sn(X))n∈N :

G(X) =
2 − 2tX

1 − tX + X2 .

5. Pour α = 1, β = 1, γ = 0, p = 2, q = −1, la fonction génératrice des

polynômes de Tchebychev de la première espèce (Tn(X)) est :

G(X) =
1 − tX

1 − 2tX + X2 .
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6. Pour α = 1, β = 2, δ = 0, p = 2, q = −1, la fonction génératrice des

polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce (Un(X)) est :

G(X) =
1

1 − 2tX + X2 .

7. Pour α = 1, β = 2, γ = −1, p = 2, q = −1, la fonction génératrice des

polynômes de Tchebychev de la troisième espèce (Vn(X)) est :

G(X) =
1 − X

1 − 2tX + X2 .

8. Pour α = 1, β = 2, γ = 1, p = 1, q = −1, la fonction génératrice des

polynômes de Tchebychev de la quatrième espèce (Wn(X)) est :

G(X) =
1 + X

1 − 2tX + X2 .

Deux types de suites

Définition 1.3.2 [3] : On appelle série alternée, toute série dont le terme général

est

un = (−1)nan, an ≥ 0,∀n ∈N.

où (an) est un suite réelle de signe constant. À un signe près, une série alternée

s’écrit donc
∑

(−1)nan où (an) est une suite à terme positif. Lorsque la suite est à

valeurs non nulles, cette définition équivalente à :

∀n ∈N unun+1 < 0.

Exemple 1.3.2 – Un exemple classique de série alternée est la série :

Exemple 1.3.3

ln(2) =

∞∑
n=0

(−1)n

n + 1
.
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– Un exemple du même type est la formule de libiniz

π
4

=

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
.

Définition 1.3.3 Le terme général (un) de la série harmonique est défini par :

∀n ∈N un =
1
n
.

On appelle nème nombre harmonique (noté classiquement Hn) la nème somme partielle

de la série harmonique, qui est donc égal à :

Hn = 1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

+ ... +
1
n

=

n∑
k=1

1
k
.

Définition 1.3.4 Le terme général (un) de la série harmonique alternée est définie

par :

∀n ∈N un =
(−1)n

n
.

1.3.2 Les Fonctions génératrices exponentielles(FGE)

La fonction génératrice exponentielle, également appelée fonction géné-

ratrice de moments exponentiels, est une fonction qui est souvent utilisée en

théorie des probabilités et en statistique pour caractériser les distributions

de probabilité exponentielles.

Définition 1.3.5 [6] La fonction génératrice exponentielle (FGE) de la suite :

(an)n∈N = (a0, a1, a2, ...),

est définie par :

A(X) =

∞∑
n=0

an
Xn

n!
. (1.10)
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Exemple 1.3.4 La FGE de (1, 1, 1...) =


n

k




n∈N

est
∑
∞

n=0
Xn

n!
= eX.

Proposition 1.3.2 [6] Soient A(X) la FGE de (an)n∈N et B(X) la FGE de (bn)n∈N.

Alors

1. A(X) + B(X) est la FGE de (a0 + b0, a1 + b1, ..., an + bn, ...).

2. XA(X) est la FGE de (0, a0, 2a1, 3a2, ..., an+1, ...).

3. A′(X) est la FGE de (a1, a2, a3, a4, ..., an+1, ...).

4. A(X)B(X) est la FGE de (a0b0, a0b1+a1b0, a0b2+2a1b1+a2b0, ...,
n∑

k=0

(n
k

)
akbn−k, ...).

5. A′(X) − A(0) est la FGE de(a1 − a0, a2 − a1, ..., an+1 − an, ...).

6.
∫ X

0
A(t)dt est la FGE de (0, a0, a1, a2, ..., an−1, ...).

7.
A(X) − A(0)

X
est la FGE de (a1,

a2
2 ,

a3
3 , ...,

an+1
n+1 , ...).

8. eXA(X) est la FGE de (a0, a0 + a1, a0 + 2a1 + a2, ...,
n∑

k=0

(n
k

)
ak, ...).

Les relations de recurrences

On peut résoudre des relation de récurrence linéaire à coefficients constants

homogènes ou non homogènes en utilisant les FGE.

Coefficient tn Fonctions génératrice

Fn(X) 1
1−Xt−t2

Ln(X) 2−Xt
1−Xt−t2

Pn(X) t
1−2Xt−t2

Qn(X) 2−2Xt
1−2Xt−t2

Un(X) 1
1−2Xt+t2

Tn(X) 1−Xt
1−2Xt+t2

Jn(X) t
1−t−2Xt

1.1-Fonctions génératrice des polynômes.
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Généralisations : La FGE de


n

k




n∈N

est,

∞∑
n=k

(
n
k

)
Xn

n!
=

∞∑
n=k

n!
k!(n − k)!

Xn

n!
=

Xk

k!

∞∑
n=0

Xn

n!
=

Xk

k!
eX.

Exemple 1.3.5 Soit la relation de récurrnce suivant : dn = ndn−1 + (−1)n n ≥ 1.

d0 = 1

On pose,

A(X) =

∞∑
n=k

dn
Xn

n!

Après le calcule on obtient,

A(X) = XA(X) + e−X

=
1

1 − X
e−X

=

∑
n≥0

Xn


∑

n≥0

(−1)n Xn

n!


=

∑
n≥0

n!

 n∑
k=0

(−1)k

k!

 Xn

n!
,

Donc

dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
.
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CHAPITRE 2

OPÉRATIONS SUR LES SÉRIES

GÉNÉRATRICES

Les fonctions génératrices sont des outils puissants en théorie des nombres

et en combinatoire pour étudier les propriétés de différentes suites de nombres,

les opérations sur les fonctions génératrices permettent de combiner deux ou

plusieurs suites de nombres pour en créer de nouvelles. Voici quelques-unes

des opérations les plus courantes sur ces fonctions : addition, soustraction,

convolutions, dérivation, Intégration,...etc. Ces opérations peuvent être utili-

sées pour résoudre de nombreux problèmes, tels que le calcul les nombres de

partitions, les nombres de Catalan, les nombres de Fibonacci,... etc [5, 8, 11].
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2.1 Addition et Soustraction

L’addition et la soustraction des fonctions génératrices peuvent être

utiles dans certaines situations, par exemple pour déterminer les coefficients

d’une série génératrice qui est la somme ou la différence de deux autres séries

génératrices.

Définition 2.1.1 [11] (Addition). Soient A(X) =
∑

n∈N
anXn et B(X) =

∑
n∈N

bnXn

deux séries génératrices, alors :

(A + B)(X) =
∑
n∈N

(an + bn)Xn. (2.1)

Définition 2.1.2 (soustraction). Soient A(X) =
∑

n∈N
anXn et B(X) =

∑
n∈N

bnXn

deux séries génératrices, alors :

(A − B)(X) =
∑
n∈N

(an − bn)Xn. (2.2)

Explication :

〈a0, a1, a2, ...〉 ←→ A(X),

〈b0, b1, b2, ...〉 ←→ B(X),

〈a0 ± b0, a1 ± b1, a2 ± b2, ...〉 ←→
∑
n∈N

(an ± bn)Xn,

=
∑
n∈N

anXn
±

∑
n∈N

bnXn,

= A(X) ± B(X).

Exemple 2.1.1 soient A(X) =
∑

n∈N
(−1)nXn, B(X) =

∑
n∈N

Xn, alors :
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(A + B)(X) =
∑
n∈N

((−1)n + 1)Xn.

.

2.2 Convolutions

Le produit de convolution des fonctions génératrices est une opération

importante dans le domaine de la théorie des séries génératrices. Il est utilisé

dans de nombreux domaines des mathématiques et de l’informatique, tels

que la combinatoire énumérative : permet de déterminer le nombre de struc-

tures combinatoires, tels que les permutations, les partitions, les arbres,... etc.

Définition 2.2.1 [11] (Produit de convolution). Soient A(X) =
∑

n∈N anXn et

B(X) =
∑

n∈N bnXn séries génératrices, alors :

(A · B)(X) =
∑
n∈N

 n∑
k=0

akbn−k

 Xn =
∑
n∈N

cnXn. (2.3)

Explication :

〈a0, a1, a2, ...〉 ←→ A(X),

〈b0, b1, b2, ...〉 ←→ B(X),

〈c0, c1, c2, ...〉 ←→ A(X) · B(X).

avec :

cn = a0bn + a1bn−1 + ... + anb0.

Exemple 2.2.1 Soient A(X) =
∑

n∈N
Xn =

1
1 − X

, B(X) =
∑

n∈N
nXn =

X
(1 − X)2 ,

alors :

(A · B)(X) =
∑
n∈N

n(n + 1)
2

Xn.
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2.3 Multiplication

La multiplication par un scalaire est une opération importante dans

la manipulation des fonctions génératrices, car elle permet de transformer

la fonction génératrice d’un ensemble en une fonction génératrice pour un

ensemble similaire avec des propriétés différentes.

Définition 2.3.1 [11] (Multiplication par un scalaire). Le produit de série gé-

nératrice A(X) =
∑

n∈N
anXn par le scalaire k, est donnée par :

k · A(X) = k
∑
n∈N

anXn =
∑
n∈N

kanXn. (2.4)

Explication :

〈a0, a1, a2, ...〉 ←→ A(X),

〈ka0, ka1, ka2, ...〉 ←→ kA(X),

〈ka0, ka1, ka2, ...〉 ←→ ka0 + ka1X + ka2X2 + · · ·,

= k(a0 + a1X + a2X2 + · · ·),

= kA(X).

Propriété : Soient A(X),B(X) ∈ K[[X]] et k, k1, k2 ∈ K ;

1. k(A(X).B(X)) = (kA(X))B(X).

2. k(A(X) + B(X)) = kA(X) + kB(X).

3. (k1 + k2)A(X) = k1A(X) + k2A(X).

4. (k1k2)A(X) = k1(k2A(X)) = k2(k1A(X)).

5. 1A(X) = A(X).
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Exemple 2.3.1 soient k = 2, A(X) =
∑

n∈N
Xn, alors :

2 · A(X) = 2
∑
n∈N

Xn =

∞∑
n=0

2Xn.

2.4 Dérivation et Intégration

La dérivation et l’intégration sont des outils importants dans l’utili-

sation des fonctions génératrices, pour résoudre une variété des problèmes

en combinatoire, en probabilités et en théorie des nombres.

Définition 2.4.1 [5] (Dérivation). La dérivée d’une série génératrice A(X) =∑
n≥0

anXn est donné par :

A′(X) =
∑
n≥1

nanXn−1 =
∑
n≥0

(n + 1)an+1Xn. (2.5)

Explication :

〈a0, a1, a2, ...〉 ←→ A(X),

〈a1, 2a2, 3a3, ...〉 ←→ A′(X),

〈a1, 2a2, 3a3, ...〉 ←→ a1 + 2a2X + 3a2X2 + · · ·,

=
d
X

(a0 + a1X + a2X2 + · · ·),

=
d
X

A(X) = A′(X).

On utilise aussi la notation dérivation, on a immédiatement :

(A(X) + B(X))′ = A′(X) + B′(X). (2.6)
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Et pour tout scalaire k :

(k.A(X))′ = k.A′(X). (2.7)

L’application A(X) 7→ A′(X) est donc linéaire.

Par récurrence sur m, on obtient :

DmA(X) =
∑
n≥0

(n + 1)man+mXn. (2.8)

On a encore la formule :

(A(X)B(X))′ = A′(X)B(X) + A(X)B′(X). (2.9)

Par une vérification simple :

(A(X)B(X))′ =
∑

n+m≥1

(n + m)anbmXn+m−1

=
∑

n≥1,m≥0

nanXn+m−1bm +
∑

n≥0,m≥1

mbnXn+m−1an

= A′(X)B(X) + A(X)B′(X).

On a pour tout entier n ≥ 1 :

(A(X)n)′ = nA(X)n−1A′(X). (2.10)

Exemple 2.4.1 Soient A(X) =
∑
n≥0

Xn =
1

1 − X
donc la dérivation A(X) par rap-

port à X :

A′(X) =
−1

(1 − X)2 .

Définition 2.4.2 [5] (Intégration). L’intégrale de la série fomelle A(X) =
∑
n≥0

anXn

comme suite :
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Int(A(X)) =

∫
A(X)dX =

∫ ∑
n≥0

anXndX =
∑
n≥0

an

n + 1
Xn+1. (2.11)

Explication :

〈a0, a1, a2, ...〉 ←→ A(X),

〈a0,
a1

2
,

a2

3
, ...〉 ←→ Int(A(X)),

〈a0,
a1

2
,

a2

3
, ...〉 ←→ a0X +

a1

2
X2 +

a2

3
X3 + · · ·,

= Int(a0 + a1X + a2X2 + · · ·),

= Int(A(X)) =

∫
A(X)dX.

Exemple 2.4.2 soient A(X) =
∑
∞

n=0(−1)nXn le résultat de l’intégration de A(X) :

Int(A(X)) =

∞∑
n=0

(−1)n

n + 1
Xn+1.

2.5 Division

La division est un outil important dans l’utilisation des fonctions gé-

nératrices pour résoudre une variété des problèmes en comptage, analye

d’algorithme, probabilités et cryptographie.

Définition 2.5.1 [11] (Division). Soient A(X) =
∑

n∈N anXn et B(X) =
∑

n∈N bnXn

deux séries génératrices tels que B(X) , 0, B(X) divise A(X) si et seulement s’il

existe une série génératrice ω(X) telle que :

A(X) = B(X)ω(X). (2.12)
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Proposition 2.5.1 Toute série formelle A(X) =
∑
∞

n=0 anXn possède un opposé par

l’addition qui est :

(−A(X)) =

∞∑
n=0

(−an)Xn. (2.13)

2.6 Séries inversibles

Définition 2.6.1 [5] On dit que la série
∞∑

n=0
bnXn est l’inverse de la série

∞∑
n=0

anXn si

 ∞∑
n=0

anXn

  ∞∑
n=0

bnXn

 = 1. (2.14)

Exemple 2.6.1 La série
∞∑

n=0
Xn est l’inverse de 1 − X

 +∞∑
n=0

Xn

 (1 − X) =

+∞∑
n=0

Xn
−

+∞∑
n=0

Xn+1,

= X0 +

+∞∑
n=1

Xn
−

+∞∑
n=1

Xn,

= 1.

Proposition 2.6.1 [8] Une série formelle
+∞∑
n=1

anXn est inversible si et seulement si

a0 , 0.

Exemple 2.6.2 La série
∑

n∈N
Xn est inversible car a0 = 1 , 0.

Preuve. Soient A(X) =
+∞∑
n=1

anXn et B(X) =
+∞∑
n=1

bnXn deux séries formelles(séries

génératrices) telle que

A(X)B(X) = 1 (2.15)

donc nécessairement

a0b0 = 1 et ∀n ∈N∗,
k∑

n=0

anbk−n = 0
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alors le coefficient a0 , 0 Réciproquement, supposons que a0 , 0, alors le

système triangulaire d’équation



a0b0 = 0,

a1b0 + a0a1 = 0,
...

anb0 + an−1b1 + · · · + a0bn = 0.

a une unique solution.

Proposition 2.6.2 Si A(X) une série inversible, son inverse est unique.

Preuve. Soit A(X) une série inversible, B(X) et C(X) deux inverses de A(X),

alors :

A(X)B(X) = A(X)C(X) = 1,

C(X)A(X)B(X) = C(X)1,

B(X) = C(X).

2.7 Compositions des fonctions génératrices

Définition 2.7.1 [5] Soit A ∈ K[[X]] telle que Ord(A) ≥ 1 et B(X) =
∑
n≥0

bnXn
∈

K[[X]]. On appelle composée de B par A et on note B(A) (ou B◦A) à série génératrice∑
n≥0

bnAn on dit que B ◦ A est obtenue par substitution de A à X dans B.

Théorème 2.7.1 [1] L’application B 7→ B ◦ A de K[[X]] dans lui-même est un

homorphisme de K-algèebre. Ceci veut dire qu’on a les propriétés suivantes de la

substitution :

1− (B1 + B2) ◦ A = B1 ◦ A + B2 ◦ A.
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2− (B1B2) ◦ A = (B1 ◦ A)(B2 ◦ A).

3− λ ◦ A = λ.

Proposition 2.7.1 Soient A, B et S dans K[[X]] avec Ord(A) ≥ 1,Ord(B) ≥ 1 (et

donc Ord(A ◦ B) ≥ 1). Alors

S ◦ (B ◦ A) = (S ◦ B) ◦ A.

2.8 Combinaison linéaires

Les opérations de combinaison linéaire sont des opérations mathéma-

tiques qui impliquent la multiplication et l’addition de termes. Soit E un

espace vectoriel sur un corps K.

Définition 2.8.1 Soient X1,X2, ...,Xn des vecteurs de E. La famille {X1,X2, ...,Xn}

est une famille génératrice de l’espace vectoriel si tout vecteur de E est une combi-

naison linéaire des vecteurs X1,X2, ...,Xn.

Ce qui peut s’écrire aussi :

∀V ∈ E, a1, a2, ..., an ∈ K, V = a1X1 + a2X2 + · · · + anXn =

n∑
i=1

aiXi. (2.16)

où a1, a2, ..., an sont des coefficents scalaires et X1,X2, ...,Xn sont des variables ou

des vecteurs.

Proposition 2.8.1 1. Si U =
n∑

i=1
aiXi et V =

n∑
i=1

biXi sont deux vecteurs, leur somme

linéaire est donnée par

U + V = (a1 + b1)X + (a2 + b2)X2 + · · ·.

2. Si c = 3 est un scalaire et V =
n∑

i=1
biXi est un vecteur, leur produit scalaire est
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donné par

3V = 3
n∑

i=1

biXi = 3a1X + 3a2X2 + · · · + 3anXn.

2.9 Fonctions génératrices connues

La fonction génératrice est utilisée pour représenter une suite de nombres

sous forme d’une fonction. Voici quelques fonctions génératrices courantes :

fonction génératrice ordinaire, fonction génératrice de bell et fonction géné-

ratrice de Catalan ...etc.

2.9.1 Fonctions génératrices associées à la suite de Fibonacci

Considérons la suite de Fibonacci définie par [6] : Fn = Fn−1 + Fn−2,n ≥ 2,

F0 = 0,F1 = 1.

Posons :

S(F)(X) = G(X) =

∞∑
n=0

FnXn,

G(X) = F0 + F1X +

∞∑
n=2

(Fn−1 + Fn−2) Xn,

= 0 + X + X

 ∞∑
n=0

FnXn
− F0

 + X2
∞∑

n=2

Fn−2Xn−2,

= X + XG(X) + X2G(X).

Donc,

G(X) =
X

1 − X − X2 .

L’équation caractéristique est 1−X−X2 = 0, qui a pour racines simples avec
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M= 5. Alors

X1 =
−1 −

√
5

2
et X2 =

−1 +
√

5
2

.

La solution générale est donnée par :

Fn = c1Xn
1 + c2Xn

2 ,

avec les conditions initiales ces constantes c1 et c2. En résolvant ce système,

on obtient :

c1 =
1
√

5
et c2 =

−1
5
.

Donc Fn s’écrire comme suit :

Fn =
1
√

5

(1 +
√

5
2

)n

−

(
1 −
√

5
2

)n . (2.17)

2.9.2 Fonctions génératrices associées à la suite de Pell

Considérons la suite de Pell définie par : Pn = 2Pn−1 + Pn−2,n ≥ 2,

P0 = 0,P1 = 1.

Posons :

S(P)(X) = G(X) =

∞∑
n=0

PnXn,

alors la fonction génératrice associée à la suite de Pell est donnée par :

G(X) = P0 + P1X +
∑
n≥2

PnXn,
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= X +
∑
n≥2

(2Pn−1 + Pn−2)Xn,

= X + 2X

∑
n≥0

PnXn
− P0

 + X2
∑
n≥0

PnXn,

= X + 2XG(X) + X2G(X).

Donc,

G(X) =
X

1 − 2X − X2 . (2.18)

On utilise la même démarche appliquée pour la suite de Fibonacci.

Donc la solution générale de la suite de Pell avec X1 = −1−
√

2, X2 = −1+
√

2

et c1 =
−1
√

2
, c2 =

1
√

2
, s’écrit comme suit :

Pn =
1

2
√

2

[(
1 +
√

2
)n
−

(
1 −
√

2
)n]
. (2.19)

2.9.3 La fonction génératrice des nombres de Catalan

La suite de Catalan (Cn)n≥0 apparaît dans de nombreux problèmes de

dénombrements. Nous allons déterminer la relation de récurrence satisfaite

par (Cn)n≥0 puis en déduire une expression explicite de Cn. Enfin, nous allons

exposer quelques problèmes qui utilisent cette suite.

Lorsque l’on effectue une suite d’opérations arithmétiques contenant les

quatre opérations, l’ordre des calculs respect les paires de parenthèses [6, 7],

par exemple

(4 − 5)((77 + 3)/4)(2 + 7).

Si l’on efface tous les symboles d’une telle expression à l’exception des paren-

thèses, on obtient ce que l’on appelle une structure régulière de parenthèses :

()(())().
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Voici toutes les structures régulières de parenthèses contenant une, deux et

trois paires de parenthèses respectivement :

()

()() (())

()()() ()(()) (())() (()()) ((())).

Définition 2.9.1 [6] Soit n ≥ 0 un entier. Le nombre de Catalan Cn est le nombre de

structures régulières de parenthèses contenant n paires de parenthèses, en convenant

que C0 = 1. On note G(X) =
∑
k≥0

CkXk la fonction génératrice ordinaire de la suite

des nombres de Catalan.

En vertu de l’exemple précédent et cette définition,on constate donc que la

suite des nombres de Catalan commence ainsi :

1, 1, 2, 5, ...

Question : Afin de déterminer G(X), Peut-on déterminer une relation de

récurrence pour Ck ?

Preuve. (Réponse).

Supposons que nous regroupions les termes de sorte que le dernière multi-

plication se produise entre Xi et Xi+1 :

(X0X1 · · · Xi)(Xi+1 · · · Xk)

Ensuite il y a Ci des manières de regrouper les termes dans la première partie

du prouduit, et Ck−1−i façons la seconde partie, donc il y a CiCk−1−i façons de

regrouper les reprincipaux termes dans ce cas. En sommant sur i, on obtient

la formule suivante pour le nombre total de façons de grouper les k + 1

termes :
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Ck =

k−1∑
i=0

CiCk−1−i, k ≥ 1. (2.20)

On calcul :

C1 = C0C0 = 1,

C2 = C0C1 + C1C0 = 1,

C3 = C0C2 + C1C1 + C2C0 = 5,

C4 = C0C3 + C1C2 + C2C1 + C3C0 = 14,

C5 = C0C4 + C1C3 + C2C2 + C3C1 + C4C0 = 42.

Utilisant la fonction génératrice de cette suite pour trouver la recurrence de

Ck,

G(X) =
∑
k≥0

CkXk.

Pour le résoudre, nous avons besoin du principe des produits des fonctions

génératrices. Si A(X) =
∑
k≥0

akXK et B(X) =
∑
k≥0

bkXK, alors

A(X)B(X) =
∑
km0

 k∑
i=0

aibk−i

 Xk.

Avec, ck =
k∑

i=0
aibk−i. La suite (ck) est applée la convolution de la suite (ak) et

(bk). Ainsi, la fonction génératrice de la convolution de deux suites est le

produit des fonctions génératrices des suites. En utilisant ce fait, on trouve

que

G(X) =
∑
k≥0

CkXk,
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= C0 +
∑
k≥1

 k−1∑
i=0

CiCk−1−i

 Xk,

= 1 + XG(X)2.{
k−1∑
i=0

CiCk−1−i

}
est convolution de Ck avec lui-même. Ainsi,

XG(X)2
− G(X) + 1 = 0,

donc,

G(X) =
1 ±
√

1 − 4X
2X

.

Une seule de ces fonctions peut être la fonction génératrice de Ck, et elle doit

satisfaire

lim
X→0

G(X) = C0 = 1.

Il est facile de vérifier que la fonction correct est

G(X) =
1 −
√

1 − 4X
2X

.

Nous développons maintenant G(X) en série de ”Maclaurin” pour trouver

une formule pour Ck. En utilisant le Théorème binomial généralisé,
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(1 − 4X)1/2 =
∑
k≥0

1/2

k

 (−4X)k,

=
∑
k≥0

k − 3/2

k

 4kXk,

= 1 +
∑
k≥1

k − 3/2

k

 4kXk,

= 1 + 4X
∑
k≥0

k − 1/2

k + 1

 4kXk,

donc

G(X) = −2
∑
k≥0

k − 1/2

k + 1

 4kXk,

et ainsi,

Ck = −22k+1

k − 1/2

k + 1

 .
Nous pouvons trouver une forme beaucoup plus simple pour Ck. Déve-

loppement du binôme généralisé coefficient et en multipliant chaque terme

du produit par 2, nous calculons que

Ck =
−22k+1

(k + 1)!

k∏
i=0

(
k −

1
2
− i

)
,

=
−22k

(k + 1)!

k∏
i=0

(2k − 1 − 2i) .

Le produit est constitué de tous les nombres impairs entre (2k − 1) et −1,

donc
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Ck =
22k

(k + 1)!

k∏
i=1

(2i − 1) ,

=
22k

(k + 1)!

k∏
i=1

(
(2i − 1)(2i)

2i

)
,

=
1

k!(k + 1)!

k∏
i=1

((2i − 1)(2i)) .

Le produit restant est simplement (2k)!, donc

Ck =
(2k)!

k!(k + 1)!
=

1
k + 1

2k

k

 . (2.21)

Est appelé le kème nombre de Catalan.

2.9.4 Fonctions génératrices des nombres de Stirling

Dans la littérature, on trouve deux types des nombres de Stirling à deux

concepts mathématiques différents, qui sont les nombres de Stirling de pre-

mière espèce et les nombres de stirling de deuxième espèce. Pour plus de

détails voir [9, 10, 14, 17].

Définition 2.9.2 S(n, k) ou s(n, k) représente n le nombre de façons différentes de

choisir un sous-ensemble de k éléments, sans tenir compte de l’ordre dans lequel les

éléments sont choisis. On appelle S(n, k) le nombre de Stirling de deuxième espèce

(ou s(n, k) le nombre de Stirling de première espèce).

Nombre de Stirling de première espèce

38



Opérations sur les séries génératrices

Définition 2.9.3 [7] Les nombres de Stirling de première espèce

 n

k

 sont une

classe de nombres entiers qui représente le nombre de permutations d’un ensemble

de n éléments ayant exactement k cycles disjoints, ils comptent le nombre de façons

de diviser un ensemble de n éléments en k cycles distincts.

Définition 2.9.4 [14] Les nombres de Stirling de première espèce signés s(n,k)

sont les coefficients du développement de la factorielle décroissante (X)n, c’est-à-

dire,

(X)n = X(X − 1)(X − 2)...(X − n + 1) =

n∑
k=0

s(n, k)Xk. (2.22)

(X)0 = 1 car il s’agit d’un produit vide.

Définition 2.9.5 Les nombres de Stirling de première espèce non signés | s(n, k) |

(valeurs absolues des précédents) sont les coeffcients du développement de la facto-

rielle croissante (X)n, c’est-à-dire que ;

(X)n = X(X + 1)(X + 2)...(X + n − 1) =

n∑
k=0

| s(n, k) | Xk. (2.23)

X0 = X0 = 1.

N.B : Il est évident que l’on a pour tout n ∈N :

(−X)n = (−1)nXn. (2.24)

Exemple 2.9.1 On a,

(X)3 = X(X − 1)(X − 2) = X3
− 3X2 + 2X,
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d’où,

s(3, 0) = 0, s(3, 1) = 2, s(3, 2) = −3, s(3, 3) = 1.

Proposition 2.9.1 Pour tous n, k ∈ N, avec k ≤ n, le signe du nombre entier

s(n, k) est (−1)n+k.

Preuve. Soit n ∈N. En substituant dans (2.22) x par −x, on obtient

(−X)n =

n∑
k=0

s(n, k)(−X)k,

c’est-à-dire

(−1)nXn =

n∑
k=0

(−1)ks(n, k)Xk,

d’où

Xn =

n∑
k=0

(−1)k+ns(n, k)Xk.

Comme les coefficients du polynôme Xn sont de toute évidence tous positifs,

on en déduit que (−1)n+ks(n, k) ≥ 0, ∀n, k ∈ N, avec k ≤ n. Autrement dit, le

signe de tout nombre s(n, k) est (−1)n+k. Ce qui achève cette démonstration.

Théorème 2.9.1 Pour tout k ∈N, on a

∞∑
n=k

s(n, k)
Xn

n!
=

logk(1 + X)
k!

. (2.25)

Preuve. On détermine de deux façons différentes le développement (formel)

de la fonction f (1 + X) = (1 + X)y, en série de Taylor en y. D’une part, d’après
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la formule du binôme généralisée, on a

(1 + X)y = 1 + yX +
y(y − 1)

2!
X2 + +

y(y − 1)(y − 2)
3!

X3 + · · ·,

=

∞∑
n=0

yn Xn

n!
,

=

∞∑
n=0

 n∑
k=0

S(n, k)yk

 Xn

n!
,

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

S(n, k)
ykXn

n!
.

Soit

(1 + X)y =

∞∑
n=0

 n∑
k=0

s(n, k)
Xn

n!

 yk, (2.26)

d’autre part, d’après le développement de Taylor de la fonction exponen-

tielle, on a

(1 + X)y = exp
{
y log(1 + X)

}
=

(y log(1 + X))k

k!
=

logk(1 + X)
k!

yk, (2.27)

l’identification des deux formules (2.25) et (2.26) entraîne (d’après l’unicité

du développement de Taylor) que l’on a pour tout k ∈N

∞∑
n=k

s(n, k)
xn

n!
=

logk(1 + X)
k!

. (2.28)

Le théorème est démontrée.

Nombre de Stirling de deuxième espèce

Définition 2.9.6 [2] Nombres de Stirling de deuxième espèce

 n

k

 , notées S(n, k)

sont des nombres de façons de partitionner un ensemble de n éléments en k sous-

41



Opérations sur les séries génératrices

ensembles non vides et non ordonnés. On peut également dire que les nombres de

Stirling de deuxième espèce mesurent le nombre de façons de diviser un ensemble

de n élément en k blocs.

Définition 2.9.7 [14] Les nombres de Stirling de deuxième espèce sont, par défini-

tion les nombres réels S(n, k)(n, k ∈ N, k ≤ n) qui figurent dans le développement

de Xn comme combinaison linéaire des polynômes Xk (0 ≤ k ≤ n). On a précisément

pour tout n ∈N,
∞∑

k=0

S(n, k)Xk.

Exemple 2.9.2

(X)3 = X(X − 1)(X − 2) + 3X(X − 1) + X = X1 + 3X2 + X3,

d’où

S(3, 0) = 0,S(3, 1) = 1,S(3, 2) = 2etS(3, 3) = 1.

Proposition 2.9.2 Pour tout n ∈N, on a

1. S(n, 0) = 0, S(n, 1) = S(n,n) = 1.

2. S(n, 2) = 2n−1
− 1.

3. S(n,n − 1) =
n(n − 1)

2
=

n

k

.

La série génératrice exponentielle des nombres de Stirling de seconde

espèce

Dans le premiere chapitre, nous avons donné les notions nécessaires

concernant les fonctions génératrices exponentielles. Plusieurs suites réelles

importantes possèdent une série génératrice exponentielle élémentaire. Ceci

est le cas de la suite des nombres de Stirling (S(n, k))n≥k pour k ∈ N fixé (i.e,

les suites verticales du triangle).
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Théorème 2.9.2 pour tout k ∈N∗, on a

∑
n≥k

S(n, k)
Xn

n!
=

(eX
− 1)k

k!
.

Preuve.

Soit k ∈N. En utilisant la formule du S(n, k) =
1
k!

k∑
i=0

(−1)i

n

k

 (k − i)n.

∑
n≥k

S(n, k)
Xn

n!
=

∞∑
n=0

S(n, k)
Xn

n!
,

=

∞∑
n=0

 1
k!

k∑
i=0

(−1)i

k

i

 (k − i)n

 Xn

n!
,

=
1
k!

∞∑
n=0

k∑
i=0

(−1)i

k

i

 (k − i)n Xn

n!

 ,
=

1
k!

k∑
i=0

∞∑
n=0

(−1)i

k

i

 (k − i)n Xn

n!

 ,
=

1
k!

k∑
i=0

(−1)i

k

i

 ∞∑
n=0

(X(k − i))n

n!
,

=
1
k!

k∑
i=0

(−1)i

k

i

 e(k−i)X,

=
1
k!

k∑
i=0

k

i

 (−1)i(eX)k−i,

=
(eX
− 1)k

k!
.
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La série génératrice ordinaire des nombres de Stirling de seconde espèce

Dans le premiere chapitre, nous avons donné les notions nécessaires

concernant les fonctions génératrices ordinaires. Plusieurs importantes suites

réelles possèdent des séries génératrices ordinaires élémentaires et c’est jus-

tement le cas de la suite des nombres de Stirling (S(n, k))n≥k pour k ∈ N fixé

(i.e, les suites verticales du triangle dressé).

Théorème 2.9.3 Pour tout k ∈N , on a

∑
n≥k

S(n, k)Xn =
Xk

(1 − X)(1 − 2X)...(1 − kX)
. (2.29)

Preuve. Soit k ∈N. En utilisant la formule du S(n, k) =
1
k!

k∑
i=0

(−1)i

k

i

 (k − i)n.

∑
n≥k

S(n, k)Xn =

+∞∑
n=0

S(n, k)Xn,

=

+∞∑
n=0

 1
k!

k∑
i=0

(−1)i

k

i

 (k − i)n

 Xn,

=

+∞∑
n=0

k∑
i=0

1
k!

(−1)i

k

i

 ((k − i)X)n,

=

k∑
i=0

+∞∑
n=0

1
k!

(−1)i

k

i

 ((k − i)X)n,

=

k∑
i=0

 1
k!

(−1)i

k

i

 +∞∑
n=0

((k − i)X)n

 ,
=

k∑
i=0

(−1)i

i!(k − i)!
·

1
1 − (k − i)X

,
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∑
n≥k

S(n, k)Xn =

k∑
i=0

(−1)k−i

i!(k − i)!
·

1
1 − iX

.

Ainsi, la série
∑
n≥k

S(n, k)Xn est une somme finie de fonctions rationnelles,

c’est donc une fonction rationnelle qui s’écrit (par réduction à un même

dénominateur commun) sous la forme,

∑
n≥k

S(n, k)Xn =
pk(X)

(1 − X)(1 − 2X) · · · (1 − kX)
. (2.30)

où pk est un polynôme de Q[X], de degré≤ k. Mais puisque lorsque X est au

voisinage de 0 on a d’une part

∑
n≥k

S(n, k)Xn
∼0 S(k, k)Xk = Xk,

et d’autre part ∑
n≥k

S(n, k)Xn
∼0 pk(X),

il en résulte que pk(X) ∼0 Xk ce qui entraîne, du fait que pk est un polynôme

de de de1r ≤ k, que pk(X) = Xk. D’où l’identité recherchée,

∑
n≥k

S(n, k)Xn =
Xk

(1 − X)(1 − 2X)...(1 − kX)
.

2.9.5 La fonction génératrice des partitions

Combien y a-t-il de façon de placer k boules identique dans n urnes iden-

tiques sans qu’aucune urnes ne soit vide ? Pour répondre à cette question,

nous allons introduire une autre suite de nombres qui va en même temps

nous permettre de répondre au problème suivant. Il s’agit du nombre de par-
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tition. Il faut faire ici attention de ne pas confondre cette notion de partition

avec les partitions d’un ensemble. Dans cette section ce sont les partitions

d’un entier qui nous intéresse.

Nous allons définir la solution à ce problème comme étant p(k,n) On

appelle ce nombre, le nombre de partition, il n’est pas possible de trouver

une formule explicite pour calculer la valeur de p(k,n) (du moins, aucune

formule réellement pratique). Remarquez que la solution de notre problème

est en fait équivalente par le principe de la bijection à la question de savoir

combien y a-t-il de façon d’écrire le nombre k comme une somme de n

termes positifs et non nul, si l’ordre des termes n’est pas importante. Ceci

nous amène à faire une définition supplémentaire. Nous définirons donc

p(n) comme étant [2] :

p(n) =

n∑
k=1

p(n, k). (2.31)

Définition 2.9.8 La valeur de p(n) représente le nombre de façon d’écrire un entier

k comme une somme d’entiers positifs non nul.

Exemple 2.9.3 Combien y a-t-il de façon de décomposer le nombre 4 comme une

somme d’entier positif (n > 0) ? En d’autres termes déterminer p(4, k) et p(n), pour

k = 1, 2, 3, 4 ?

La solution : On a

p(4, 1) = 1 (4 = 4),

p(4, 2) = 2 (2 + 2 = 4, 3 + 1 = 4),

p(4, 3) = 1 (2 + 1 + 1 = 4),

p(4, 4) = 1 (1 + 1 + 1 + 1 = 4).
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On remarque donc qu’il y a 5 possibilités. Ce nombre correspond à la valeur de p(5).

p(4) = p(4, 1) + p(4, 2) + p(4, 3) + p(4, 4),

= 1 + 2 + 1 + 1,

= 5.

Définition 2.9.9 [2] Une partition d’un entier naturel non nul n est une suite

décroissante (m1,m2,m3, · · ·,mk) d’entiers non nuls dont la somme vaut n. le nombre

k est la longueur de la partition et les entiers mn en sont les parts. On représente une

telle partition par son diagramme de Ferrers, empilement de i ligne de points ( ou

de carrés) justifiées à gauche, chaque ligne contenant de haut en bas respectivement

etc.

Exemple 2.9.4 L’exemple ci-dessous est le diagramme de Ferrers de la partition

(4, 3, 1, 1).

m1 • • • •

m2 • • •

m3 •

m4 •

Le problème qui se pose maintenant est de trouver la fonction génératrice

de p(n). Pour ce faire, écrivons d’abord les fonctions génératrices des nombres

des partitions [11].

Soit P1(X) la fonction génératrice du nombre de partitions de n en parties

égales à ”k=1”, on a :

P1(X) = 1 + X + X2 + X3 + ... =
1

1 − X
.
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Le nombre de partitions de n en parties égales à 2 sont un pour n pair et 0

pour les impairs, donc :

P2(X) = 1 + X2 + X4 + X6 + ... =
1

1 − X2 .

Ainsi, le nombre de partitions de n en parties n’excédant pas 2 est décrit par

la fonction génératrice,

P1(X)P2(X) =
1

(1 − X)(1 − X2)
.

De même, le nombre de partitions de n en parties égales à 3 est décrit par la

fonction génératrice P3(X) =
1

1 − X3 , les partitions en parties ne dépassant

pas 3 sont énumérées par la fonction génératrice,

P1(X)P2(X)P3(X) =
1

(1 − X)(1 − X2)(1 − X3)
.

En répétant ce principe, on arrive au théorème suivant.

Théorème 2.9.4 [4] La fonction génératrice du nombre des partitions de n a la

forme :

P(X) =
1

(1 − X)(1 − X2)(1 − X3) · · ·
=

∞∏
k=1

1
1 − Xk

. (2.32)

Nous pouvons maintenant établir la fonction génératrice pour p(n, k).

Théorème 2.9.5 Pour tout k ∈N , on a

∞∑
n=k

p(n, k)Xn = Xk
k∏

j=1

1
1 − X j . (2.33)

Preuve. On défini p(n,≤ k) comme étant le nombre de partitions de n en au
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plus k parties. Simplement p(n, k) = p(n,≤ k) − p(n,≤ k − 1). On obtient

∞∑
n=k

p(n,≤ k)Xn =

k∏
j=1

1
1 − X j .

Donc,

∞∑
n=k

p(n, k)Xn =

∞∑
n=k

(p(n,≤ k) − p(n,≤ k − 1))Xn,

=

k∏
j=1

1
1 − X j −

k−1∏
j=1

1
1 − X j ,

=

k∏
j=1

1
1 − X j (1 − (1 − Xk)),

= Xk
k∏

j=1

1
1 − X j .
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CHAPITRE 3

LES APPLICATIONS DES

FONCTIONS GÉNÉRATRICES

Manipuler les fonctions génératrices vous permettent de decider d’en

quoi faire. A quelle niveau intervient elles ? La réponse en la trouve dans la

littérature comme suit [18] :

Trouvez une formule exacte d’une suite de nombres : Pas toujours faisable,

si votre suite est compliquée. Mais vous aurez au mois une bonne chance de

trouver une telle formule.

Trouvez une formule de récurrence : Le plus souvent, les fonctions généra-

trices proviennent de formules de récurrence. Parfois, à partir de la fonction

génératrice, vous trouverez une nouvelle formule de récurrence.

Trouvez des moyennes et d’autres propriétés statistiques : Les fonctions

génératrices peuvent fournir des dérivations de divers aspects probabilistes

du problème représenté par un suite inconnue.

Trouvez des formules asymptotiques : Vous trouverez ici certaines des
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applications les plus profondes et les plus puissantes de la théorie. Au lieu

de chercher une formule exacte à des suites très difficile, on peut passer

directement à la solution.

Prouver des identités : De très nombreuses identités sont connues en com-

binatoire et en mathématique. Les identités visées sont celles qui affirment

qu’une certaine formule est égale à une autre formule.

Définition 3.0.10 Un groupe (G, ∗) est un ensemble G muni d’une loi de compo-

sition interne

G × G −→ G

(a, b) 7−→ a ∗ b

telle que :

1- Il existe un élément neutre e : pour tout a ∈ G, e ∗ a = a ∗ e = a.

2- La loi est associative : pour tous a, b, c ∈ G, on a (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

3- Tout élément a ∈ G a un inverse a′ tel que a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.

La notation (G, ∗) pour un groupe précise que la loi de groupe est notée ∗.

Si la loi de groupe est la multiplication, le groupe est noté (G,×). L’élément

neutre se note alors 1 et l’inverse de a se note a−1. Pour un groupe (G,+),

l’élément neutre se note 0, et l’inverse d’un élément a se note −a. Si de plus

la loi ∗ est commutative, alors (G, ∗) est un groupe commutatif ou abélien.

Définition 3.0.11 Un anneau (commutatif et unitaire) A est un groupe commutatif

(A,+) muni d’une deuxième loi de composition interne (appelée multiplication)

vérifiant les conditions suivantes :

1- La multiplication est associative, commutative, et possède un élément neutre

noté 1.

2- La multiplication est distributive par rapport à l’addition.
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Définition 3.0.12 Un corps (commutatif) K est un anneau tel que tout élément

non nul soit inversible pour la multiplication.

Définition 3.0.13 Un idéal I d’un anneau A est un sous-groupe de (A,+) tel que

I soit stable par la multiplication par les éléments de A, i. e

x ∈ I et λ ∈ A =⇒ λx ∈ I.

3.1 Application en combinatoire

Générer des fonctions peut être utile pour problèmes impliquant des

fonctions de deux variable discrètes. On a choisit de travailler avec les co-

efficients binomiaux, afin d’arriver à construire la formule exacte qui calcul

ces coefficients [18].

Soient n et k des entiers tels que 0 ≤ k ≤ n. De combien de façon peut-on nous

choisir de distribuer k boules sur n urnes ? Objectif : cherchant à introduire

les fonctions génératrices.

Supposons que f (n, k) soit le nombre de façons possibles. On procède par le

principe des éléments distingués : divisant les en deux.

. Soit la nème urne est vide, dans ce cas on distribue les k boule sur les

n− 1 urnes. Par conséquent, le nombre de façons possibles est f (n− 1, k− 1).

. Soit la nème urne contient une boule, dans ce cas on distribue les k − 1

boule restantes sur les n − 1 urnes. Par conséquent, le nombre de façons

possibles est f (n − 1, k).

Les deux parties des urnes contenaient à l’origine f (n, k). Il faut donc que

f (n, k) satisfont la récurrence de récurrence :

f (n, k) = f (n − 1, k) + f (n − 1, k − 1), ( f (n, 0) = 1). (3.1)
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Pour trouver la formule exacte recherché de ces nombres, nous utilisons

la théorie des fonctions génératrices. Pour chaque n définissant la fonction

génératrice ordinaire dont les coefficients représentent les f (n, k).

Bn(X) =
∑
k≥0

f (n, k)Xk. (3.2)

Essayant, à partir de cette fonction de faciliter la recurrence en une formule

simple :

Bn(X) =
∑
k≥0

f (n, k)Xk,

= B0(X) +
∑
k≥1

f (n, k)Xk,

= B0(X) +
∑
k≥1

f (n − 1, k) + f (n − 1, k − 1)Xk,

donc,

Bn(X) − B0(X) =
∑
k≥1

f (n − 1, k) + f (n − 1, k − 1)Xk,

=
∑
k≥1

f (n − 1, k)Xk +
∑
k≥1

f (n − 1, k − 1)Xk,

= (
∑
k≥0

f (n − 1, k)Xk
− B0(X)) + X

∑
k≥1

f (n − 1, k − 1)Xk−1,

= (Bn−1(X) − B0) + XBn−1(X).

Multipliez maintenant le deux cotés de l’égalité par Xk et faites la somme

sur k ≥ 1. Le résultat est

Bn(X) = (1 + X)Bn−1(X)) (n ≥ 1,B0(X) = 1). (3.3)

Ainsi,

Bn(X) = (1 + X)n. (3.4)
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Le nombre f (n, k) se révèle être le coefficient de Xk dans le polynôme (1+X)n.

pour Trouver une formule pour f (n, k), nous pourrions, par exemple, utiliser

la formule de Taylor, qui nous dirait que f (n, k) est la nème dérivée de (1 + X)n

évaluée à X = 0, le tout divisé par k!. La différenciation est simple à réaliser,

la kème dérivée de (1 + X)n est

(1 + X)n = n(n − 1) · · · (n − k + 1)(1 + x)n−k.

Si l’on met X = 0 et divisons par k! nous découvrons rapidement que le

nombre f (n, k) est donnée par

n

k

 =
n!

k!(n − k)!
=

n(n − 1)(n − 2) · · · (n − k + 1)
k!

. (3.5)

pour les entiers n,k avec 0 ≤ k ≤ n.

Ainsi, −3

3

 =
(−3)(−4)(−5)

6
= −10,

 i

2

 =
i(i − 1)

2
, etc.

La fonctions génératrice est,

Bn(X) = (1 + X)n =
∑
k≥0

n

k

 Xk = 1 + nX +
n(n − 1)

2
X2 + · · ·.

Bien évidement, on dit que

n

k

 , 0 dans lequel k ≥ 0.

Examinons le problème d’autre façon. Si nous multiplions Bn(X) par yn

et sommons nous seulement sur n ≥ 0, nous trouvons que

∑
n≥0

Bn(x)yn =
∑
n≥0

∑
k

n

k

 Xkyn =
∑
n≥0

(1 + X)nyn =
1

1 − y(1 + x)
.
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Ainsi

n ≥ 0,

n

k

 =
[
Xkyn

]
(1 − y(1 + X))−1.

Avec
[
Xk

]
représenter le coefficient binomial qui multiplie la variable Xk

dans un polynôme. Plus précisément,
[
Xk

]
P(X) représente le coefficient de

Xk dans le polynôme P(X).

Par exemple
[
Xk

]
1�(1 − 3X) = 3k, [Xm] (1 + X)s =

 s

m

 .
Évaluons nous, pour un entier non négatif K, la somme

∑
n

n

k

.

[
Xk

]∑
n≥0

∑
k

n

k

 Xkyn =
[
Xk

] 1
1 − y(1 + X)

=
1

1 − y

[
Xk

] 1

1 −
(

y
1 − y

)
X

=
1

1 − y

(
y

1 − y

)k

=
yk

(1 − y)k+1
.

Consequence : Les deux formules implicites sont :

∑
k

n

k

 Xk = (1 + X)n ;
∑

k

n

k

 yn =
yk

(1 − y)k+1
.

3.2 Application en théorie des graphes

Il y a beaucoup de difficultés à compter des objets qui ont des symétries

distinctes. Par exemple, si nous considérons comme égales les triangulations

diagonales de polygones réguliers qui sont amenées l’une à l’autre par une

rotation du polygone, l’obtention d’une formule exacte pour le nombre de

triangulations deviendrait un problème compliqué, et la formule résultant

n’apporterait rien de nouveau sur les triangulations, cela est du au fait que
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des triangulations distinctes possèdent des groupes de symétrie non iso-

morphes [11].

La numérotation des sommets d’un polygone simplifie sérieusement le pro-

blème n’a qu’un impact mineur sur la précision de la réponse, mais efficace

dans de nombreux autres problèmes d’énumération. Nous commencerons

par montrer comment elle est utilisée dans le l’énumération des nombre

d’arbres possibles dans un graphe donné avec un nombre spécifié de som-

mets.

On utilise la notation f (X)[X] pour le coefficient fk dans la fonction généra-

trice.

Définition 3.2.1 [11] Un graphe peut être défini comme un triple T = (V,E, I),

où V représente l’ensemble fini des sommets du graphe, E représente l’ensemble des

arêtes du graphe, qui relient les sommets entre eux, I est une fonction d’incidence

qui associe chaque arête à une paire de sommets.

Remarque 3.2.1 La définition d’un graphe autorise différentes variables. Par exemple,

il est parfois normal d’exiger qu’au plus une arête passe par chaque paire de sommets,

et les boucles sont interdites (omises).

Définition 3.2.2 1. Deux sommets d’un graphe sont dits adjacents s’ils sont

reliés par une arête.
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2. Un graphe est dit connecté si pour toute paire u, v ∈ V de ses sommets il

existe une chaîne (v0 = u, v1, v2, ..., vk = v ∈ V) des sommets de graphe telle

que les deux sommets vi−1 et vi sont adjcents pour chaque i = 1, ..., k.

3. Cycle : est une suite v1, v2, ..., vk ∈ V de sommets du graphe telle que les

sommets vi et vi−1 sont adjacents pour chaque i = 1, ..., k , tous les sommets

v1, v2, ..., vk−1 sont distincts et v0 = vk.

4. Arbre : est un graphe connecté sans cycles.

5. L’arbre enracinées est appelée ainsi car elle a un noeud spécial appelé ”racine”

qui représente le point de départ de l’arbre, à partir de la racine, chaque noeud

peut avoir un ou plusieurs noeuds enfants.

Tous les arbres à n sommets (n ≤ 5) représentés sur la figure 3.1.

Figure 3.1: Tous les arbres avec n ≤ 5 sommets.
.

L’énumération des arbres à n sommets est un problème compliqué car

les arbres ont des symétries différentes. Nous allons aborder un problème

plus simple, celui de l’énumération des arbres marquées.

Marquez chacun des sommets d’un arbre avec l’un des nombres de {1, 2, ...,n}

de manière à ce que des sommets distincts reçoivent des valeurs distingues.

Tous les arbres marquées avec n ≤ 4 sommets sont illustrés à la figure 3.2.
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Figure 3.2: Tous les arbres marquées à n sommets (n ≤ 4).
.

La suite des nombres d’arbres marquées avec n sommets commence par

les nombres

1, 1, 3, 16, ...

On peut formuler le problème comme suit :

Tn : Le nombre d’arbres marquées ayant un sommet distingue, appelé la

racine de l’arbre.

Il est clair que le nombre d’arbres marquées enracinées de n sommets est n

fois le nombre d’arbres marquées à n sommets : il y a n choix différents de

la racine.

Trouvons la fonction génératrice exponentielle pour le nombre d’arbres

marquées enracinées :

T(X) =

∞∑
n=1

1
n!

TnXn =
1
1!

X +
2
2!

X2 +
9
3!

X3 +
64
4!

X4 + · · · (3.6)

Après avoir supprimé la racine, l’arbre est divise en plusieurs nouveaux

arbres et le nombre de ces nouveaux arbre coïncide avec racine,
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les nouveaux arbres peuvent également être considérés comme marqués : il

suffit de remplacer les marques existantes l1, ..., li, l1 < · · · < li par les marques

1, ..., i en conservant leur ordre. Pour la racine d’une nouvelle arbre, on choisit

le sommet adjacent à la racine de l’arbre initial. Par conséquent, à chaque

arbre marquée enracinées avec une racine de valeur k nous avons associé un

(multi) ensemble constitué de k arbres marquées enracinées. Nous parlons

de multi-ensembles car certains des arbres nouvellement générés peuvent

coïncider. Cette description implique que les arbres avec une racine de valeur
′′k′′ sont énumérés par la fonction génératrice exponentielle XTk(X). En effet,

les éléments
Tl1

l1!
· · ·

Tlk

lk!
Xl1+···+lk , (3.7)

Tel que l1 + ...+ lk = n contribue au coefficient de Xn+1 en XTk(X). L’ensemble

des marques de ′′n′′ sommets de ′′k′′ arbres peut être divisé en ”k” sous-

ensemble disjoints contenant l1, ..., li marques de


 n

l1...lk


 =

n!
l1...lk!

façon. Par

conséquent, le nombre d’arbre enracinées marquées ayant n + 1 sommets et

une racine de valeur ′′k′′ est

n! [Xn] Tk(X) =
∑

l1+...+lk=n

n!
l1!...lk!

Tl1 ...Tlk . (3.8)

Maintenant, en sommant les fonction T sur tout k, nous obtenons l’énoncé

suivant.

Théorème 3.2.2 La fonction génératrice exponentielle T(X) pour le nombre d’arbre

enracinées marquées en les énumérant par rapport au nombre d sommets satisfait

l’équation de Lagrange

T(X) = XeT(s). (3.9)

Maintenant, le théorème de Lagrange nous permet de calculer facilement le

premier coefficient de la fonction T(X). Par exemple, nous obtenons T5 = 625,
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T6 = 7776.

Cependant, il serait bien d’avoir une formule explicite pour le coefficient.

Pour obtenir une telle formule, nous aurons besoin d’une version plus pré-

cise du théorème de Lagrange.

Théorème 3.2.3 Supposons que deux fonction ϕ = ϕ(0), ϕ(0) = 0 et ψ = ψ(t)

sont liées par l’équation de Lagrange

ϕ(X) = Xψ(ϕ(X)). (3.10)

Alors le coefficient de Xn dans la fonction est

[Xn]ϕ(X) =
1
n

[
tn+1

]
ψn(t),

Appliquons ce résultat à l’eq (3.6) dont la solution est la fonction T(X). On

obtient

Tn = n! [Xn] T(X) = n!
[
tn−1

]
ent = (n − 1)!

nn−1

(n − 1)!
= nn−1.

Par conséquent, nous avons démontré le résultat suivant.

Théorème 3.2.4 Le nombre d’arbres marquées enracinées avec n sommets est

Tn = nn−1.

Corollaire 3.2.1 Le nombre d’arbres marquées à n sommets est nn−2.

Preuve. Pour une fonction 1(t) telle que 1(0) = 0, 1′(0) = 0, on a

[
X−1

]
f (X) =

[
t−1

]
f (1(t))1′(t).
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En effet, supposons f (X) = f−mX−m + f−m+1X−m+1 + ..., 1(t) = 11t + 12t2 + ...

Pour n , −1 on a

[
t−1

]
1n(t)1′(t) =

[
t−1

] 1
n + 1

(1n+1(t))′ = 0,

puisque le reste de la dérivée d’une fonction est 0. Pour n = −1

[
t−1

]
f−1

1
1(t)
1′(t) = f−1,

coefficient de Xn dans la fonction génératrice à la forme

[Xn]ϕ(X) =
[
X−1

]
Xn+1ϕ(X),

réécrivez l’équation de Lagrange (3.10) lorsque la variable change

X =
t
ψ(t)

.

où t = ϕ(X).

[
X−1

]
X−n−1ϕ(X) =

[
t−1

] ψn+1(t)
tn

ψ(t) − tψ′(t)
ψ2(t)

,

=
[
t−1

] (ψn(t)
tn −

ψn−1(t)ψ′(t)
tn−1

)
,

=
[
tn−1

]
ψn(t) −

1
n

[
tn−2

]
(ψn(t))′,

=
1
n

[
tn−1

]
ψn(t).
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3.3 Application en statistique

Dans cette section, nous allons illustrer la puissance des fonctions géné-

ratrices dans l’étude d’une classe intéressante de processus stochastiques :

les processus de branchement à l’époque victorienne, certaines personnes

ont craint la disparition des noms des familles aristocratiques. Sir Francis

Galton posa originellement la question de déterminer la probabilité d’un tel

événement dans le Educational Times de 1873, et le Révérend Henry William

Watson répondit avec une solution. Ensemble, ils écrivirent alors, en 1874,

un article intitulé « On the probability of extinction of families » [16].

Leur modèle suppose (cela étant considéré comme allant de soi à l’époque

de Galton, et étant encore le cas le plus courant dans la plupart des pays)

que le nom de famille est transmis à tous les enfants mâles par leur père.

Il suppose également que le nombre de fils d’un individu est une variable

aléatoire à valeurs dansN, et que le nombre de fils d’hommes différents sont

des variables aléatoires indépendantes de même loi. Plus généralement, sup-

posons qu’une population évolue par générations notons :

. Zn : le nombre d’individus de la nème génération. Chaque membre de la

nème génération donne naissance à une famille, éventuellement vide, de la

génération suivante ; la taille de la famille est une variable aléatoire.

On fait les hypothèses suivantes [16] :

. Les tailles de chaque famille forment une collection de variable aléatoires

indépendantes.

. Les tailles des familles suivent toutes la même loi.

Sous ces hypothèses, le processus est bien défini dès que la taille de la po-

pulation initiale Z0 est donnée, on supposera ici que Z0 = 1. Ce modèle peut

également représenter la croissance d’une population de cellules, celle de

neutrons dans un réacteur, la propagation d’une maladie dans une popula-

tion, etc.

62



Les applications du fonctions génératrices

On s’intéresse à la suite aléatoire (Zk)n
k=0 des tailles des générations suc-

cessives. Ce processus peut être défini de la façon suivante : on considère

une collection
(
Xn

k

)
n≥0,k≥1

de variables aléatoires (i.i.d).À valeurs dans N.

. Xn
k : représente le nombre de fils du kème individu de la nème génération (si

celui-ci existe).

. G : la fonction génératrice commune à ces variables aléatoires (encodant

donc la loi du nombre de fils d’un individu). On peut alors poser Z0 = 1 et

pour n ≥ 1,

Zn = Xn−1
1 + Xn−1

2 + · · · + Xn−1
Zn−1
,

Définition 3.3.1 Soit X une variable aléatoire à valeur dansN on appelle fonction

génératrice de X la fonction

GX : N→N donnée par la série entière

GX(s) = E(sX) =

n∑
k=0

fX(k)sk.

Avec la fonction de masse de X donne lieu à la suite ( fX(k))∞k=0 tels que

fX : R→ [0, 1] donnée par fX(k) = P(X = k).
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Le nombre d’individus de la nème génération étant égal au nombre total de

fils individus de la (n-1)ème génération. On notera GZ(s) = E(sZn) la fonction

génératrice de Zn. Observez qu’en particulier G1 = G, puisque Z0 = 1.

L’étude du processus au temps n ne requiert qu’un espace de probabilité

discret (les trajectoires du processus entre les temps 0 et n).

On utilise le téorème d’Abel : le théorème d’Able fournit une technique

efficace pour calculer les moment de X.

G′X(s) =

∞∑
k=0

ksk−1 fX(k) ⇒ G′X(1) = E(X),

G′′X(s) =

∞∑
k=0

k(k − 1)sk−2 fX(k) ⇒ G′′X(1) = E(X(X − 1)),

G(l)
X (s) =

∞∑
k=0

k · · · (k − l + 1)sk−l fX(k) ⇒ G(l)
X (1) = E(X · · · (X − l + 1)).

Proposition 3.3.1 Si GX(s) est la fonction génératrice de X, alors

E(X) = G′X(1), Var(X) = G′′X(1) + G′X(1) − G′X(1)2.

Les expressions dans les membres de droit devant être compris comme des limites

s ↑ 1 lorsque le rayon de convergence de GX est égal à 1.

Lemme 3.3.1 Soit X = (X1, ...,Xn) un vecteur aléatoire discret et ϕ : Rn
→ R,

avec ϕ(X) définit une variable aléatoire discrète. Alors,

E(ϕ(X)) =
∑

x∈X(Ω)

ϕ(X) fX(X),

dés que cette somme est absolument convergent.
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Preuve. Notons E = X(Ω), F = ϕ(E) et Y = ϕ(X). On a

E(Y) =
∑
y∈F

yP(Y = y) =
∑
y∈F

yP(ϕ(X) = y),

=
∑
y∈F

yP(X ∈ ϕ−1(y)) =
∑
y∈F

y
∑

X∈ϕ−1(y)

P(X = x),

=
∑

y∈F,x∈E,ϕ(x)=y

yP(X = x) =
∑
x∈E

ϕ(X)P(X = x).

Observez que la convergence absolue de la série est cruciale pour pouvoir

réorganiser les termes comme on l’a fait.

Définition 3.3.2 Soient X,Y deux variable aléatoir discrètes. On appelle espérance

conditionnelle de Y étant données X la variable aléatoire

E(Y | X)(.) ≡ E(Y | X = .) =
∑

y∈Y(Ω)

y fY|X(Y | .),

pourvu que
∑

y∈Y(Ω)
|y| fY|X(Y | .) < ∞.

Lemme 3.3.2 L’espérance conditionnelle E(Y | X) satisfait

E(E(Y | X)) = E(Y),

plus généralement, pour toute fonction ϕ : R→ R telle que les espérance existent,

E(E(Y | X)ϕ(X) = E(Yϕ(X)).

Preuve. La première affirmation est un cas particulier de la seconde : il suffit

de choisir ϕ ≡ 1. Démontrons donc la seconde affirmation. Il suit du lemme
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(3.3.1) que

E(E(Y | X)ϕ(X)) =
∑
x,y

y fY|X(y | x)ϕ(x) fX(x),

=
∑
x,y

yϕ(x) fx,y(x, y) = E(Yϕ(X)).

Proposition 3.3.2 Soient (X1,X2, ...) une suite de variables aléatoires (i.i.d) à va-

leurs dans N, GX leur fonction génératrice commune, et N une variable aléatoire à

valeurs dans N∗, indépendants des Xi et dans la fonction génératrice est GN. Alors

la fonction génératrice de S = X1 + · · · + XN est donnée par

Gs = GN ◦ GX.

Preuve. En utilisant le lemme (3.4.2),

GS(s) = E(ss) = E((E(ss
| N))) =

∑
n

E(ss
| N)(n) = P(N = n),

=
∑

n

E(sX1+...+Xn)P(N = n) =
∑

n

E(sX1)...E(sXn)P(N = n),

=
∑

n

(GX(s))nP(N = n) = GN(GX(s)).

Théorème 3.3.1 Pour tout n ≥ 1,

Gn = G◦n ≡ G ◦ G ◦ · · · ◦ G.

Preuve. Soit n ≥ 1. Il suit immédiatement de la Proposition (3.3.2) que

Gn = Gn−1 ◦ G,
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puisque Zn est la somme de Zn−1 variables aléatoires (i.i.d) de fonction géné-

ratrice G. L’affirmation se démontre alors en itérant précédent :

Gn = Gn−1 ◦ G = (Gn−2 ◦ G) ◦ G = · · · = G ◦ G ◦ · · · ◦ G.

Les moments de la variable aléatoire Zn peuvent facilement s’exprime

en termes des moments de la variable aléatoire Z1 décrivant la taille d’une

famille typique.

Lemme 3.3.3 Soit µ = E(Z1) et σ2 = Var(Z1). Alors

E(Zn) = µn,

Var(Zn) =

 nσ2 siµ = 1

σ2(µn
− 1)µn−1(µ − 1)−1 siµ , 1.

Preuve. Par le Théorème (3.3.1), Gn = G◦n = G ◦ G◦(n−1) = G ◦ Gn−1. Par

conséquent,suit de la proposition (1. 3. 2) que

E(Zn) = G′n(1) = G′(Gn−1)G′n−1(1) = G′(1)Gn−1(1) = µE(Zn−1),

ce qui donne bien, après itération, E(Zn) = µn. Similairement,

G′′n (1) = G′′(1) = (G′n−1(1))2 + G′(1)G′′n−1.

Par conséquent, la Proposition(3.3.1) implique que

Var(Zn) = σ2µ2n−2 + µVar(Zn−1).

Et la conclusion suit. Une question particulièrement intéressante concerne

le destin de la population : va-t-elle s’éteindre après un temps fini, ou
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au contraire, toutes les générations auront-elles une taille strictement po-

sitive ? Cette question peut être reformulée sous la forme suivante : la limite

lim
n→∞

P(Zn = 0) est-elle égale à 1 (extinction inéluctable) ou strictement infé-

rieure à 1 (survie possible) ? (Observez que s’il est possible qu’un individu

n’ait pas de descendance, alors la probabilité d’extinction est toujours stric-

tement positive).

Remarque 3.3.2 Dans ce cas, ” l’événement la population s’éteint après un temps

fini pourrait s’écrire ” (puisque Zn ∈N pour tout n)

{extinction} =
{

lim
n→+∞

Zn =
}

= {∃n0 : Zn = 0,∀n ≥ n0} =
⋃
n≥1
{Zn = 0} .

De plus, cette mesure limite satisfera P(lim
n→∞

Zn = 0) = lim
n→∞

P(Zn = 0), car la suite

d’événements {Zn = 0}1 est croissante.

Le théorème suivant montre que le destin de la population est étroitement

lié à la taille moyennes des familles.

Théorème 3.3.3 Soit µ = E(Z1), la taille moyenne d’une famille. La probabilité

d’extinction

η = lim
n→∞

P(Zn = 0), (3.11)

est donnée par la plus petite racine positive de l’equation s = G(s). En particulier,

η = 1 si µ < 1 et η < 1 si µ > 1. Lorsque µ = 1, on a η = 1 dès que loi de Z1 possède

une variance positive.

Preuve. Notons ηn = P(Zn = 0) = Gn(0). L’existence de la limite η = lim
n→∞

ηn

est immédiate puisque (ηn)n≥1 est une suite croissante et bornée (par 1).On a

ηn = Gn(0) = G(Gn−1(0)) = G(ηn−1).

Par continuité de G, on peut passer à la limite (n→∞), ce qui montre que la
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probabilité d’extinction satisfait

η = lim
n→∞

ηn = lim
n→∞

G(ηn−1)G(lim
n→∞

ηn−1) = G(η).

Vérifions à présent que si a est racine positive de cette équation, alors η ≤ a.

G étant croissante sur [0, 1] , on a

η1 = G(0) ≤ G(a) = a.

Similairement

η2 = G(η1) ≤ G(a) = a.

Il suit, par induction, que ηn ≤ a, pour tout n, et donc que η ≤ a. Par

conséquent, η est bien la plus petite racine positive de l’équation s = G(s).

Pour démontrer la seconde affirmation, on utilise le fait que G est convexe

sur [0, 1], ceci est vrai, car

G′′(s) = E(Z1(Z1−1)sZ1−2) =
∑
k≥2

k(k−1)sk−2P(Z1 = k) ≥ 0, pour s ∈ [0, 1] .

G est donc convexe (en fait, strictement convexe siP(Z1 ≥ 2) > 0) et croissante

sur [0, 1], avec G(1) = 1. L’équation s = G(s) possède toujours au moins une

solution en s = 1 et au plus une seconde (par convexité), sauf dans le cas

trivial où P(Z1 = 1) = 1 , pour lequel G(s) = s pour tout s et η = 0. En

excluant ce dernier cas, la question est donc de déterminer si une seconde

solution inférieure à 1 existe (lorsqu’elle existe, elle est forcément positive,

car G(0) ≥ 0). Un coup d’oeil à la figure (3.3), montre que cela déponde de

la valeur de µ = G′(1). Lorsque µ = G′(1) < 1 la plus petite solution est

η = 1 lorsque µ = G′(1) > 1, la plus petite solution doit être inférieure à 1,

puisque G(0) ≥ 0, et donc η < 1. Finalment, dans le cas µ = 1, le deux courbes

sont tangentes en 1, et donc η = 1 dès que Z1 possède une variance positive

(puisque dans ce cas G est strictement convenxe [0, 1] ).
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Figure 3.3: La solutions de l’équation G(s) = s. Gauche : µ < 1. Milieu : µ = 1
et VAr(Z1) > 0. Droite : µ > 1.

.

3.4 Application en informatique.

La théorie des codes correcteurs d’erreurs fournit une application de

la théorie des corps finis aux télécommunications. Le problème est de sa-

voir comment, lorsque des données sont transmises sur des réseaux, des

erreurs de transmission peuvent survenir et affecter l’intégrité et la vali-

dité des données transmises, entraînant une perte partielle ou totale de ces

données en raison d’interférences de signal ou d’une mauvaise qualité de

communication. Pour résoudre ces problèmes, nous utilisons le correcteur

Bose-Chaudhuri-Hocquenghem.

Le BCH est un type de code correcteur d’erreurs utilisé dans les système

de communication pour détecter et corriger les erreurs de transmission. Il

offre une fiabilité accrue en assurant l’intégrité des données transmises [15].

Dans toute la suite soit K un corps fini à q éléments de caractéristique p.

Définition 3.4.1 Soient x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) des éléments de Kn . La

fonction de Hamming h(x, y) entre x et y est le nombre d’indices i, avec 1 6 i 6 n,

tels que Xi , yi. Le poids de Hamming w(x) est par définition h(x, 0).

Proposition 3.4.1 La fonction de Hamming est une distance sur Kn.
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Supposons que l’on ait à transmettre des données, et que ces données

soient exprimées comme une suite de h éléments de K. On appellera cette

suite l’information initiale. Lors du processus de transmission des erreurs

peuvent se produire. La question qui se pose est de reconstituer l’infor-

mation initiale à partir des données reçues. À cette fin on commence par

adjoindre des données supplémentaires à l’information initiale, on peut y

ajouter n − h éléments de K, déterminés par la suite initiale. On peut par

exemple répéter le message deux ou trois fois ! De façon plus générale on

peut déterminer une suite, plus longue, de n éléments de K à partir de la

suite initiale. Celle-ci n’apparaît pas nécessairement explicitement dans la

suite finale qui doit satisfaire à certaines relations. On appellera cette suite

les données transmises. Comme elles sont déterminées par l’information

initiale, elles doivent satisfaire à certaines relations. Dans l’exemple donné,

il doit y avoir répétition des suites de symboles. S’il y a erreur durant la

transmission les données reçues différent des données transmises. Ceci se

détecte en observant si les données reçues satisfont ou non aux relations

mentionnées plus haut. C’est ici qu’intervient la distance de Hamming. On

considère la différence entre les données transmises et celles qui ont été re-

çues. Supposons que le nombre d’erreurs soit petit, disons inférieur à un

entier fixé t. Les données transmises se trouvent à distance (pour la distance

de Hamming) moins que t des données reçues. Si dans une boule de rayon

t autour des données reçues il y a un seul élément qui satisfait aux relations

imposées on a reconstitué les données transmises. Dans le processus décrit

on a donc à la source un espace Kh correspondant à l’information initiale, à

l’arrivée un espaceKn correspondant aux données transmises et reçues, une

application f de Kh dans Kn correspondant au processus de transmission

théorique (sans altération).

Définition 3.4.2 Le sous-ensemble Kn image de f est appelé le code.
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Enfin on a une autre application 1 de Kh dans Kn correspondant au

processus de transmission réel, dans lequel il y a altération. La question de

savoir quand on peut déterminer f à partir de 1.

Définition 3.4.3 L’ensemble C est par définition le code, un élément de C est un

mot. L’entier h est la dimension du code, l’entier n est la longueur du code.

Un code est dit linéaire si l’ensemble C est un sous-espace vectoriel de

Kn, on le supposera de dimension h. Une matrice (h,n) à coefficients dans

K dont les vecteurs lignes engendrent le code sera appelée une matrice

génératrice du code, on la notera G. Une matrice (n− h,n) à coefficients dans

Kh dont les vecteurs lignes constituent un système d’équations pour le code

sera appelée une matrice de parité du code, on la notera H. Supposons que

le processus de transmission réel 1 fasse au plus t erreurs. Soit x un élément

de. S’il n’y a qu’un point du code dans la boule de centre 1(x) et de rayon

t, ce point est f (x). Ce sont nécessairement les dormées transmises. On dit

alors que le code C peut corriger jusqu’à t erreurs. Précisons comment ceci

peut être assuré.

Définition 3.4.4 On appelle distance minimale du code C la quantité :

δc = minx,y∈c,x,yh(x, y).

Dans le cas d’un code linéaire le code est un sous-espace vectoriel de dimen-

sion h de Kn, dans ce cas la distance minimale est le poids minimal d’un

élément non nul. Pour le montrer il suffit de faire une translation : pour

x, y ∈ C on a h(x, y) = w(x − y).

Proposition 3.4.2 Si la distance minimum δc d’un code C est inférieure ou égale à

2t + 1, le code peut corriger jusqu’à t erreurs
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Preuve. La condition dit que dans une boule fermée de rayon t il y a au

plus un élément du code. Donc si on a transmis des données, et qu’au plus

t erreurs ont été commises, l’inégalité triangulaire montre que dans la boule

qui a pour centre les données reçues et de rayon t, il y a un élément du code

et un seul. Ce sont les données transmises.

Proposition 3.4.3 Un code linéaire de matrice de parité H est de distance minimale

δ supérieure ou égale à d + 1 si et seulement si tout système de d colonnes de la

matrice de parité H est linéairement indépendant.

Preuve. Puisque le code est linéaire il suffit d’évaluer le poids minimal d’un

vecteur non nul du code. Dire que la distance minimale δ est supérieure

ou égale à d + 1 équivaut donc à dire qu’il n’existe pas de vecteur non nul

dans le code qui appartienne à la boule de centre 0 et de rayon d. Soit qu’il

n’existe pas de vecteurs non nul dans le code ayant au plus d coordonnées

non nulles. Les vecteurs lignes de la matrice de parité sont les coefficients

des formes linéaires définissant le code. Dire qu’il y a un élément non nul du

code qui a au plus d coordonnées non nulles équivaut donc à dire que l’on

peut trouver une relation linéaire non triviale entre d colonnes de la matrice

de parité. Les coefficients de cette relation linéaire sont les coordonnées du

vecteur considéré. Donc dire que la distance minimale est supérieure ou

égale à d + 1 équivaut à dire que tout système de d colonnes de la matrice de

parité est libre.

On va dans la suite décrire deux types de code, et ce dans un des cas

jusqu’au décodage. Cela permettra d’illustrer des techniques diverses d’al-

gèbre, aucune n’est compliquée en elle-même, c’est leur succession qui rend

le problème délicat.

Définition 3.4.5 On dira qu’un code C de longueur n est cyclique si et seulement

(a1..., an) ∈ C⇒ (an...a1, an−1) ∈ C.
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On va donner une interprétation multiplicative des codes cycliques. Considérons

l’anneau quotient K[X]/(Xn
− 1), l’application linéaire

ψ : Kn
−→ K[X]/(Xn

− 1),

(a1, ..., an) 7→ a1 + a2X + ... + anXn−1,

est bijective.

Proposition 3.4.4 Soit C un code dans Kn, C est cyclique si et seulement si ψ(C)

est un idéal.

Preuve. En effet, si la classe d’un polynôme P est dans le code, vu comme

idéal de K[X]/(Xn
− 1). Il en est de même pour la classe XP. Ce qui veut

exactement dire que si (a1, ..., an) ∈ C, il en est de même pour (an, a1..., an−1). In-

versement, cette dernière condition, interprétant cette suite comme la classe

d’un polynôme P, signifie que si P est dans le code, il en est de même pour

XP et plus généralement pour RP, où R est un polynôme quelconque.

Nous étudions maintenant le code BCH. Une façon commode de déter-

miner un idéal dans K[X] est de le construire comme ensemble des poly-

nômes qui ont pour racines certains éléments d’une extension algébrique L

deK. Puis on peut considérer l’image dans l’anneau quotientK[X]/(Xn
−1),

comme l’application est surjective c’est un idéal. Si les éléments considérés

dans L sont des racines n-ième de 1, la valeur prise par un élément d’une

classe modulo Xn
− 1 ne dépend que de la classe et non de l’élément. On

peut donc directement définir un idéal dans K[X]/(Xn
− 1) comme étant

l’ensemble de classes prenant la valeur 0 sur certaines racines n-ièmes de 1.

Choisissons donc une racine primitive n-iémes de 1, soit µ dans un corps L

de caractéristique p, on suppose évidemment que n est premier à la caracté-

ristique p. Pour que L contienne des racines primitives n-iémes de l’unité if

faut et il suffit que n divise q−1. Considérons l’idéal des classes de polynômes
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s’annulant sur µb,...,µb+d−2.

On suppose que ces racines sont deux à deux distinctes, c’est-à-dire qu

l’on suppose que l’ordre n de µ dans le groupe multiplicatif L∗ est supérieur

ou égal à d [15].

On peut évidemment aussi considérer les polynômes nuls sur ces racines,

ce sont ceux divisibles par le ppcm des polynômes minimaux des µi,b 6 i 6

b + d− 2, qui est le polynôme générateur du code. Un code déterminé par un

idéal de ce type est appelé un code BCH. À cause de la proposition suivante

on dit qu’il est de distance prescrite d. Avec

. b : fait référence au début de la plage d’indices.

. d : représente la distance minimale du code.

. i : est un indice de position.

Proposition 3.4.5 Un code BCH est de distance minimale au moins d. Si d = 2t+1

il peut donc corriger jusqu’à t erreurs.

Preuve. En effet, on doit vérifier qu’il n’y a pas, dans le code, de vecteurs

non nuls ayant moins de d coordonnées non nulles. Identifions un vecteur à

un polynôme non nul P = a1 + a2X + ... + an−1Xn−1. On doit vérifier que les

équations P(µi) = 0, avec b 6 i 6 b + d− 2 ont lieu si le polynôme a au moins

d coefficient non nuls. On a d − 1 équations à n inconnues et la matrice du

système linéaire est la suivant :



1 µb ... µb(n−1)

1 µb+1 ... µb(n+1)(n−1)

...
...

...
...

1 µb+d−2 ... µ(b+d−2)(n−1)


Si on sélectionne d − 1 colonnes quelconques, on reconnît, à un facteur mul-

tiplicatif près, un déterminant de van der Monde qui est non nul. Si bien que

d−1 colonnes quelconques de cette matrice sont linéairement indépendantes.
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Donc un élément non nul dans le code doit avoir au moins d coordonnées

non nulles. Donc si P n’a que d − 1 coefficients éventuellement non nuls, il

est nul.

Remarque 3.4.1 Dans le cas des codes BCH, la matrice de Van der Monde est

utilisée pour construire la matrice de contrôle de parité, également appelée matrice

de syndromes. La matrice de contôle de parité est une matrice utilisée pour détecter

et localiser les erreurs dans les données transmises.

En utilisant la matrice de contrôle de parité, il est possible de calculer les syndromes

pour un mot de code donnée.

. Les syndromes sont des valeurs calculées à partir des données reçues et de la

matrice de contrôle de parité. En comparant les syndromes avec un tableau de

syndromes précalculés pour différents schémas d’erreur, il est possible de déterminer

les positions et les valeurs des erreurs.

Supposons que l’on ait le code BCH de longueur n et de distance minimale

au moins égale à d = 2t + 1 défini plus haut. Supposons que le processus de

transmission des données fasse au plus t erreurs, si bien que le code peut

corriger ces erreurs, soit R ∈ K[X] �(Xn
− 1) les données reçues, cherchons

à déterminer les données transmise. Considérons la différence, que l’on ap-

pellera le polynôme d’erreur, E = R − T entre les données transmise T et les

données reçues R. On va procéder en deux étapes, d’abord on va déterminer

en quels emplacements se sont produites les erreurs, puis on les détermi-

nera.

Les valeurs R(µi) pour b 6 i 6 b + d − 2 sont connues, par construction on a

E(µi) = R(µi) pour b 6 i 6 b + d − 2. Les coefficients de E sont donc solutions

d’un système linéaire de d − 1 équations et n inconnues (les coefficients du

polynôme E). Il y a au moins une solution par hypothèse, mais en général il y

a plusieures. Pour déterminer la bonne on procède comme suit. Établissons

d’abord un lemme.
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Considérons un entier u 6 t un entier, et un polynôme :

F =
∑

i=0,...,u−1

fiXa′i ,

où les exposants sont a′j deux à deux distincts et strictement inférieurs à n.

Les coefficients fi ∈ K ne sont pas nécessairement non nuls. Posons y j = µa′j

et posons :

∏
j=1,...,u

(X − y j) =
∑

l=0,...,u

αu−lXl.

Si, dans ce polynôme, on substitue la valeur y j à la variable X, on obtient :

∑
l=0,...,u

αu−lyl
j = 0.

Multiplions cette équation par f jyk
j , pour b 6 k 6 b + d − 2, sommons sur j,

nous obtenons, par définition de F, la relation suivante :

αuF(µk) + αu−1F(µk+1) + · · · + α1F(µk+u−1) + F(µk+u) = 0,

avec

. F(µ) : est une fonction représentant les symboles émis.

. αu : est un coefficient spécifique utilisé dans les calculs d’erreurs BCH.

. µ : est un entier qui détermine le champ logique sur lequel le codeur

d’erreurs fonctionne.

. k : est la position de l’erreur dans le symbole émis.

. u : est le nombre d’erreurs à corriger.

On obtient donc un système de d − 1 équation linéaires en les u inconnues

α j.

Lemme 3.4.1 Le système linéaire précédent admet une solution unique seulement

si les coefficients de f j de F sont tous non nuls.
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Preuve. Nous ne discutons pas ici l’existence mais seulement l’unicité de la

solution. Pour étudier cette question, sélectionnons les u premières équations

parmi les d − 1 équations données. On obtient comme matrice du système :



F(µb) F(µb+1) ... F(µb+u−1)

F(µb+1) F(µb+2) ... F(µb+u)
...

...
...

F(µb+u−1) F(µb+1) ... F(µb+2u−1)


Or cette matrice est égale au produit suivant VDVt où on a

V =



1 1 ... 1

y1 y2 ... yu
...

...
...

yu−1
1 yu−1

2 ... yu−1
u


et D =



f1yu−1
1 0 ... 0

0 f2yu−1
2

. . . 0
...

. . . . . . 0

0 ... 0 fuyu−1
u


Donc le déterminant de la matrice du système est égal à

f1 · · · fu(y1 · · · yu)u−1
∏

06i< j6u

(yi − y j)2.

Comme les racines yi sont supposées deux à deux distinctes se déterminant

est non nul si et seulement si tous les coefficients fi sont non nuls.

Appliquons ces résultats au polynôme d’erreur E, supposons que r erreurs

aient été commises, avec r 6 t, et soit enfin u 6 t. Considérons le déterminant :

Du =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

E(µb) E(µb+1) ... E(µb+u−1)

E(µb+1) E(µb+2) ... E(µb+u)
...

...
...

E(µb+u−1) E(µb+1) ... E(µb+2u−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On a :
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Corollaire 3.4.1 Le déterminant Du, 1 6 u 6 t, est nul dès que u > r, il est non

nul pour u = r.

Pour déterminer le nombre d’erreur commises on doit donc calculer ces

déterminants et calculer le plus grands valeur inférieure ou égale à t pour

laquelle il est non nul.

On calcule alors le polynôme d’erreurs comme suit. posons

E =
∑

i=0,...,r

eiXai ,

avec

. E : représente les symboles de récupération utilisés dans le code BCH. Ces

symboles supplémentaires sont utilisés pour récupérer les données man-

quantes.

. ei : est un ensemble d’éléments dans un corps de Galois (un corps de Galois

est un corps fini dans lequel les opérations de l’addition, de la soustraction,

de la multiplication et de la division sont définies, il est caractérisé par un

nombre fini). Il définit la valeur du symbole individuel à la position i.

. X : est la variable algébrique utilisée dans le code BCH.

. ai : représente des nombres binaires utilisés pour déterminer la position du

symbole dans la matrice.

Avec r 6 t, ei ∈ K∗ et les entiers ai deux à deux distincts et strictement

inférieurs à n. Les entiers ai correspondent aux emplacements où se sont

produites les erreurs. Posons xi = µai et considérons le polynôme à coeffi-

cients dans L : ∏
i=1,...,e

(X − xi) =
∑

j=0,...,e

τe− jX j.

Si, dans ce polynôme on substitue à la variable X la valeur xi, puis si on
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somme su i on obtint comme précédemment un système linéaire :

τrE(µk) + ττ−1E(µk+1) + ... + τ1E(µk+r−1) + E(µk+r) = 0,

avec

. E(µk) : représente les symboles de récupération dans le code BCH.

. τr, τr−1, τ1 : représentent les facteurs de correction utilisées dans le code

BCH.

. µk, µk+1, ..., µk+r : définissent les positions des symboles dans la matrice.

pour k = b, ..., b + r − 1. On peut donc calculer la valeur des τi qui sont, au

signe près, les fonctions symétrique élémentaires des xi. Précisément (−1)iτi

est la i-ième fonction symétrique élémentaire des racines xi, si bien que l’on

obtient ces racines en résolvant l’équation :

Xr + τ1Xr−1 + ... + τr = 0.

Notons que l’on peut toujours résoudre une telle équation, quitte à tester

tous les éléments du corps fini L !

Enfin, on calculer les coefficient ei en résolvant le système linéaire :

∑
16i6r

eiµ
j(ai) = R(µ j).
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CONCLUSION

Ce travail est une étude qui consiste à travailler sur un outil de calcul

puissant en mathématiques. Cet outil s’appel les fonctions génératrices. Le

rôle principal de ces fonctions est de fournir une méthode ou une formule

suffisante et efficace pour résoudre des problèmes de structures discrètes

dans le domain de la combinatoire. Dans certains cas et malheureusement,

ces fonctions peuvent être devant des difficultés de calcul en vertus de leurs

complexités et leurs dépendances aux paramètres. Il est important de com-

prendre les avantages et les inconvénients de ces fonctions avant de les

utiliser pour résoudre des problèmes mathématiques spécifiques.

D’abord, on a présenté l’essentiel, en terme de notions, de la théorie des

fonctions génératrices. Ainsi, certaines types qui existent dans la literature.

Ensuite, on a abordé des techniques de calcul dans la mesure où on arrive à

obtenir des fonctions génératrices de certaines suites connues. On a terminé

ce travail par donner certaines applications de ces fonctions en combina-

toire : comment construire la formule explicite des coefficients binomiaux,

en théorie des graphes : énumérer le nombre de certaine structure de graphe,
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en statistiques : calculer la probabilité d’extinction et en informatique : cor-

riger des données transmises dus à des interférences de signal ou d’une

mauvaise qualité de communication.

En résumé, les fonctions génératrices ont une large domaines d’applica-

tions et offrent des perspectives intéressantes pour résoudre des problèmes

mathématiques et algorithmiques. Leur utilisation peut conduire à des mé-

thodes plus efficaces pour résoudre des problèmes complexes dans différents

domaines.
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Résumé: 
Le travail présenté dans ce mémoire est consacré à l'étude des applications des fonctions génératrices dans les sciences 

appliquées. Tout d'abord, quelques notions élémentaires de séries formelles et de fonctions génératrices ordinaires et 

exponentielles avec des relations de récurrence sont données. Ensuite, nous avons introduit une théorie des opérations 

pour les séries génératrices, telles que l'addition, la multiplication, la composition, etc. Nous avons également présenté 

quelques fonctions bien connues : la suite de Fibonacci, les nombres de catalans, les partitions, etc. Enfin, nous avons 

choisi quelques domaines d'application pour voir comment ces fonctions génératrices interviennent en tant que solu-

tions aux problèmes posés. 

 

Mots-clés : Fonction génératrice, Série formelle, Fonction génératrice ordinaire, Fonction génératrice expo-

nentielle, Coefficient binomial, Applications des fonctions génératrices.

 

 :ملخص

تانتذكيز تثعض انًفاهيى الأونيح  . في انثذايح قًناتطثيقاخ تونيذ انذوال انعهوو انتطثيقيحذراسحنانًذكزج تى تخصيص انعًم انًقذو في هذه 

ضزب نهسلاسم  و انذوال انًونذج انعاديح و الأسيح يزفقح تانعلاقاخ انتكزاريح. تعذها قذينا عًهياخ خاصح تانسلاسم انًونذج يثم: انجًع، ان

تثعض انتطثيقاخ نتونيذ  نتجزئح وغيزها. في الأخيز استعنافيثوناشي، الاعذاد انكاتانونيح، ا انتزكية...أنخ. وايضا تعض انذوال انًعزوفح:

.انتطثيقيح انذوال في انعهوو   

 الكلمات المفتاحية:انذوال انًونذج، سلاسم، دوال انتونيذ انعاديح، دوال انتونيذ الأسيح، يعايلاخ ثنائيح انحذ .

  .

 

Abstract 
The work presented in this memoir is devoted to the study of applications of generating functions in the applied sci-

ences. First, some elementary notions of formal series and ordinary and exponential generating functions with recur-

rence relations are given. Next, we introduce a theory of operations for generating series, such as addition, multiplica-

tion, composition, etc. We also introduced some well-known functions: the Fibonacci sequence, Catalan numbers, 

partitions, etc. Finally, we have chosen a few fields of application to see how these generating functions come into 

play as solutions to the problems posed. 

Keywords: Generating function, Formal series, Ordinary generating function, Exponential generating 

function, Binomial coefficient, Applications of generating function. 
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