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 ملخص
ي هذه ال      

بشكل أساسي حول الدراسة النوعية مذكرة يدور العمل المقدم ف 

. بالإضافة إلى ذلك ،  ةكسري  اقشتقإرتب  دوات  لبعض المعادلات التفاضلية 

وط انكماش باناخ مع و  دراستنا   موضوع  سنوضح كيفية تكييف الفرضيات وشر

 . الكسرية تالمعادلا  ولواستقرار حلوحدانية  ، من أجل ضمان وجود  ذلك

ي 
  مثالي   توضيحيي   للتحقق من صحة وقدرة المخططاتب خي  الا  سنستشهد ف 

 لدراسات الاستقرار.  السابقة

: الكلمات المفتاحية  

. معادلة كسرية ضمنية ، اشتقاق كابوتو ، استقرار أولام هايرز ، انكماش باناخ  

 

 

 

 

 

 



                        

       Résumé   
 

 

      Le travail présenté dans ce mémoire porte fondamentale-

ment sur l’étude qualitative de certaines équations différen-

tielles d’ordre de dérivée fractionnaire. Par ailleurs, on va mon-

trer comment adapter les hypothèses et les conditions de con-

traction de Banach à notre étude afin d'assurer l’existence et 

l’unicité ainsi que la stabilité de la solution d’une équation frac-

tionnaire. Enfin, nous présentons deux exemples illustratifs 

pour vérifier la validité et la capacité des schémas de la stabilité 

étudie. 

 Mots-clés : 

Equation fractionnaire implicite, dérivation au sens de Caputo, 

stabilité d’Ulam-Hyers, Contraction de Banach. 

 



 

 

Abstract 
    The work presented in this memory is fundamentally focus 

on  the qualitative study of certain fractional-order equations. 

In addition, we will show how to adapt the hypotheses and the 

Banach contraction conditions to our study in order to ensure 

the existence and uniqueness as well as the stability of the so-

lution of a fractional equation. Finally, we present two illustra-

tive examples to verify the validity and ability of the  stability 

studies. 

Keywords:  

Implicit fractional equation, Caputo derivation, Ulam-Hyers 

stability, Banach contraction. 
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NOTATION

C([a, b],R) Espace des fonctions continues de [a, b] à valeurs dans R.

Cn([a, b],R) Espace des fonctions n fois continuement différentiables.

Γ(.) La fonction Gamma.

B(., .) La fonction Bêta.

Re(.) Partie réelle d’un nombre complexe.

I
α
a Intégrale fractionnaire d’ordre α.

R
aD

α Dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Riemann-Liouville.

C
aD

α Dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo.

G
aD

α Dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Grünwald-Letnikov.
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INTRODUCTION

Avec un grand intérêt des chercheurs scientifiques ainsi que des ingénieurs, de

nombreux d’articles scientifiques remarquables ont été consacrés à la théorie de cal-

cul fractionnaire. Ils ont assuré que l’usage des opérateurs différentiels fractionnaires

est bien souhaitable pour la description de la mémoire et des propriétés héréditaires

de différents matériaux. En effet, il existe de nombreuses études théoriques et expéri-

mentales nous montrent que certaines équations thermiques (diffusion de la chaleur)

[1], physiques ( électricité) [2] et rhéologiques (viscoélasticité) [3] sont soumises à des

équations fractionnaires.

D’autre part, le concept de la stabilité d’une équation fonctionnelle apparaît lors-

qu’on remplace cette équation par une inégalité qui agit comme une perturbation de

l’équation. Ainsi, la question de la stabilité des équations fonctionnelles est de savoir

comment les solutions de l’inégalité diffèrent de celles de l’équation fonctionnelle don-

née ? Une attention considérable a été accordée à l’étude de la stabilité d’Ulam-Hyers et

d’Ulam-Hyers-Rassias de toutes sortes d’équations fonctionnelles. Pour plus de détails

sur ces information voir les références [4, 5, 6, 7].

Le travail présenté dans ce mémoire porte fondamentalement sur l’étude qualita-

tive de certaines équations différentielles fractionnaires. Par ailleurs, on va montrer

comment adapter les conditions de contraction de Banach à notre étude afin d’assurer

l’existence et l’unicité ainsi que la stabilité de la solution d’une équation fractionnaire

1



CALCUL FRACTIONNAIRE

avec des conditions non locales.

Ce mémoire comporte trois chapitres, une conclusion générale et une petite annexe.

Il est structuré de la façon suivante :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques concepts de base du calcul frac-

tionnaire.

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse l’existence et l’unicité de problème de

Cauchy non local d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire implicite.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers de ce

problème.

Nous présentons également deux exemples illustratifs pour vérifier la validité du

schéma de la stabilité étudie.

Enfin, ce mémoire est clôturé par une conclusion générale.

2



CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques concepts de la théorie du calcul fraction-

naire, notamment les fonctions spéciales, transformée de Laplace et quelques définitions

de dérivation et d’intégration d’ordre fractionnaire telles que : Riemann-Liouville, Ca-

puto et Grünwald-Letnikov.

1.1 Fonctions spéciales et transformée de Laplace

1.1.1 Fonctions spéciales

� Fonction Gamma

Définition 1.1.1 [8] La fonction Gamma d’Euler est l’une des fonctions spéciales qui définie

par l’intégrale suivante :

Γ(z) =

∫ +∞

0
tz−1e−tdt, Re(z) > 0, (1.1)

où Γ(1) = 1 et Γ(0+) = +∞.

Exemple 1.1.1 Calculons Γ
(1
2

)
. On a :

3



CALCUL FRACTIONNAIRE

Γ
(1
2

)
=

∫ +∞

0
t
−1
2 e−tdt.

On pose t = u2, dt = 2udu, on a alors :

Γ
(1
2

)
= 2

∫ +∞

0
e−u2

du.

Pour calculer cette intégrale, on pose

I =

∫ +∞

0
e−u2

du.

Cette dernière intégrale est convergente.

Soit

IA =

∫ A

0
e−u2

du.

Donc

(IA)2 =

∫ A

0
e−v2

dv
∫ A

0
e−u2

du

=

∫ A

0

∫ A

0
e−(u2+v2)dudv.

En effectuant le changement de variables : u = r cosθ

v = r sinθ,

On trouve

(IA)2 =

∫ π
2

0

∫ √
2A

0
re−r2

drdθ

=
π
4

(1 − e−2A2
) −→

π
4
, quand A −→ +∞.

Puisque e−u2
> 0, donc I ≥ 0, Par suit I =

√
π

2
.

4



CALCUL FRACTIONNAIRE

Finalement

Γ(
1
2

) =
√
π.

Lemme 1.1.1 [8]

Pour tout z ∈ C tel que Re(z) > 0, nous avons :

Γ(z + 1) = zΓ(z)

Preuve.

En effectuant l’intégration par parties, on trouve :

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0
tze−tdt

= lim
x→+∞

[
−e−ttz

]x

0
+ z

∫ +∞

0
tz−1e−tdt

= zΓ(z).

Proposition 1.1.1

Pour tout z ∈ C tel que Re(z) > 0, nous avons :

1/ Γ(0) = ∞.

2/ Γ(n) = (n − 1)!,∀n ∈N∗.

3/ Γ
(
n +

1
2

)
=

(2n)!
√
π

22nn!
, ∀n ∈N.

Preuve.

1/ Du Lemme 1.1.1, on a :

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z

lim
z→0

Γ(z) = lim
z→0

Γ(z + 1)
z

lim
z→0

Γ(z) = ∞.

5



CALCUL FRACTIONNAIRE

2/ La deuxième égalité se déroule directement du Lemme 1.1.1.

3/ On va démontrer la formule Γ
(
n +

1
2

)
=

(2n)!
√
π

22nn!
, ∀ n ∈N, par récurrence.

? Pour n = 0, on a Γ
(
0 +

1
2

)
=
√
π.

? Supposons que la formule est vérifiée pour (n − 1) ; c’est à dire que

Γ((n − 1) +
1
2

) =
(2(n − 1))!

√
π

4n−1(n − 1)!
est vérifiée.

On a, alors :

Γ
(
n +

1
2

)
=

(
n −

1
2

)
Γ
(
n −

1
2

)
=

(
n −

1
2

) (2(n − 1))!
√
π

4n−1(n − 1)!

=
(2n − 1

2

) (2n − 2)!
√
π

4n−1(n − 1)!

=
2n
2n

(2n − 1)
2

(2n − 2)!
√
π

4(n−1)(n − 1)!

=
(2n)!

√
π

22nn!

Donc la formule est vérifiée pour n.

Corollaire 1.1.1

La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatives non entières est donnée par

la formule

Γ(z) =
Γ(z + n)

z(z + 1)(z + 2)...(z + n − 1)
, 0 ≤ z + n ≤ 1 (1.2)

Exemple 1.1.2 Calculons Γ
(
−1
2

)
.

On prend n = 1, dans l’égalitée (1.2), on trouve

Γ
(
−1
2

)
=
Γ
(

1
2

)(
−1
2

)
= −2

√
π.

6



CALCUL FRACTIONNAIRE

� Fonction Bêta

Définition 1.1.2 [8] la fonction Bêta est définie par l’intégrale suivante :

B(z,w) =

∫ 1

0
tz−1(1 − t)w−1dt, (1.3)

où : Re(z) > 0 et Re(w) > 0.

Proposition 1.1.2 [9] la relation entre la fonction Bêta et la fonction Gamma est donnée par

la forme suivante :

B(z,w) =
Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w)

. (1.4)

Preuve

Soit D = [0,+∞[×[0,+∞[.

On a :

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0
tz−1sw−1e−(t+s)dtds.

On pose :s = u − t et ds = du

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0

∫ u

0
tz−1(u − t)w−1e−udtdu

=

∫ +∞

0
e−u

∫ u

0
tz−1(u − t)w−1dtdu.

On pose :t = ku , dt = udk.

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0
e−u

∫ 1

0
kz−1uz−1(1 − k)w−1uwdkdu

=

(∫ +∞

0
e−uuz+w−1du

) (∫ 1

0
kz−1(1 − k)w−1dk

)
= Γ(z + w)B(z,w).

7



CALCUL FRACTIONNAIRE

Exemple 1.1.3 Calculons B
(

1
2 ,

1
2

)
.

B
(1
2
,

1
2

)
=
Γ( 1

2 )Γ(1
2 )

Γ(1)
= π.

Proposition 1.1.3 [10]

1/ B(z,w) = B(w, z), Re(z) > 0 et Re(w) > 0, i.e B est symétrique.

2/ zB(z,w + 1) = wB(z + 1,w).

3/ B(1,w) =
1
w

.

4/ B(z + 1,w) =
z

z + w
B(z,w).

Preuve

1/ Il suffit d’éffectuer le changement de variable t = 1 − x.

2/ En utilisent (1.4), on trouve.

zB(z,w + 1) = z
(
Γ(z)Γ(w + 1)
Γ(z + w + 1)

)
= z

(
Γ(z)wΓ(w)

(z + w)Γ(z + w)

)
=

zw
z + w

Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w)

.

Donc :

zB(z,w + 1) =
zw

z + w
B(z,w) (1.5)

D’autre par :

wB(z + 1,w) = w
(
Γ(z + 1)Γ(w)
Γ(1 + z + w)

)
= w

(
zΓ(z)Γ(w)

(z + w)Γ(z + w)

)
=

zw
z + w

Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w)

.

Par suite :

wB(z + 1,w) =
zw

z + w
B(z,w). (1.6)

8



CALCUL FRACTIONNAIRE

Alors d’après (1.5) et (1.6), on a :

zB(z,w + 1) = wB(z + 1,w).

3/ En utilisent (1.4), on trouve :

B(1,w) =
Γ(1)Γ(w)
Γ(1 + w)

=
Γ(1)Γ(w)

wΓ(w)

=
1
w

4/ D’après l’équation (1.6).

�Fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittage-Leffler est une fonction importante dans le calcul fraction-

naire. Elle joué le même rôle que la fonction exponentielle dans le cas du calcul entier.

Définition 1.1.3 [11] Pour z ∈ C, la fonction de Mittag-Leffler d’un seul paramétre est définie

par :

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, (Re(z) > 0, α > 0). (1.7)

Cette fonction peut-être généralisée à deux paramètres [11] par la formule :

Eα,β =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (α > 0, β > 0). (1.8)

Exemples 1.1.1 Voici les fonctions de Mittag-Leffer de quelques valeurs spéciales de α et

β :

E1(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez.

E2(z) = E2,1 =

∞∑
k=0

zk

Γ(2k + 1)
=

∞∑
k=0

(
√

z)2k

(2k)!
= cosh(

√
z).

9



CALCUL FRACTIONNAIRE

E1,1(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
= E1(z) = ez.

E1,2(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2)
=

1
z

∞∑
k=1

zk+1

Γ(k + 2)
=

1
z

∞∑
k=1

zk+1

(k + 1)!
=

ez
− 1
z

.

E1,3(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 3)
=

1
z2

∞∑
k=2

zk+2

Γ(k + 3)
=

1
z2

∞∑
k=2

zk+2

(k + 2)!
=

ez
− 1 − z

z2 .

E1,m(z) =
1

zm−1

ez
−

m−2∑
k=0

zk

(k!)

.
Remarque 1.1.1

Pour tous α, β ∈ C,Re(α) > 0 et n ∈ N, la fonction de Mittag-Leffler E est infiniment

différentiable et la nime dérivée de E est donnée par :

E(n)
α,β(z) =

∞∑
k=0

(k + n)!zk

k!Γ(αk + αn + β)
.

1.1.2 Transformée de Laplace

Définition 1.1.4 [12] La transformée de Laplace d’une fonction f(t) est définie par :

F(s) = L{ f (t), s} =
∫ +∞

0
f (t)e−stdt, t > 0. (1.9)

L’existence de l’intégrale (1.9) nécessite que la fonction f(t) soit d’ordre exponentiel σ tel que

pour des constantes positives M et t, on a :

| f (t)| < Me(σt)

Définition 1.1.5 [12]La transformée de Laplace inverse d’une fonction F(s) est définie par la

formule suivante :

f (t) = L−1
{F(s), t} =

1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
estF(s)ds, (c =<e(s) > c0), (1.10)

tel que c0 se trouve dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l’intégrale (1.9).

10



CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 1.1.4 [13] •La transformée de Laplace et son inverse sont des opérateurs linéaires ;

c’est à-dire pour tout α, β ∈ R et pour tout F(s) = L{ f (t)} , G(s) = L{1(t)}, on a :

L{α f (t) + β1(t)} = αF(s) + βG(s).

L
−1
{αF(s) + βG(s)} = α f (t) + β1(t).

• Le produit de convolution de deux fonctions f (t) et 1(t) est donné par :

( f ∗ 1)(t) =

∫ t

0
f (t − x)1(x)dx.

• La transformée de Laplace de produit de convolution de f et g est donnée par :

L{( f (t) ∗ 1(t))} = F(s)G(s).

• La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n de f (t) est donnée par :

L{ f (n)(x)} = snF(s) −
n−1∑
k=0

sn−k−1
[

f (k)(t)
]

t=0
. (1.11)

Exemple 1.1.4

A titre d’exemple, on prend la fonction 1(t) = tp−1 .

Soit L{1(t), s} = L{tp−1, s} =
∫ +∞

0
e−sttp−1dt

Une intégration par partie p-fois, on obtient :∫ +∞

0
e−sttp−1dt =

(p − 1)(p − 2)...1
sp−1

[
−1
s

e−st
]+∞

0

=
(p − 1)!

sp−1

[
−1
s

e−st
]+∞

0

=
Γ(p)
sp .

Donc :

L{tp−1, s} =
(p − 1)!

sp = Γ(p)s−p.

11
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1.2 Dérivation et intégration d’ordre fractionnaire

Dans ce travail, les symboles d’une dérivée fractionnaire ont été normalisés comme

suit :

aD
α
t =



dα

(dt)α
, α > 0,

1, α = 0,
t∫

a
dτ(α), α < 0,

(1.12)

où aD
α
t désigne l’opérateur de dérivation d’ordre α. a et t sont respectivement des

limites inférieure et supérieure de cet opérateur.

1.2.1 Dérivation et intégration au sens de Riemann-Liouville

Dans cette section, nous regroupons quelques définitions et résultats du calcul

fractionnaire.

a •Intégrale d’ordre fractionnaire

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considère l’intégrale :

(I1
a f )(t) =

t∫
a

f (τ)dτ.

La deuxième primitive de f définit comme suite :

(I2
a f )(t) =

t∫
a


s∫

a

f (τ)dτ

 ds.

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient :

(I2
a f )(t) =

s∫
a


t∫

a

ds

 f (τ)dτ.

12
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En utilisant le Théorème de Fubini, on peut écrire :

(I2
a f )(t) =

t∫
a

(t − τ) f (τ)dτ.

Le nieme itéré de l’opérateur I peut s’écrire :

(I(n)
a f )(t) =

t∫
a

dτ1

t1∫
a

dτ2...

tn−1∫
a

f (τn)dτn

=
1

(n − 1)!

t∫
a

(t − τ)n−1 f (τ)dτ, ∀n ∈N.

Définition 1.2.1 [14] Soit f : [a, b] → R une fonction continue. On appelle intégrale de

Riemann-Liouville de f , l’intégrale définie par la formule suivante :

(Iαa f )(t) =
1
Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1 f (τ)dτ, (1.13)

où α est un nombre réel ou complexe.

Définition 1.2.2 [12]

•Intégrale fractionnaire de Riemenn-Liouville à gauche.

∀t > a, R
aD

−α
t f (t) =

1
Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1 f (τ)dτ. (1.14)

•Intégrale fractionnaire de Riemenn-Liouville à droite.

∀t < b, R
aD

−β
t f (t) =

1
Γ(β)

∫ b

t
(τ − t)β−1 f (τ)dτ. (1.15)

Proposition 1.2.1

Soit f ∈ C([a, b],R) et soient α, β ∈ C tels que Re(α) > 0 et Re(β) > 0, on a alors :

1/ Iαa (Iβa f ) = I
α+β
a f , Re(α) > 0, Re(β) > 0.

13
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2/
d
dt

(Iαa f )(t) = (Iα−1
a f )(t), Re(α) > 1.

3/ limα→0+(Iαa f )(t) = f (t) , Re(α) > 0.

Exemple 1.2.1 Soit la fonction f (t) = (t − a)β, ou β > −1. On va essayer de calculerIαa f (t).

D’après (1.13), on obtient :

I
α
a (t − a)β =

1
Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1(τ − a)βdτ,

En effectuent le changement de variables τ = a + (t − a)s, on trouve

I
α
a (t − a)β =

(t − a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0
(1 − s)α−1(s)βds

=
(t − a)β+α

Γ(α)
B(α, β + 1)

=
(t − a)β+α

Γ(α)
×
Γ(α)Γ(β + 1)
Γ(β + 1 + α)

.

Par suite :

I
α
a (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(β + 1 + α)

(t − a)β+α. (1.16)

En particulier, si α =
1
2

:

Supposons que x = t − a :

R
aD

−
1
2

t x0 =
Γ(1)
Γ(3

2 )
(x)

1
2 = 2

√
x
π
.

R
aD

−
1
2

t x1 =
Γ(1)
Γ( 5

2 )
(x)

3
2 =

4
3

√
x3

π
.

R
aD

−
1
2

t x2 =
2Γ(1)
Γ( 7

2 )
(x)

5
2 =

16
15

√
x5

π
.

b-Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2.3 Soit m − 1 < α < m avec m ∈N∗ et soit f une fonction intégrable sur [a, b],

alors la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α est donnée

14
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par :

R
aD

α
t f (t) =

dm

dtm [(I(m−α)
a f )(t)] =

1
Γ(m − α)

dm

dtm

t∫
a

(t − τ)m−α−1 f (τ)dτ. (1.17)

? Si α = m − 1, nous avons une dérivée conventionnelle d’ordre m − 1 :

R
aD

m−1
t f (t) =

dm

dtm (R
aD

−(m−(m−1))
t f (t))

=
dm

dtm (R
aD

−1
t f (t))

= f (m−1)(t).

• En particulier m = 1, on a : R
aD

0
t f (t) = f (t).

Proposition 1.2.2 L’une des propriétés très importantes de la dérivée au sens de Riemann-

Liouville pour α > 0 et t > 0 est :

R
aD

α
t (R

aD
−α
t f (t)) =R

a D
α
t (Iαa f (t)) = f (t) (1.18)

qui signifie que l’opérateur de dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville est inverse à gauche

de l’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville du même ordre

• Si R
aD

α
t f (t), (m − 1 ≤ α < m) existe, on a alors :

R
aD

−α
t

(
R
aD

α
t f (t)

)
= f (t) −

m∑
i=1

[
R
aD

α−i
t f (t)

]
t=a

(t − a)α−i

Γ(α − i + 1)
. (1.19)

Exemple 1.2.2 Soit la fonction f (t) = (t − a)β où β > −1 , t ∈ [a, b] , β ∈ R :

En utilisant (1.16), on obtient :

R
aD

α
t (t − a)β =

dm

dtm

(
Γ(β + 1)

Γ(β + m − α + 1)
(t − a)m+β−α

)
=

Γ(β + 1)
Γ(β + m − α + 1)

dm

dtm (t − a)m+β−α.

(1.20)

On sait que :

dm

dtm (t − a)β+m−α = (β + m − α)(β + m − α − 1).....(β − α + 1)(t − a)β−α. (1.21)
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dm

dtm (t − a)β+m−α =
Γ(m + β − α + 1)
Γ(β − α + 1)

(t − a)β−α.

Par substitution de (1.21) dans (1.20), on obtient :

R
aD

α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)(β + m − α)(β + m − α − 1)...(β − α + 1)
Γ(β + m − α + 1)

(t − a)β−α

=
Γ(β + 1)(β + m − α)(β + m − α − 1)...(β − α + 1)

(β + m − α)(β + m − α − 1)...(β − α + 1)Γ(β − α + 1)
(t − a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t − a)β−α.

• Pour α = 1 :
R
aD

1
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(β)

(t − a)β−1 = β(t − a)β−1.

• Pour β = 0
R
aD

α
t (t − a)0 =

Γ(1)
Γ(1 − α)

(t − a)−α.

C’est-à-dire que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante ni nulle ni

constante et on a :
R
aD

α
t C =

C
Γ(1 − α)

(t − a)−α

1.2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.2.4 ([14],[15]) La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction f(t) sur

l’intervalle [a, b] est définie par la relation suivante :

C
aD

α
t f (t) =

1
Γ(m − α)

∫ t

a
(t − τ)m−α−1 f (m)(τ)dτ, (1.22)

où m ∈N et m = [α] + 1, [α] désigne la partie entière de α.

Définition 1.2.5 [12](Dérivée fractionnaire de Caputo à gauche)

∀t > a, C
aD

α
t f (t) =

1
Γ(m − α)

∫ t

a
(t − τ)m−α−1 f (m)(τ)dτ,
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Définition 1.2.6 [12](Dérivée fractionnaire de Caputo à droite)

∀t < b, C
aD

β
t f (t) =

1
Γ(m − β)

(−1)m
∫ b

t
(τ − t)m−β−1 f (m)(τ)dτ,

Remarque 1.2.1 (Relation de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo avec la dérivée frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville [9])

Soient α ∈ R+, m ∈N∗, m = [α] + 1.Supposons que C
aD

α
t f (t) et R

aD
α
t f (t) existent, alors :

(a)

C
aD

α
t f (t) =R

a D
α
t f (t) −

m−1∑
i=0

f (i)(a)(t − a)i−α

Γ(i − α + 1)
(1.23)

Si f (i)(a) = 0, pour tout i = 0, 1, ...,m − 1, on aura : C
aD

α
t f (t) =R

a D
α
t f (t)

(b)

C
aD

α
t f (t) =R

a D
α
t

 f (t) −
m−1∑
i=0

f (i)(a)
(i!)

(t − a)i

 (1.24)

cas particulier : Si 0 < α < 1, les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et celle de Caputo

sont définie respectivement par :

R
aD

α
t f (t) =

d
dt

(
R
aD

−(1−α)
t f (t)

)
=

1
Γ(1 − α)

d
dt

∫ t

a
(t − τ)−α f (τ)dτ (1.25)

C
aD

α
t f (t) =R

a D
−(1−α)
t

(
d f (t)

dt

)
=

1
Γ(1 − α)

∫ t

a
(t − τ)−α f ′(τ)dτ. (1.26)

• Propriétés

On a les propriétés suivantes ([9]) :

1.

R
aD

α
t f (t) =

1
Γ(1 − α)

(
f (a)

(t − a)α
+

∫ t

a
(t − τ)−α f ′(τ)dτ

)
=

1
Γ(1 − α)

f (a)
(1 − a)α

+C
a D

α
t f (t).
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2. Si f est continue sur [a, b], alors :

C
aD

α
t Iαa = f (t). (1.27)

3. Si f ∈ Cm[a, b], alors :

Iαa
C
aD

α
t f (t) = f (t) −

m−1∑
i=0

f (i)(a)
i!

(t − a)i. (1.28)

• En particulier, pour 0 < α ≤ 1, on a :

Iαa (C
aD

α
t f (t)) = f (t) − f (a). (1.29)

Alors, l’opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo est un inverse à gauche de

l’opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville du même ordre.

Exemple 1.2.3 Soient la fonction f (t) = (t− a)β ,m un entier et p un réel tels que 0 ≤ m− 1 <

α < m, avec β > m − 1

On a :

f (m)(τ) =
Γ(β + 1)

Γ(β −m + 1)
(τ − a)β−m

Donc :
C
aD

α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(m − α)Γ(β −m + 1)

∫ t

a
(t − τ)m−α−1(τ − a)β−mdτ.

En effectuant le changement de variable τ = a + s(t − a), on obtient :

C
aD

α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(m − α)Γ(β −m + 1)

∫ t

a
(t − τ)m−α−1(τ − a)β−mdτ

=
Γ(β + 1)

Γ(m − α)Γ(β −m + 1)
(t − a)β−α

∫ 1

0
(1 − s)m−α−1sβ−mds

=
Γ(β + 1)B(m − α, β −m + 1)

Γ(m − α)Γ(β −m + 1)
(t − a)β−α

=
Γ(β + 1)Γ(m − α)Γ(β −m + 1)

Γ(m − α)Γ(β −m + 1)Γ(β − α + 1)
(t − a)β−α.
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Donc :
C
aD

α
t (t − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)

(t − a)β−α,

En particulier, si α = 1
2 :

Supposons que x = t − a :
C
aD

1
2
t x0 =

Γ(1)
Γ(1

2 )
(x)−

1
2 =

1
√

xπ
.

C
aD

1
2
t x1 =

Γ(2)
Γ(3

2 )
(x)

1
2 =

Γ(2)
1
2Γ( 1

2 )
(x)

1
2 = 2

√
x
π
.

C
aD

1
2
t x2 =

Γ(3)
Γ( 5

2 )
(x)

3
2 =

2Γ(1)
3
2

1
2Γ(1

2 )
(x)

3
2 =

8
3

√
x3

π
.

1.2.3 Dérivées fractionnaires de Grünwald-Letnikov :

L’idée principale de la dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov est de donner

une généralisation de la définition classique de la dérivation entière d’une fonction à

des ordres arbitraires. La dérivée de premier ordre de la fonction f (t) est défini par :

f ′(t) =
d f
dt

= lim
h→0

f (t) − f (t − h)
h

. (1.30)

L’application de cette définition deux fois donne :

f ′′(t) =
d2 f
dt2 = lim

h→0

f ′(t) − f ′(t − h)
h

= lim
h→0

f (t) − 2 f (t − h) + f (t − 2h)
h2 . (1.31)

En utilisant (1.30) et (1.31), nous obtenons :

f ′′′(t) =
d3 f
dt3 = lim

h→0

f (t) − 3 f (t − h) + 3 f (t − 2h) − f (t − 3h)
h3 . (1.32)

Par dérivation successive, on obtient :

f (n)(t) =
dn f
dtn = lim

h→0

1
hn

n∑
r=0

(−1)r

n

r

 f (t − rh), (1.33)
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où : n

r

 =
n(n − 1)(n − 2)...(n − r + 1)

r!
.

La formule (1.33) représente la dérivée d’ordre entier n si n est positif, et l’intégrale

répétée n fois si n est négatif.

Grâce à la propriété fondamentale Γ(n+1) = n!,∀n ∈N, on peut arriver à une expression

plus générale dans le cas où n est négatif ou nul :

(−1)r

n

r

 =
−n(1 − n)(2 − n)...(r − n − 1)

r!
=

Γ(r − n)
Γ(r + 1)Γ(−n)

.

Donc on a :

Définition 1.2.7 Soit f ∈ C([a, t],R) : la dérivée fractionnaire de f au sens de Grünwald-

Letnikov est donnée par :

G
aD

α
t f (t) = lim

h→0

1
hα

∞∑
r=0

Γ(r − α)
Γ(r + 1)Γ(−α)

f (t − rh) =
1

Γ(−α)

∫ t

a
(t − τ)−α−1 f (τ)dτ. (1.34)

Tandis que l’intégrale fractionnaire et donnée par :

G
aD

−α
t f (t) = lim

h→0

1
h−α

∞∑
r=0

Γ(r + α)
Γ(r + 1)Γ(−α)

f (t − rh) =
1

Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1 f (τ)dτ. (1.35)

Définition 1.2.8 Si f est de classe Cm, des intégrations par parties de (1.34) et (1.35) nous

permit d’écrire :

G
aD

α
t f (t) =

m−1∑
r=0

f (r)(a)(t − a)r−α

Γ(r − α + 1)
+

1
Γ(m − α)

∫ t

a
(t − τ)m−α−1 f (m)(τ)dτ.

Et :
G
aD

−α
t f (t) =

m−1∑
r=0

f (r)(a)(t − a)r+α

Γ(r + α + 1)
+

1
Γ(m + α)

∫ t

a
(t − τ)m+α−1 f (m)(τ)dτ.

La Définition (1.2.8) est obtenue sous l’hypothèse que les dérivées f (r)(t), (r = 1, 2, ...,m) sont
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continues sur l’intervalle fermé [a, t] et que m est un entier vérifiant la condition m > α, la plus

petite valeur possible de m est déterminée par l’inégalité suivante : m − 1 < α < m
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CHAPITRE 2

EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

FRACTIONNAIRES AVEC DES

CONDITIONS NON LOCALES

Dons cette section, on s’intéresse à l’étude d’un problème d’existence et d’unicité

d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire suivante :
C
D
αy(t) = f (t, y(t),CDαy(t)), t ∈ J = [0,T], T > 0, 0 < α ≤ 1

y(0) + 1(y) = y0,
(2.1)

où f : J ×R ×R→ R, 1 : C (J,R)→ R sont des fonctions continues, et y0 une constante

réelle.

A titre d’exemple, on prend :

1(y) =

n∑
i=1

ciy(ti),

où 0 < t1 < t2 < ... < tn < T et ci, i = 1, ...,n sont des constantes.

Commençons par donner la définition de ce que nous exprimons comme solution du

problème (2.1).
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Définition 2.0.9 Une fonction y ∈ C1 (J,R) est dite solution du problème (2.1), si y satisfait

l’équation :
C
D
αy(t) = f (t, y(t),CDαy(t)), t ∈ J.

et la condition :

y(0) + 1(y) = y0.

2.1 Equivalence entre problème de Cauchy et l’équation

intégrale de Voltera (Solution intégrale)

Lemme 2.1.1 [16]

soient 0 < α ≤ 1 et h : [0,T] −→ R une fonction continue, alors le problème de Cauchy

suivant :
C
D
αy(t) = h(t), t ∈ J, (2.2)

y(0) + 1(y) = y0, (2.3)

peut se représenté de la maniére suivante :

y(t) = y0 − 1(y) +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds.

Preuve

En appliquant l’opérateur Iα au deux membres de l’égalité (2.2) et en utilisant la

formule (1.29), on obtient :

y(t) = y(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds

En utilisant la condition (2.3), on trouve :

y(0) = y0 − 1(y)
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Par suite

y(t) = y0 − 1(y) +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)ds.

2.2 Existence et Unicité de la solution

Lemme 2.2.1 [16] Soit f : J ×R×R→ R une fonction continue, alors le problème (2.1)

est équivalent au problème :

y(t) = y0 − 1(y) + IαPy(t),

où

Py(t) = f (t, y(t),Py(t)).

Par le principe de contraction de Banach, le théorème suivant nous donne l’unicité de

la solution du problème (2.1) :

Théorème 2.2.1 [16]

•(H ′1) il existe trois constantes K > 0, 0 < K < 1 et 0 < L < 1, telles que :

| f (t,u, v) − f (t, ū, v̄)| ≤ K|u − ū| + K|v − v̄| ∀t ∈ J et ∀ u, ū, v, v̄ ∈ R,

et

|1(y) − 1(ȳ)| ≤ L||y − ȳ||∞, ∀y, ȳ ∈ C(J,R).

De plus, si

L +
KTα

(1 − K)Γ(α + 1)
< 1, (2.4)

alors, le probléme (2.1) a une unique solution.

Démonstration : Nous allons transformer le problème (2.1) en un problème de point

fixe.

Considérons l’opérateure

F : C(J,R)→ C(J,R)
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défini par :

Fy(t) = y0 − 1(y) +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1Py(s)ds,

où

Py(t) = f (t, y0 − 1(y) + IαPy(t),Py(t)).

Par les Lemmes (2.1.1) et (2.2.1) , il est clair que les points fixes de l’opérateur F sont les

solutions du problème (2.1).

Si y ∈ C(J,R), alors (Fy) ∈ C(J,R), et donc l’opérateur F est bien défini.

Nous allons montrer que F admet un unique point fixe, et pour cela , il suffit de montrer

que F est une contraction.

Soient x, y ∈ C(J,R), et t ∈ J, on a alors ;

|Fy(t) − Fx(t)| ≤|1(y) − 1(x)| +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1

|Py(s) − Px(s)|ds

≤ L|y(t) − x(t)| +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1

|Py(s) − Px(s)|ds. (2.5)

D’autre part, on a pour tout t ∈ J :

|Py(t) − Px(t)| =| f (t, y(t),Py(t)) − f (t, x(t),Px(t))|

≤ K|y(t) − x(t)| + K|Py(t) − Px(t)|.

Ainsi,

|Py(t) − Px(t)| ≤
K

1 − K
|y(t) − x(t)|. (2.6)

En remplaçant (2.6) dans l’inégalité (2.5), on obtient :

|Fy(t) − Fx(t)| ≤ L|y(t) − x(t)| +
K

(1 − K)Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1

|y(s) − x(s)|ds

≤

[
L +

KTα

(1 − K)Γ(α + 1)

]
||y − x||∞.
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Finalement,

||Fy − Fx||∞ ≤

[
L +

KTα

(1 − K)Γ(α + 1)

]
||y − x||∞.

D’après (2.4), F est une contraction, et par la Théorème de point fixe de Banach, F admet

un unique point fixe qui est la solution du problème (2.1).
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CHAPITRE 3

STABILITÉ DES ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE

FRACTIONNAIRE SOUS CERTAINES

CONDITIONS

Dans cette partie, on s’intéresse à la notion de stabilité d’Ulam-Hyers [17, 18] de

l’équation différentielle fractionnaire suivante :

C
D
αyt = f (t, y(t),CDαyt), t ∈ J = [0,T], T > 0, 0 < α ≤ 1, (3.1)

où f : J ×R ×R→ R est une fonction continue.
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3.1 Types de stabilité

3.1.1 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers

Définition 3.1.1

L’équation (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers, s’il existe un nombre réel c f > 0, tel que pour

tout ε > 0 et pour chaque solution x ∈ C1(J,R) de l’inégalité :

|
C
D
αx(t) − f (t, x(t),CDαx(t))| ≤ ε, t ∈ J,

il existe une solution y ∈ C1(J,R) de l’équation (3.1) vérifiant :

|x(t) − y(t)| ≤ c fε, t ∈ J.

3.1.2 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers généralisée

Définition 3.1.2

L’équation (3.1) est stable au sens d’Ulam-généralisée, s’il existe une fonction ψ ∈ C1(R+,R+),

ψ f (0) = 0, telle que pour tout ε > 0 et pour chaque solution x ∈ C1(J,R) de l’intégralité :

|
C
D
αx(t) − f (t, x(t),CDαx(t))| ≤ ε, t ∈ J,

il existe une solution y ∈ C1(J,R) de l’équation (3.1) vérifiant :

|x(t) − y(t)| ≤ ψ f (ε), t ∈ J.

3.1.3 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers-Rassias

Définition 3.1.3

L’équation (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers-Rassias par rapport à ϕ ∈ C(J,R+) s’il existe

un nombre réel c f > 0, tel que pour tout ε > 0 et pour chaque solution x ∈ C1(J,R) de l’inégalité :

|
C
D
αx(t) − f (t, x(t),CDαx(t))| ≤ εϕ(t), t ∈ J,

28



ETUDES DE STABILITÉ

il existe une solution y ∈ C1(J,R) de l’équation (3.1) vérifiant :

|x(t) − y(t)| ≤ c fεϕ(t), t ∈ J.

3.1.4 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers-Rassias généralisée

Définition 3.1.4

L’équation (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers-Rassias généralisée par rapport àϕ ∈ C(J,R+),

s’il existe un nombre réel c f ,ϕ > 0, tel que pour chaque solution x ∈ C1(J,R) de l’inégalité :

|
C
D
αxt − f (t, x(t),CDαxt)| ≤ ϕ(t), t ∈ J,

il existe une solution y ∈ C1(J,R) de l’équation (3.1) vérifiant :

|x(t) − y(t)| ≤ c f ,ϕϕ(t), t ∈ J.

Remarque 3.1.1

Une fonction x ∈ C1(J,R) est dite solution de l’inégalité :

|
C
D
αx(t) − f (t, x(t),CDαx(t))| ≤ ε, t ∈ J,

si et seulement s’il existe une fonction 1 ∈ C(J,R)(qui dépend de la solution y) vérifiant :

1. |1(t)| ≤ ε, ∀t ∈ J.

2. C
D
αx(t) = f (t, x(t),CDαx(t)) + 1(t), t ∈ J.

3.2 Étude de la stabilité

Cette section est consacrée à l’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers de l’équa-

tion différentielle fractionnaire (2.1).
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3.2.1 Stabilité d’une équation différentielle fractionnaire avec des

conditions non locales

Nous allons étudier la stabilité du problème :

C
D
αy(t) = f (t, y(t),CDαy(t)), t ∈ J, T > 0, 0 < α ≤ 1 (3.2)

y(0) + 1(y) = y0, (3.3)

où 1 : C(J,R) −→ R est une fonction continue, et y0 une constante réelle.

Théorème 3.2.1

Supposons que les hypothèses (H ′1) et (2.4) sont satisfaites, alors le problème (3.2) avec la

condition non locale (3.3) est stable aux sens de Ulam-Hyers .

Preuve

Soit ε > 0 et soit x ∈ C1(J,R) une fonction qui satisfait l’inégalité :

|
c
D
αx(t) − f (t, x(t),cDα)| ≤ ε, ∀t ∈ J, (3.4)

et soit y ∈ C1(J,R) la solution du problème de Cauchy suivant :
C
D
αy(t) = f (t, y(t),CDαy(t)), t ∈ J, 0 < α ≤ 1

x(0) + 1(y) = y0.

Par les lemmes (2.1.1)-(2.2.1), on obtient :

y(t) = y0 − 1(y) +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1Py(s)ds,

oú

Py(t) = f (t, y(t),Py(t)),
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Par intégration de l’inégalité (3.4), on trouve :∣∣∣∣∣∣x(t) − y0 + 1(x) −
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1Px(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ εtα

Γ(α + 1)
≤

εTα

Γ(α + 1)
,

où

Px(t) = f (t, x(t),Px(t)).

Pour tout t ∈ J, on a :

|x(t) − y(t)| ≤

∣∣∣∣∣∣x(t) − y0 + 1(x) −
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1Px(s)ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣1(y) − 1(x) +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1(Px(s) − Py(s))ds

∣∣∣∣∣∣
≤

εTα

Γ(α + 1)
+ |1(x) − 1(y)|+

1
Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1

|Px(s) − Py(s)|ds.

En utilisant (2.6), on trouve :

|x(t) − y(t)| ≤
εTα

Γ(α + 1)
+ L|x(t) − y(t)| +

K

(1 − K)Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1

|x(s) − y(s)|ds.

Donc,

|x(t) − y(t)| ≤
εTα

(1 − L)Γ(α + 1)
+

K

(1 − L)(1 − K)Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1

|x(s) − y(s)|ds.

Par le Lemme de Gronwall (voir Annexe), on trouve :

|x(t) − y(t)| ≤
εTα

(1 − L)Γ(α + 1)
+

γεKTα

(1 − L)2(1 − K)Γ(α)Γ(α + 1)

∫ t

0
(t − s)α−1ds

≤
εTα

(1 − L)Γ(α + 1)

[
1 +

γkTα

(1 − L)(1 − K)Γ(α + 1)

]
= cε,

où γ = γ(α) une constante. Alors le probléme (3.2)-(3.3) est stable au sens de Ulam-

Hyers.

Remarque 3.2.1 Si on pose Ψ (ε) = cε, alors Ψ (0) = 0, et donc le probléme (3.2)-(3.3) devient

stable au sens de Ulam-Hyers généralisée.
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Théorème 3.2.2

Supposons que (H ′1), (2.4) sont satisfaites.Supposons également que

I(H ′2) il existe une fonction croissante ϕ ∈ C(J,R+)et il existe λϕ > 0 telles que :

I
αϕ(t) ≤ λϕϕ(t),∀t ∈ J

est satisfaite.

Alors le probléme(3.2)-(3.3) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.

Preuve

: voir [16].

3.3 Exemples

Dans cette parties, nous présentans deux exemples illustratifs pour vérifier la vali-

dité des schémas de la stabilité étudiés

Exemple 3.3.1 Soit le problème suivant :
C
D

1
2 y(t) =

a
6 + t2

 |y(t)|
a + |y(t)|

−
|
C
D

1
2 y(t)|

a + |CD
1
2 y(t)|

 , t ∈ [0, 1], a ∈ [1,+∞[

y(0) +
∑n

i=1 Ciy(ti) = 1,

(3.5)

où 0 < t1 < t2 < ... < tn < 1 et Ci, i = 1, ...,n sont des constantes positives avec :

n∑
i=1

Ci ≤
1
5
.

Posons :

f (t,u, v) =
a

6 + t2

[
|u|

a + |u|
−
|v|

a + |v|

]
, t ∈ [0, 1], a ∈ [1,+∞[,u, v ∈ R.
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et

1(y) =

n∑
i=1

Ciu.

Il est clair que la fonction f est continue. Pour tous u, v,u, v ∈ R et t ∈ [0.1], on a :

| f (t,u, v) − f (t,u, v)| =

∣∣∣∣∣∣ a
6 + t2

[
a(|u| − |u|)

(a + |u|)(a + |u|)
+

a(|v| − |v|)
(a + |v|)(a + |v|)

]∣∣∣∣∣∣
≤

a2

6 + t2

[∣∣∣∣∣ |u| − |u|
(a + |u|)(a + |u|)

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣ |v| − |v|
(a + |v|)(a + |v|)

∣∣∣∣∣]
≤

a2

6 + t2

1
a2 [|u − u| + |v − v|]

≤
1

6 + t2 [|u − u| + |v − v|]

≤
1
6

[|u − u| + |v − v|].

finalement,

| f (t,u, v) − f (t,u, v)| ≤
1
6

[|u − u| + |v − v|].

De plus, on a :

|1(u) − 1(u)| =

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Ciu −
n∑

i=1

Ciu

∣∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

Ci|u − u|

≤
1
5
|u − u|

ainsi (H ′1) est satisfaite avec K = K =
1
6

et L =
1
5

.
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Il reste plus qu’à vérifier la condition (2.4). On a :

L +
KTα

(1 − K)Γ(α + 1)
=

1
5

+

1
6

(1 −
1
6

)Γ(
3
2

)

=
1
5

+
1

5Γ(
3
2

)

=
5
√
π + 10

25
√
π

< 1.

Comme les hypothèses du Théorème (2.2.1) sont satisfaites, le problème (3.5) admet une unique

solution, et par le théorème (3.2.1), le problème (3.5) est stable au sens de Ulam-Hyers .

Exemple 3.3.2 On considère le problème suivant :


C
D

1
2 y(t) =

a
6 + t2

 |y(t)|
a + |y(t)|

−
|
C
D

1
2 y(t)|

a + |CD
1
2 y(t)|

 , t ∈ [0, 1], a ∈ [1,+∞[

y(0) +
a
3

(
|y(t)|

a+|y(t)|

)
= 1,

(3.6)

Posons :

f (t,u, v) =
a

6 + t2

[
|u|

a+|u|
−
|v|

a+|v|

]
, ∀t ∈ [0, 1].a ∈ [1,+∞[, u, v ∈ R.

et

1(y) =
a
3

(
|u|

a+|u|

)
, u ∈ R.

D’après l’exemple(3.3.1), on a :

| f (t,u, v) − f (t, ū, v̄)| ≤
1
6

[|u − ū|+|v − v̄|] .
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Ensuit,pour tous u, ū ∈ R, on a :

|1(u) − 1(ū)| =
a
3

∣∣∣∣∣ a(|u|−|ū|)
(a+|u|)(a+|ū|)

∣∣∣∣∣
≤

a2

3
1
a2 ||u|−|ū||

≤
1
3
|u − ū|

ainsi :

K = K =
1
6

et L =
1
3

Par conséquent (H ′1) est satisfaite.

D’autre part,

L +
KTα

(1 − K)Γ(α + 1)
=

1
3

+

1
6

(1 −
1
6

)Γ(
3
2

)

=
1
3

+
2

5
√
π

=
5
√
π + 6

15
√
π

< 1.

Comme les hypothèses du Théorème (2.2.1) sont satisfaites, le problème (3.6) admet une unique

solution, et par le théorème (3.2.1), le problème (3.6) est stable au sens de Ulam-Hyers .
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans ce travail de mémoire, nous avons étudie différentes types de la stabilité au

sens de Ulam-Hyers d’un problème de Cauchy avec des conditions non locales d’une

équation différentielle d’ordre fractionnaire implicite. Dans le premier chapitre, nous

avons présenté quelques résultats classiques de calcul fractionnaire, qui nous semblent

utiles pour la bonne compréhension de travail de ce mémoire.

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse à la résolution d’un problème de Cauchy avec

des conditions non locales d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire implicite.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude de la stabilité des équations différentielles

fractionnaires. L’utilisation de cette étude a nous permis de montrer sous certaines

conditions adéquates la démonstration de la stabilisation de telles équations.

Enfin, deux exemples illustratifs ont été fournis pour vérifier la validité du schéma de

la stabilité considéré.
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ANNEXE

Définition 3.3.1

Soient X un espace de Banach et F : X→ X. On dit que x ∈ X est un point fixe de F si :

F(x) = x.

Théorème 3.3.1 (Théorème de point fixe(Contraction de Banach))

Soient X un espace de Banach et F : X −→ X une contraction, c’est-à-dire, il existe 0 ≤ k < 1

tel que :

∀x, y ∈ X : || f (x) − f (y)||X ≤ K||x − y||X,

alors F a un unique point fixe.

Lemme 3.3.1 (Lemme de Gronwall)

Soient v : [0,T] → [0,∞) une fonction réelle et w(.) une fonction non négative, localement

intégrable sur [0,T]. Supposons qu’il existe des constantes a > 0 et 0 < α ≤ 1 telles que :

v(t) ≤ w(t) + a
t∫

0
(t − s)−αv(s)ds.

Alors, il existe une constante K = K(α) telle que :

v(t) ≤ w(t) + Ka
t∫

0
(t − s)−αw(s)ds. ∀t ∈ [0,T].
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Théorème 3.3.2 (théorème de Schauder)

Soit B un espace de Banach, U un fermé, borné, convexe et non vide de B et T : U → U une

application telle que l’ensemble Tu : u ∈ Uest relativement compact dans B. Alors, T possède

au moins un point fixe dans U.
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