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RESUME

Dans ce mémoire, nous exposons la conclusion de I'analyse de la dynamique
chaotique du systéme de Rossler.

Dans cette étude, nous commencons par analyser la nature des points fixes ainsi

que leur stabilité, en utilisant des méthodes théoriques et numériques. Ensuite, nous

examinons les bifurcations du systéme, les attracteurs et tracé les graphes des bifurca-

tions correspondant a chaque parametre.

Les mots clés :

Chaos, bifurcation, attracteur, systeme de Rossler.



ABSTRACT

In this memory, we present the conclusion of the analysis of the chaotic dynamics
of the Rossler system.

In this study, we begin by analyzing the nature of the fixed points and their
stability using theoretical and numerical methods. Then, we examine the system’s bi-
furcations, attractors andwe plotted the bifurcation diagrams corresponding to each

parameter.

Key words :

Chaos, bifurcation, attractor, Rossler system.
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INTRODUCTION GENERALE

es systemes dynamiques chaotiques sont des systémes complexes dont le compor-
L tement est caractérisé par une sensibilité extréme aux conditions initiales. Cela
signifie que de légeres variations dans les conditions de départ peuvent entrainer des ré-
sultats totalement différents a long terme. Ces systémes présentent également un aspect
imprévisible et chaotique, méme si les équations qui les régissent sont déterministes.
L’histoire et 1’étude des systemes dynamiques chaotiques remontent a plusieurs
décennies. Les scientifiques et les mathématiciens ont cherché a comprendre les com-
portements complexes et imprévisibles qui se produisent dans de nombreux systémes
naturels et artificiels.

Le concept de chaos a été introduit par le mathématicien francais Henri Poincaré
au XIXe siécle. I a constaté que certains systemes, tels que le mouvement des planetes
ou le pendule double, peuvent étre sensibles aux conditions initiales, ce qui signifie
que de petites variations peuvent conduire a des résultats totalement différents a long
terme.

Cependant, c’est dans les années 1960 et 1970 que 1’étude des systemes chaotiques
a vraiment pris son essor. Des chercheurs tels que Edward Lorenz, Benoit Mandel-
brot et Mitchell Feigenbaum ont fait d’importantes avancées dans ce domaine. Ils
ont développé des modeles mathématiques et des outils de visualisation pour étu-
dier les systémes chaotiques et comprendre leurs propriétés( Lorenz venait de mettre
en Evidence le phénomene de sensibilité aux conditions initiales [15] ).Au fil des dé-
cennies, I'étude des systemes dynamiques chaotiques s’est étendue a de nombreux
domaines, notamment l’astronomie, la biologie, la chimie, 1’économie, la physique et

bien d’autres. Les scientifiques ont découvert que le chaos peut étre présent dans des



phénomenes aussi divers que la météo, les fluctuations des populations animales, les
marchés financiers et méme les battements du cceur.

Aujourd’hui, I'étude des systemes dynamiques chaotiques continue d’évoluer,
avec de nouvelles théories, des modeles plus sophistiqués et des applications pratiques
dans de nombreux domaines. Comprendre et prédire les comportements chaotiques
peuvent avoir des implications importantes, tant sur le plan scientifique que sur le plan
pratique, en nous aidant a prendre des décisions éclairées dans un monde complexe et
imprévisible.

Nous avons présenté dans ce mémoire trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous introduisons des définitions relatives aux systémes
dynamiques et a leur comportement.

Dans le second chapitre, nous nous penchons sur I'étude des propriétés des sys-
temes chaotiques.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous concentrons sur 1'étude du systéme de Ross-

ler, en cherchant les points fixes et en analysant le comportement du systeme.



CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE SUR LES
SYSTEMES DYNAMIQUES

1.1 Définitions d’un systeme dynamique

Définition 1.1.1. [1] En regle générale, un systéme dynamique est un ensemble mécanique,
physique, économique, environnementale ou de tout autre domaine qui d’écrit des phénomenes
qui se transforment au fil du temps. Le terme *"'systeme” désigne un ensemble de variables d’état
qui changent de valeur au fil du temps, ainsi que les interactions entre ces variables. L'ensemble
des variable d’état d’un systeme permet de construire un espace mathématique appelé ”espace

de phase”.

1.1.1 Systéme dynamique a temps continu

Définition 1.1.2. Un systéme dynamique dans le cas continu est gouverne par un ensemble

d’équations différentielles :
dx

= =30 = f&(0, ), (.
ol

o x € R" est le vecteur d’état, t € R* désigne le temps.

o f:R" X R* — R" désigne la dynamique du systeme.

o x(ty) = xo état initial.

o xo € IR" représente I'état initial du systeme et to l'instant initial.
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Exemple 1.1.1. :

Le systéme de Lorenz est défini par les équations suivantes [14] :

d_u =o0(v—u),

qt

dv

7 = —uw + pu — 7,
w

I =uv — pw,

oit u, v et w sont les variables d’état du systeme. o, p et p sont des parametres réels. L'espace de

phase est R®, I'espace de parametre est R®.

1.1.2 Systéme dynamique a temps discret

Définition 1.1.3. En mode discret, un systeme dynamique est représenté par des équations
aux différences. Ces équations sont utilisées pour décrire Iévolution des états du systéme a des
instants discret.

Le systeme décrit par :

{ x(k+1) = g(x(k), k), (1.2)

x(ko) = xo,

N

ol

k : I'instant discret.

ko : Uinstant initial discret.
Xo : le vecteur d’état initial.

g :R" X Z* — R" décrit la dynamique du systeme en temps discret.

Exemple 1.1.2. L'application de Hénon [12] :

— 2
{ Xn+1 = yn+1 —ax;,

Y1 = bxn/

oiL a et b sont des parametres réels. L'espace des parametres est R?.

1.2 Systeme conservative et systeme dissipative

Définition 1.2.1. En physique, un systéme conservative est un systeme qui conserve I'énergie
totale et possede un intégral premier du mouvement. Cela signifie que I'énergie du systéme ne

change pas saufs’il y a une influence externe. Les exemples courants de systéme conservative sont
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les systeme qui obéissent a la loi de conservation de I'énergie, tels que les systemes mécaniques

qui n’ont pas de frottement, ou les systemes électromagnétiques qui n’ont pas de pertes.

Définition 1.2.2. En revanche, un systéeme dissipative est un systéme qui dissipe de I'énergie,
ce qui signifie que son énergie diminue au cours de temps. Les systemes dissipative possedent
généralement au moins un terme dépendant de la vitesse, qui représente des pertes d’énergie
due au frottement, au frottement visqueux, ou a d’autre formes de dissipation. Les exemples
courants de systeme dissipatif sont les systemes mécaniques qui ont des frottements, les systémes
électromagnétiques qui ont des pertes de résistance, et les systemes thermodynamiques qui ont
des pertes de chaleur.

Les systemes considérés sont des systemes déterministes est conservative, si et seulement si
la dynamique du systéme associé a chaque condition initiale xo un et un seul état final x(t), il

faut pour cela qu'il existe une application bijective ¢ de I'espace de phase :

{ ¢:IXR -1
(x, t) = (Pt(x) = qb(x, t)/

qu’on appelle le flot. Si le systeme est dissipative, le flot n’est pas bijectif et il existe en général

un (ou plusieurs) attracteurs dans l'espace des phases du systeme.

1.3 Systéeme autonome et non-autonome

1. Systéme autonome

Définition 1.3.1. Un systeme d’équations différentielles est considére comme autonome

lorsque la fonction f ne dépend pas explicitement du temps t, dans ce cas, on peut l'écrire :

x = f(x, p). (1.3)
Exemple 1.3.1. Soit le systéme autonome suivante :

X1 = 3xy — X3,
9(,:2 = X1+ X3,

X3 = Xp— 5X1.

2. Systéme non-autonome

Définition 1.3.2. Un systéme d’équations différentielles est considere comme non auto-

nome lorsque la fonction f dépend explicitement du temps t.
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Exemple 1.3.2. Soit le systéme non autonome suivant :
X1 =Xxp+t,
Xy = —X1 + Xo.

1.4 Espace de phases

Définition 1.4.1. [4] Tout a fait, I'espace de phase est un espace géométriquement souvent
multidimensionnel utilisé pour décrire géométriquement I'évolution d'un systeme dynamique

décrit par des équations différentielles par rapport au temps.

1.5 Flot

Définition 1.5.1. [4] Soit M un ensemble quelconque et G un groupe additif (R ou Z.).
Considérons {@'}ec un groupe a un parametre d’application M dans M indexé par le groupe G.
On appelle flot ou systeme dynamique le couple (M, {@]_.}).

L’ensemble précédent constitue I'espace des phases du flot. Tout point x de cet espace représente

un état du systéme dynamique.

1.6 Trajectoires

Définition 1.6.1. Soient (M, {@!_.}) un systeme dynamique et x un état de l'espace des phases.

On appelle trajectoire d'un point x de M I'application définie sur G et a valeurs dans M par

{ p:G—- M, (1.4)

t - ¢f(x).

Donc, la trajectoire est une solution du systeme différentiel.

1.7 Ensembles limites

Définition 1.7.1. [5] Soit ¢, un flot dans X et soit a € X

e Un point x est dans I'ensemble w — limite : w(a) s’il existe une suite t, — +oo telle que
@1 (a) = x lorsque k — +oo.

oit @y est le flot du systeme % = f(x).

e Un point x est dans l'ensemble o — limite : w(a) s'il existe une suite t, — —oo telle que

@1 (a) = x lorsque k — +oo.
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Définition 1.7.2. L'ensemble des points o — limite (resp w — limite) est désigné par a(x) (resp

w(x)), et on définit I'ensemble limite par I'ensemble :

a(x) U w(x))

1.8 Points d’équilibres

Les points d’équilibres (appelé aussi stationnaires, ou points fixes, ou points sin-
guliers ou point critique) d'un systeme ont une grande importance pour décrire les

caractéristiques du systeme.

Définition 1.8.1. Un point d’équilibre de I'équation x = F(x) est un point x* de I'espace des

phases vérifiant F(x*) = 0. Sinon, on dit que x* est un point ordinaire.

1.9 Stabilité au sens de Lyapunov

On considere I'ensemble des systémes non linéaires décrits par 1’'équation dyna-

mique suivante [1] :

{ X(t) = f(x(t), 1), (1.5)

x(tO) = Xo,
oux(t) € R"et f : R" X R* — IR” est continue. On présente ici les méthodes permettant

d’étudier la stabilité des points d’équilibre du systeme (1.5).

1.9.1 Méthode directe

Lyapunov a proposé une méthode, appelée méthode directe de Lyapunov, est basée
sur la recherche d’une fonction particuliere, notée V(x) et appelée fonction de Lyapou-
nov, si une telle fonction existe alors le systéme est stable. Cette méthode est difficile
a mettre en ceuvre, mais elle est d'une portée beaucoup plus générale. Notons que
la méthode directe de Lyapounov nous donne une condition suffisante de stabilité,
c’est-a-dire que le systeme peut étre stable méme devant I'impossibilité de trouver une
fonction de Lyapounov car iln’y a pas de regle générale pour trouver une telle fonction.

Fonction de Lyapunov

Soit x* est un point d’équilibre du systeme (1.5). Soit V : W — R, une fonction

différentiable définie sur un voisinage W de x" telle que

Vix) =0,
Vix) >0 si x#ux".
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Posons :
n

V. &V
V= Z a_xjxj B p 8x]-f](x)'

alors on a le théoréme suivant :

Théoréeme 1.9.1. — Si V(x) < 0 dans W, alors x* est stable.
— Si V < 0dans W, alors x* est asymptotiquement stable.
— Si V(x) > 0 dans W, alors x* est instable.
On dit aussi que la fonction V est semi-définie négative dans le premier cas, définie négative

dans le deuxieme cas et définie positive dans le troisiéme cas.

Exemple 1.9.1. [4] Soit le systeme :

b

ce systeme a un point fixe unigue (0,0). Soit V = x> + y?, alors :

¥+ ax(x® + ),

—x + ay(x* + y?),

av . .
il 2(xx + yy)

= 2(x(y + ax(:® + y?)) + y(—x + ay(x* + y*)))
= 2@y + ax?(x* + yz) —xy+ Ll}/z(x2 + ]/2))

= 2a(x* + y*)~

Do, d’apres le théoreme de Lyapunov :
— Sia <0, le point fixe a l'origine est asymptotiquement stable.
— Sia =0, le point est stable (ici les trajectoires sont des cercles).

— Sia > 0, le point est instable.

1.9.2 Méthode indirecte

Lyapunov et autres ont remarqué par I’étude des trajectoires des courbes intégrales
au voisinage de I'équilibre que, dans la majorité des cas, les points d’équilibres des
systémes non linéaires peuvent étre ramenés aux mémes types de points d’équilibre
des systemes linéaires. Donc I'étude d’un systeme linéaire est aisée puisque se résout
dans un critére purement algébrique. De ce fait, la méthode la plus classique pour la
détermination de la stabilité non linéaire du point d’équilibre se réduit a la linéarisation

du systeme (1.4) en ce point (point d’équilibre)

8
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Linéarisation des systemes dynamiques

Considérons le systeme dynamique non linéaire (1.5) rappelé ci-dessous :

x(t) = f(x(t)); (1.6)

sur X et soit x* un point d’équilibre (ainsi f(x*) = 0).

Le systeme linéaire :

¥ = Ax, (1.7)
avec :
dA() AT Ifi(x")
axl 8x2 e Ixp
Ih(x)  Ih() If(x")
A — 8x1 aXZ e 8xn
Ifu(x)  Iful(x") 9 fu(x")
oxy oxy tet Ixy,
d2fi(x)

s’appelle le linéarisé du systeme au point x* et la matrice ( ) s’appelle matrice

ox j
jacobienne de f(x).
Par un changement de coordonnées, le point fixe de (1.7) se ramene a I'origine (f(0) = 0)

et le développement de f en série de Taylor autour de x = 0 donne
=D 1 D2 1 D3
f(x) =Df(0)x + o £(0)(x, x) + 3 FO)(x, x,x) + ....

La méthode indirecte de Lyapunov, pour étudier la stabilité autour d"un point d’équi-
libre x*, consiste a étudier le systeme linéaire x = Ax.
Dans le cas ot la matrice A = Df(0) posséde n valeurs propres A;, i= 1, ..., n distinctes,

la solution de (1.7) est :

x(t) = Z cioVelt,

i=1
ot v est le vecteur propre correspondant a la valeur propre A; etlesc;, i=1, ..., nsont
des constantes (déterminées par les conditions initiales).

d’ot1 le théoréme suivant pour le systéme linéaire x = Ax.

Théoreme 1.9.2.  — Si toutes les valeurs propres A; ont leur partie réelle négative le point
fixe est asymptotiquement stable.
— Si une ou plusieurs valeurs propres sont des imaginaires pures, les autres valeurs ayant
leur partie réelle négative, le point fixe est un point centre ou un point elliptique (stable
mais pas asymptotiquement stable).

— Si une des valeur propres a sa partie réelle positive le point fixe est instable.
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Exemple 1.9.2. [6] Soit le systeme :

X = yr-x,
y = x*-2y—xz

= —z+xy.

L’origine 0 est un point fixe. Son linéarisation est :

X -1 0 0 X
DfO) = v |=]0 -2 0 y
Z 0 0 -1 z

Les valeurs propres de Df(0) sont Ay = =1,A, = =2, A3 = —1 toutes négatives, d’oit le point

I'équilibre 0 est asymptotiquement stable.

1.10 Classification des points d’équilibres

1.10.1 Cas des systemes linéaires

Considérons le systeme linéaire [4] :
x(t) = Ax, (1.8)

ou x = (X1,X2, ceeee ,X;) , A est une matrice a coefficients constants appartenant a R"™"

inversible. Soient A4, A, ....A,, les valeurs propres de A.
Définition 1.10.1. 1. Si les valeurs propres Ay, Ay, ....A, sont réelles et de méme signe, la
solution x = 0 est appelée nceud.

2. Siles valeurs propres Ay, Ay, ....A,, sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution

x = 0 est appelée selle.

3. Si les valeurs propres Ay, Ay, ....A,, sont complexes avec Re(A;) # 0;i =1, ..., n, la solution
x = 0 est appelée foyer.

4. Si les valeurs propres Ay, Ay, ....A,, sont complexes avec Re(A;) = 0;i =1, ..., n, la solution
x = 0 est appelée centre.

Tous ces cas sont regroupés dans la figure (1.1).
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Exemple 1.10.1. considérons le systeme dynamique linéaire suivant :

{ X1 = —2x1 + X,

Xy =-—X1— 2x2.

Les points fixes de ce systéme sont les solutions des équations :

—2x1 + X
—X1 — ZXZ

La seule solution est x* = (0,0), qui est le point fixe de ce systeme.

0,
0.

La matrice Jacobienne de ce systeme est :

-

Les valeurs propres de A sont Ay = =2 —iet Ay = =2 +1i.
Comme ces valeurs propres ont des parties réelles strictement négatives.

Le point fixe x* = (0, 0) est foyer stable.

1.10.2 Cas des systemes non linéaires

Considérons maintenant le systéeme non linéaire [4] :

1() = f(@). (L9)

Définition 1.10.2. Un point critique de x* de I'équation (1.9) est appelé un puits si toutes les
valeurs propres de la matrice A = D f(x") ont des parties réelles négatives, il est appelé source
si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x*) ont des parties réelles positives, il est
appelé selle s'il est hyperbolique et si A = D f(x*) a au moins une valeur propre avec une partie

réelle positive ou au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

Théoréme 1.10.1. Soit x; = f(x),x € R", f € C!, un systeme dynamique a temps continu. Si
x* est un point fixe (f(x*) = 0), alors si les valeurs propres de D f(x*) sont des parties réelles
négatives x* est stable, et instable si 'une de ces valeurs propres de D f(x*) est de partie réelle

positive.

Exemple 1.10.2. Considérons le systeme dynamique non linéaire suivant :
x(t) = 2x(x* — 4). (1.10)

11
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Les points fixes sont les solutions de 2x(x* —4) = 0, qui sont x =0, x = =2 et x = 2.

Pour déterminer la stabilité de ces points fixes, nous devons calculer la dérivée seconde de
x(t).
En dérivant x par rapport a x, nous obtenons : ¥(t) = 6x* — 8.

Pour déterminer la stabilité des points fixes, nous examinons le signe de la dérivée seconde
¥(t) en chaque point fixe.

e Pour x = 0, on a ¥(0) = —8 qui est négatif, donc le point fixe est stable.

o Pour x = =2 et x = 2, on a ¥(+2) = 16, donc les deux points fixes sont instables.

12



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LES SYSTEMES DYNAMIQUES

Noeud Col Fayer
Xy X :.. X:
1
) /
X b X il X
—_— e —— m——
s
/ .,
L]
1
Centre Noeud impropre Source

Ficure 1.1 — Classification des points d’équilibre dans IR?.

1.11 Les attracteurs

Définition 1.11.1. [7] L'attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les

trajectoires des points de l'espace des phases, c’est-a-dire une situation (ou un ensemble de

situations) vers lesquelles évolue un systeme dynamique, quelles que soient ses conditions

initiales.

Quelques définitions mathématiques, pour un attracteur, sont données comme le

suit :

Définition 1.11.2. ['ensemble A est un attracteur si:

1. Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute solution

x(xo,t) = @i(xo) restera dans U si xy € v.
2. Ne(V)=A,t>0.

3. Il existe une orbite dense dans A.

1.11.1 Les différents types d’attracteurs

Il y a deux types d’attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs Etranges

ou chaotique

13
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1. Attracteurs réguliers : Les attracteurs réguliers spécifient I’évolution des systemes

non chaotiques, et peuvent étre de trois sortes :

e Le point fixe :[7] c’est le cas le plus courant, et le plus simple d’attracteur. Le
systeme évolue vers un état de repos (point).

e Un cycle limite :[2] c’est une trajectoire fermée dans l'espace des phases vers
laquelle tendent les trajectoires. Donc c’est une solution périodique du systéme.

e Un tore :[2] représente les mouvements résultant de deux ou plusieurs oscilla-

tions indépendantes que 1’on appelle parfois "mouvements quasi- périodiques".

D (@ Q

Un point Tn Cwcle limite Un Tor dans D3
{(quasi-pérniodi que)

Ficure 1.2 — Les différents types d’attracteurs.

2. Attracteurs étranges : Il s’agit d'une géométrie complexe de dimension fractale,
associée souvent a une évolution imprévisible dans le domaine temporel. Nous dé-
velopperons plus en détails ce type d’attracteur dans la partie oti nous aborderons

les systemes chaotiques.

Ficure 1.3 — Attracteur chaotique de chen.
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1.12 Bifurcations

Soit le systéme non linéaire :

T - ), (111)

avec le parametre de contrdle 7, et soit x*sa solution. Une bifurcation est un change-
ment qualitatif de la solution x*du systeme(1.11) lorsqu’on modifie 7, et d'une maniere
plus précise la disparition ou le changement de stabilité et ’apparition de nouvelles

solutions.[8]

1.12.1 Les types de bifurcations

Les quatre types de bifurcations de codimension un sont exposés dans ce qui suit :

noeud-col, transcritique, fourche et Hopf.

1. Bifurcation noeud-col : [8] Une fonction linéaire ne change pas le nombre de

racines. Le polynome le plus simple qui change de nombre de racines en fonction

du parametre est le polyndme quadratique  f(x,7) = 7 — x2.

Considérons le systeme (1.11), et prenons pour f la fonction :
fx, 1) =1 -2 (1.12)

Nous appelons la fonction (1.12) équation générique de bifurcation noeud-col.

Etudions le comportement de I’équation (1.12), les points fixes de cette derniére

sont :

¢ Sit < (,l'équation f(x,7) = 0 n’admet pas de solution, alors on n’a pas de points

fixes.
eSit>0,0na: f(x,71)=1-x*=0=x, = £t

la stabilité est déterminée par :
f(x,T) = =2x% = =2(x V7).

Selon les signes de f’(x%) on voit que x; = T est stable, tandis que x* = —+/1

est instable.

e Si 7 = 0 le seul point fixe est x = 0 est semi stable.
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dr
&

-

Ficure 1.4 — Diagramme de bifurcation noeud-col.

2. Bifurcation transcritique : Si f est contrainte de ne pas avoir de terme constant, le

développement limité mene a la forme normale d"une bifurcation transcritique.

I’analyse usuelle donne :
x=0
X(t—x) =0
X=1

X =1TXx—X5,

—= f’(x):’c—2x<=){

(1.13)

T pourx =0

—T pourx =1

Donc x* = 0 est stable pour 7 < 0, instable pour 7 > 0, tandis que x* = 7 fait le

contraire : ces points fixes échangent simplement leur stabilité.

X A

s W
il
r e

——

Ficure 1.5 — Diagramme de bifurcation transcritique.

3. Bifurcation fourche : [8] Si on peut réduire f(x,7) a un polyndme cubique a ces

quatre cas :

flx,7)=1x—x

16
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fx,7) = T + ¥ (1.15)
flx,7) = —tx + x; (1.16)
flx, 1) = —tx — x°. (1.17)

L’équation (1.14) s’appelle la forme normale d"une bifurcation fourche supercri-
tique.

Ses points fixes :

*

x=0

xr=1

x(1-x?) =0 = {
Alors :
e si 7 <0, on a un seul point fixe x* = 0.

e Si 7 > 0, on a trois points fixes :
et

Stabilité de ces points fixes :

T pour x* =0
f(x)=17-3x"
—2T pour X, =%+t
e Si 7 <0, le seul point fixe x* = 0 est stable.
e Sit > 0, le point fixe x* = 0 est instable, mais x*. = + /7 sont stables.
On remarque un échange dans le nombre des points fixes et dans la stabilité en

7<0.

e Pour (1.15) qui est la forme normale d"une bifurcation fourche sous-critique, le
méme calcul que comme pour le cas supercritique. Le point fixe x* = 0 est stable
pour 7 < 0 et devient instable pour 7 = 0.

Mais contrairement au cas supercritique, les autres points fixes x* = + /7 existent

dans la région ou x* = 0 est stable, et sont toujours instables.
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I.}I" }r
-."‘-..
Ty
S
A
I F
e
-
-
(a) (b)

Ficure 1.6 — Diagramme de bifurcation fourche.

4. Bifurcation Hopf : [9] La bifurcation Hopf aura lieu lorsque le parameétre de
controdle 7 prend une valeur critique 7 pour laquelle la matrice jacobienne du sys-
teme possede une paire de valeurs propres complexes conjugués qui traversent
I’axe imaginaire et le type de stabilité de I'équilibre existant change avec 1’appari-

tion d"un cycle limite.

— Aquilibre stable
= = équilibre instable
—— cycle stable

04—

0.3-

02—+

0.1-

-0.1 —

-02-
-03

i 8§ & F B & & " )

- . 02

- - " » " 0
e e e 04_0 ?

01 -p08 -006 -0.04 -DO2 0 002 004 006 008 01
3

Ficure 1.7 — Diagramme d"une bifurcation de Hopf.
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CHAPITRE 2

THEORIE DU CHAOS

2.1 Histoire de la théorie du chaos

L’étude du la chaos déterministe remonte a de nombreux scientifiques et mathé-
maticiens a différentes époques de I'histoire. Parmi les plus importants figure Henri
Poincaré, qui a travaillait sur 1’étude des mouvements mécaniques des corps célestes
dans le systéme solaire. Cependant, le physicien francais Henri Poincaré a été al’origine
de la véritable révolution dans notre compréhension de ces systemes. En 1892, Poincaré
a posé le probléme des trois corps en mouvement variable et, au cours des six années
suivantes, il a développé les fondements mathématiques pour comprendre ce systeme.
Le mathématicien frangais Jules Fabre a également travaillait sur la théorie dynamique
des systémes aléatoires. Enfin, le mathématicien américain Edward Lorenz a étudié les
systémes dynamiques et a montré que les systemes dynamiques peuvent avoir un com-
portement chaotique (discontinu et aléatoire). Ces découvertes ont été considérées par
les scientifiques comme une révolution scientifique dans les domaines de la physique
et des mathématiques, et ont été appliquées a de nombreux autres domaines tels que

I’économie, la nature et la société.

2.2 Définition du chaos

Définition 2.2.1. : [10] Il existe plusieurs définitions du chaos, parmi lesquelles on mentionne
les suivantes :
o Un mouvement irrégulier d'un systeme dynamique qui est déterministe, sensible aux

conditions initiales, et impossible de prédire a long terme avec rien moins qu’une représentation
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infinitive et parfaite des valeurs analogiques.
e Le chaos est une évolution a long terme imprévisible et désordonné qui répond a certains
criteres mathématiques spécifiques et qui se produit dans un systéme déterministe non linéaire.
e La propriété qui caractérise un systeme dynamique dont la plupart des orbites présentent

dépendance sensible.

2.3 Systeme dynamique chaotique

Définition 2.3.1. :
Un systeme dynamique chaotique est un systeme qui dépend de plusieurs parameétres et
caractérisés par une extréme sensibilité aux conditions initiales, ils ne sont pas déterminés ou

modélisés par un systéme d’'équations linéaires ni par les lois de la mécanique classique.

2.4 Routes vers le chaos

Un systéme dynamique posseéde en général un ou plusieurs parametres dit "de
contrdle", quiagissent sur les caractéristiques de la fonction de transition. Selon la valeur
du parametre de controle, les mémes conditions initiales menent a des trajectoires
correspondant a des régimes dynamiques qualitativement différentes. La modification
continue du parametre de controle conduit dans bien des cas, a une complexification
progressive du régime dynamique développé par le systeme.

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos. On
constate dans tous les cas que ’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progres-
sive, mais marquée par des changements discontinus qu’on appelle bifurcations. Une
bifurcation marque le passage soudain d’un régime dynamique a un autre, qualitati-
vement différent. On peut citer trois scénarios de transition vers le chaos [8] :

1- L'intermittence vers le chaos : un mouvement périodique stable est entrecoupé
par des bouffées de turbulence. Lorsqu’on augmente le parameétre de controle, les bouf-
fées de turbulence deviennent de plus en plus fréquentes, et finalement, la turbulence
domine.

2- Le doublement de période : qui est caractérisé par une succession de bifurcations
fourches. A mesure que la contrainte augmente, la période d'un systéme forcé est
multipliée par deux, puis par quatre, puis par huit,...., etc; ces doublements de période
sont de plus en plus rapprochés; lorsque la période est infinie, le systeme devient
chaotique. La turbulence dans les fluides peut également apparaitre selon ce scénario.

3- La quasi-périodicité : qui intervient quand un deuxieme systéme perturbe un
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systeme initialement périodique. Si le rapport des périodes des deux systémes en
présence n’est pas rationnel, alors le systéeme est dit quasipériodique. Ce scénario un
peu compliqué est relié a la théorie des nombres, notamment aux travaux de Jean-
Christophe Yoccoz, lauréat de la Médaille Fields en 1994, pour ses travaux sur les

systemes dynamiques.

2.5 Caractéristique de chaos

2.5.1 Lanon-linéarité

Un systéme chaotique est un systéme dynamique non linéaire. Les systémes linéaires

sont caractérisés par une absence de comportement chaotique.

2.5.2 Le déterministe

Un systéme est dit déterministe lorsqu’il est possible de prédire (de calculer) son
évolution au cours du temps. La connaissance exacte de 1’état du systéme a un instant
donné, l'instant initial, permis le calcul précis de 1’état du systeme a n’importe quel
autre moment. Dans les phénomeénes aléatoires, il est absolument impossible de prévoir
la trajectoire d'une quelconque particule.

Donc, un systeme chaotique a des regles fondamentales déterministes et non pro-
babilistes. Il est généralement régi par des équations différentielles non linéaires qui

sont connues, donc par des lois rigoureuses et parfaitement déterministes.

2.5.3 Sensibilité aux conditions initiales

La sensibilité aux conditions initiales signifie que chaque point dans un systeme
chaotique est arbitrairement prés approchée par 1’autre point avec sensiblement voie
d’avenir, ou trajectoire. Ainsi que la moindre erreur ou petit changement sur les condi-
tions initiales conduit a une mauvaise décision sur la trajectoire effectivement suivie
a tout tempe, en conséquence il est impossible de faire prédire sur 1’évolution a long
terme du systeme.

La sensibilité aux conditions initiales est donc l'une des propriétés essentielles du

chaos. On peut la caractérise par le mesure des taux de divergences des trajectoires.
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FiGure 2.1 — Sensibilité aux condition initiale du systéme de lorenz .

2.5.4 Aspect aléatoire

Si le mouvement est aléatoire, les points du systeme se répartissent de maniere
aléatoire dans ’espace des phases, sans qu’aucune structure ne soit visible. En revanche,
si le mouvement est chaotique, les points semblent initialement distribués de maniere
aléatoire. Cependant, apres une observation prolongée du systeme, on remarque que

les points dessinent une forme spécifique.

Aspect aléatoire

10 15 20 2% 30 35 40 45 50
temps(sec)

o
o,

F1Gure 2.2 — L'aspect aléatoire du systéme de lorenz .
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2.5.5 Exposent de Lyapounov

Alexandre Lyapunov a développé une quantité permettant de mesurer la divergence
des trajectoires qui sont voisines au départ, cette quantité est appelée exposant de
Lyapunov qui est souvent utilisé pour déterminer si un systeme est chaotique ou
non.[9]

1. Cas d"une application unidimensionnelle
Considérons un systeme dynamique décrit par une application discrete f (c’est a
dire x, = f(x,-1)) et soit xy une condition initiale, perturbons x; par I'ajout d untres
petite erreur ¢ et on observe le comportement des trajectoires x, et X, issues des
deux conditions initiales x, et xo + €. Supposons quelles s’écartent en moyenne

exponentiellement c’est a dire il existe un réel A tel que apres n itérations on a:

f"(x0 + &) = f"(xo)| = ee™

d’ou
nA =1

N |f"(x0 + €) — fn(xo)|’
€

etpour¢ - Oona:

1. [f"(xo0+ &) — f"(x0)l 1 df"(xo)
Ve TR <
o1 dfi(xo)  dftTN(x)  df(xo)
DR T T T Tron S
o1 df(o) df(x.o)  df(xo)
- ; nl dxn 1 dxn 2 de |
n—1

~ l ln|df(xl

=0

tinalement pour n — +ocoona:

n—1
.1 ,
A= lim — Z;‘ Inlf'(x).

A est appelé exposant de Lyapunov il indique le taux moyen de divergence.

e Si A > 0 alors il y a une sensibilité aux conditions initiales.

e 5i A < Oles trajectoires se rapprochent et on perd 'information sur les conditions
initiales.

2. Cas d’une application multidimensionnelle :
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Dans ce paragraphe nous allons généraliser les concepts du paragraphe précédent

a des trajectoires multidimensionnelles de type :
FiR" — R", x00 = f(x0).

Un systéeme m-dimensionnel possede m exposants de Lyapunov, chacun d’entre
eux mesure le taux de divergence suivant un des axes du systeme, de sorte qu’en

moyenne un hyper-volume initial V| évolue selon une loi de type:

V — Voe(/\1+/\2+...+/\m)1’l)'

Pour avoir du chaos, il est nécessaire qu’au moins un A; soit positif, pour avoir
étirement selon au moins un axe. Mais il faut aussi que la somme des A; soit
négative. Puisque, dans le cas contraire, le volume initial finirait par remplir tout
I'espace dans lequel il est immergé et on n’aurait plus un attracteur de faible
dimension, ce qui signifie qu’on n’aura pas du chaos déterministe. Tout d’abord
nous devons calculer les A;. Dans ce but, nous fixons une hypersphere dans notre
espace m-dimensionnel de rayon ¢ (petit) de conditions initiales, et examinons son

évolution. Comme précédemment, nous nous intéressons a :

f'(xo + €) = f(x0).

Posons x/, = xy + ¢, on a le développement en série limité d’ordre 1 de fn(xy) au
0 pp

voisinage de x| suivant :

v df"(xo)

n n dxg (x0 — x(’)) = J"(x0)(x0 — xé)-

J"(xo) dénote la matrice jacobienne de f" au point x, si elle est diagonalisable,
alors il existe une matrice inversible P, telle que D?, = P,'J"P,, D?, est une matrice
diagonale contenant les valeurs propres de | qui seront notés par A = 1,...,m.

On définit alors les m exposants de Lyapunov de la maniére suivante :

1
A; = lim - In[A]],i=1,..,m.

2.5.6 Dimensions fractales des attracteurs étranges

On remarque qu’il y a un lien, entre les exposants de Lyapunov et la dimension de

l'attracteur, comme nous I'avons mentionné précédemment si tous les exposants sont
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positifs la sphere de conditions initiales va remplir tout 1’espace, mais s’il sont tous
négatifs la sphere va se contracter en un point.
a) Dimension de Mori
Soient m le nombre des exposants de Lyapunov qui sont nuls, 72, le nombre d’ex-
posants positifs, A, la moyenne des exposants positifs et A_ celle des négatifs. La
dimension de Mori est donnée par la relation suivante :
Dy, = mo + mp(1 + %Jr )

b) Dimension de Kaplan et Yorke

Soit jy un entier positif tel que :
jO j0+1
Y Aiz0 et Y A<o.
i=1 i=1
On définit alors la dimension de Kaplan et Yorke par la relation suivante :

Joo g,
i=1 /"

Dixy = Jo +

Aol
Etat Attracteur Dimension | Exposants de Lyapounov
Point d’équilibre Point 0 A <..<A: <0
Périodique Cercle 1 t Z O <1 <0
Période d’ordre 2 Tore 2 t z /\2; )(33 <0
Période d’ordre K K-Tore K t 2 2 ﬁi:los 0
Chaotique - Non entier gl?j )(\)i <0
Hyperchaotique - Non entier gl?j /% 120> 0

TasLE 2.1 — Exposant de Lyapunov et Dimension

2.5.7 Les attracteurs étranges

Un systeme chaotique dissipatif possede (au moins) un attracteur d’un type par-
ticulier est appelé attracteur étrange. Les attracteurs étranges sont caractéristiques de

I’évolution des systemes chaotiques au bout d’un certain temps, tous les points de
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I'espace des phases (et appartenant au bassin d’attraction de 'attracteur) donnent des
trajectoires qui tendent a former l’attracteur étrange.

Un attracteur chaotique posséde notamment la propriété remarquable suivante : la
trajectoire ne repasse jamais par un meéme état. Ce qui signifie, entre autres, que cette
trajectoire passe par une infinité d’états. Il est a noter que pour observer les trajectoires

d’un attracteur, il est parfois intéressant de réduire la dimension de I'espace de phases.

Définition 2.5.1. Un sous-ensemble borné A de I’espace des phases est un attracteur étrange
ou chaotique pour une transformation T de I'espace s'il existe un voisinage V de A, c’est-a-dire
que pour tout point de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les

propriétés suivantes :

1. Attraction :V est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le point
initial est dans V est entierement contenue dans R. De plus, toute orbite de ce type devient

et reste aussi proche de A que I'on veut.

2. 1l est contenu dans un espace fini. Son volume est nul. Sa dimension est fractale (non

entieére.

3. Presque toute trajectoire sur I'attracteur a la propriété de ne jamais passer deux fois sur le

meéme point : chaque trajectoire est presque silrement apériodique.
4. Deux trajectoires proches a l'instant t voient localement leur distance augmenter a une

vitesse exponentielle (sensibilité aux conditions initiales).

Définition 2.5.2. Ruelle et Takens Un attracteur étrange est caractérise par la sensibilité aux

conditions initiales.

Définition 2.5.3. Berge et al. Un attracteur étrange est caractérisé par la sensibilité aux

conditions initiales et ayant une dimension fractale.

Définition 2.5.4. Farmer et Sidorowich Un attracteur étrange est un attracteur possédant un

exposant de Lyapunov Ay > 0.

Différents types d’attracteurs chaotiques étranges

Les attracteurs chaotiques étranges peuvent étre classés en trois types principaux :

1. Attracteur hyperbolique : Les attracteurs hyperboliques sont des ensembles-
limites structurellement stables. Généralement, la plupart des systemes physiques
connus n’appartiennent pas a cette classe des systéemes d’attracteurs hyperbo-

liques.
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2. Quasi-attracteur : Ces types d’attracteurs sont des ensembles-limites renfermant
des orbites périodiques de différents types topologiques et des orbites structurel-

lement instables.

3. Attracteur de type Lorenz : Ces types des attracteurs ne sont pas structurellement
stables, mais leurs orbites homoclines et hétéroclites sont structurellement stables
(hyperboliques) et aucune des orbites périodiques instables apparaissent sous les

petites variations des parametre.

2.6 Quelques modeles des systéemes chaotiques

2.6.1 Exemples des systémes chaotiques a temps continu

1. Le modeéle de Lorenz

En 1963 ,Edward Norton Lorenz a Etudié numériquement un systeme de trois
équations différentielles censé représenter grossierement la convection thermique
dans I’atmospheére. (C’est un exemple célebre de systéme différentiel au compor-
tement chaotique pour certaines valeurs des parameétre.

Les équations du modele :

le systeme dynamique s’écrit :

x =o(y—x),
]'/ =rx—y-xz (2.1)
z =xy-bz

I’espace des phases est tridimensionnel.

Les variables x ,y et z représentent les états du systéeme a chaque instant.Lorsque

les parametres réels o, r et b prennent les valeurs suivantes : 0 = 10, =28, et b =8/3

le comportement du systéme (2.1) est chaotique et présente un attracteur étrange.

27
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Attracteur étrange chaotique de Lorenz

Ficure 2.3 — Attracteur de lorenz pour o = 10, r=28, et b =8/3.

2. Le modéle de Lii
Le systeme de Lii est définit par[12] :

x =a(y—x),
Y =-xz+cy, (2.2)
z =xy-—bz

le systeme (2.2) avec a = 36, b = 3, c = 20, présent un attracteur chaotique comme

montré dans la Figure suivante :

FiGure 2.4 — Attracteur de Lii .
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2.6.2 Exemples des systémes chaotiques a temps discrets

1. Le systeme de Hénon

Le systeme de Hénon est un modele proposé en 1976 par le mathématicien Michel
Hénon. Il s’agit d’un systeme a temps discret qui introduit des itérations dans le

plan.

Ces itérations sont définies par les relations suivantes :

Xer1 = 1—ax? + yx,
{ k+1 k Yk (23)

Yeks1 = bxy.

Les valeurs des parametres proposées par Michel Hénon pour observer le phéno-

mene chaotique sont : a=1.4 et b=0.3.

0.4

02r -

02F B

03F B

Ficure 2.5 — Attracteur de Hénon poura = 1.4,b = 0.3.

2. Le systeme de Lozi

La récurrence de Lozi est obtenue en remplagant x> dans la récurrence du systeme

Hénon par |x| et en modifiant la valeur des parametres.

René Lozi, propose l'application suivante :

{ Xer1 =1 —alxe] + v, 2.4)

Vsl = bxy.

L’attracteur chaotique de Lozi est représenté sur la figure (2.6) pour les valeurs

numériques a = 1.7 et b = 0.5.
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0.8
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04f

-0.4
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FIGURE 2.6 — Attracteur de lozi poura =1.7,b
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CHAPITRE 3

SYSTEME DE ROSSLER

3.1 Introduction

Le systeme de Rossler est un systeme dynamique chaotique a trois dimensions
découvert par le chimiste allemand Otto Rossler en 1976. 11 s’agit d"un exemple simple
du systeme chaotique et d’attracteur étrange, qui est souvent utilisé comme banc d’essai
pour tester les nouvelles techniques d’analyse de la dynamique non linéaire. Le systéme
de Rossler est décrit par trois équations différentielles ordinaires couplées, qui décrivent
I'évolution de trois variables d’état x,y et z dans le temps. Ces équations sont les

suivantes :
x=-(y+2z),
y=x+ay, (3.1)

z=b+z(x—0),

ol a,b et c sont des parametres constants qui déterminent la forme de 1’attracteur
étrange.

Le systeme de Rossler posséde des propriétés intéressantes telles que la sensibilité aux
conditions initiales, la récurrence , et la topologie de 'attracteur étrange. Les simu-
lations numérique du systéme de Rossler ont montré que les trajectoires du systeme
peuvent étre trés complexes et se comporter de maniere imprévisible. Cela rend le
systeme de Rossler utile pour étudier les phénomenes chaotiques et les systemes non

linéaires en général.
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3.2 Calcul des points d’équilibres

Pour trouver les points fixes, les trois équations du systeme de Rossler sont posées

égales a zéro, le systeme est alors résolu et donne le résultat suivant :

x=0 —(y+2)=0 (1)
y=0 =4 x+ay=0 (2)
z=0 b+xz—cz=0 (3)

¢(1) donne : y =-z.
e en remplace (1) dans (2) donne : x = —ay = az.
¢(3) donne :

az? —cz+b=0= A =c?—4ab.

e SiA>0,cest-a-dire > > 4ab:

donc Les points fixes P; et P, sont :

_(c+ Vcz2 —4ab —c— V2 —4ab ¢+ Vc? —4ab

P 2 2a 2a )
p _(c— Vez2 —4ab —c+ V2 —4ab c - Vc2—4ab)
2 = 7 Y .

2 2a 2a
e SiA=0,cest-a-dire ¢*>=4ab:

iln’y a qu'un seul point d’équilibre :

—
C 24
Donc:
c —C ¢
P;=(=,—,—).
3 (2’2{1’211)

e Si A <0 :aucun point d’équilibre n’existe.
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3.3 Stabilité des points d’équilibres :

Nous allons maintenant étudier la stabilité linéaire des points fixes. La stabilité des

points d’équilibre est déterminée en linéarisant le flot au voisinage de ces points et

en calculant les valeurs propres, notées A;, de la matrice jacobienne en ces points. La

matrice jacobienne s’écrit :

et det(] — AI) est donnée par :

A -1 -1
det(J-AD=|1 a=A 0 |;

z 0 x—c—A

Son polyndme caractéristique est donné par :
PA)=-A+@+x—-c)A’+@—-ax—-1-2)A+x—c+az=0.

e Pour P :

(3.2)

(3.3)

les valeurs propres associées au premier point fixe P; des parametresa = 0.2,b = 0.2

etc=57:
A1 =0.0971 + 0.9957i,

Ay =0.0971 - 0.99571,
A3 = -5.6872.

Les deux paires valeurs propres (A;etA,) ont parties réelles positives. Alors, le premier

point fixe P; est instable.

e Pour P, :

les valeurs propres associées au deuxiéme point fixe P; des parametres a = 0.2,

b=02etc=57:
Ay = —=0.0000046 + 5.4280259i,

Ay = -0.0000046 — 5.4280259i,
Az =0.1929830.

La troisieme valeur propre A; est positive, alors le point P, est instable.

e Pour P53 :

le valeur propre associée au troisiéme point fixe P; des parametresa = 0.2, b = 0.2
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etc=5.7:
A=0

la valeur propre A est nulle, le point P; n’est pas hyperbolique, donc ne peut rien

dire sur la stabilité.

3.4 Aspect aléatoire
Tous les états d’un systeme chaotique présentent des aspects aléatoires :

15

10

-10 i i i i i i i i i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t

Ficure 3.1 — L'état chaotique “x” du systeme de Rossler

-6

-8t

-10f

—~12 i i i i i i i i i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t

7 4

Ficure 3.2 — L'état chaotique ”y” du systeme de Rossler
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Ficure 3.3 — L'état chaotique “z” du systeme de Rossler

3.5 Changement des parametres(a,b etc)

Le comportement de 'attracteur de Rossler dépend largement de ses parametres
constants (a, b et c). En général, la variation de chaque parametre a un effet comparable
en amenant le systéme a converger vers une orbite périodique, un point fixe ou a
s’échapper vers l'infini, mais les comportements spécifiques varient considérablement
pour chaque parametre. Les orbites périodiques, ou "cycles unitaires", du systeme de
Rossler sont définies par le nombre de boucles autour du point central qui se produisent

avant que la série de boucles ne commence a se répéter.

3.5.1 Changement du paramétre a

Nous étudions le comportement de l'attracteur de Rossler pour différentes valeurs
de (a), tandis que les deux autres parametres sont fixes (b = 0.2 et c = 5.7).

e 1 < 0 : Le systéeme converge vers le point fixe central.

e 2 = 0.1 : Une orbite périodique de période 1, également appelée "cycle unitaire".

e 1 = (.2 : Une valeur standard du parametre sélectionnée par Rossler pour le chaos.

eq1 = 0.3 : Un attracteur chaotique, souvent représenté comme une bande de Mobius.

e 1 = 0.35 : Le méme comportement est observé pour (a) égal a 0.3, mais avec un
degré de chaos croissant.

e 1 = (0.38 : Le méme comportement est observé pour (a) égal a 0.35, mais avec un
degré de chaos croissant. Si la valeur de (2) devient méme légerement supérieure a 0.38,

cela peut provoquer le blocage de MATLAB.[13]
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20

00 0.1 02 03 04

sy

Ficure 3.4 — Diagramme de bifurcation Pour “a” varier

3.5.2 Changement de parametre b

L'etfet de b sur le comportement de I’attracteur de Rossler est mieux illustré a travers
un diagramme de bifurcation. Ce diagramme de bifurcation a été créé avec a = 0.2 et
c = 5.7. Comme le montre le diagramme ci-joint, lorsque b approche de 0, I’attracteur
approche de l'infini (notez la courbe ascendante pour de tres petites valeurs de b).
Comparativement aux autres parametres, la variation de b semble générer une plus
grande plage ot des orbites périodiques de période 3 et 6 se produiront. Contrairement
aaetc, les systemes de valeurs plus élevées de b convergent vers une orbite de période

1 plutot que des orbites de niveau supérieur ou des attracteurs chaotiques.[13]

Ficurk 3.5 — diagramme de bifurcation Pour ”b” varier
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3.5.3 Changement de parametre c

Le diagramme de bifurcation traditionnelle pour l'attracteur de Rossler est crée
en faisant varier c avec a = b = 0.2. Ce diagramme de bifurcation révélé que les
faibles valeurs de ¢ sont périodiques mais deviennent rapidement chaotiques lorsque
c augmente. Ce modéle se répete a mesure que ¢ augmente - il y a des sections de
périodicité entre coupées de périodes de chaos, bien que la tendance soit a des orbites
périodiques d’ordre supérieur dans les sections périodiques a mesure que ¢ augmente.
Par exemple, I’orbite de période une n’apparait que pour des valeurs de c autour de 2.7
et ne se retrouve plus jamais dans le diagramme de bifurcation. Le méme phénomeéne
est observé avec la période trois jusqu’a ¢ = 5.3, des orbites de période trois peuvent

étre trouvées, mais par la suite, elles n"apparaissent pas.[13]

20 T T T T T T T

7”7

FiGcure 3.6 — Diagramme de bifurcation Pour “c” varier

3.6 Systeme de Rossler 3D

On a une spirale quelque peu périodique au centre ayant un mouvement circulaire
assez uniforme, qui commence a se dilater de plus en plus au hasard. Le fait d’avoir
les valeurs a et b tres petites (0.2) par rapport a une valeur ¢ plus élevée permet le
comportement ascendant du graphique. Le saut dans la direction z devient beaucoup

plus grand avec le temps, mais sur de courtes périodes.[13]
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c=1 €=2.5 =35 c=4

P - 5
55, , 55 yo-010

Ficure 3.7 — Systeme de Rossler en 3D

3.7 Projection x-y du systéme de Rossler

L’ensemble de figures ci-dessus illustre les variations du systeme de Rossler apres
le transitoire lorsque “c¢” varie sur une plage de valeurs. Ces images ont été générées
aveca=b=0.2,ou:

e ¢ = 2.5 : 'attracteur est une cycle limite simple.

e ¢ = 3.5 : doublement de période dans un systéme en temps continu Ainsi, une
bifurcation par doublement de période des cycles doit s’étre produite quelque part
entre 2.5 et 3.5.

e ¢ = 4 : une autre bifurcation par doublement de période crée la boucle a 4 lobes
représentée a c =4.

e ¢ = 5: aprés une cascade infinie de nouveaux doublements de période, on obtient

l’attracteur étrange représenté a ¢ = 5. [13]
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c=4

c=5.3

c=5.99

Ficure 3.8 — Projection du systéme de Rossler sur le plan x-y pour différents parametres
c

3.8 L’attracteur de Rdssler

Le graphe représente 'attracteur du systeme de Rossler, un systeme dynamique
célebre qui présente un comportement dynamique complexe, y compris des filaments
et des oscillations non régulieres. le graphe montre la propriété attractive de ce systeme,
qui est stable dans 1’état initial et devient instable lorsque la valeur du parameétre b est
augmentée.

A partir du graphe résultant, on peut également observer la caractéristique filamen-
taire distincte du systéeme de Rossler, qui se manifeste par la déviation angulaire qui
apparait sur la trajectoire tracée par le systéme dans 'espace tridimensionnel. Cette
caractéristique filamentaire est ce qui rend ce systeme intéressant dans de nombreux
domaines, notamment la physique, l'ingénierie, la biologie, la chimie et de nombreux
autres domaines.

En général, ce graphe est une représentation efficace des caractéristiques dyna-
miques du systéme de Rossler et peut étre utile pour comprendre le comportement

dynamique des systémes similaires et multidimensionnels.
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Ficure 3.9 — Attracteur de Rossler poura =0.2,b =0.2,c =5.7.

10

Ficure 3.10 — Projection 2-dimension du systeme chaotique sur un plan (x, y).
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25

Ficure 3.11 — Projection 2-dimension du systéme chaotique sur un plan (x, z).

Ficure 3.12 — Projection 2-dimension du systéme chaotique sur un plan (y, z).
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CONCLUSION

‘objectif de ce mémoire est d’étudier la dynamique chaotique du systeme de Rossler.

Nous avons abordé tous les éléments essentiels relatifs a ces systemes, tels que les
définitions et leurs caractéristiques.

Dans le premier chapitre, nous avons introduit les concepts clés et les outils indis-
pensables pour I’étude des systémes dynamiques. Nous avons pris en compte plusieurs
définitions de systemes dynamiques, notamment ceux a temps continu et a temps dis-
cret. Nous avons également abordé le comportement des systemes dynamiques, la
stabilité au sens de Lyapunov, ainsi que les définitions des attracteurs chaotiques. De
plus, nous avons présenté les bifurcations et leurs différents types.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons exploré I'histoire et la définition du
chaos ainsi que des systémes chaotiques. Nous avons discuté des différents chemins
qui peuvent conduire au chaos. En outre, nous avons examiné les caractéristiques
essentielles du chaos, telles que sa nature non linéaire et déterministe. Nous avons
également abordé la sensibilité aux conditions initiales et les aspects apparents de
comportement aléatoire. De plus, nous avons présenté le concept d’attracteur étrange
et discuté de I’exposant de Lyapunov, qui mesure la quantité de chaos présente dans
un systeme.

Nous avons consacré le troisiéme chapitre a 1’étude de 'attracteur du systeme de
Rossler. (Chercher les points fixes et étude de comportement du systeme).

En conclusion, I’étude de la dynamique et de la chaotique du systeme de Rossler
nous a permis d’approfondir notre connaissance des phénomenes complexes dans les
systemes dynamiques. Cette recherche présente des implications significatives dans

divers domaines, tels que la physique, les mathématiques appliquées et 'ingénierie.
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Les résultats de cette étude peuvent servir de base pour de futures recherches visant
a mieux comprendre et exploiter les propriétés chaotiques des systemes dynamiques

similaires a celui de Rdssler.
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