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 ملخص

لبعض الحلقات الشهيرة، حيث قمنا بتصنيف هذه    p هدفنا في هذه المذكرة هو دراسة مخططات زمر ذات رتبة أولية

  .على نظرية التصنيف لاعتمادالمخططات 

  .ة كارتي، رتبة أوليةيلفية، ثنائ مخططات زمر، فئة، زمر :الكلمات المفتاحية

 

Résumé 

Notre but dans ce mémoire est d’étudier les schémas en groupes d’ordre 
premier p sur un anneau de base ; et donner une classification de cette 
schémas en utilisant certaines théorèmes (vecteur de Witt, théorème de 
classification). 

Mots clés : Schéma en groupe, catégorie, groupe affine, dualité de Cartier, 
ordre premier. 

Abstract 

Our aim in this is to study groups schemes of prime order p over a base ring, 
and to give a classification of this scheme using some theorems (Witt vector, 
classification theorem). 

Key words: Group schemes, category, affine group, Cartier duality, prime 
order. 
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INTRODUCTION

La géométrie algèbrique est principalement née de l’étude des équations polynomiales

à coefficients dans les nombres réels. Au xixe siècle, il est devenu clair (avec les travaux

de Jean-Victor Poncelet et Bernhard Riemann) que la géométrie algèbrique était simplifiée

si l’on travaillait plutôt avec des variétés complexes, c’est-à-dire sur le corps des nombres

complexes, qui a l’avantage d’être algèbriquement clos. Deux problèmes ont graduellement

attiré l’attention au début du xxe siècle, motivés en partie par des problèmes en théorie des

nombres : peut-on développer la géométrie algèbrique sur un corps algèbriquement clos

quelconque. Qu’en est-t-il sur un corps quelconque ? D’autres méthodes étaient nécessaires,

car les outils de la topologie et de l’analyse complexe, utilisés pour étudier les variétés

complexes, ne semblaient pas s’appliquer dans ces cadres généraux.

Dans les années 1950, Claude Chevalley, Masayoshi Nagata et Jean-Pierre Serre ont

étendu les objets de la géométrie algèbrique en généralisant les anneaux de base considérés,

motivés en partie par les conjectures de Weil, qui relient la théorie des nombres à la géométrie

algèbrique. Le mot schéma a été utilisé pour la première fois dans le séminaire Chevalley

en 1956, où Chevalley s’intéressait aux idées de Zariski. Selon Pierre Cartier, c’est André

Martineau qui a suggéré à Serre la possiblité d’utiliser le spectre d’un anneau commutatif

arbitraire comme fondement de la géométrie algèbrique. En 1958, Alexandre Grothendieck

introduit les schémas, puis étudiés en détail dans son traité Éléments de géométrie algèbrique

(rédigé en collaboration avec Jean Dieudonné) suivi du Séminaire de géométrie algèbrique

du Bois Marie ; un des objectifs était d’établir le formalisme nécessaire à la démonstration

des conjectures de Weil, qui nécessitaient notamment une définition souple de variété définie

sur un corps fini.

Notre but est de donner une classification des schémas en groupes commutatifs G d’ordre
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Introduction

premier p sur un schéma de base S. Il existe de nombreux de schémas en groupe d’ordre p.

La classification complète, sous hypothèse faible, a été obtenue par Oort et Tate dans [6] et

c’est l’objet de ce mémoire.

Dans le premier chapitre nous donnerons quelques préliminaires sur les structures algè-

briques, leurs propriétés et quelques définitions utilisées dans le deuxième et le troisième

chapitre.

Dans le deuxième chapitre, nous donnerons quelques préliminaires sur les schémas en

groupe qui sont fondamentalement une généralisation du concept de groupe dans la théorie

des schémas. Nous commençons par la définition d’objet de groupe dans une catégorie

générale, puis nous expliquons en détail c’est quoi cet objet dans les catégories des schémas

affines, en particulier, nous montrons qu’elle coïncide avec le concept d’algèbre de Hopf

dans la catégorie des anneaux, et qu’il existe une manière canonique de passer de l’une à

l’autre. On continue avec quelques généralités sur les morphismes de schémas en groupes

affines et nous donnons aussi la définition de sous-groupe et de groupe quotient puis il suit

une section d’exemples. Nous concluons cet chapitre par une section sur les composants

connexes d’un schémas en groupes affines finis et localement libres sur un corps.

Dans le dernier chapitre, nous généralisons le concept de schémas affines : nous n’exi-

geons plus que G soit de la forme Spec A avec A une algèbre de Hopf, mais nous demandons

que G soit un schéma sur S avec un morphisme affine G → S. En particulier lorsque l’on

écrira G = SpecA, A sera un faisceau quasi cohérent d’algèbres sur le schéma S. On demande

aussi que tels schémas en groupes aient une dimension première fixe. On commence par un

théorème dû à Deligne [6] qui est l’analogue du théorème de Lagrange pour les groupes. Le

théorème de Deligne [6] nous permet aussi de considérer une action de Fp sur nos schémas

en groupes.

Après la preuve que tous les schémas en groupes d’ordre premier doivent être commuta-

tifs, (même si ce n’est pas en général vrai par exemple pour groupe d’ordre p2) nous arrivons

au classement de Tate et Oort.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Structures algèbriques

1.1.1 Groupes

Définition 1.1.1 [11] Un groupe est un couple formé d’un ensemble G et d’une loi de composition

(x, y) 7→ xy sur l’ensemble G. Ces données doivent vérifier les trois conditions :

i) L’associativité : ∀x, y, z ∈ G : (xy)z = x(yz).

ii) L’existence d’un élément neutre : ∃1 ∈ G tel que ∀x ∈ G : x1 = 1x = x.

iii) L’existence d’un élément inverse pour tout élément du groupe :

∀x ∈ G : ∃x−1
∈ G tel que x−1x = xx−1 = 1.

Si x · y = y · x la loi de groupe est commutatif.

Proposition 1.1.1 [11] Il y a unicité du neutre et de l’inverse.

1.1.2 Sous-groupes

Définition 1.1.2 [11] Soit G un groupe. Un sous-groupe de G est une partie H ⊂ G tels que :

? 1 ∈ H.

? ∀(1, h) ∈ H2, 1h ∈ H.

? ∀1 ∈ H, 1−1
∈ H.
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Préliminaires

Proposition 1.1.2 Soit (G, .) est un groupe non trivial (, e) et H ⊆ G alors (H, .) est un sous-groupe

de G si et seulement si :

1) H , ∅.

2) ∀a, b ∈ H : a · b ∈ H(H est stable pour ′′·′′).

3) ∀a ∈ H, a−1
∈ H.

Sous-groupe normale

Définition 1.1.3 [11] Un sous-groupe H de G est dit distingué (ou normal) si et seulement si pour

tout h, 1 ∈ H × G, 1h1−1
∈ H.

1.1.3 Groupe de type fini

Les sous-groupes engendré par un sous-ensemble

Soit X,∅ est un sous-ensemble d’un groupe G, on définit < X > le sous-groupe engendré

par X par : < X > l’intersection de tous les sous-groupes de G contenant X donc <X> est le

plus petit sous-groupe de G contenant X alors pour X ⊆ S ≤ G⇒< X >≤ S, de plus, si X est

un sous-groupe de G alors X =< X >.

Définition 1.1.4 Soit n ∈N∗, un groupe engendré par n éléments {x1, ..., xn} est dit� de type fini�.

Proposition 1.1.3 Les éléments de <X> s’écris de la forme :

xε1
1 , x

ε2
2 , ..., x

εk
k , εi = ±1.

Tel que : xi ∈ X et k ≥ 0.

Définition 1.1.5 Un groupe engendré par un seul élément x est dit monotone. De plus, si G fini, on

dit que G est cyclique.

Définition 1.1.6 [11] L’ordre d’un groupe G est son cardinal.

Proposition 1.1.4 Un groupe G à exactement deux sous-groupes 1 et G ⇔ G est cyclique d’ordre

premier.
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Préliminaires

1.1.4 Groupe quotient

Série de composition

Définition 1.1.7 [1] Soit G un groupe. On appelle série normale une suite finie de sous-groupes de

G, telle que chacun d’eux soit sous-groupe invariant du précédent :

Σ : G = G0 > G1 > .... > Gi > Gi+1 > .... > Gn = e.

Remarque 1.1.1 1) Les groupes
Gi

Gi+1
sont appellés�quotients� (facteurs) de la suite de composi-

tion.

2) ′′n′′ est dit la longueur de Σ.

3) Si ∀i ∈ 0,n − 1, Gi , Gi+1 on dit que la suite est strictement décroissante.

Une série normale :

Σ′ : G = G0 > G′1 > .... > G′i > Gi+1 > .... > G′n′ = e.

est dite subdivision de la série Σ si les termes de Σ′ contiennent tous les termes de Σ et éventuellement

d’autres.

Une série normale sans répétition telle que toute subdivision ait au moins une répétition, s’appelle

une série décomposition.

Groupe résoluble

Définition 1.1.8 [1] On dit qu’un groupe est résoluble quand les groupes facteurs sont tous d’ordre

premier.

Tout sous-groupe d’un groupe résoluble est lui-même résoluble.

Définition 1.1.9 [11]

?Soit G un groupe. On appelle commutateur de (a, b) ∈ G2 et on note [a, b] le produit 1h1−1h−1.

?Le groupe dérivé de G, noté G’ est le sous-groupe engendré par les commutateurs de G.

Remarque 1.1.2 G ablien⇔ ∀a, b ∈ G, [a, b] = 1.

Généralement, on défini le sous-groupe dérivée de G d’ordre n : Gn = {[a, b], a, b ∈ Gn−1
}.
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Préliminaires

Théorème 1.1.3 Si G est un groupe résoluble, alors tout sous-groupe de G et tout quotient de G est

résoluble.

Théorème 1.1.4 Un groupe G , (e) est résoluble si et seulement s’il contient un sous-groupe normale

propre N, tel que N et
G
N

sont résolubles.

1.1.5 Groupes nilpotents

1)Notion de suite centrale :

Définition 1.1.10 Pour un groupe G une suite de composition :

Σ : G = G0 ≥ G1 ≥ .... ≥ Gn−1 ≥ Gn = (e) est dit centrale si Σ est une suite normale.

Définition 1.1.11 [3] Soit le groupe G, on dit que G est nilpotent si et seulement si G admet une

suite centrale.

1) La longueur de la suite centrale est la classe de nilpotence du groupe G, on la note C.

2) Le groupe nilpotent de classe C = 0 est le groupe trivial {e}.

3) Le groupe nilpotent de classe C = 1 est le groupe abélien.

1.1.6 Action de groupe

Définition 1.1.12 [11]

Une action (ou une opération) (à gauche) d’un groupe G sur un ensemble X est une application :

f =


G × X→ X

(1, x) 7→ 1x
telle que ∀x ∈ X, f (1, x) = x et ∀(x, 1, h) ∈ X × G2, f (1h, x) = f (1, f (h, x)).

1.1.7 Anneaux et corps

Anneaux

Définition 1.1.13 [1] Un anneau est un triplet (A,+, · ) formé d’un ensemble A et de deux applica-

tions +, · : A × A → A appelées respectivement l’addition et la multiplication vérifiant les axiomes

suivants :

1) (A,+) est un groupe abélien, on note 0A (ou simplement 0) son élément neutre (appelé zéro) et

(−a) l’inverse d’un élément a ∈ A.
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Préliminaires

2) (A, · ) est un monoïde, on note 1A (ou simplement 1) son élément neutre (appelé unité).

3) La multiplication est distributive par rapport à l’addition i.e.

a· (b + c) = a· b + a· c et(b + c)· a = b· a + c· a, a, b, c ∈ A.

Un anneau A est dit commutatif si ab = ba, a, b ∈ A.

Définition 1.1.14 (Idéal) [1] Soit A un anneau (commutatif). Un idéal de A est un sous-ensemble

I ⊂ A tel que a′ − b′ ∈ I, a′, b′ ∈ I et aa′ ∈ I, a ∈ A, a′ ∈ I. On notera IA l’ensemble des idéaux de A ;

l’inclusion ensembliste ⊂ munit IA d’un ordre partiel. Pour un idéal I ⊂ A, on notera Vtot(I) ⊂ IA

le sous-ensemble des idéaux de A qui contiennent I.

Lemme 1.1.1 [1] Soit A un anneau. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Tout idéal I ⊂ A est de type fini.

2) Toute suite d’idéaux de A croissante pour ⊂ est stationnaire à partir d’un certain rang.

3) Tout sous-ensemble non vide d’idéaux de A admet un élément maximal pour ⊂.

On dit qu’un anneau A qui vérifie les propriétés équivalente du Lemme 1. 1. 1 est noetherien

Définition 1.1.15 Le spectre d’un anneau A est l’ensemble des idéaux premiers de A, noté ’Spec’.

L’ensemble des idéaux maximaux de A noté ’Spm’ et on dit c’est le spectre maximal de A.

Définition 1.1.16 (A-module) [1] Soit A un anneau, un A-module (à gauche) est un couple ((M,+), · )

formé d’un groupe abélien (M,+) (on notera 0 son élément neutre et (−m) l’inverse d’un élément

m ∈M) et d’une application · : A×M→ A appelées la multiplication extérieure vérifiant les axiomes

suivants :

1) a· (m + n) = a·m + a·n, a ∈ A,m,n ∈M.

2) (a + b)·m = a·m + b·m, a, b ∈ A,m ∈M.

3) (a· b)·m = a· (b·m), a, b ∈ A,m ∈M.

4) 1·m = m,m ∈M.

Définition 1.1.17 (Morphisme d’anneaux) [1] Etant donnés deux anneaux A, B, un morphisme

d’anneaux est une application φ : A→ B qui induit à la fois un morphisme de groupes

φ : (A,+)→ (B,+) et des monoides unitaires φ : (A, . . .)→ (B, · ) i.e qui vérifie :

1) φ(a + b) = φ(a) + φ(b), a, b ∈ A.

14



Préliminaires

2) φ(ab) = φ(a)φ(b), a, b ∈ A et φ(1) = 1.

Définition 1.1.18 (A-algèbre) [1] Soit A un anneau commutatif. Une A-algèbre est un couple (B, φ)

où B est un anneau et φ : A → B est un morphisme d’anneaux tel que im(φ) ⊂ Z(B). On notera

en général φ : A → B ou simplement (lorsque la donnée de φ : A → B ne peut prêter à confusion)

B la A-algèbre (B, φ). Etant donnés deux A-algèbres φB : A → B, φC : A → C, un morphisme

de A-algèbres est un morphisme d’anneaux φ : B → C tel que φ ◦ φB = φC. On remarquera que

l’application identité Id : B→ B est un morphisme de A-algèbres et que si φ : B→ C et ψ : C→ D

sont des morphismes de A-algèbres alors ψ ◦ φ : B→ D est un morphisme de A-algèbres.

Définition 1.1.19 (Étale) [9] Un k-algèbre finie A est étale si A est un produit fini A =
∏

i ki pour

k ⊂ ki une extension de corps séparable finie.

Définition 1.1.20 (Comultiplication) [5] Une comultiplication sur un k-algèbre A est un homomor-

phisme de k-algèbre ∆ : A→ A ⊗ A.

Définition 1.1.21 (Élément nilpotent) [1] On dit qu’un élément a ∈ A est nilpotent s’il existe un

entier n ≥ 1 tel que an = 0 et, si a , 0, on dit que le plus petit entier n ≥ 1 tel que an−1 , 0 et an = 0

est l’indice de nilpotence de a (on dit parfois que 0 est d’indice de nilpotence 1). On note NA ⊂ A

l’ensemble des éléments nilpotents de A.

Corps et idéaux maximaux

Définition 1.1.22 [1] Le singleton {0} et A sont des ideaux de A. En général, un anneau contient

beaucoup d’idéaux. L’ensemble des idéaux et leur ’position’ dans l’anneau mesure la complexité de

celui-ci. En ce sens, les anneaux les plus simples sont les corps.

Produit tensoriel

Définition 1.1.23 Le produit tensoriel est le produit de chaque composante d’un tenseur par chaque

composante d’un autre tenseur.

k-algèbres affines

Définition 1.1.24 [5] Une k-algèbre affine est une k-algèbre de type fini A telle que kal
⊗k A soit

réduite. Si A est affine, alors K ⊗k A est réduit pour tout corps K contenant k ; en particulier, A

lui-même est réduit. Lorsque k est parfait, toute k-algèbre réduite de type fini est une k-algèbre affine.

Le produit tenseur de deux k-algèbres affines est à nouveau une k-algèbre affine.
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Préliminaires

Définition 1.1.25 Soit R un anneau commutatif.

L’anneau R[[X]] des séries formelles sur R en une indéterminée X est le groupe abélien(RN,+)

des suites à valeurs dans R, muni d’une certaine loi interne de multiplication.
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CHAPITRE 2

SCHÉMA EN GROUPE

2.1 Préliminaires sur le schéma en groupe

2.1.1 Objets de groupe dans une catégorie

Définition 2.1.1 (Catégorie) [8]

Une catégorie C peut être décrite comme étant la donnée d’une "classe" d’objets telle qu’à chaque

couple ordonné A,B d’objets deC soit associé un ensemble, noté Hom(A,B) ou HomC(A,B). Pour deux

couples d’objets distincts (A,B) et (A′,B′), les ensembles Hom(A,B) et Hom(A′,B′) sont supposés

disjoints. Les éléments de Hom(A,B) sont les morphismes de A vers B. On écrit f : A → B si

f ∈ Hom(A,B) ; l’objet A, appelé source de f , est noté S( f ) ; l’objet B, appelé but de f , est noté B( f ).

D’autre part, il existe une loi de composition entre les morphismes de telle sorte que si f et 1 sont

deux morphismes et si B( f ) = S(1), il existe un morphisme unique de S( f ) vers B(1), noté 1 f . Cette

loi de composition est assujettie aux axiomes suivants :

? Elle est associative : c’est-à-dire si f : A→ B, 1 : B→ C, h : C→ D, alors h(1 f ) = (h f )1.

? Pour tout objet A, il existe un morphisme, dit morphisme identité ou identique : 1A : A → A, tel

que si f : A→ B et 1 : C→ A, alors f 1A = f et 1A1 = 1.

L’unicité, pour chaque objet, du morphisme identique, résulte de l’associativité.

Dans la définition, le mot "classe" est pris au sens de la théorie des ensembles de Gödel-Bernays

[7] ; cette théorie permet de former la classe de tous les ensembles ; on évite ainsi les difficultés qu’il y

aurait à parler de "l’ensemble de tous les ensembles". Si la classe des objets de C est un ensemble, on

dit que C est une petite catégorie.
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Définition 2.1.2 (Objet initial. Objet final. Objet nul) [8]

Un objet O1 d’une catégorie C est dit initial si, pour tout objet A de C, il existe un morphisme et

un seul O1 → A. Si O1 est initial, le seul morphisme O1 → O1 est l’identité, et deux objets initiaux

de C sont équivalents.

Dualement, un objet O2 de C est dit final si, pour chaque objet A de C, il existe un morphisme et un

seul : A→ O2.

Un objet O de C est dit objet nul s’il est à la fois initial et final. On identifiera, s’il en existe, les objets

nuls à un seul et même objet de C.

Foncteurs

Définition 2.1.3 (Foncteur covariant) [8]

Soient C et C′ deux catégories. Un foncteur covariant F de C dans C′ est constitué par la donnée :

1) D’une application, notée F, de Ob(C) dans Ob(C′).

2) Pour tout couple d’objets X,Y de C et tout morphisme f : X→ Y, d’un morphisme

F( f ) : F(X)→ F(Y) ;

de telle sorte que :

? Si X ∈ Ob(C), on ait F(1X) = 1F(X).

? Si X,Y et Z ∈ Ob(C) et si X
f
−→ Y

1
−→ Z dans C, alors F(1)F( f ) = F(1 f ).

Définition 2.1.4 (Foncteur contravariant) [8]

Soient C et C′ deux catégories. Un foncteur contravariant de C dans C′ est un foncteur covariant

de la catégorie C◦ dans C′.

Définition 2.1.5 (Foncteur représentable) [8]

La catégorie Ens des ensembles a pour objets tous les ensembles et pour morphismes toutes les

applications avec la composition habituelle.

Un foncteur F d’une catégorie C dans la catégorie Ens est dit représentable s’il existe un objet X de C

tel que F soit isomorphe au foncteur Hom(X, .). Un tel objet X est appelé un représentant de F. Si Φ

est un isomorphisme de F vers Hom(X, .), le couple (X, Φ) est appelé une représentation de F.

Soit C une catégorie à produits finis arbitraires.

Définition 2.1.6 [5] Un objet de groupe dans C est un foncteur représentable G de C dans un

ensemble associé à une transformation naturelle µ : G × G→ G telle que pour tout R-algèbres S :

µ(S) : G(S) × G(S)→ G(S)
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est un structure de groupe sur G(S).

Dans la suite, nous voulons montrer que les propriétés du groupe de G(S) passent sur G qui peut

être considère dans un certain cas comme un groupe.

Soit F : C → ensemble un foncteur contravariant, A un objet de C et définir hA = homC(−,A).

D’aprés le lemme de Yoneda [1], donner une transformation naturelle hA → F est le même que donné

un élément de F(A). Plus précisément une transformation naturelle T : hA → F définit un élément :

aT = TA(IdA).

de F(A). Inversement, un élément a de F(A) définit une application :

hA(R)→ F(R).

f 7→ F( f )(a).

Pour chaque R ∈ C. L’application est naturelle dans R et donc cette famille des applications est une

transformation naturelle.

Lemme 2.1.1 [5] L’application T → aT et a → Ta sont des bijections inverses Nat(hA,F) � F(A)

naturel dans A et F.

Remarque 2.1.1 On prend F = hB, dans ce cas on a hom(hA, hB) � hom(A,B). En particulier si G

est un objet de C, donner une application G × G→ G est la même chose que donner une application

hG×G � hG × hG → hG. Il est donc facile de voir que l’ancienne définition de groupe affine coïncide

avec cette nouvelle.

Définition 2.1.7 [10] Un objet de groupe dans un catégorie C est une paire constituée d’un objet

G ∈ Ob(C) et un morphisme µ : G×G→ G tel que pour tout objet Z ∈ Ob(C), l’application évidente

G(Z) × G(Z)→ G(Z) définit un groupe où G(Z) = hom(Z,G).

Donc dans la remarque précédente nous avons vu substantiellement que le produit

dehG(Z) passe à une application produit G × G → G. Il est donc naturel de penser que ce

passage se produit aussi pour toutes les autres propriétés concernant le produit.

Proposition 2.1.1 [10] Un objet G et un morphisme µ : G ×G→ G définir un objet de groupe si et

seulement si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1)Associativité : Le diagramme suivant est commutatif :

19



Schéma en groupe

G×G×G

µ× id

G×G G

G×G

µ

µ

id× µ

2)Élément d’identité : Il existe un morphisme e : ∗ → G où ∗ est l’objet final de C, tel que le

diagramme suivant commute :

∗ ×G

G

e× id

µ

G×G

pr2

3)Élément inverse : il existe un morphisme i : G→ G tel que le diagramme suivant commute :

G×G

G G

G×G

id× i

µ

e ◦ ε

diag

où ε est le morphisme final.

Preuve. La partie « si » suit en prenant des points de valeur Z. Pour la partie « seulement

si» :

1)Associativité : Prenez Z = G × G × G et appliquez l’associativité dans G(Z). En détail

prendre p1 , p2 , p3 G × G × G→ G. Maintenant

(p1 ∗ p2) ∗ p3 = µ(µ(p1, p2), p3) = µ(µ × id).

p1 ∗ (p2 ∗ p3) = µ(p1, µ(p2, p3)) = µ(id × µ).
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Nous concluons en utilisant l’associativité du produit.

2)Élément d’identité : Le morphisme e : ∗ → G est défini comme l’élément d’identité de

G(∗). Pour toute Z considérons l’application G(∗) → G(Z) défini en composant un

morphisme ∗ → G avec l’unique morphisme Z→ ∗. En particulier en prenant Z = G et

en se rappelant que l’application ε × Id : G→ ∗ × G est un isomorphisme on obtient

G ∗ ×G

G×GG

ε× Id

Id e× Id

µ

3)Élément inverse Le morphisme i : G→ G est défini comme l’inverse dans le groupe G(G)

de l’élément Id ∈ G(G). Le reste est analogue au précédent.

Définition 2.1.8 Un objet de groupe G est dit commutatif si pour tout objet Z ∈ Ob(C), G(Z) est un

groupe commutatif.

Lemme 2.1.2 Un objet de groupe est commutatif si et seulement si le diagramme suivant est com-

mutatif :

G×G G×G

G

µ µ

σ

où σ est le morphisme qui échange les deux facteurs.

Preuve. Soit Z = G × G et on applique la commutativité dans G(Z) à Id ∈ (G × G)(Z). En

détail : prendre p1 et p2 les projections G×G→ G. Maintenant p1 ∗p2 = µ◦ (p1, p2) = µ◦ Id = µ

et p2 ∗ p1 = µ ◦ (p2, p1) = µ ◦ σ. Par la commutativité il s’ensuit que µ = µ ◦ σ.
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2.1.2 Schémas de groupe affine

Soit Ann la catégorie des anneaux noethériens commutatifs avec unité, à partir de main-

tenant tous les anneaux sont censé être dans Ann. Soit R ,A ∈ Ann, on associer un morphisme

R→ A, alors A est appelé un R-algèbre unitaire. De manière équivalente A est un R-module

avec deux morphismes de R-modules e : R→ A et µ : A ⊗R A→ A tel que µ soit associatif et

commutatif et e induit une unité.

On note la catégorie des R-algèbres unitaires par R−Al1 et on a donc une anti-équivalence

R − Al1←→aff.R-Sch.

où aff.R-Sch désigne la catégorie des schémas affines sur Spec R. L’objet ∗ = Spec R est un

objet dans aff.R-Sch.

Définition 2.1.9 [10] Soit A un anneau unitaire. Un schéma en groupe commutatif affine sur Spec A

est un objet de groupe commutatif dans la catégorie des schémas affines sur Spec A.

Les morphismes associés à l’objet de groupe G correspondent aux homomorphismes suivants de

Modules R :

1. e : R→ A et µ : A ⊗R A→ A qui sont l’application de la structure de la A-algèbre A.

2. ε : A→ R appelé la counité, correspond au morphisme ∗ → G.

3. m : A→ A ⊗R A, appelée la comultiplication, correspond à l’application µ : G × G→ G.

4. i : A→ A, correspond au morphisme G→ G transmit un élément à son inverse.

En particulier, les axiomes d’un schéma en groupe affine commutatif se traduisent par ceux-ci :

1. µ est associatif et m est coassociatif :

µ ◦ (Id ⊗ µ) = µ ◦ (µ ⊗ Id).

(m ⊗ Id) ◦m = (Id ⊗m) ◦m.

2. µ est commutatif et m est cocommutatif :

µ ◦ σ = µ.

σ ◦m = m.

3. e est unité pour µ et compte pour m :

µ ◦ (e(1) ⊗ Id) = Id.
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(ε ⊗ Id) ◦m = 1 ⊗ Id.

4. m est un morphisme d’anneaux unitaires (préserve le produit et l’unité) :

m ◦ µ = (µ ⊗ µ) ◦ (Id ⊗ σ ⊗ Id) ◦ (m ⊗m).

m(e(1)) = e(1) ⊗ e(1).

5. ε est le morphisme des anneaux unitaires :

ε ◦ µ = ε ◦ ε.

ε ◦ e = Id.

6. i est un morphisme d’anneaux unitaires :

i ◦ µ = µ ◦ (i ⊗ i).

i ◦ e = e.

7. i est coinverse pour m :

e ◦ ε = µ ◦ (Id ⊗ i) ◦m.

Définition 2.1.10 [10] Un A-module A avec des applications µ, ε, e, m et i satisfaisant les axiomes

ci-dessus est appelé une algèbre A-Hopf cocommutative.

Nous avons vu que donner un schéma en groupes affine G sur R revient à donner une algèbre de

A-Hopf A. En particulier on montre qu’il existe un choix canonique pour A qui s’appelle l’anneau de

coordonnées de G et noté O(G).

Soit A1 le foncteur transmit une A-algèbre S à son ensemble,

A1 : Al1R → ensemble.

Soit G : Al1R → Grp un foncteur, et soit G0 = (oubli) ◦ G le foncteur sous-jacent.

Définissons A comme l’ensemble des transformations naturelles de G0 à A1

A = Nat(G0,A1).
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Ainsi un élément f de A est une famille d’applications d’ensembles

fS : G0(S)→ S.

tel que, pour tout morphisme de R-algèbres φ : S→ S′, le diagramme

G0(S) S

fS

G0(S
′) S′

φG0(φ)

fS′

commute. Pour f , f ′ ∈ A et 1 ∈ G0(S), définir

( f ± f ′)S(1) = fS(1) ± f ′S(1).

( f f ′)S(1) = fS(1) f ′S(1).

Avec ces opérations, A devient un anneau commutatif, et même une A-algèbre car chaque

c ∈ A définit une transformation naturelle

cS : G0(S)→ S.

cS(1) = c pour tout 1 ∈ G0(S).

Un élément 1 ∈ G0(S) définit un morphisme fS → fS(1) où fS(1) : A → S des A-algèbres. De

cette manière, on obtient une transformation naturelle α : G0 → hA de foncteurs à valeurs

ensemblistes.

Remarque 2.1.2 Dans ce qui suit, pour les groupes affines, nous entendons les schémas en groupes

affines.

Proposition 2.1.2 [5] Le foncteur G est un groupe affine si et seulement si α est un isomorphisme.

Preuve. Si α est un isomorphisme, alors certainement G0 est représentable (et donc G est un
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groupe affine). Inversement, supposons que G0 = hB. Alors

A = Nat(G0,A1) = Nat(hB,A1) � A1(B) = B.

Ainsi A� B comme ensemble mais il n’est pas difficile de montrer que c’est un isomorphisme

de A-algèbres. Dénoter avec y : A � B l’isomorphisme. Le point principal est que dans ce

cas, le lemme de Yoneda [1] nous dit Nat(hB,A1) sont les « évaluations ». Donc par exemple

on vérifie que l’isomorphisme préserve les produits : soient a, b ∈ A = Nat(hB,A1) et a1, b1 ∈ B

leur image par l’isomorphisme. Fixons ensuite une A-algèbre S et soit 1 ∈ hB(S) :

ab(1) = a(1) ∗ b(1) = 1(a1) ∗ 1(b1) = 1(a1b1).

ce qui implique que a1b1 est l’image de ab par l’isomorphisme.

Clairement y induit un autre isomorphisme

hB
→ hA.

qui pour une A-algèbre fixe S fonctionne comme

1→ 1 ◦ y.

si 1 ∈ hB(S). On veut montrer que cet isomorphisme est α. On a

αS : hB(S)→ hA(S).

1→ (a→ a(1)).

mais a(1) = 1(b) où b = y(a) et donc αet notre isomorphisme coïncident.

Ainsi, pour un groupe affine G, O(G) := Hom(G,A1) est un anneau de coordonnées

canoniques. Nous savons déjà comment les applications µ, m, ε, e, i fonctionne sur cet

anneau (c’est-à-dire qu’ils doivent satisfaire tous les axiomes précédents de Hopf-algebras),

mais il est aussi intéressant de comprendre leur comportement lorsque A est définit comme

O(G) = Hom(G,A1).

Si f1 ∈ O(G) et f2 ∈ O(G), alors f1⊗ f2 définit une fonction ( f1⊗ f2)S : G(S)×G(S)→ S selon

la règle :

( f1 × f2)S(a, b) = ( f1)S(a) ∗ ( f2)S(b).
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Pour f ∈ O(G), m( f ) est l’unique élément de O(G) ⊗ O(G) tel que :

(m( f ))S(a, b) = fS(ab) pour toute A-algèbre S et a, b ∈ G(S).

et ε( f ) est l’élément f (1G) de R, de plus i(f) est l’unique élément de O(G) tel que :

(i f )S(a) = fS(a−1) pour tout S et tout a ∈ G(S).

De plus on a :

fS(a−1) = i(a)( fS) = (a ◦ i)( fS) = (a)(i( fS)) = (i fS)(a).

2.1.3 Sous-groupes ;morphismes injectifs

Définition 2.1.11 [10] Un homomorphisme de groupes affines φ : G → H sur Spec S est un

morphisme dans aff.S-Sch tel que le morphisme induit G(Z) → H(Z) est un homomorphisme de

groupes pour tout Z ∈ aff.S-Sch.

Remarque 2.1.3 Il existe une définition analogue de l’homomorphisme de groupe affine énoncée en

termes des algèbres de S−Hopf ; un morphisme d’algèbres de S−Hopf est une application linéaire S

qui "commute" avec les applications µ, m, ε, e, i.

Proposition 2.1.3 [5] Un morphisme de groupes affines u : H → G est un isomorphisme si et

seulement si :

1. L’application u(R) : H(R)→ G(R) est injective pour toutes les S-algèbres R.

2. Le morphisme u\ : O(G)→ O(H) est fidèlement plat.

Lorsque S est un corps 2) peut être remplacé par : le morphisme u\ : O(G) → O(H) est injectif.

Preuve. Voir la proposition 1. 1 page 87 de [5].

Définition 2.1.12 [1] Soit u : H→ G un morphisme de groupes affines sur S.

1. On dit que u est un monomorphisme si u(R) : H(R)→ G(R) est injectif pour toutes les S-algèbres

R.

2. On dit que u est une immersion fermée si l’application u\ : O(G)→ O(H) est surjectif.

Proposition 2.1.4 [5] Si u : H → G est une immersion fermée, alors c’est un monomorphisme.

L’inverse est vrai lorsque S est un corps.
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Preuve. Si u\ est surjectif, alors deux morphismes quelconques O(H) → R qui devient égal

lorsqu’il est composé avec u\ doit déjà être égal, mais cela signifie que H(R) → G(R) est

injectif.

Supposons maintenant que S soit un corps et que u(R) soit injectif pour tout R. Le

morphisme u\ se factorise en morphisme des algèbres de Hopf

O(G)� u\(O(G)) ↪→ O(H).

Soit H’ le groupe affine dont l’algèbre de Hopf est u\(O(G)). Alors u se factorise en

H→ H′ → 1.

et l’injectivité de u(R) implique que H(R)→ H′(R) est injective pour toutes les S-algèbres R.

Parce queO(H′)→ O(H) est injective, la proposition précédente montre que l’application

H→ H′ est un isomorphisme.

Définition 2.1.13 Un sous-groupe fermé affine H d’un groupe affine G est un foncteur

aff.S-Sch→ Groupes tel que :

1. H0 est un sous-foncteur de G0.

2. H(R) est un sous-groupe de G(R) pour toutes les S-algèbres R.

3. H est représentable par un quotient de O(G).

Définition 2.1.14 Soit A une algèbre de Hopf. Un idéal I de A est dit idéal de Hopf si :

1. m(I) ⊆ I ⊗ A + A ⊗ I.

2. ε(I) = 0.

3. i(I) ⊆ I.

Remarque 2.1.4 En particulier, le noyau de tout morphisme d’algèbres de Hopf est un idéal de Hopf.

Proposition 2.1.5 [5] Les sous-groupes fermés affines d’un groupe affine G en bijection naturel avec

les idéaux de Hopf sur O(G).

Preuve. Soit H un sous-groupe fermé affine de G et soit i : H→ G l’injection canonique.

Nous avons maintenant l’application relative entre les algèbres

Hom(G,A1) = O(G)→ O(H) = Hom(H,A1).
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et ainsi

f → (1→ f (i(1))).

I(H) = { f ∈ O(G)| f (h) = 0 pour tout h ∈ H(R) et toutes les S − al1bres R}.

est un idéal de Hopf car est le noyau de O(G)→ O(H). Inversement si I est un idéal de Hopf

en O(G), alors le foncteur

R {1 ∈ G(R)| f (1) = 0 pour tout f ∈ I}.

est un sous-groupe affine de G (il est représenté par O(G)/I). Ces applications sont l’inverse

l’une de l’autre.

Définition 2.1.15 [5] Le noyau d’un homomorphisme u : H→ G des groupes affines est le foncteur

R N(R) := Ker(u(R) : H(R)→ G(R)).

Soit ε : O(G)→ S l’élément d’identité de G(S). Alors un élément h : O(H)→ R de H(R) existe dans

N(R) si et seulement si son composé avec u\ : O(G)→ O(H) se factorise par ε :

O(H) O(G)

R S

h ε

u\

Soit IG le noyau de ε (l’idéal d’augmentation), et soit IGO(H) l’idéal engendré par son image

en O(H). Alors les éléments de N(R) correspondent aux morphismes O(H) → R qui sont nuls sur

IGO(H), c’est-à-dire :

N(R) = HomS−al1(O(H)/IGO(H),R).

Proposition 2.1.6 [5] Pour tout morphisme H → G de groupes affines, il existe un sous-groupe

affine N de H (appelé noyau du morphisme) tel que :

N(R) = Ker(H(R)→ G(R)).

28



Schéma en groupe

pour tout R ; son anneau de coordonnées est O(H)/IGO(H).

Corollaire 2.1.1 En particulier une application entre groupes affines H→ G est un monomorphisme

si et seulement si le noyau est trivial.

2.1.4 Groupes quotients ; homomorphismes surjectifs

Qu’est-ce que cela signifie pour un morphisme de groupes affines G→ Q être surjectif ?

On pourrait deviner que cela signifie que G(R) → Q(R) est surjectif pour tout R, mais cette

condition est trop stricte.

Définition 2.1.16 [5] Un morphisme G→ Q des groupes affines est dit surjectif (et Q est appelé un

quotient de G) si le morphisme O(Q) → O(G) est fidèlement plat. Un homomorphisme surjectif est

aussi appelé ”application quotient ”.

Proposition 2.1.7 Un morphisme de groupes affines qui est à la fois une immersion fermée et surjectif

est un isomorphisme.

Preuve. Une application fidèlement plate est injective. Par conséquent, l’application sur les

anneaux de coordonnées est à la fois surjective et injectif, et est donc un isomorphisme.

Théorème 2.1.5 [5] Soit k un corps. Les conditions suivantes sur un morphisme G → Q sont

équivalents :

1. G→ Q est surjectif.

2. O(Q)→ O(G) est injectif.

3. Pour toute k-algèbre Retq ∈ Q(R), il existe une R-algèbre fidèlement plate R’ et

un 1 ∈ G(R′) application à l’image de q dans Q(R’).

Preuve.

? 1)⇒ 3) : soit q ∈ Q(R) un morphisme O(Q)→ R, et on considère R′ = O(G) ⊗O(Q) R

Alors R’ est une R-algèbre fidèlement plate car O(G) est une O(Q)-algèbre fidèlement

plate. La commutativité du carré signifie que 1 ∈ G(R′) correspond à l’image q’ de q

dans Q(R’).
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O(G) O(Q)

R′ R

q

fidlementplat

g = id⊗ q

? 3)⇒ 2) : considérons l’élément idO(Q) ∈ Q(O(Q)). Par hypothèse il existe un 1 ∈ G(R′), avec

R’ fidèlement plat surO(Q), tel que 1 et idO(Q) correspondent au même élément de Q(R’)

tel que le diagramme commute

O(G) O(Q)

O(Q)R′

g idO(Q)

fidlementplat

Mais l’application O(Q) → R′ est injectif parce qu’il est fidèlement plat, et donc aussi

l’application O(Q)→ O(G) est injectif.

? 2)⇒ 1) on utilise le fait : pour toute algèbre de Hopf A ⊂ B sur un corps k, B est fidèlement

plat sur A.

Corollaire 2.1.2 [5] Tout morphisme H→ G de groupes affines sur un corps vérifie

H→ H′ → G.

avec H→ H′ surjectif et H′ → Gune immersion fermée.

Preuve.

Le morphisme O(G)→ O(H) se divise en

O(G)� B ↪→ O(H).
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où B est l’image de l’application O(G) → O(H). B est une algèbre de Hopf et donc on

peut considérons le groupe affine H’ = Spec B. Alors la première application implique que

H′ → G est une immersion fermée, et par la proposition précédente l’injectivité de la seconde

application implique que H→ H′ est surjectif.

Le groupe affine H’ du corollaire est appelé l’image du morphisme H→ G.

2.1.5 Exemples

Désormais, nous devons supposer autres hypothèses sur les groupes affines.

Soit S ∈ Anneaux.

Définition 2.1.17 [5] Un groupe affine G sur S est fini (resp. fini et localement libre) si O(G) est de

type fini (resp. de type fini et projectif) comme S-module.

Un groupe affine G sur S est fini et localement libre si et seulement si O(G) satisfait les conditions

équivalentes suivantes :

1. O(G) est de type fini et projectif et un S-module.

2. O(G) est de type fini comme un S-module et O(G)mest un Sm − module libre pour tout idéal

maximal m de S.

3. Il existe une famille finie ( fi)i∈I engendrant l’idéal S et telle que, pour tout i ∈ I, le S fi −module

O(G) fi est libre de rang fini ;

4. O(G) est de type fini et plat comme un S-module ;

5. (S intègre) O(G) est de type fini et dimS(p)(O(G)⊗S S(p)) est le même pour tout idéaux premiers p

de S (ici S(p) est le corps des fractions de S / p).

En général, si G est fini et localement libre, la fonction

m→ dimS(m)O(G) ⊗ S(m) : Spm(S)→N.

est localement constante. On l’appelle l’ordre de G sur S.

Notons en particulier que si G = Spec A est fini, alors A est localement libre⇐⇒A est projectif

en tant que A-module⇐⇒ A est plat comme A-module⇐⇒ G est fini et localement libre.

Lorsque S est un corps un groupe affine G sur S est fini si et seulement si dimSO(G) est fini (et

dimSO(G) est alors l’ordre de G sur S).

A partir de maintenant tous les schémas en groupes sont supposés affines, commutatifs, finis et

localement libres même si nous les appellerons uniquement « groupes affines ».
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Dualité de Cartier

Définition 2.1.18 [10] G∨ est appelé le dual de Cartier de G.

L’un des premiers exemples de groupe affine est le schéma en groupe multiplicatifGm ; on l’appelle

le groupe multiplicatif parce que

Gm(S) = HomR−al1(R[X,X−1],S) � HomR−al1(R[X,Y]/(XY − 1),S) � {a ∈ S|a est inversible}.

est la partie multiplicative de la R-algèbre S. Notons en particulier que l’on définit les applications

m(X) = X ⊗ X, ε( f ) = f (1, 1) et i qui intervertit X et X−1. Donc le produit des éléments de Gm(S)

coïncide avec le de S.

Pour une R-algèbre S, soit Hom(G,Gm)(S) l’ensemble des morphismes de u : GS → Gm,S de

groupes affines sur S. Cela devient un groupe sous la multiplication

(u1 ∗ u2)(1) = u1(1) ∗ u2(1), 1 ∈ G(S′).

S’ une S-algébre.

De cette façon

S Hom(G,Gm)(S).

devient un foncteur Al1R → Groupe.

Lemme 2.1.3 Soit R un anneau noethérien. A et M deux R-modules où A est de type fini et M est

projectif. Alors

HomR(A,M) � HomR(A,R) ⊗M.

Preuve. On sait qu’un module projectif a une "base duale" c’est-à-dire qu’il existe un ensemble

I et mi ∈ M et fi ∈ Hom(M,R) avec i ∈ I tel que pour tout m ∈ M, fi(m) est seulement non nul

pour un nombre fini de i et m =
∑

fi(m)mi.

On constate maintenant que les applications

HomR(A,R) ⊗M→ HomR(A,M).

∑
hk ⊗ xk →

∑
hkxk.

et

HomR(A,M)→ HomR(A,R) ⊗M.
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1→

∑
fi ◦ 1 ⊗mi.

sont l’un l’inverse de l’autre. Notez que A est de type fini et qu’il n’y a donc qu’un nombre

fini de fi qui sont non nuls sur l’image de 1 et donc la dernière somme est sur un indice fini

Corollaire 2.1.3 Soit A une algèbre R-Hopf de type fini et projective. Alors

(A ⊗ A)∨ � A∨ ⊗ A∨.

Preuve.

A∨ ⊗ A∨ = HomR(A,R) ⊗ A∨ � HomR(A,HomR(A,R)) � HomR(A ⊗ A,R) = (A ⊗ A)∨ .

Soit A∨ := HomR−lin(A,R) son R-dual ; puisque A est plat et R est noethérien, A est projectif

et (A ⊗R A)∨ = A∨ ⊗R A∨ et nous pouvons définir e∨, m∨, µ∨, ε∨et i∨comme le R-dual de e,

m, µ, ε et i. ces applications satisfont l’axiome de l’algèbre de Hopf, et G∨ := Spec(A∨) est un

groupe affine sur Spec R aussi.

Théorème 2.1.6 [5] Il existe un isomorphisme canonique

G∨ � Hom(G,Gm).

des foncteurs Al1R → Groupe.

Preuve. Soit S une R-algèbre. Nous avons

G(S) = HomR−al1(O(G),S) = HomS−al1(O(G)S,S) ↪→ HomS−lin(O(G)S,S) = O(G∨)S.

Si on prend f ∈ HomS−al1(O(G)S,S) ↪→ HomS−lin(O(G)S,S) alors m∨( f ) = f ⊗ f car

m∨( f )(a ⊗ b) = f (µ(a ⊗ b)) = f (ab) = f (a) f (b) = ( f ⊗ f )(a ⊗ b) avec a , b ∈ O(G)S.

D’autre part Hom(G∨S ,Gm,S) = HomS−al1(S[X,X−1],O(G∨)S) est aussi constitué des éléments de

O(G∨)S tel que m∨(1) = 1 ⊗ 1. En effet si on prend f ∈ HomS−al1(S[X,X−1],O(G∨)S), alors

m∨( f (X)) = ( f ⊗ f )(m(X)) = ( f ⊗ f )(X ⊗ X) = f (X) ⊗ f (X).
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Ainsi

G(S) � Hom(G∨,Gm)(S).

Cet isomorphisme est naturel dans S, et nous avons montré que G � Hom(G∨,Gm). Pour

obtenir le isomorphisme, remplacez G par G∨ et utilisez que (G∨)∨ � G.

Exemples

1. µn. Pour un entier 1 ≤ n,

µn(S) = {s ∈ S|sn = 1} � HomR−al1(R[X]/(Xn
− 1),S).

est un sous-groupe de Gm.

2. Schémas en groupe constants. On commence par composant Γun groupe abélien fini, et

on définit l’anneau des fonctions

RΓ := { f : Γ→ R| f est une application d′ensembles}.

dont l’addition et la multiplication sont définies par composant, et dont 0 et 1 sont les

applications constantes de valeur 0, respectivement 1. La comultplication

m : RΓ
→ RΓ

⊗R RΓ � RΓ×Γ est donné par la formule m( f )(γ, γ′) = f (γ + γ′), le co-unité

ε : RΓ
→ R par ε( f ) = f (0), et la coinverse i : RΓ

→ RΓ par i( f )(γ) = f (−γ).

Observons ensuite que les éléments suivants {eγ}γ ∈ Γ constituent une base canonique

du R-module RΓ libre :

eγ(γ′) =


1 si γ = γ′

0 sinon

On vérifie que µ, ε, e, m, et i sont donnés par :

µ(eγ ⊗ eγ′) =


eγ si γ = γ′

0 sinon

ε(eγ) =


1 si γ = 0

0 sinon

e(1) =

∑
γ∈Γ

eγ

 .
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m(eγ) =
∑
γ′∈Γ

eγ′ ⊗ eγ−γ′ .

i(eγ) = e−γ.

Maintenant, pour calculer le dual de Cartier, nous pouvons utiliser la base caractérisée

par

êγ(eγ′) =


1 si γ = γ′

0 sinon

Les applications duales sont données par les formules

m∨(êγ) = ê γ ⊗ êγ.

e∨(1) = ê0.

ε∨(ε̂γ) = 1

µ∨(êγ ⊗ êγ′) = êγ+γ′ .

i∨(êγ) = ê−γ.

La démonstration de ces formules découle directement de la définition, nous démon-

trons la dernière pour donner un exemple.

i∨(êγ)(eγ′) = (êγ ◦ i)(eγ′) =êγ(e−γ′) =


1 si γ = −γ′

0 sinon

et on conclut par la définition de eγ.

En particulier, les formules pour µ∨ et e∨ montrent que (RΓ)∨ est isomorphe au groupe

anneau R[Γ] comme une R-algèbre, telle que ε∨ corresponde à l’application d’augmen-

tation usuelle R[Γ]→ R.

Par exemple si Γ := Z/nZ, alors (RΓ)∨ � µn.

3. αp. En caractéristique p , 0 on a (a + b)p = ap + bp ; donc, pour toute R-algèbre S sur un

anneau de caractéristique p, on peut définir

αp(S) = {s ∈ S|sp = 0} � HomR−al1(R[T]/Tp,S).

En fonction de la base {Ti
}0≤i<p toutes les applications sont données par les formules

µ(Ti
⊗ T j) =


Ti+ j si i + j < p

0 sinon
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e(1) = T0.

m(Ti) =

∑
0≤ j≤i

(Ci
j)T

i
⊗ Ti− j

 .
i(Ti) = (−1)iTi.

Soit {ui} la base duale de A∨. Puis on vérifie que l’application R-linéaire φ : A∨ → A

transmit ui à Ti/i! est un isomorphisme des algèbres de Hopf. Par exemple, nous

prouvons que cette application préserve des produits ; il est immédiat de vérifier que

uiu j = (Ci+ j
i )ui+ j.

φ(uiu j) = (Ci+ j
i )ui+ jφ(ui+ j) = (Ci+ j

i )ui+ j
Ti+ j

(i + j)!
=

Ti

i!
T j

j!
= φ(ui)φ(u j).

2.2 Les composants connexes d’un groupe affine

Rappelons qu’un espace topologique X est connexe s’il n’est pas la réunion de deux

ouverts non vides disjoints sous-ensembles. Cela revient à dire qu’en dehors de X lui-même

et de l’ensemble vide, il n’y a pas de sous-ensemble de X qui est à la fois ouvert et fermé. Pour

chaque point x de X, la réunion des sous-ensembles connexes de X contenant x est à nouveau

connexe, et c’est donc le plus grand sous-ensemble connexe contenant x - on l’appelle le

connexe composante de x. L’ensemble des composantes connexes des points de X est une

partition de X par sous-ensembles fermés.

Notons π0(X) l’ensemble des composantes connexes de X. Dans un groupe topologique

G, la composante connexe de l’élément neutre est un sous-groupe normal fermé connexe G0

de G, appelé composant neutre (ou identité) de G. Par conséquent, le quotient π0(G) = G/G0

est un groupe topologique séparé. Dans la suite, k est un corps.

2.2.1 Idempotents et composants connexes

Soit A un anneau commutatif et e1, · · · , en un ensemble de n éléments idempotents et

orthogonaux. Si cet ensemble est complet, ce qui signifie que e1 + ...+ en = 1, alors Aei devient

un anneau avec l’addition et multiplication induite par celle de A (mais avec l’élément

d’identité ei) et A = Ae1 × ... × Aen.

Inversement si A = A1× ...×An alors les éléments e1 = (1, 0, 0, ...), ... en = (0, ..., 0, 1) forment

un ensemble complet des idempotents orthogonaux.
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Lemme 2.2.1 [5] L’espace Spec A est discontinu si et seulement si A contient un idempotent non

trivial.

Preuve. Voir Lemme 1. 1 page 204 de [5].

Proposition 2.2.1 [5] Soit {e1, ..., en} un ensemble complet d’idempotents orthogonaux dans A. Alors

SpecA = D(e1) t ... tD(en).

est une décomposition de Spec A en une union disjointe de sous-ensembles ouverts.

Remarque 2.2.1 Rappelons qu’un anneau A est dit de Jacobson si tout idéal premier est une inter-

section d’idéaux maximaux, et que toute algèbre de type fini sur un corps est de Jacobson. Dans un

anneau de Jacobson, le nilradical est une intersection d’idéaux maximaux. Lorsque A est Jacobson,

"l’idéal premier" peut être remplacé par "l’idéal maximal" et "Spec" par "Spm" dans la discussion

ci-dessus. En particulier, pour un anneau de Jacobson A, il existe des correspondances naturelles entre

1. les décompositions de Spm A en une union finie disjointe de sous-espaces ouverts.

2. les décompositions de A en produits directs finis d’anneaux.

3. les ensembles complets d’idempotents orthogonaux dans A.

Considérons maintenant un anneau A = k[X1, ...,Xn]/I. Si k est un corps algèbriquement clos,

SpmA � l’ensemble nul de I dans kn.

comme espace topologique, et donc Spm A est connexe si et seulement si l’ensemble nul de I dans kn

est connexe.

Définition 2.2.1 [5] Une algèbre A sur un corps k est diagonalisable si elle est isomorphe à l’algèbre

produit kn pour un certain n, et elle est étale si L ⊗A est diagonalisable pour un corps L contenant k.

Remarque 2.2.2 Soit k un corps, et soit A une k-algèbre finie. Pour tout ensemble fini S d’idéaux

maximaux dans A, le théorème des restes chinois [2] montre que l’application A→ (
∏

m∈S) A/m est

surjectif de noyau (∩m∈Sm) En particulier |S| ≤ |A : k|, et donc A n’a qu’un nombre fini d’idéaux

maximaux. Si S est l’ensemble de tous les idéaux maximaux de A, alors (∩m∈Sm) est le nilradical N

de A et donc A / N est un produit fini de corps. Où N est l’ensemble des éléments nilpotents défini par

N = Nil(A) = {x ∈ A|∃n ∈N∗, xn = 0A}.

Proposition 2.2.2 [5] Les conditions suivantes sur une k-algèbre finie A sont équivalentes :
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1. A est étale.

2. L ⊗ A est réduit (c’est-à-dire qu’il n’a pas d’éléments nilpotents non nuls) pour tout corps L

contenant k.

3. A est un produit d’extensions de corps séparables de k.

Preuve.

? 1) ⇒ 2) : soit L un corps contenant k. Par hypothèse, il existe un corps L’ contenant k

tel que L′ ⊗ A est diagonalisable. Soit L” un corps qui contient L et L’, alors L′′ ⊗ A est

diagonalisable et l’application L⊗A→ L′′ ⊗A défini par l’inclusion L→ L′′ est injectif,

donc L ⊗ A est réduit.

?) 2)⇒ 3) : supposons que L ⊗ A est réduit, alors A est également réduit car A est contenu

dans L ⊗ A. Ce fait et la remarque ci-dessus nous disent que A est un produit fini des

corps, soit k’ un de ces corps. Si k’ n’est pas séparable sur k, alors k de caractéristique

p , 0 et il existe un élément u ∈ k′ dont le polynôme minimum est de la forme f (Xp)

avec f ∈ k[X]. Soit L un corps contenant k tel que tous les les coefficients de f sont les

puissances p dans L. Alors

L ⊗ k[u] � L ⊗ (k[X]/ f (Xp)) � L[X]/ f (Xp).

qui ne se réduit pas car f (Xp) = f (X)p est une p-ième puissance dans L[X]. Donc L ⊗ A

n’est pas réduit.

? 3) ⇒ 1) : supposons que A lui-même est une extension de corps séparable de k. A partir

du théorème de l’élément primitif, nous sachez que A = k[u] pour un certain u. Comme

k[u] est séparable sur k, le polynôme minimum f(X) de u est séparable, ce qui signifie

que

f (X) =
∏

(X − ui),ui , u j pour i , j,

dans un corps de séparation L pour f . Maintenant

L ⊗ A � L ⊗ k[X]/( f ) � L[X]/( f ).

et d’après le théorème des restes chinois [2]

L[X]/( f ) �
∏

L[X]/(X − ui) � L × L × ... × L.
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Corollaire 2.2.1 [5] Soit ksep une clôture séparable de k. Une k-algèbre A est étale si et seulement si

ksep
⊗ A est diagonalisable.

Preuve. La preuve que 3) ⇒ 2) montre que L ⊗ A est diagonalisable si certains polynômes

séparables se décomposent en L. Mais par définition, tous les polynômes séparables se

décomposent en ksep.

Remarque 2.2.3 Les produits finis, les produits tensoriels et les quotients de k-algèbres diagonali-

sables (resp. étales) sont diagonalisable (resp. étale).

Corollaire 2.2.2 [5] Le composé de tout ensemble fini de sous-algèbres étales d’une k-algèbre est

étale.

Preuve. Soit Ai des sous-algèbres étales de B. Alors A1×A2×· · ·An est l’image de l’application

a1 ⊗ · · · ⊗ an → a1 ∗ · · · ∗ an.

et est donc un quotient de A1 ⊗ · · · ⊗ An.

Proposition 2.2.3 [5] Si A est étale sur k, alors k′ ⊗A est étale sur k’ pour tout corps k’ contenant k.

Preuve. Soit L tel que A ⊗ L � Lm, et soit L’ un corps contenant L et k’. Alors

L′ ⊗k′ (k′ ⊗ A) � L′ ⊗ A � L′ ⊗L L ⊗ A � L′ ⊗L Lm � (L′)m.

Lemme 2.2.2 [5] Soit A une algèbre de type fini sur un corps séparablement clos k. Le nombre de

composantes connexes de Spm A est égal au plus grand degré d’une k-sous-algèbre étale de A (et les

deux sont fini).

Preuve. car Spm A est noethérien, c’est une union finie disjointe de ses composantes connexes,

chacune de qui est ouvert.

Soit E une k-sous-algèbre étale de A. Comme k est séparablement clos, E est un produit

de copies de k. Une décomposition de E correspond à un ensemble complet (ei)1≤i≤m d’idem-

potents orthogonaux dans E, et m = [E : k]. Inversement, un ensemble complet (ei)1≤i≤m

d’idempotents orthogonaux dans A définit une étale k-sous-algèbre de A de degré m :
∑

kei
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Lemme 2.2.3 [5] Soit A une k-algèbre de type fini. Supposons que k est algèbriquement clos, et soit

K un corps algèbriquement clos contenant k. Si Spm A est connexe, Spm AK l’est aussi.

Preuve. Supposons A = k[X1 , ...,Xn]/a, de sorte que AK = K[X1 , ...,Xn]/b où b est l’idéal

engendré par a. Par hypothèse, l’ensemble nul V(a) dans kn est connexe, et il appartient à

l’ensemble V(b) dans Kn. Comme la clôture d’un ensemble connexe est connexe, on veut

montrer que V (b) est contenu dans la clôture de V (a) dans Kn. Choisissons une base (ai)i∈I

de K sur k, soit f ∈ K[X1, ...,Xn] un polynôme nul sur V (a) et on veut montrer qu’il est nul

sur V (b). Écrire

f =
∑

ai fi, fi ∈ k[X1, ...,Xn].

Comme f est nul sur V(a), il en va de même pour chaque fi. Par le Nullstellensatz fort,

certaine puissance de fi appartient à a ⊂ b donc chaque fi est nul sur V (b) et donc f est nul

sur V(b).

Soit A une k-algèbre de type fini. Une k-sous-algèbre étale de A donnera une kal-sous-

algèbre étale de même degré de Akal , et donc son degré est borné par le nombre de com-

posantes connexes de Spm Akal . Le composé de deux sous-algèbres étales de A est étale, et

il existe donc une plus grande k-sous-algèbre étale π0(A) de A, contenant toutes les autres

sous-algèbres.

Soit K un corps contenant k. Alors K ⊗ π0(A) est une K-sous-algèbre étale de K ⊗ A. Il

faudra savoir que c’est la plus grande sous-algèbre étale.

Proposition 2.2.4 [5] Soit A une k-algèbre de type fini, et soit K un corps contenant k. Alors

K ⊗ π0(A) = π0(K ⊗ A).

Preuve. Voir la proposition 2. 1 page 206 de [5].

Corollaire 2.2.3 [5] Soit A une k-algèbre de type fini. Le degré [π0(A) : k] est égal au nombre des

composantes connexes de Spm(kal
⊗ A).

Preuve.

[π0(A) : k] = [kal
⊗ π0(A) : kal] = [π0(kal

⊗ A) : kal].

Proposition 2.2.5 [5] Soient A et A’ des k-algèbres de type fini. Alors

π0(A ⊗ A′) = π0(A) ⊗ π0(A′).
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Preuve. Voir la proposition 2. 3 page 207 de [5].

2.2.2 Groupes affines

Soit G un groupe affine d’anneau de coordonnées A = O(G). L’application

m : A→ A ⊗ A est un morphisme de k-algèbre et envoie donc π0(A) dans

π0(A ⊗ A) = π0(A) ⊗ π0(A) ; de même i : A → A, transmit π0(A) dans π0(A) et on peut

se restreindre sur π0(A), donc π0(A) devient une sous-algèbre de Hopf de A. En détails.

Supposons φ : A → B est un morphisme d’algèbres de Hopf, alors on veut montrer

qu’on peut restreindre φ : π0(A) → π0(B). En particulier nous montrerons que l’image

de π0(A) est une algèbre ètale. Premièrement π0(A) =
∏n

i=1 ki où ki sont des extensions

séparables de k ; en particulier il existe e1, ..., en un ensemble complet d’idempotents. Clai-

rement φ(e1), ..., φ(en) est encore un ensemble complet d’idempotents ce qui implique que

φ(π0(A)) =
∏n

i=1(φ(π0(A))φ(ei)) =
∏n

i=1 φ(ki). Donc pour conclure il suffit de prouver que φ(ki)

reste une extension de corps séparable pour tout i. En utilisant la multiplicativité de φ on

voit que φ(ki) est un corps qui implique que φ|ki est injectif. Il s’ensuit un élément φ( j) ∈ φ(ki),

son polynôme minimal sur k est le même que celui de j et donc il ne peut pas avoir plusieurs

racines dans φ(ki).

Définition 2.2.2 [5] Soit G un groupe algèbrique sur un corps k.

1. Le groupe de composante connexe π0(G) de G est le groupe affine quotient correspondant à

π0(O(G)).

2. La composante identité G◦ de G est le noyau du morphisme G→ π0(G).

Proposition 2.2.6 [5] Les quatre conditions suivantes sur un groupe affine G sont équivalentes :

1. le groupe affine étale π0(G) est trivial.

2. l’espace topologique Spm (O(G)) est connexe.

3. l’espace topologique Spm (O(G)) est irréductible.

4. l’anneau O(G)/N est intégre.

Preuve.

? 2) ⇒ 1) : π0(O(G)) n’a pas d’idempotents non triviaux et c’est donc un corps. L’existence

de ε : O(G) → k implique que π0(O(G)) = k.

? 3)⇒ 2) : trivial.
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? 3)⇔ 4) : Spm(A) est irréductible si et seulement si le nilradical de A est premier.

? 1)⇒ 4) : Si π0(G) est trivial, π0(Gkal) l’est aussi. Soit Spm(O(Gkal)) comme union de ses com-

posants irréductibles. Par définition, aucune composante irréductible n’est contenue

dans la réunion du reste. Par conséquent, il existe un point qui se trouve exactement

dans une composante irréductible. Par homogénéité, tous les points ont cette propriété

et donc les composantes irréductibles sont disjointes. Comme Spm(O(Gkal)) est connexe,

il ne doit y avoir qu’une seule composante irréductible, donc Spm O(Gkal) est irréduc-

tible. Soit N’ le nilradical de O(Gkal) ; l’implication 3) ⇒ 4) nous dit que O(Gkal))/N′ est

intégre. L’application canonique O(G) → kal
⊗ O(G) � O(Gkal) est injectif : cela nous

dit que l’image inverse de N’ est contenue dans N et l’autre inclusion découle de la

multiplicativité de l’application. Il reste donc injectif après quotients par les nilradicaux

respectifs, et donc O(G)/N est intégre.

Définition 2.2.3 [5] Un groupe affine est connexe s’il satisfait les conditions équivalentes de la

proposition.

Proposition 2.2.7 [5] Les fibres de l’application Spm G→ Spmπ0(G) sont les composantes connexes

de l’espace topologique Spm G.

Preuve. Les composantes connexes de Spm G et les points de Spm π0(G) sont tous deux

indexés par les éléments d’un ensemble complet maximal d’idempotents orthogonaux.

Proposition 2.2.8 [5] Tout morphisme de G vers un groupe affine étale se factorise uniquement par

G→ π0(G).

Preuve. Soit G→ H un morphisme de G vers un groupe affine étale H. L’image de O(H) est

une algèbre étale et donc elle est contenue dans π0(O(G)) = O(π0G).

Proposition 2.2.9 [5] Le sous-groupe G◦ de G est connexe.

Preuve. Le morphisme des k-algèbres : O(π0(G)) → k décompose O(πo(G)) en un produit

direct

O(π0(G)) = k × B.

où B est l’idéal d’augmentation de O(π0(G)). Soit e = (1, 0).

O(G) = eO(G) × (1 − e)O(G).
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avec

eO(G) � O(G)/(1 − e)O(G) = O(G◦).

Maintenant k = π0(eO(G)) � π0(O(G◦)). Donc π0(G◦) = 1 ce qui implique que G◦ est connexe.

Proposition 2.2.10 [5] Le sous-groupe G◦ est l’unique sous-groupe affine normal connexe de G tel

que G/G◦ est étale.

Preuve. Nous n’avons qu’à prouver l’unicité. Supposons que H soit un second sous-groupe

affine normal de G. Si G / H est étale, alors le morphisme G → G/H passe par π0(G), et on

obtient ainsi un diagramme commutatif

1 G0 G 1

1 H G 1G/H

π0(G)

avec des lignes exactes ; notez que la deuxième ligne est exacte car H est un sous-groupe

affine de G et G/H est le conoyau de la première application. Le diagramme similaire avec

chaque ∗ remplacé par ∗(R) donne, pour chaque k-algèbre R, une suite

1→ G◦(R)→ H(R) → π0(G)(R).

Vérifions que la suite est exact, la première application est injective car G◦(R) est contenu dans

le noyau de l’application G(R)→ G/H(R) qui est H(R). L’exactitude au milieu découle du fait

que l’application H(R)→ π0(G)(R) est la restriction à H(R) de l’application G(R)→ π0(G)(R) ;

le noyau de cette dernière application est G◦(R) qui est contenu dans H(R) et donc c’est aussi

le noyau de l’application H(R)→ π0(G)(R).

Puisque c’est fonctoriel dans R et que nous sommes sur un corps, la proposition 2. 1.

4 nous dit qu’une immersion fermée peut être vérifié sur des « points » ; donc la suite des

groupes affines

1→ G◦ → H→ π0(G).

est exacte, donc G◦ est le noyau de H → π0(G). Cette application se factorise par π0(H) et

donc si π0(H) = 1, son noyau est H : donc G◦ � H.
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Remarque 2.2.4 Cette proposition affirme que pour tout groupe affine G il existe une suite exacte

unique

1→ G◦ → G→ π0(G)→ 1.

tel que G◦ est connexe et π0(G) est étale. C’est ce qu’on appelle la suite exacte connexe - étale.

Proposition 2.2.11 [5] Pour toute extension de corps k′ ⊃ k

π0(Gk′) � π0(G)k′(Gk′)◦ � (G◦)k′ .

En particulier G est connexe si et seulement si Gk′ est connexe.

Preuve. Prenez la suite exacte

1→ G◦ → G→ π0(G)→ 1.

En appliquant ⊗ k′ aux algèbres on obtient

1→ (G◦)k′ → Gk′ → π0(G)k′ .

Rappelons que la proposition 2. 2. 4 dit que π0(G)k′ = π0(Gk′) et donc nous concluons que

(G◦)k′ est le noyau de Gk′ → π0(Gk′) et donc (G◦)k′ = (Gk′)◦.

Proposition 2.2.12 [10] Pour tout corps k de caractéristique p > 0, les groupes affines (Z/pZ)k, µp,k

et αp,k sont deux à deux non isomorphes.

Preuve. Le premier est étale, tandis que µp,k et αp,k sont réduites. Maintenant la dualité de

Cartier de µp,k et αp,k sont respectivementZ/pZk et αp,k qui ne sont pas isomorphes. Donc αp,k

et µp,k ne sont pas isomorphe aussi.
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CHAPITRE 3

UNE CLASSIFICATION DES SCHÉMAS

EN GROUPE D’ORDRE PREMIER

3.1 Deux théorèmes généraux

Jusqu’à présent, nous avons étudié l’objet de groupe dans la catégorie des schémas en

groupe affine. Nous voulons maintenant étendre cette notion à la catégorie des schémas en

groupe ; comme nous le verrons la notion d’algèbre de Hopf être remplacé par le faisceau

quasi cohérent d’algèbres de Hopf. Comment passer de l’un à l’autre ? Soient S = (S,OS) un

schéma et A un faisceau quasi-cohérent d’OS-algèbres ; nous voulons définir un schéma qui

est en quelque sorte l’analogue de Spec A quand A était une algèbre.

On observe d’abord que pour chaque sous-ensemble affine U ⊂ S on a une application

OS(U) → A(U) et une associée f : Spec(A(U)) → Spec(OS(U)) = U. Donc l’idée est de définir

Spec A et un morphisme ε : SpecA→ S comme l’unique schéma tel que ε−1(U) = Spec(A(U))

pour tout ouvert affine U ⊂ S. Il est possible de vérifier que Spec A est un collage approprié

des schémas affines Spec(A(U)) et l’application ε l’extension des applications f . Donc le point

principal est que nous avons construit un schéma Spec A avec un morphisme affine

ε : Spec A →S (affine signifie que pour chaque U ⊂ S affine, ε−1(U) est affine). Pour voir

l’importance de cette propriété, prenons deux schémas en groupes G et B sur S et un S-

morphisme φ : G→ B. Le diagramme suivant commute
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G B

S

φ

ε1 ε2

En particulier φ|ε−1(U) : ε−1
1 (U) → ε−1

2 (U) qui signifie que recouvrant G et B par des

ouvertures de telle forme, on peut déterminer complètement le comportement de φ en

l’étudiant localement sur des schémas affines.

Notez que si S est un schéma affine, alors Spec A l’est aussi et coïncide avec Spec(A(S)).

Désormais nous écrirons Spec A bien que nous parlions de schémas pas nécessairement

affines ; il sera clair d’après le contexte si A est une algèbre ou un faisceau d’algèbres.

Rappelons que tous les schémas en groupes sont supposés commutatifs, finis et locale-

ment libres. Soit G→ S un schéma en groupe S. Pour chaque entier m ∈ Z on note

mG : G→ G.

le morphisme obtenu en élevant à la puissance m tous les éléments du foncteur de groupe

G. Supposons G = Spec(A), alors on utilise [m] : A → A pour le morphisme OS-algèbre

correspondant. En particulier soit n ∈ Z, R une OS-algèbre, u ∈ G(R) et a ∈ A ; on a la relation

suivante

nG(u)(a) = u([n]a).

Les "lois des exposants" (ξn)m = ξnm et (ξm)(ξn) = ξn+m reviennent aux identités

[m][n] = [mn]µA ◦ ([m] ⊗ [n]) ◦mA = [m + n].

De plus [1] = idA et [0] = e ◦ ε.

Théorème 3.1.1 [6] Un groupe S commutatif d’ordre m est annulé par m (c’est-à-dire mG = 0G).

Remarque 3.1.2 Nous savons par la théorie des groupes que si G est un groupe commutatif fini

d’ordre m, alors l’ordre de chaque élément divise m. Nous pouvons le prouver en montrant que si
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x ∈ G, alors ∏
y∈G

y =
∏
y∈G

xy = (
∏
y∈G

y)xm.

et donc xm = 1. On ne peut pas appliquer ces égalités dans le cas où G est un schéma en groupe car en

général G(R) n’a pas un nombre fini d’éléments, où R est un S-schéma en groupes, et donc
∏

y∈G(R) y

n’a pas de sens. Il faut donc de trouver un objet qui peut substituer
∏

y∈G(R) y ; un bon point de départ

est d’analyser ce qui se passe pour les schémas en groupe affine constants.

On rappelle que le groupe constant C associé à un groupe fini G d’ordre m a A := O(C) =
∏
1∈G R.

Considérons la A∨-algèbre libre A∨ ⊗ A ; à chaque élément 1 ∈ A∨ ⊗ A on peut associer sa norme

N(1) qui est le déterminant associé à la matrice de l’application linéaire

A∨ ⊗ A→ A∨ ⊗ A.

a→ 1 ∗ a.

En notant par {ei} et {e′i} respectivement la base et la base duale, prenons IdA ∈ G(A) qui peut être

écrit comme
m∑

i=1

e′i ⊗ ei.

comme un élément de A∨ ⊗ A. On veut calculer N(IdA). Soit 1 ⊗ ei un élément générique de la base

de A∨ ⊗ A sur A∨,

(IdA)(1 ⊗ e j) = e′j ⊗ e j.

et donc la matrice associée à la multiplication de IdA est (e′1, ..., e
′

m) ∗ Id ce qui implique que

N(IdA) =
∏m

i=1 e′i est inversible ; donc nous suggère que la norme est le bon objet à considérer.

Remarque 3.1.3 Il s’agit essentiellement de prouver la commutativité des éléments suivants

G S

G

e

εmG
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Mais on rappelle que G est un collage de schémas affines de la forme Spec(A(U)) où A est un

faisceau quasi-cohérent d’OS-algèbres et U ⊂ S affine ouvert. On peut donc prouver la commutativité

du diagramme dans chaque schéma affine Spec(A(U)) et on peut donc supposer S affine.

On peut aussi supposer que OS = R est un anneau local ; en fait prenons a ∈ A et supposons que

([m]a− ε ◦ e(a)) , 0 dans A mais ([m]a− ε ◦ e(a)) = 0 dans A⊗Rp pour chaque p nombres premiers

de R. Considérons alors l’annulateur de ([m]a − ε ◦ e(a)) qui est un idéal propre de R et considérons

un idéal maximal m qui le contient. Alors ([m]a − ε ◦ e(a)) , 0 dans A ⊗ Rm ; absurde.

Preuve. Donc en conclusion nous nous sommes réduits à prouver qu’un S-schéma commu-

tatif plat fini G = SpecA d’ordre m est annulé par mG. Soit R = OS, R est local ce qui implique

que A est libre. Nous devrait prouver que pour toute R-algèbre B, chaque élément de G(B) a

un ordre divisant m. Mais notons que si A = O(G), alors

G(B) = HomR(A,B) = HomB(A ⊗ B,B).

et donc on peut se ramener au cas B = R et vérifier que pour tout u ∈ G(R), um = 1.

Lemme 3.1.1 [9] Soit S une R-algèbre finie et libre. Alors on a une application

G(R)→ G(S) N−→ G(R).

Fondamentalement, le lemme nous dit que le diagramme suivant commute

N

A∨G(R)

N

G(A) A∨ ⊗A = HomR−lin(A,A)

montrant que la norme « préserve » les éléments inversibles.

Soit u ∈ G(R) ↪→ A∨ et considérons la multiplication par u,mu : A∨ ⊗ A → A∨ ⊗ A. D’abord

c’est un automorphisme de A∨-algèbres car u ∈ G(R) et donc il est inversible aussi dans A∨ en

observant que les produit dans G(R) coïncident avec le produit de G(R) dans A∨. On note aussi que

l’application e : R → A est injective puisque A est libre et donc u peut être vu comme un élément
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de G(A) et de A∨ ⊗ A ; en particulier N(u) = um (dans ce cas on note u au lieu de u ∗ 1A∨⊗A),

car u ∈ A∨ et donc la matrice associée à la multiplication est u ∗ Id. De plus si a ∈ A∨ ⊗ A, alors

N(u ∗ a) = N(mu(a)) = N(a) ; la dernière égalité s’ensuit car mu est un isomorphisme et l’application

des normes est indépendante du choix d’un base.

Prenons enfin IdA ∈ G(A) ↪→ A∨ ⊗ A.

N(IdA) = N(mu(IdA)) = N(u ∗ IdA) = N(u)N(IdA) = um
N(IdA).

MaisN(IdA) ∈ G(R) est inversible, donc um = 1.

Preuve. On continue la preuve du lemme.

S est fini et libre sur R et donc aussi A∨ ⊗ S est fini et libre comme A∨-algèbre. On a donc

une application norme N : A∨ ⊗ S → A∨ qui envoie un élément s∈ A∨ ⊗ Sà l’élément N(s)

qui est le déterminant de la matrice de l’application A∨-linéaire A∨ ⊗ S→ A∨ ⊗ S qui prend

x ∈ A∨ ⊗ S en sx. Nous prétendons que cette norme induit une application G(S) → G(R) tel

que le diagramme suivant commute :

N?

A∨G(R)

G(S) A∨ ⊗Rp

où les applications horizontales sont les inclusions, en effet

G(R) ⊂ HomR−lin(A,R) = A∨.

et

G(S) ⊂ HomR−lin(A ,S) = HomS−lin(A ⊗ S ,S) = (A ⊗ S)∨ � A∨ ⊗ S .

Pour prouver cette affirmation, nous devons prouver une remarque générale suivante

Lemme 3.1.2 Soit S une R-algèbre finie et libre, B et C deux R-algèbres. Si f : B → C est un

homomorphisme de R-algèbres, alors
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B ⊗ S C ⊗ S

CB

f

N N

f ⊗ idS

est commutatif.

Preuve. Soit ei une base de S sur R, de sorte que {1 ⊗ ei} soit une B-base pour B ⊗ S et une

C-base pour C ⊗ S.

Si α ∈ B ⊗ S,

α ∗ (1 ⊗ ei) =
∑

j

µi, j(1 ⊗ e j) =
∑

j

(µi, j ⊗ e j).

pour µi, j ∈ B et doncN(α) = det(µi, j).

DoncN( f ⊗ idS(α)) :

( f ⊗ idS)(α) ∗ (1 ⊗ ei) = f ⊗ idS(α) ∗ f ⊗ idS(1 ⊗ ei) = f ⊗ idS(α ∗ (1 ⊗ ei)) =
∑

j( f (µi, j) ⊗ e j) =∑
j f (µi, j)(1 ⊗ e j)

etN( f ⊗ idS(α)) = det( f (µi, j) = f (N(α)).

En revenant au lemme, nous devons prouver que si f ∈ G(S) alors N( f ) ∈ G(R) ce qui

équivaut à prouver que m∨(N( f )) = N( f ) ⊗N( f ). Nous appliquons la remarque à

1.

A∨ ⊗ S A∨ ⊗A∨ ⊗ S

A∨ A∨ ⊗A∨

N N

idA∨ ⊗ 1⊗ idS

idA∨ ⊗ 1

qui nous dit que si f ∈ A∨ ⊗ S, alorsN( f ) ⊗ 1 = N( f ⊗ 1) ;

2.
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A∨ ⊗ S A∨ ⊗A∨ ⊗ S

A∨ A∨ ⊗A∨

m∨ ⊗ idS

m∨

N N

Remarquons d’abord que m∨ ⊗ idS est égal à la comultiplication de A∨ ⊗ S = (A ⊗ S)∨ ; et

donc la commutativité du diagramme nous dit queN(m∨( f )) = m∨(N( f )).

Maintenant si f ∈ G(S), alors m∨( f ) = f ⊗ f . Ainsi m∨(N( f )) = N(m∨( f )) = N( f ⊗ f ) =

N(1 ⊗ f )N( f ⊗ 1) = (N( f ) ⊗ 1)(1 ⊗N( f )) = N( f ) ⊗N( f ).

Ceci prouve le lemme.

Théorème 3.1.4 [6] Un schéma en groupe S d’ordre p est commutatif et annulé par p.

Preuve. Par le théorème de Deligne[6], il suffit de prouver la commutativité. On peut suppo-

ser que l’on est dans le cas S = SpecR où R est un anneau local avec corps de classe résiduel

algèbriquement clos.

Remarque 3.1.5 Dans ce cas également, nous devons essentiellement prouver que 2 morphismes

coïncident, c’est-à-dire

m

m

A A⊗A

A⊗A

σ

où σ change les facteurs. On peut donc se réduire au cas R affine et local. Mais pourquoi peut-on

supposer que R a un corps résiduel algèbriquement clos ?

Définition 3.1.1 Soit (R,m, k) un anneau local où m est l’unique idéal maximal de R et k est le corps

résiduel.
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1. On dit que R est hensélien si pour tout polynôme unitaire f ∈ R[X] et toute racine a0 ∈ k de f̃ (la

réduction modulo m de f ) tel que f̃ ′(a0) , 0 il existe un a ∈ R tel que f (a) = 0 et a0 = ã.

2. On dit que R est strictement hensélien si R est hensélien et que son corps résiduel est séparable

algèbriquement clos

D’aprés le résultat de Nagata pour chaque anneau local R il existe un anneau hensélien Rhen et un

anneau strictement hensélien Rs.hen tels que

R ↪→ Rhen ↪→ Rs.hen .

Maintenant, nous savons que A sur R est plat (parce que c’est libre), et donc l’application

A ↪→ A ⊗ Rs.hen.

est injectif. Cela signifie que la commutativité du diagramme ci-dessus est impliquée par la commu-

tativité de

ARs.hen ARs.hen ⊗ARs.hen

ARs.hen ⊗ARs.hen

m

m σ

Par définition Rs.hen est un anneau local avec corps résiduel algèbriquement clos, et ainsi nous

concluons.

Lemme 3.1.3 [6] Soit k un corps algèbriquement clos, et supposons que G = Spec A est un schéma

en k-groupe d’ordre premier p. Alors soit G est le schéma en groupe constant, ou le caractéristique de

k est p et G = µp,k ou G = αp,k. En particulier G est commutatif et la k-algèbre A est engendrée par

un seul élément.

Preuve. On rappelle que l’ordre de G est le produit de l’ordre de G0 et G/G0. Puisque G est

d’ordre premier, soit il est connexe, soit sa composante connexe est Spec k. Dans le dernier cas

G = π0(G) = Spec(k⊗p) car k est algèbriquement clos et donc G est le schéma en groupes constants ;

car il n’y a qu’un seul groupe d’ordre p, G = Z/pZ. Notez que si nous supposons que car(k) = 0, alors

µp,k est également représenté par k⊗p.
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On peut donc penser que µp,k , (Z/pZ)k car ils ont des multiplications différentes ; en effet, nous

verrons qu’ils ont le même et donc dans ce cas, ils sont isomorphes. Notez également que dans le

cas car(k) = p la situation est complètement différente car µp,k = Spec(k[X]/(X − 1)p) et donc il est

connexe.

Supposons maintenant que G est connexe. On sait que G possède un nombre fini d’idéaux

maximaux et donc un seul idéal maximal ; donc A = O(G) est Artinien[1] (car de type fini sur un

corps) et local. Nous sommes sur un corps et donc l’idéal d’augmentation I est maximal ; du fait qu’il

n’y a qu’un seul idéal maximal, il coïncide avec l’idéal de Jacobson qui est nilpotent (car on est dans

un anneau artinien). Maintenant, le lemme de Nakayama [9] déclare que pour un A-module de type

fini M, si J est un idéal contenu dans le radical de Jacobson de A, alors JM = M implique que M = 0.

Appliquer le lemme à J = M = I (notez que I est de type fini car c’est un sous-espace vectoriel de A)

on voit que I/I2 , 0.

I/I2 n’est pas 0 donc il existe une k-dérivation d : A→ k. En raison de la linéarité de la k-dérivation,

d appartient à I∨ ⊂ A∨ et mA∨(d) = d ⊗ 1 + 1 ⊗ d ∈ A∨ ⊗ A∨. Donc k[d] est une sous-bialgèbre de

A∨et on ont un morphisme surjectif (A∨)∨ = A → (k[d])∨ ; comme l’ordre de G est premier, alors

l’ordre de k[d] est p et donc k[d] = A∨. Maintenant G∨ doit être étale ou connexe. Dans le premier cas

G = µp,k ; G est connexe, il n’a qu’un idéal maximal et donc k doit avoir de caractéristique p telle que

xp
− 1 = (x − 1)p. Si G∨ est connexe, I∨ est nilpotent et aussi d ∈ I∨ il l’est. Comme k[d] est de rang

p, dp−1 , 0 et dp = 0 et en se rappelant que mA∨(d) = d ⊗ 1 + 1 ⊗ d on conclut que G∨ = αp,k = G.

Enfin, comme mA∨ est un morphisme, p = 0 dans k et donc p = car(k).

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théorème. Notons par ˜ la réduction modulo

l’unique idéal maximal m de R. G̃est commutatif par le lemme précédent ; maintenant on veut

appliquer le lemme au dual (G̃)∨ = Spec((Ã)∨). Noter que

Ã∨ = HomR−lin(A,R) ⊗ R/m

= HomR−lin(A,R/m)

= HomR−lin(A,HomR/m−lin(R/m,R/m))

= HomR/m−lin(A ⊗ R/m,R/m)

= (Ã)∨.

On se souvient que le lemme nous donne un élément qui engendre l’algèbre ; l’égalité (Ã∨) = (Ã)∨
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implique que cet élément est de la forme x̃ avec x ∈ A∨. Maintenant

R̃[x] = k[x̃] = Ã∨.

Une généralisation du lemme de Nakayama dit que si un R-module de type fini M est tel que M/IM = 0

pour un idéal I ⊂ R, alors il existe r ∈ R tel que r − 1 ∈ I et rM = 0. On peut appliquer ce résultat à

A∨R[x] et I = m ; on en déduit que r(A∨/R[x]) = 0 mais r est inversible et donc A∨ = R[x].

En rappelant que pour chaque R-algèbre S, G(S) est constitué des éléments inversibles de A∨ ⊗ S,

le fait que A∨ soit commutatif implique que G est commutatif.

Définition 3.1.2 [5] Un groupe affine G est dit produit semi-direct de ses sous-groupes affines N et

Q, noté G = N oQ, si N est normal dans G et l’application

N(S) ×Q(S)→ G(S).

(n, q)→ nq.

est une bijection d’ensembles pour toutes R-algèbres S.

Remarque 3.1.6 Contrairement à la théorie des groupes, il existe un schéma en groupes de rang

p qui agit de manière non-triviale sur un autre schéma en groupes de rang p, à savoir µp et αp. Il

existe donc des schémas en groupes de rang p2 qui ne sont pas commutatifs. Par exemple soit R une

Fp-algèbre, et définissons A = R[τ, σ], avec τp = 1, σp = 0, m(τ) = τ ⊗ τ et m(σ) = τ ⊗ σ + σ ⊗ 1.

Le R-schéma en groupes G = Spec(A) est isomorphe au produit semi-direct du schéma en

sous-groupes normal défini par τ = 1, qui est isomorphe à αp,R, et du schéma en sous-groupes

défini par σ = 0, qui est isomorphe à µp,R. En prenant ψ ∈ αp,R(S) et φ ∈ µp,R(S) on note que

ψ ∗ φ(σ) = (ψ ⊗ φ)(τ ⊗ σ + σ ⊗ 1) = ψ(σ).

ψ ∗ φ(τ) = (ψ ⊗ φ)(τ ⊗ τ) = φ(τ).

et donc l’application ci-dessus N(S)×Q(S)→ G(S) est une bijection. Pour conclure on prouve

que αp,R est un sous-groupe normal choisissant ψ′ ∈ αp,R(S) tel que φ ∗ ψ′ = ψ ∗ φ.

φ ∗ ψ′(τ) = φ(τ).

φ ∗ ψ′(σ) = φ(τ)ψ′(σ).
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et donc il suffit de prendre ψ′ tel que

ψ′(σ) = (φ(τ))−1ψ(σ).

Remarque 3.1.7 Le théorème déjà démontré a une autre conséquence importante. On sait que pour

chaque schéma en groupes G = Spec(A) d’ordre p et chaque S-algèbre R, les éléments de G(R) sont les

éléments inversibles de A∨R c’est-à-dire

G(R) = Hom(G∨R,Gm,R).

Mais maintenant nous connaissons l’information supplémentaire que chaque élément de G(R) est

annulé par p, et donc

G(R) = Hom(G∨R, µm,R).

Autrement dit le couple de Cartier

G × G∨ → Gm,S.

facteurs passant par µp,S.

3.2 Une classification

3.2.1 Vecteurs de Witt

Soit p un entier premier, (X0, · · · ,Xn, · · · ) une suite d’indéterminées, et considérons les

polynômes suivants appelés " polynômes de Witt " :

W0 = X0

W1 = Xp
0 + pX1

· · ·

Wn =

n∑
i=0

piXpn−i

i

· · ·
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Théorème 3.2.1 Pour tout φ ∈ Z[X,Y], il existe une unique suite (φ0, φ1, ..., φn, ...) d’éléments de

Z[X0, ...,Xn, ...,Y0, ...,Yn, ...] tel que

Wm(φ0, ..., φn, ...) = φ(Wm(X0, ...),Wm(Y0, ...)).

avec m = 0, 1, ....

En particulier on note S0, ...,Sn, ...(resp.P0, ...,Pn, ...) les polynômes φ0, ..., φn, ... associé à

φ(X,Y) = X + Y.

(resp.φ(X,Y) = XY).

Soit maintenant A un anneau commutatif, on note AN l’ensemble {(a0, ..., an, ...) tel que ai ∈ A}.

Étant donné a et b ∈ AN on peut définir

a + b = (S0(a, b), ...,Sn(a, b), ...).

a ∗ b = (P0(a, b), ...,Pn(a, b), ...).

Théorème 3.2.2 Avec les deux opérations définies ci-dessus, AN devient un anneau unitaire com-

mutatif appelé l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans A ; il est noté W(A).

Remarque 3.2.3 Notons que l’application

W∗ : W(A)→ AN.

a = (a0, ..., an, ...)→ (W0(a), ...,Wn(a), ...).

est un morphisme.

Remarque 3.2.4 Remarquons que les polynômes φi ne font intervenir que des variables d’indice ≤ i ;

on en déduit que les vecteurs (a0, ..., an−1) forment un anneau que l’on note Wn(A). On a W1(A) = A

et W(A) est la limite projective des anneaux Wn(A) lorsque n→∞. Si x ∈ A, on définie l’application

χ : A→W(A).

χ(x) = (x, 0, ..., 0, ...).
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la composition de χ avec W∗ induit une application de A dans AN qui envoie x vers (x, xp, ..., xpn
, ...).

En particulier

χ(xy) = χ(x)χ(y).

Théorème 3.2.5 W(Fp) = Zp etWn(Fp) = Z/pnZ.

Remarque 3.2.6 Prenant A = Fp, on obtient une application multiplicative

Fp →W(Fp) = Zp.

qui est un inverse à droite de l’application évidenteZp → Fp. On observe aussi que χ(0) = 0 et grâce

au lemme de Hensel, pour m ∈ F∗p, χ(m) est l’unique (p − 1)− racine de l’unité dans Zp dont le reste

(mod p) est m.

La restriction de χ à F∗p est un générateur du groupe Hom(F∗p, Z∗p).

3.2.2 Un théorème de classification

Fixons un nombre premier p et supposons que notre schéma fondamental S est sur

Spec(λp) où

λp = Z[χ(Fp),
1

p(p − 1)
] ∩Zp.

On écrira désormais λ = λp.

À la fin de cette section, nous donnerons un théorème qui classe tout schéma en groupes

G d’ordre premier p sur S.

Pour avoir aussi une idée pratique de ce qui se passe nous allons procéder en alternant

la théorie et l’exemple de base d’un schéma en groupes affines d’ordre 2 sur un corps.

Soit G = Spec(A) un S-schéma en groupes d’ordre p.Par le théorème 3. 1. 1 nous savons

que F∗p agit sur G, et nous pouvons donc considérer A et I comme un faisceau de modules

sur l’algèbre de groupe OS[F∗p].

Pour chaque i ∈ Z, soit Ii = eiI où ei est l’opérateur OS-linéaire

ei =
1

p − 1

∑
m∈F∗p

χ−i(m)[m].

Puisque χ est d’ordre p − 1, ei et Ii ne dépendent que de i mod(p − 1).
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Lemme 3.2.1 [6] On a I =
∑

i=1,...,p−1 Ii (somme directe). Pour chaque i, Ii est unOS-module inversible,

composé des sections locales de A tel que : [m] f = χi(m) f pour tout m ∈ Fp. On a IiI j ⊂ Ii+ j pour tout

i et j et Ii
1 = Ii pour 1 ≤ i ≤ p − 1.

Preuve. Tout d’abord les opérateurs ei sont des idempotents orthogonaux et leur somme est 1,

donc I est la somme directe des Ii pour 1 ≤ i ≤ p−1. On note alors que ei vérifie [m]ei = χi(m)ei

pour m ∈ F∗p et donc Ii est constitué des sections locales f de I tel que : [m] f = χi(m) f pour

tout m ∈ F∗p ou de manière équivalente des sections locales f ∈ A tel que : [m] f = χi(m) f pour

tout m ∈ F∗p. Cela découle du fait que χ(0) = 0 et [0] = e ◦ ε donc l’égalité e ◦ ε( f ) = 0 implique

que f ∈ I.

Prenons maintenant f ∈ Ii et 1 ∈ I j ; en utilisant le fait que [m] f1 = [m] f [m]1 on en déduit

que

[m] f1 = [m] f [m]1 = χi(m) fχi(m)1 = χi+ j(m) f1.

et donc IiI j ⊂ Ii+ j.

Nous savons que A est un faisceau localement libre, donc nous en déduisons que I et Ii

sont également des OS-modules localement libres ; en particulier puisque I est de rang p− 1,

les Ii sont de rang ri avec r1 + ... + rp−1 = p − 1.

Pour prouver que ri = 1 pour chaque i et que Ii
1 = Ii pour 1 ≤ i ≤ p − 1 il suffit d’estimer

le cas S = Spec(k), avec k un corps algèbriquement clos. On peut se ramener au cas affine sur

S = SpecR.

Il s’agit ici de calculer le rang de Ii qui est la dimension de Ii ⊗ R(p) (où R(p) désigne le

corps des fractions de R/p) ; cette dimension reste la même si on la calcule sur une extension

algèbriquement clos de R(p). Enfin on veut exposer dans ce cas une section f1 ∈ I1 tel que :

f i
1 , 0 (ce qui revient à demander que f i

1 < k car ε(k) = k et ε(I) = 0) pour 1 ≤ i ≤ p − 1 ; alors

k f i
1 ⊂ Ii implique 1 ≤ ri, mais ri ≤ 1 et donc ri = 1 et k f i

1 = Ii. D’après le lemme 3. 1. 3, il n’y

a que trois cas à considérer, à savoir G � (Z/pZ)k, αp,k ou µp,k et les 2 derniers uniquement

pour car(k) = p, auquel cas χ(m) = m. Si G � (Z/pZ)k, alors A est l’algèbre des fonctions de

Fp à valeurs dans k et ([m] f )(n) = f (mn) pour f ∈ A et m,n ∈ Fp. χ est un bon choix, en effet,

χi , 0 car c’est un générateur de Hom(F∗p,Z∗p) et il appartient à I1 car

([m]χ)(n) = χ(mn) = χ(m)χ(n).

Si G = αp,k (resp. µp,k), alors A = k[t] avec tp = 0 et m(t) = t ⊗ 1 + 1 ⊗ t et donc [m]t = mt (resp.

s(1 + t) = (1 + t)⊗ (1 + t) et donc [m](1 + t) = (1 + t)m
− 1). En utilisant le fait que dans les deux
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cas

[m]t ≡ mt ≡ χ(m)t(mod t2).

en particulier e1t ≡ t . 0(mod t2), et on peut donc prendre f1 = e1t.

Ce lemme nous montre que la structure en modules d’un schéma en groupes finis d’ordre

premier est complètement déterminée par un module inversible.

Exemple µp,λ. Dans cette section nous voulons réécrire l’algèbre et la structure de groupe

de µp,λ. Nous introduirons également quelques notations nécessaires à notre objectif princi-

pal : la classification.

Soit µp,λ = Spec(B) avec B = λ[z] et zp = 1. La comultiplication dans B est donnée par

m(z) = z ⊗ z et donc [m]z = zm pour tout m ∈ Fp. On se rappelle que ε(z) = 1 donc l’idéal

d’augmentation est J = B(z−1) et il a une λ-base constituée des éléments zm
−1 pour m ∈ F∗p :

B(z − 1) = λ(z − 1) + ... + λ(zp−1
− 1).

Maintenant pour chaque i ∈ Z on pose

yi = (p − 1)ei(1 − z) =
∑

m∈F∗p χ
−i(m)(1 − zm) =


p −
∑

m∈Fp
si i ≡ 0mod(p − 1)

−
∑

m∈F∗p χ
−i(m)zm si i . 0mod(p − 1)

Notons que yi ne dépend que de imod(p − 1). Alors

1 − zm =
1

p − 1

p−1∑
i=1

χi(m)yi

Pour m ∈ F∗p et

m(yi) − yi ⊗ 1 − 1 ⊗ yi =
∑
m∈F∗p

χ−i(m)((1 − zm) ⊗ (1 − zm))

−1
(p − 1)2

∑
m∈F∗p

χ−i(m)
p−1∑
j=1

p−1∑
k=1

χ j(m)χk(m)yi ⊗ yk

=
−1

p − 1

∑
j+k≡i(p−1)

y j ⊗ yk

Par conséquent, la comultiplication fonctionne comme

m(yi) = yi ⊗ 1 + 1 ⊗ yi +
1

1 − p

p−1∑
j=1

yi ⊗ yi− j.
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Noter que

1 − zm =
1

p − 1

p−1∑
i=1

χi(m)yi.

implique que

J = λy1 + ... + λyp−1.

et donc Ji = λyi pour chaque i ∈ Z en fait λyi ⊂ Ji car yi ∈ Ji et l’égalité s’ensuit car les λyi

avec 1 ≤ i ≤ p − 1 engendrent complètement J. Posons y = y1 on peut de définir une suite

d’éléments w1 = 1,w2, dans λ par yi = wiyi.

Notez que c’est une bonne définition car dans ce cas les Ii sont des λ-modules libres et il

n’y a donc qu’un seul choix possible pour wi.

Proposition 3.2.1 [6] Les éléments wi sont inversibles pour 1 ≤ i ≤ p − 1, et wp = pwp−1. Nous

avons B = λ[y], avec yp = wpyp, et

1. m(y) = y ⊗ 1 + 1 ⊗ y +
1

1 − p
∑p−1

i=1

yi

wi
⊗

yp−i

wp−i
.

2. [m]y = χ(m)y pour m ∈ Fp.

3. wi ≡ i!(modp) pour 1 ≤ i ≤ p − 1.

4. z = 1 +
1

1 − p
(y +

y2

w2
+ ... +

yp−1

wp−1
).

Preuve. Par Lemme 3. 2. 1, nous savons que

λyi = (λy)i = (J1)i = Ji = λyi.

donc les wi sont inversibles pour 1 ≤ i ≤ p − 1. On a (z − 1)p
≡ 0(mod p), donc yp

≡ 0(mod p) ;

de plus

1 − zm =
1

p − 1

p−1∑
i=1

χi(m)yi.

et le fait que
1

1 − p
≡ 1(mod p) on en déduit que

z ≡ 1 + y +
y2

w2
+ ... +

yp−1

wp−1
(mod p).

Pour prouver que wi ≡ i!(mod p) il suffit de comparer les coefficients de yi
⊗ y, 1 ≤ i < p− 1 de

m(z) = (1 + y + ... +
yp−1

wp−1
) ⊗ (1 + y + ... +

yp−1

wp−1
) ≡ 1 + m(y) + ... +

(m(y))p−1

wp−1
(mod p).
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ce qui nous donne wi+1
≡ (i + 1)wi et en se rappelant que w1 = 1 on conclut.

La dernière chose à prouver est que wp = pwp−1. Choisissez un plongement λ → K où K

est un corps avec une primitive racine d’ordre p d’unité ζ et étend le plongement à λ[z] en

envoyant z vers ζ ; le corps peut être par exemple une clôture algèbrique de Qp ⊃ Zp ⊃ λ.

Soit yi → ηi et renommez η = η1. Utilisant le fait que

yp−1 = p −
∑
m∈Fp

zm.

on observe que ηp−1 = p , 0 et comme aussi wp−1 , 0, on conclut que η , 0. On obtient donc

pwp−1 = ηp−1wp−1 = ηp−1 =
ηp

η
= wp.

car on plonge λ dans K, alors pwp−1 = wp aussi dans λ.

Lemme 3.2.2 [6] Le wi ∈ λ peut être calculé à partir de w1 = 1 et des relations suivantes :

wi+ j

wiw j
=


p si i ≡ 0 ou j ≡ 0

(−1)i si i . 0, j . 0 mais i + j ≡ 0

(−1)i+ j+1
J(−i,− j) si i . 0, j . 0 et i + j . 0

où les congruences sont mod(p − 1), et où J désigne les sommes de Jacobi

J(i, j) =
∑

m+n=−1,m,n∈F∗p

χi(m)χ j(n).

Preuve. Choisissez un plongement λ→ K comme dans la preuve précédente ; alors

wi+ j

wiw j
=
ηiη j

ηi+ j
.

car

wi+ jηi+ j = ηi+ j = ηiη j = wiηiw jη j.

Voyons le premier cas : supposons que i ≡ 0, alors ηi = p et ηi+ j = η j, donc

wi+ j

wiw j
=
ηiη j

ηi+ j
=

pη j

η j
= p.

Supposons maintenant i . 0 et j . 0(mod(p − 1)) ; alors p , 2 et χ(−1) = −1 ; soient l, m, n

parcourir dans Fp, nous avons

ηiη j = (
∑

m,0χ
−i(m)ζm)(

∑
n,0χ

− j(n)ζn)
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=
∑

mn,0χ
−i(m)χ− j(n)ζi+ j

=
∑

lζ
l∑

m+n=l,mn,0χ
−i(m)χ− j(n)

=
∑

n,0χ
−i(−n)χ− j(n)+

∑
l,0
∑

m+n=−1,mn,0ζ
lχ−i(−lm)χ− j(−ln)

= (−1)i∑
n,0 χ

−(i+ j)(n) + (−1)(i+ j)∑
l,0 ζ

lχ−(i+ j)(l) ∗
∑

m+n=−1,mn,0 χ
−i(m)χ− j(n) =

(−1)i+ j+1ηi+ jJ(−i,− j) si i + j . 0

(−1)i(p − 1) −
∑

m+n=−1,mn,0 χ
i(

n
m

) si i + j ≡ 0

Prenons maintenant notre exemple de schéma en groupe d’ordre 2 sur un corps k. Nous

aimerions trouver une paire d’"objets" qui, en quelque sorte, le définissent. La structure du

module est k⊕k grâce au Lemme 3. 2. 1. Donc, les deux paramètres que nous trouvons doivent

concerner la structure de l’algèbre et la structure du groupe. Considérons d’abord a ∈ k tel que

x2 = ax où x est un générateur de I. En utilisant le fait que Id = µ◦(Id⊗ε)◦m = µ◦(ε◦Id)◦m il est

immédiat de vérifier que m(x) = x⊗1+1⊗x−c(x⊗x). Donc (a, c) pourraient être les bons objets.

Or on affirme que ac = 2. On remarque que m(x)2 = m(x2) = am(x) et donc en comparant les

coefficients de x ⊗ x dans l’écriture de m(x)2 et de am(x) on obtenir ac = a2c2 + +2 − 4ac ce qui

implique (ac− 1)(ac− 2) = 0. Or l’inverse de 1 est 1 et donc ε ◦ i = ε et donc i(x) ∈ I et i(x) = βx

(avec β ∈ k et β2 = 1 car β◦ β = id). On observe aussi que x⊗ 1 + 1⊗ βx− cβx⊗ x devient 0 sous

multiplication et donc 1 + β = acβ. En multipliant par β on obtient ac = β + 1, et donc ac − 1

est inversible. En se souvenant que (ac − 1)(ac − 2) = 0 on en déduit que ac = 2 et donc β = 1.

Voyons d’abord comment généraliser cette idée sur des schémas en groupes affines sur

un anneau local. Soit G un S- groupe d’ordre p avec A = OG.

Supposons maintenant queOS est un anneau local et complet. Lemme 3. 2. 1 nous dit que

Ii est libre de rang 1 sur OS et donc si x est un générateur de I1 alors

A = OS ⊕ OSx ⊕ OSx2
⊕ ... ⊕ OSxp−1.

En particulier du fait que IiI j ⊆ Ii+ j pour tout i, j ∈ N on voit qu’il existe a ∈ OS tel que :

xp = ax.

et soit a∨ l’analogue dans A∨. Dans ce cas nous avons considéré un autre représentant de la

multiplication de groupe par rapport à l’exemple précédent ; mais nous verrons qu’ils sont

fondamentalement les mêmes.

Remarque 3.2.7 Supposons que M soit un autre S-groupe isomorphe à G. Alors B = OM � A. On a

si J est l’idéal d’augmentation de B, alors l’isomorphisme envoie J dans I et J1 dans I1. En particulier
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un générateur de J1 est envoyé dans un générateur de I1 et est donc de la forme y = ux où u ∈ OS est

un élément inversible et x est un générateur de I1. Alors

yp = upxp = upax = aup−1y.

et ainsi à chaque classe isomorphe de groupes on peut assigner la classe d’équivalence de la multipli-

cation où [a1] = [a2]⇐⇒ a1 = up−1a2 pour certains u ∈ OS inversibles.

Rappelons maintenant que nous avons prouvé que

G × G∨ → Gm,S.

factors through µp,S. Cela revient à dire qu’on a un morphisme

φ : OS ⊗λ λ[y] = OS[y]→ A ⊗ A∨.

Le Lemme suivant est la version affine et locale du Lemme 3. 2. 4 donc nous l’énonçons et

reportons la preuve dans le cas général.

Lemme 3.2.3 L’image φ(y) = x ⊗ x′ est un générateur de I1 ⊗ I∨1 et aa∨ = wp avec a (resp. a∨) tel

que : xp = ax (resp.x′p = a∨x′).

Nous continuons maintenant notre discussion sur le S-groupe G où S est un schéma général sur

Spec(λ). Soit

SOS[I1] = OS ⊕ I1 ⊕ I⊗2
1 ⊕ ...

notons l’algèbre symétrique engendrée par I1 sur OS ; notez que dans ce cas il existe des modules

inversibles qui ne sont pas triviaux. On sait que le morphisme SOS[I1]→ A induit par l’inclusion est

surjectif, et que son noyau est l’idéal engendré par (a − 1) ⊗ I⊗p
1 , où

a ∈ Γ(S, I⊗(1−p)
1 ) = HomOS(I⊗p

1 , I1).

est l’élément correspondant au morphisme I⊗p
1 → I1 induit par la multiplication dans A ; nous

insistons sur le fait que la présence de modules inversibles non triviaux nous interdit de voir a comme

un élément de OS.

Soit G∨ = Spec(A∨) le dual de Cartier de G et soit I∨, I∨i et a∨ les analogues pour G∨ de I, Ii et a

pour G. Notez que la notation est cohérente car (IA)∨ = IA∨ et (Ii)∨ = (eiIA)∨ = (I∨)i.

Lemme 3.2.4 [6] L’imageφ(y) de y est une section génératrice de I1⊗I∨1 ; si on l’utilise pour identifier
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I∨1 avec I⊗(−1)
l , alors a ⊗ a∨ = wp1OS .

Preuve. L’application Cartier pairing (ζ, ζ′)→< ζ, ζ′ > satisfait

< ζm, (ζ′)n >=< ζ , ζ′ >mn .

Donc, pour tout m,n ∈ Fp

([m] ⊗ [n])φ(y) = φ([mn]y) = φ(χ(mn)y) = χ(m)χ(n)φ(y).

donc φ(y) ∈ Γ(S, I1 ⊗ I∨1 ). On a φ(y) ne s’annule en aucun point s ∈ S, en effet, si φ(y) = 0 alors

l’application Cartier pairing sur la fibre Gs × G∨s → Gm,s est dégenérate ; c’est impossible et

l’idée que G = Hom(G∨,Gm), et donc si < ζ, ζ∨ >= ζ(ζ∨) = 0 pour tout ζ∨ ∈ G∨ alors ζ = 0.

Puisque φ est un morphisme d’algèbres,

wpφ(y) = (φ(y))p = (φ(y))⊗p ⊗ a ⊗ a∨.

et cela montre que a ⊗ a∨ = wp si on identifie I1 ⊗ I∨1 avec OS de telle sorte que φ(y) = 1.

Enfin, nous sommes prêts à exposer le théorème principal, mais nous voulons d’abord

donner une idée de ce qui se passe en utilisant notre exemple.

La partie la plus intéressante du théorème est lorsqu’il explique comment construire un

schéma en groupes à partir d’un module inversible et d’une factorisation de p.

Notons qu’un groupe générique d’ordre 2 a une structure d’algèbre et de groupe très

similaire à celle de µ2,k. En effet nous avons vu que µ2,k est engendré par un élément y tel

que :

y2 = 2y et m(y) = y ⊗ 1 + 1 ⊗ y − y ⊗ y.

En particulier si on essaie de déformer le générateur en le multipliant par un élément

inversible Y = u−1y avec u ∈ k alors

Y2 = 2u−1Y et m(Y) = Y ⊗ 1 + 1 ⊗ Y − uY ⊗ Y.

Donc, en prenant u = 2/a = b, nous obtenons le schéma en groupe souhaité.

Théorème 3.2.8 [6] Pour tout schéma S sur Spec(λ), l’application

G→ (I∨1 , a, a
∨).
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discuté ci-dessus donne une bijection entre les classes d’isomorphismes des S-groupes d’ordre p et les

classes d’isomorphismes des triplets (L, a, b) consistant en un OS-module inversible L, une section

a ∈ Γ(S,L⊗(p−1)), et une section b ∈ Γ(S,L⊗(1−p)), telle que a ⊗ b = wp1OS .

Preuve. On prouve d’abord l’injectivité de l’application ; à partir d’un triplet (I∨, a, a∨) on

peut reconstruire la structure de S-schéma de G et G∨ (d’abord sans la structure de S-groupe)

avec le morphisme de Cartier G×G∨ → µp,S. En effet A est le quotient de l’algèbre symétrique

SOS[(I∨1 )⊗(−1)] par un idéal déterminé par a, A∨ est le quotient de SOS[I∨1 ] par un idéal déterminé

par a∨, et le morphisme φ : B[y] → A ⊗ A∨ est déterminé par φ(y) = 1 ∈ (I∨1 )⊗(−1)
⊗ I∨1 = OS.

Mais le morphisme de Cartier détermine la structure de groupe de G et G∨car il donne pour

chaque S-schéma T une application

G(T) ↪→ HomT−schemas(G∨T , µp,T).

qui identifie G(T) comme un sous-groupe de µp(G∨T). La loi de composition ainsi induite sur

le foncteur T→ G(T) détermine la loi de composition dans G.

Maintenant, nous devons montrer que tout triplet (L, a, b) provient d’un schéma en

groupe. Le problème est local sur la base S, on peut donc supposer S=Spec R où R est

un anneau local, L = R et a, b peut être considéré comme élément de R tel que ab = wp ∗ 1R.

Soit F le corps des fractions de λ, et soit U une indéterminée. On sait que µp,F(U) est égal à

Spec(A) où

A = F(U)[y] et yp = wpy.

avec

m(y) = y ⊗ 1 + 1 ⊗ y +
1

1 − p

p−1∑
i=1

1
wiwp−i

yi
⊗ yp−i.

et

[m]y = χ(m)y .

Soit Y = U−1y ∈ A. Alors

A = F(U)[Y], Yp = wpU1−pY.

et

m(Y) = Y ⊗ 1 + 1 ⊗ Y +
1

1 − p

p−1∑
i=1

Up−1

wiwp−i
Yi
⊗ Yp−i.

et [m]Y = χ(m)Y. Soit

R0 = λ[wpU1−p,Up−1] ⊂ F(U).
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et

C = R0[Y] ⊂ A.

A partir des formules ci-dessus, on voit que C est libre de rang p sur R0 et que m(C) ⊂ C⊗R0 C.

Aussi [−1]C ⊂ C. On définit donc un R0-groupe G d’ordre p par G = Spec(C) avec la

multiplication induite par m. On a

R0 � λ[X1,X2]/(X1X2 − wp).

Ainsi le triplet (R, a, b) détermine un morphisme d’λ-algèbres h : R0 → R tel que h(wpU1−p) = a

et h(Up−1) = b, et alors il résulte des formules explicites de la structure de G que le triplet

(R, a, b) vient de GR déduit de G par l’extension de base via h.

Nous énonçons maintenant le théorème dans le cas local.

Théorème 3.2.9 Pour tout schéma S sur Spec(λ), l’application G → (a, c) où c = a∨/wp−1 donne

une bijection entre les classes d’isomorphisme des S-groupes d’ordre p et les classes d’équivalence de

factorisation p = ac où 2 factorisations p = a1c1 et p = a2c2 sont équivalentes s’il existe un élément

inversible u ∈ OS tel que : a2 = up−1a1 et c2 = u1−pc1.

3.2.3 Exemples

Dans cette section, nous allons essayer de classer tous les schémas en groupe d’ordre

p sur les anneaux de base suivants ; on sait que grâce au théorème 3. 2. 5 ce problème est

équivalent à trouver les classes d’équivalence des factorisations de p.

1. Fp.

Proposition 3.2.2 Les schémas en groupe d’ordre p sur Fp sont de la forme (0, 0), (0, a) ou (a,

0) avec a ∈ Fp différent de zéro.

Preuve. (0, 0), (0, a) ou (a, 0) avec a ∈ Fp différent de zéro sont toutes les factorisations

possibles de p dans Fp.

Nous n’avons donc qu’à montrer qu’ils ne sont pas équivalents. Fixant a ∈ Fp non nul,

clairement les couples (a, 0), (0, 0) et (0, a) ne sont pas équivalents.

Il reste à prouver que si a, b sont non nuls et différents l’un de l’autre alors (a, 0) et (b,

0) ne sont pas équivalents (ou ce qui revient au même que (0, a) et (0, b) ne sont pas

équivalents). Supposons qu’ils sont, alors il existe une unité u ∈ Fp telle que a ∗up−1 = b ;

mais up−1 = 1 ce qui implique que a = b ; absurde.
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En particulier les couples (0, 0), (0, 1), (1, 0) représentent respectivementαp,Fp ,µp,Fp et (Z/pZ)Fp .

2. k algèbriquement clos.

Proposition 3.2.3 Soit k un corps algèbriquement clos sur λp. Si k est de caractéristique 0,

alors il n’existe qu’un seul schéma en groupes d’ordre p. Si k est de caractéristique p, alors les

seuls schémas en groupe d’ordre p sont αp,k, µp,k et (Z/pZ)k.

Nous observons que nous connaissons déjà ce résultat grâce au Lemme 3. 1. 3 ; voyons une

preuve plus facile.

Preuve. Si car(k) = 0, alors p est inversible et donc chacun de ses facteurs aussi. Notons

que deux factorisations distinctes sont de la forme (a, b), (a ∗ u, b ∗ u−1). Nous devons

essentiellement prouver que u admet un (p − 1) ième racine. Mais dans un corps

algèbriquement clos chaque polynôme a racine en particulier xp−1
− u ; cela implique

qu’il n’existe qu’un seul groupe.

Si car(k) = p, les factorisations possibles sont (0, 0), (0, z) et (z, 0) où z est une unité ;

mais pour la même raison qu’avant les factorisations (0, z), (0 , z’) sont équivalents (et

aussi dans le cas dual (z, 0), (z’, 0)) ce qui implique que les schémas en groupe sont

représentés par (0, 0), (1, 0) et (0, 1) qui correspondent respectivement à αp,k, (ZpZ)k et

µp,k.

3. Zp

Théorème 3.2.10 (Lemme de Hensel) Soit R un anneau complet par rapport à l’idéal m, et

soit f (x) ∈ R[x] un polynôme. Si a est une racine approchée de f au sens où

f (a) = 0(mod f ′(a)2m).

alors il y a une racine b de f près de a en sens que

f (b) = 0 et b = a(mod f ′(a)m).

Si f ′(a) est un diviseur non nul dans R, alors b est unique.

Remarquons tout d’abord que Zp est un domaine de caractéristique 0 ce qui implique qu’un

groupe affine est totalement déterminé par sa structure algèbrique. Évidemment, toute factori-

sation de p doit être de la forme (p ∗ s−1, s) ou (s, p ∗ s−1) où s est une unité.

Lemme 3.2.5 Soit z ∈ Zp une unité. L’équation xp−1 = z admet des solutions dans Zp si et

seulement si z = 1 dans Z/pZ.
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Preuve. Supposons que l’équation admet une solution y. z est une unité et donc z , 0 ∈

Z/pZ ce qui implique que y , 0 ∈ Z/pZ. Mais y ∈ Z/pZ est une unité et le résultat

découle du petit théorème de Fermat.

Si z = 1 dans Z/pZ alors l’équation a une solution dans Z/pZ, mais d’après le lemme

de Hensel il y a une solution aussi dans Zp

Corollaire 3.2.1 Pour chaque 1 ≤ i ≤ p − 1 choisir ai ∈ Zp tel que ai = i dans Z/pZ. Les

schémas en groupes d’ordre p sur Zp sont de la forme (ai, p ∗ a−1
i ) ou (p ∗ a−1

i , ai).

Preuve. On a chaque 1 ≤ i < j ≤ p − 1 il y a aucun élément inversible u ∈ Zp tel que

ai ∗ up−1 = p ∗ a−1
j ; donc pour tout 1 ≤ i < j ≤ p − 1 les couples (ai, p ∗ a−1

i ) et (p ∗ a−1
j a j) ne

sont pas équivalents.

On veut maintenant montrer que deux couples de la forme (a, p ∗ a−1) et (b, p ∗ b−1) avec

a et b des unités, sont équivalentes si et seulement si a = b dans Z/pZ. (a, p ∗ a−1) est

équivalent à (b, p ∗ b−1)⇐⇒ il existe u unité telle que a ∗ up−1 = b⇐⇒ up−1 = b ∗ a−1
⇐⇒

b ∗ a−1 = 1 dans Z/pZ grâce au lemme 3. 2. 5 on a a = b dans Z/pZ

4. k[[t]]

Proposition 3.2.4 Si k de caractéristique 0, alors chaque schéma en groupe d’ordre p sur k[[t]]

est obtenu à partir d’un schéma en groupe unique sur k.

Preuve. Rappelons qu’un élément de k[[t]] est une unité si et seulement si son terme

constant est différent de zéro. Toute factorisation de p est aussi ici de la forme (u, p ∗u−1)

où u est une unité ; note que nous avons considéré aussi les factorisations de la forme

(p ∗ u−1,u) car p est inversible. Notre problème se réduit à trouver si l’équation xp−1 = u

a des solutions ou non. Le lemme de Hensel simplifie le problème en indiquant que

l’équation a une solution dans k[[t]] si et seulement si elle a une solution dans k. Ceci

permet en particulier de conclure que les schémas en groupes d’ordre p sur k[[t]] sont

en bijection avec ceux sur k.

Proposition 3.2.5 Si k de caractéristique p, alors chaque schéma en groupes d’ordre p sur k[[t]]

est de la forme (tma, 0) ou (0, tma) avec m ∈ N pour tout a tel que (a, 0) désigne schémas en

groupes distincts d’ordre p sur k.

Preuve. Supposons que car(k) = p. Toute factorisation de p nule est de la forme (0, 0),

(0, a) ou (a, 0) pour tout a ∈ k[[t]] différent de zéro. Pour a fixé les couples (0, 0),

(0, a) et (a, 0) ne sont pas équivalents, donc notre problème est de comprendre si (a,

68



Une classification des schémas en groupe de premier ordre

0) et (b, 0) peuvent être équivalent pour un élément b , 0 ∈ k[[t]] (on peut énoncer de

façon analogue le problème dual avec (0, a) et (0, b)). On veut donc étudier si l’équation

axp−1 = b a une solution ou non dans l’ensemble des unités de k[[t]]. La structure dvr

de k[[t]] implique que a = tn
∗u et b = tm

∗v pour m et n uniques où u, v sont des unités ;

cela signifie que si m , n il n’y a aucune chance que notre équation ait une solution et

donc a et b représentent deux schémas en groupe différents. Supposons n = m ; dans ce

cas, nous devons vérifier si xp−1 = u/v a une solution qui peut être vérifiée sur k grâce

au lemme de Hensel.
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