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Résumé

Dans ce mémoire , nous avons défini le sujet plus important en 1’analyse mathématique
et les propriétés de la topologie faible, ainsi que son role dans I'étude de l'existence et
de I'unicité des solutions aux problémes variables.

Nous avons également défini la topologie faible-étoile et soulignéso importance pour
rendre la boule unité fermée dans 1’espace bilatéral avec un Banach espace monoli-

thique.



Summary

In this thesis , we have defined the most important topic in mathematical analysis
and the properties of weak topology, as well as it’s role in studying the existence and
uniqueness of solutions to variable problems.

We have also defined the weak-star topology and emphasized it’s importance in making

the closed unit ball in the Banach space a metrizable space .
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INTRODUCTION

La théorie de la topologie faible est un sujet important dans I’analyse fonctionnelle,
Elle a ses racines dans I’étude des espaces vectoriels topologiques. Les premiers travaux

sur ce sujet remontent aux années 1930.

En 1935, Banach a introduit le concept de dualité dans les espaces linéaires normés. Il
a montré que chaque espace linéaire normé est naturellement associé a un autre espace,
connu sous le nom d’espace dual, qui se compose de toutes les fonctionnelles linéaires
continues sur 'espace d’origine. Cette idée a permis le développement de la théorie de
la convergence faible, qui consiste a étudier le comportement de suite de points dans un
espace topologique par rapport a une topologie plus faible induite par I’espace dual. Le
concept de topologie faible a été développé par Arens et Ells dans les années 1940. Ils
ont introduit la notion d’espace vectoriel topologique localement convexe, qui est un
espace muni d'une famille de semi- normes définissant une topologie. En utilisant ce
cadre, ils ont pu généraliser bon nombre des résultats obtenus dans 1’étude des espaces

linéaires normés a des espaces plus généraux.

Une autre contribution importante a la théorie de la topologie faible est venue de
Mackey dans les années 1950. Il a introduit le concept de double paire, qui est une paire

d’espaces vectoriels topologiques qui sont naturellement associés les uns aux autres par



Introduction

un appariement bilinéaire. Les travaux de Mackey ont étendu la théorie de la dualité

de Banach a une classe plus large d’espaces vectoriels topologiques.

Depuis lors, la théorie de la topologie faible n’a cessé d’évoluer et a trouvé des
applications dans de nombreux domaines des mathématiques, notamment 1’analyse
fonctionnelle, les équations aux dérivées partielles et la théorie des probabilités.

En dimension infinie, il est délicat de trouver des ensembles compacts. par exemple,
dans l'espace des fonctions continues, la compacité requiert des conditions addition-
nelles (I'équicontnuité). En pratique, une telle propriété n’est que rarement vérifiée.
Pour surmonter cette difficulté, une posibilité est d” affaiblir la topologie, i.e de passer
d’une convergence forte (ou convergence du norme) a une convergence faible .

Soit E = (E, 7) un espace vectoriel topologique dont le dual continu E” peut ou non
séparer des points. La topologie faible* (prononcée " faible étoile ") sur E” est définie
comme étant la topologie E sur E’, c’est-a-dire la topologie la plus plus petite (la to-
pologie avec le moins d’ensembles ouverts) sous laquelle chaque élément x dans E
correspond a une application continue sur E" . La topologie faible* est parfois appelée

topologie ultrafaible ou topologie o-faible.

L’observation fondamentale de la définition ci-dessus est que chaque élément x € E

induit une fonctionnelle linéaire £, sur E’. En particulier, £, de la forme
fid = Ax)

pour chaque élément A dans E’, et & cause de cela, on peut voir I'espace E comme une

collection de fonctionnelles linéaires sur E” et donc définir la topologie E sur celui-ci.

I1 découle immédiatement de ce qui précéde le fait que la topologie faible* est un
cas particulier d'un concept plus général. En particulier, étant donné une famille non
vide I' d’applications d'un ensemble E & un espace topologique X, on peut définir
une topologie 7r comme étant la collection de toutes les unions et intersections finies
d’ensembles de la forme f~1(O) avec f daéns I et O un ouvert dans X. La topologie tr
est souvent appelée la I'-topologie sur E et/ou la topologie faible sur E induite par T,

d’otr il résulte que la définition énoncée ci-dessus correspond au cas particulier de

3
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I' = E pour E un espace vectoriel topologique.

La topologie faible* est fondamentale tout au long de ’analyse fonctionnelle, jouant
un role fondamental dans un certain nombre de théorémes importants, y compris le
théoréme de Banach-Alaoglu.

Le travail que nous effectuons s’organise en trois chapitres, répartis comme suit :

Le premiére chapitre, consiste a quelques rappels de topologie générale (espaces mé-
triques, espaces topologiques, espaces réflexifs, espaces séparables ).

Le deuxiéme chapitre,est consacre a la topologie faible dans un espace de Hilbert et
dans un espace de Banach, et la convergence faible .

Le troisiéme chapitre, concerne la topologie faible®, la convergence faible®, le théoréme

de Césaro et le théoréme Banach Aloaglu.



CHAPITRE 1

QUELQUES RAPPELS DE TOPOLOGIE
GENERALE



Quelques rappels de topologie générale

Dans ce chapitre , nous présentons les notions de base de la topologie . Nous allons

dégager les structures qui permettent de parler de limite et de continuité .

1.1 Espaces topologiques, Espaces métriques

1.1.1 Espaces topologiques

Quand on aborde des problémes de convergence, on sapercoit assez vite que la
notion de distance ou de norme est trop restrictive. Par exemple :
si on prend la suite de fonctions f,(x) = (i)n sur R, on a bien envie de dire quelle
converge vers 0 puisqu’en tout point de R ou sur toute région bornée de R cette
convergence est vérifiée . Cependant il n’y a pas de distance évidente que le on peut
mettre pour exprimer cette convergence : L'écart , mesuré globalement sur la droite
réelle , entre deux termes de la suite est toujours infini .
Les mathématiciens du 19" et du début 20 siécle ont dégagé la structure déspace
topologique qui contient de fagon abstraite toutes les hypothéses nécessaires a I'étude

de la convergence et de la continuité .

Definition 1.1.1 On appelle espace topologique un couple (X , T) oui X est un ensemble et T
est une famille de parties de X, appelées ouverts, vérifiant :

(i) Toute réunion d’ouverts est un ouvert .

(ii) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert .

(iii) X et @ sont des ouverts . Une autre facon de dire est dire que la famille des ouverts est une
partie de P(X) stable par union quelconque, intersection finie et contenant X et & .

On peut voir que I'ensemble des réunions quelconques d’intervalles ouverts de R définit une
topologie sur R .

Plus généralement tout espace métrique est un espace topologique .
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Topologie des espaces métrique
Soit (X, d) un espace métrique .
Definition 1.1.2 On appelle ouvert de (X , d) toute partie T de X qui est vide ou qui vérifie :
VxeT,dr>0,B(x,r)CT.
On vérifie facilement les axiomes (i), (ii) et (iii). Ainsi une distance définit une topologie.

Proposition 1.1.1 Une boule ouverte est un ouvert.

Preuve. Soit B(xy, 7p) une boule ouverte de (X, d). Soit € B(xy, 7p). On a : d(xo, x) < 1 et
on pose p = w. Alors la boule B(x, p) est incluse dans B(xy, r9).

En effet pour y € B(x, p) on a:

r0+d(x0,x)

d(xo, y) < d(xo,x) +d(x,y) < d(xo,x) + 19— d(x0,X) = == <T17p.

Corollaire 1.1.1 Un ouvert de (X, d) est une union quelconque de boules ouvertes .

Preuve. Soit O un ouvert de (X, d). Pour tout x € O, il existe r > 0 tel que B(x, r) C O.
Ainsi le réel strictement positif r, = sup{r > 0, B(x, r) C 0} est bien défini pour tout x € O

etona O = |J B(x,ry). m
xeO

Definition 1.1.3 Dans un espace topologique (X , T) on appelle fermé toute partie de X dont
le complémentaire est un ouvert.
On note F la famille de tous les fermées. En résuméona (f € F) & (C<F € T). On déduit de (i)

(ii) et (iii) par passage au complémentaire les propriétés.

Proposition 1.1.2 La famille F de tous les fermés vérifie :

(F1) Toute intersection de fermés est un fermé.
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(F2) Une réunion finie de fermés est un fermé.

(F3) @ et X sont des fermés.
Proposition 1.1.3 Dans un espace métrique (X , d), toute boule fermée est un fermée.

Preuve. Soit Bs(xo, 9) une boule fermée de (X, d). Il sagit de montrer que : C.B £(xo,70)
est un ouvert. Soit x ¢ B¢(xg, 9). On a d(xg, x) > 1o et on pose : p = m .

Alors la boule B(x, p) est incluse dans C.B #(x0, 10). En effet, pour y € B(x,p) on a:

dx,x0)=ro

d(xo , x) - d(xo, y)<| d(x0, x) - d(xo, )| < d(x, y) < p=—"5

d’ou l'on tire :

d(xo,x)+19 d(x0,x)—d(x0,%)r0

= = > <d(xo,y) .

ro <
Cette derniére inégalité dit explicitement y € C.B(xg, 7). m

Exemple 1.1.1 Dans R les intervalles fermés [a , b], —co < a < b < +o0 sont fermés.
Attention : les intervalles [a; +o0o et ]-00; b] ,a, b €R, sont des fermés comme complémentaires
des ouverts [—oo ; af et |b; +oo (revenir d la définition des ouverts des espaces métriques).

En revanche [0 , 1[ n’est ni ouvert ni fermé.

Remarque 1.1.1 On peut définir la topologie avec les fermés en prenant (F1), (F2) et (F3)
comme axiomes et définir ensuite les ouverts comme les complémentaires des fermés.

Les assertion (i), (ii) et (iii) deviennent alors des propriétés .

De ce fait on préfére noter (X, T ) un espace topologique T faisant référence d O ou F (voire la

famille des voisinages V définie plus bas ) .

Exemples 1.1.1 (d’éspaces topologiques)
a) Les espaces métriques et les espaces vectoriels normés sont des espaces topologiques .
b) Topologie discréte : tous les ensembles sont des ouverts (et des fermés). C'est la topologie

associée d la distance triviale. Pour vérifier qu’une topologie est discréte, il suffit de vérifier que

8
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tous les singletons sont ouverts. C'est le cas pour Z muni de la distance d(x , y) = |x -y |.
c) Topologie grossiére : C’est la topologie qui a le moins d’ouverts (de fermés) possible :
T=1{p,X), F=1{X, /.

On verra que si X a au moins 2 éléments cette topologie n’est pas métrisable.

1.1.2 Espaces métriques

Definition 1.1.4 Soit X un ensemble. Une distance sur X est une applicationd : X x X— R
pour tout x, y, z€ X :

Ddx,y)y=0ex=y.

ii) d(x, y) = d(y, x) (symétrie) .

ii1) d(x,z) < d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire) .

Definition 1.1.5 Un espace métrique est un couple (X , d) oui X est un ensemble et d est une

distance sur X.

Exemple 1.1.2 L'ensemble des réels muni de la distance d(x , y) =| x — y | est un espace

métrique .

Propriétés de la distance

Proposition 1.1.4 Une distance d sur un ensemble X vérifie :

a) La distance est toujours positive ou nulle :
VYx,ye X;d(x,y) > 0.
b) La distance entre les distances est plus petite que la distance :

Vx,y,z€ X;|d(x,y) —d(x,z) < d(y,z) .

Preuve. a) En utilisant successivement i) , iii) et ii) on obtient pour x,y € X :

9
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0=d(x,x)<d(x,y)+d(y,x) =2d(x,vy) .

b) En utilisant iii) on obtient pour x,y,z € X : d(x,z) — d(x, y) < d(y, z) . Par symétrie et
en utilisant ii) , on a aussi : d(x, y) — d(x,z) < d(z,y) = d(y, z) .

On en déduit | d(x,z) —d(x,y) < d(y,z) . =

Definition 1.1.6 Soit(X , d) un espace métrique, soit x € X et soit r € R’.. On appelle boule

ouverte (rsp. boule fermée) de centre x et de rayon r I'ensemble :

B(x,r)={ye X, d(x,y) <r}.
resp. Be(x,7) = {y € X,d(x,y) <1} .

Pour 0 <r <7r", les inclusions B(x , r) C B¢(x,r) C B(x, ") sont des conséquences directes de
la définition .
Voisinages

Definition 1.1.7 Soit (X , T ) un espace topologique et soit x € X. On appelle voisinage de x
dans X, toute partie de X contenant un ouvert contenant x.

On note V(x) I'ensemble des voisinages de x :

V(x)={VeP(X),0eO,xeocV]}.

Proposition 1.1.5 Si (X, d) est un espace métrique et x € X, on a

Vix)={VeP(X),3r>0,B(x,r)cV}.

Preuve. Si V est un voisinage de x € X, il existe un ouvert O tel que x € O C V. Par
définition des ouverts des espaces métriques, il existe r > 0 tel que B(x, r) C O.
Dans le sens inverse si B(x, r) C V, alors on prend O = B(x,, r).

On peut caractériser les ouverts & 1’aide des voisinages. m

10
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1.2  Espaces réflexifs, Espaces séparables

1.2.1 Espaces réflexifs

Definition 1.2.1 soit E un espace de Banach et soit | l'injection canonique de E”. On dit que

E réflexif si J(E) = E”.

J:E— E”
f(@eE — (g fHrecK)

c’est a dire pour tout @ € E”, il existe un unique f € E tel que {Q, )r»r = (g, f)r & pour tout
ger.

Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E”.

Remarque 1.2.1 Il est essentiel d’utilise | dans la définition présédent . On peut construire un
exemple surprenant non réflexif E pour lequel il existe une isométrie surjective de E sur E” .

Le résultat suivant énonce une caractérisation important des espace réflexifs.

Proposition 1.2.1 soit E une espace de Banach réflexif et soit M C E un sous-espace vectoriel

fermé. Alors M - muni de la norme induit par E - est réflexif.

Theoreme 1.2.1 .[5] Soit E et F deux espaces de Banach réflexifs. soit A : D(A) C E — F un
opérateur linéair non-borné. fermé avec D(A) = E .

(AlorsD(A*) est dense dans E” ).

Ceci permet d'introduire A" : D(A” C E' — F’) et de considérer A” comme un opérateur

non-borné de E dans F. Alors :
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1.2.2 Espace séparables

Definition 1.2.2 On dit qu’ un espace métrique est séparable s'il existe un sous-ensemble DCE

dénombrable et dense.

Proposition 1.2.2 soit E un espace métrique séparable et soit F un sous-ensemble de E.

Alors F est séparable.

Démonstration : Soit (u,)une suit dénombrable dense dans E.
Soit (r,,)une suit de réells positifs avec r,, — 0.
On choisit (arbitrairement) a,,, € B(u,, ;) N F lorsque cet ensemble est non vide. Il est

clair que la suit (a,,,) constitue un ensemble dénombrable dense dans F .

Lemme 1.2.1 .[2] Soit (E, 0) un espace topologique. S'il existe une famille non dénombrable

(Oj)jej d’ouverts de E, non vide et deux d deux disjoints, alors E n’est pas séparable.

Preuve de la non dénombrabilité de P(N) : On peut utiliser ’argument de la dia-
gonale de Cantor (qui permet aussi de démontrer la non dénombrabilité de [0, 1]).
Pour toute partie dénombrable D, de P(N), on va construire un élément B de P(N) qui
n’appartient pas a D, ce qui fournit la conclusion. Notons D = {A,;n € Nfou A, C N
pour tout n € N. On définit B = {n € N;n ¢ A,}. Alors B est une partie de N etB # A,
pour toutn € N donc B ¢ D.

Espaces réflexifs :

1. Les Hilberts (Thm de Riesz) : I*(N), L*(2), H'(0, 1)H,(0, 1), ...

2. [F(Q,v) pour 1 < p < oo et v mesure positive o—finie. En effet , (L)’ = L7 pour
I<p<oooul+l=1.
pop

Espaces non réflexifs :

1. On note ¢ I'espace des suites (x,)q.en € I®(N, R) qui tendent vers zéro, muni de la
norme ||.|[j=. Alors ()’ = I' et (') = I* donc ¢ n’est pas réflexif. On en déduit que I' et

[* ne sont pas réflexifs. [ un Banach E est réflexif ssi son dual E” est réflexif ]

12
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Remarque 1.2.2 [}(N, C) est trds pathologique : une suite qui converge faiblement dans I!
converge fortement dans I'. Les suites convergentes sont donc les mémes pour la topologie forte
et pour la topologie faible. Néanmoins, ces 2 topologies sont distinctes (les ouverts faibles ne

sont jamais bornés).

1.3 caractérisation séquentielle de propriétés topologiques

Continuité
Continuité en un point

Definition 1.3.1 Soit (X, T )et (X', T’) deux espaces topologiques et soit a € X. On dit qu’une
fonction f € F(X , Xo) est continue au point a si l'image réciproque (V') de tout voisinage V'

de f(a) est un voisinage de a. Cela séecrit :
VYV eV(fla); f1(V') e V(a);

oubienVt'eT ;fla) eT ;actetf(t)C T

Proposition 1.3.1 Si (X, d) et (X, do) sont des espaces métriques, sia € X et si f € F(X, X)
les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue au point a.

i)Ve>0;,Ja>0;VxeX (dx,a)<a)= d(f(x), fa) < e).

iii) Continuité séquentielle en a : Pour toute suite (x,),en de X convergeant vers a, la suite

image (f(x,)nen) converge vers f(a).

Preuve. Déja faite. Il suffit de traduire la continuité en limite de f(x) quand x tend
vers a .
b) La propriété iii) (qui est donc toujours vraie si f est continue en a), a la conséquence
suivante : Dans un espace topologique séparé (X, T ), si (X,).en €st une suite récurrente

donnée par (x,)= f(x,) et xo € X avec f € F(X , X’), sil est limite de la suite (x;,).en et si f

13



Quelques rappels de topologie générale

est continue en 1 alors (1) = 1.
En effet, comme (X, T ) est séparé, on écrit
[ = lim,_,,f(x,) et comme f est continueenlon a:

1My s 0o f () = FliMs seoX,) = £(1). m

Remarque 1.3.1 On peut munir

N = N U{+oo} de la topologie suivante : pour ny € N le singleton {ny} forme une base de
voisinages pour ny (topologie discréte).

pour +oo on prend la base de voisinages,

(+o0) ={{n;n+1;.....:....:.........; +00}; neNJ.

Awvec cette topologie et en posant .

f(+00) = limy, 100X, , les suites convergentes d'un espace topologique séparé (X , T ) ne sont

rien d’autre que les fonctions de N dans X continues en tout point .

Propriétés

Theoreme 1.3.1 .[4] Soit (X, T ), (X', T') et (X", T”) trois espaces topologiques. Si la fonction
f: X — X est continue en a € X et si la fonction g : X'— X" est continue en f(a) € X" alors

go f estcontinueena.

Preuve. Soit V” un voisinage de g [f(a)] dans X", alors comme g est continue en f(a),
g™ (V”) est un voisinage de f(a). Mais comme f est continue en a.

(go )1 (V") =f1(g! (V")) est un voisinage de a. m

Proposition 1.3.2 (Rappels sur les fonctions numériques) Soit (X, T )un espace topologique,
soit f, g € F(X, K) avec K = R ou C et soit A € K. Si fet g sont continues en a € Xalorsf + g,

Af, fg, sont continues en a et si g(a) # 0 alors } est continue en a.

Preuve. On munit K? de la norme [|(x, y)I| 1 = max{|x|, lyl}. Il est clair que si fet g
sont continues en a € X alors 'application f X g : X — K? définie par (f X g)(x) = (f(x),

g(x)) et I'application f xA : X — K? définie par

14
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(fxA)(x) = (f(x), A) sont continues en a. De plus les applications +: (x, y) = x + y et X :
(X, y) = Xy sont continues en tout point de K? tandis que I'application = :
(x, y) = x =y est continue en tout point de K X K’. On utilise la transitivité de la

continuité pour conclure . m

Continuité globale

Definition 1.3.2 Soit (X, T ) et (X', T’) deux espaces topologiques. On dit qu’une fonction f :
X — X est continue sur X si elle est continue en toutpoint de X. On note C°(X, X')
(ou CUX, T, X', T’) s'il est besoin de préciser les topologies) I'ensemble de toutes les fonctions

continues de X dans X'.

Theoreme 1.3.2 .[4] Pour deux espaces topologiques (X, T ) et (X', T') et fe F(X, X’) les trois
assertion suivantes sont équivalents :
a) f est continue sur X.

b) L’image réciproque de tout ouvert de X" est un ouvert de X.
YH'eT’, f1(t)eT.

c) L'image réciproque de tout fermé de X' est un fermé de X.
Vf e F, f1(f)eF.

Preuve. a) = b) : Sit’ € T’, alors t’ est un voisinage de chacun de ses points. Si f est
continue il s’ensuit que f~!(t") est un voisinage de chacun de ses points. C’est un ouvert.
b) = a) : Montrons que pour tout point x € X, v’ € V(f(x)) entraine f}(v’) € V(x). Si
v'eV(f(x)), il existe t' € T” tel que f(x)e t' € v’ . On a alors x € f(t)cf(v’) et par
hypothese f7'(t') est un ouvert de X. Donc f~!(v’) est un voisinage de x. b) =c) : On a

les équivalences.

(W eT, i) e oWt €T, C f1(t') €F)
oV’ €FE f1(f) € F).
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Remarques 1.3.1 a) La continuité de f sur X n’entraine pas f(t) € T" pour t € T et f(f) €F’
pour fe F. Par exemple la fonction x —x* envoie 'ouvert de R ]-1; 1[ sur [0; 1[ qui n’est ni
ouvert ni fermé dans R.

b) Les propriétés de transitivité et des fonctions numériques sont encore vraies pour la continuité
globale.

c) Si l'on considere la topologie sur un ensemble comme une structure donnée par exemple par
la famille d’ouverts. Le Théoreme [2] dit que les applications continues sont les applications qui
par image réciproque envoie la structure de X' dans celle de X. [ Ainsi I'ensemble continues
est un Espaces métriques, espaces topologiques. les morphismes associés d la structure "espace
topologique” (le changement de sens ne pose pas de probleme et est méme assez fréquent, on

parle de contra variance). La topologie algébrique s’appuie sur ce point de vue.]

Compacité

Le terme de compacité évoque une idée de petitesse. Ainsi dans un espace to-
pologique compact, il n’est pas possible de mettre une infinité de points sans qu’ils
s’accumulent quelque part. On verra aussi que les parties compactes de R" sont les par-
ties fermées bornées. En fait de petitesse, les compacts sont définis par une propriété
de finitude topologique. L'importance de la notion de compacité vient du fait qu’elle
permet de ramener des problemes de complexité apparemment infinie a 1’étude d’un

nombre fini de cas .

Définitions

Definition 1.3.3 (Borel-Lebesgue) On dit qu'un espace topologique (X, T ) est compact s’il est

séparé et si de tout recouvrement d’ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini :

X =Uis O1) = (d] €1, ] fini, X = U,¢; O)).
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Par passage au complémentaire on a une définition équivalente avec les fermés que nous donnons

ici comme propriété.

Proposition 1.3.3 Un espace topologique (X, T ) est compact s’il est séparé et si de toute famille

de fermés d'intersection vide on peut extraire une sous famille finie d’intersection vide :
(NFi =2).
i€l

Le résultat suivant est une conséquence utile dans le cas ou les fermés sont emboités.

Proposition 1.3.4 Si (X, T ) est un espace compact, toute suite décroissante de fermés non

vides.

(Fi)nen, Fpn C Fy, Fy # @.

a une intersection non vide.

Preuve. Par la contra posée, si (F, = @, il existe ny, ...., ..., ..., ..., iy € N tels que :
FuN,...,0F, = @.

Dans ce cas F max{ny, ..., ..., ny} = F,, N ..., ....,NF,, = @. ce qui contredit 'hypothese.
En fait il n’est pas nécessaire de supposer la famille de fermés dénombrable. Des que
I’ensemble I est muni d"une relation d’ordre total (toute partie finie admet un maximum
et un minimum), la famille (F;) étant décroissante par rapport al’ordre sur I et 'inclusion

dans F, le résultat est vrai. m
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Topologie faible

2.1 Topologie faible dans un espace de Hilbert (H sur
K=Rou()

Definition 2.1.1 La topologie faible de (H,<.,.))est la topologie la moins fine (contenant le
moins d’ouverts) rendant continues les application ¢, : h € H v (g, h) € K. On note H* pour

H muni de sa topolopie faible.

2.1.1 Application :calcule des variations
Optimisation sur un espace topologie

On est habitué a ce qu’une fonction continue sur un compact atteigne son infimum.
Sur un espace métrique, une preuve classique utilise une suite minimisante (caracté-
risation séquentielle des compacts et de la continuité). L'énoncé est en fait vrai sur un
compact topologique et avec une fonction moins que continue, mais la preuve doit étre

modifée.

Theoreme 2.1.1 .[1] Soit (X,0) un espace topologique compact et ® : X — R une
application semicontinue inférieurement, c’est a dire ®~'(Ja, oo[) est ouvert, Ya € R. Alors

@ est minorée et atteint son infimum : dx, € X tq P(x.) = minx(D).

Preuve. topologie : Du recouvrement ouvert X C Unez®1(Jn, oo[) on peut extraire un
sous recouvrement fini. Comme ces ouverts sont décroissants, on obtient N € Z tel que
X c ®I(IN; o0]), c’est a dire @ est minorée par N sur X. Notons m = infy(®). Alors
(@] — 00, m + 1/1]))uen- est une suite décroissante de fermés non vides de X donc son
intersection est non vide.

Ceci fournit x, € X tel que @(x.) =m m
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optimisation et topologie faible

Theoreme 2.1.2 .[1] Soit H un hilbert et ® : H — R une fonction

- convexe,

- coercive :”%ﬁr_)noo D(h) = +o0

- semi-continue inférieurement (pour la topologie forte) :®~'(la; +1[) est un ouvert(fort) pour
tout a € R ou, de fagon équivalente, (] — o0, a]) est un fermé (fort) pour tout a € R. Alors @

est minorée sur H et atteint son infimum.

Preuve. :

Soit hy € H . Par coercivité de @ , il existe R > 0 tel que ||h|| > R tel que ®(h) > D(hy) + 1.
Alors in fy(P) = in fz,,o,r)(P). On considére I'espace topologique X = By(0, R), muni dela
topologie faible de H (c’est un espace métrique ssi H est séparable, ce qu’on ne suppose
pas a priori). On a montré que (X, 0) est compact. Montrons que ® est semi-continue
inférieurement pour la topologie faible , ¢’est a dire que ®~!(] — 0, a]) N By(0, R) est un
fermé faible de By (0, R) pour tout a € R. L'ensemble ®@~'(] — 0, a]) NBx(0, R) est

- convexe, par convexité de @,

- fermé fort, car @ est (fortement) si et seulement si, donc c’est un fermé faible .

2.1.2 Convergence faible
Définition, Propriéts élémentaires

Definition 2.1.2 soit (H, (., .)) un espace da Hilbert .
Une suite (fy)nen de H converge faiblement vers f si { f,, gy — (f, g) pour tout g € H (la limite

est nécessairement unique). On note alors f, — f .

Proposition 2.1.1 1.(f, = f) = (f. — f)
2.(fu = f) = (Ifll < Lminf || f]l)
3. (fu = f) = ((f,) bornée )
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4.(fo — f) = (fu = fetllfull — 1If1)
5.(fu = fet gy, — g) = (fu, 9n) — (f, 9)). la convergence faible des (g,) ne suffit pas
6.Sif, — f alors f appartient a I'enveloppe convexe fermée (fort) de {f,; n € N}

Exemples convergences faibles

Il y a essentiellement 3 phénoménes qui empéchent une suite faiblement conver-

gente de converger fortement .

Considéron dans *(N, C) I’élément e, dans les n premiers termes valent % et dans

les autre sont nuls. Ces élément forment une suite dans I>(N, C) .

Perte & I'infni : Dans I’(N,C) , e, — 0 (car (x,)uen € lZ(N) = x, — 0) mais e, ne
converge pas fortement vers zéro car |e,|[2 = 1.

méme dans L*(R) avec (T, f)uen OU f € L*(R) est a support minoré C [4; oo :

< fllzwy( [ 19(x)Pdx)12 — 0.

a+n

(wf, 9] = Lf £ =gz

Concentration :Dans L%(0,1), fn = \/51[0,1 /n) converge faiblement vers zéro

1/n

Vi [ g(dx
0

1/n

< ([ lgo)Pdx)'2 - 0
0

mais ne converge pas fortement car || f,ll;201) = 1 .

Oscillations : Dans L?(0, 1), ¢™ converge faiblement vers zéro (Lemme de Riemann
Lebesgue) mais pas fortement car lle”|| = 1. La preuve se fait lorsque la fonction test

estC! puis par densité de C' dans L? lorsque la fonction test est seulement L?
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Extraion de sous suites

Le grand intérét des suites faiblement convergente provient de la propriété suivante.

théoréme de Riesz : Soit H un espace de Hilbert et f une forme linéaire définie sur
H.Alors il existe un unique vecteur y € H tel que,

pour tout x € H,
f() =<x,p)-

De plus,, [Iflla = [lylla-

Theoreme 2.1.3 .[1] Soit H un Hilbert sur K = R ou C. De toute suite bornée de H, on peut

extraire une sous-suite qui converge faiblement dans H.

Preuve sur un Hilbert séparable :
Soit D = {h;;k C N} une partie dénombrable dense dans H et (f,),en une suite bornée
de H:||full < M,Vn € N.

Etape 1 : On extrait une sous-suite qui converge ‘contre’ D.

La suite ({f,, ho))nen est bornée dans K donc il existe une extraction ¢, (application
strictement croissante N — N) telle que la sous-suite ({fy,), 10)) converge dans K.

La suite (¢ fpyn), 11))nen st bornée dans K donc il existe une extraction ¢, telle que la
sous-suite (fpyo..op,, 111))nen converge dans K.

En itérant ce précédé, on obtient, pour tout p € N une extraction ¢, elle que la suite

({fpoo..opns Hp))nen converge dans K. Alors

W:N— N

n = @po..o@,n)

est une extraction [ car ¢,(j) > j pour tout p, j € N et pour tout p € N, ({fy0n, 1)) est un

sous-suite de ({ fyyo...op,(m), 1p))nen donc la suite ((fy,, 1,)) converge dans K.
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Etape 2 : On montre que ({fy(), 9))nen converge dans R pour tout g € H.

Soit g € Hete > 0. Il existe K € N tel que ||g — hl| < €/(BM). Il existe N € N tel que

m,n 2N = [(fym — fomm)| < €/3.

Pour m,n > N,on a

[ Fon = Fomy D] < | Fo = Foon, 1| + [ Foen = Fom g = 1)| < § +2Mz5 =€

Ainsi, ({fym), 9))nen est de Cauchy dans R, qui est complet, donc elle converge. Notons
L(g) sa limite.
Etape 3 : On applique le théoréme de Riesz.

La forme linéaire L est continue sur H car |[L(g) = nli_r)rlo [ fomy, 91 < Mllgll. D’aprés le
théoréme de Riesz, il existe f € H tel que L(g) = (f, g) pour tout g € H.

Ainsi, fym — f quand [n — oo].

Preuve sur un Hilbert non séparable :

Soit (f,)nen une suite bornée de H ||f,|| < m, Vn € N. Alors H= Adhy(Vecty{f.;n € NY),
muni du produit scalaire de H, est un Hilbert séparable. Donc, il existe f € H et une
extraction 1) telle que f,, converge faiblement vers f dans H.

Montrons que fy; converge faiblement vers f dans H. Soith € H et h = I+ h une

décomposition adaptée a H = H + H*. Alors
o By = Fyns iy — (f 1y = (£, )

Exemple 2.1.1 f, = 1, 0t (wy)nen est une suite d’ensembles mesurables bornés de R. Alors

| fullizry = Vlwal donc (fu)uen admet une sous-suite qui converge faiblement dans L*(R).

Résolition variationelle d'un problem ou limites
Proposition 2.1.2 Soit o € L*(0, 1) telle que

0 < min < a(x) < M pour presque x € (0,1)

23



Topologie faible

Pour tout f € L*(0,1), il existe une unique fonction u € Hy(0,1) telle que —(au’)’ +u = f dans

D'(0,1)

Preuve.

Etape 1 : Existence. On travaille sur 'espace H(0, 1), muni du produit scalaire et de la

norme de H'(0, 1), qui en font un Hilbert. Pour v € H}(0, 1), la quantité m

1
J) = [ 0R + Ho@)R = fx)v(x))dx
0

est bien définie car a € L¥(0,1) et v’, v, f € L*(0,1) . De plus, l'application
J : Hj(0,1) — Reest
1. de classe C* car somme d'une forme quadratique et d'une forme linéaire, toutes

deux continues sur H(l)(O, 1)

1
[ )P + o) P)dx
0

< 5 max {amay; 1} I017,, Yo € H(0,1) .

<|1Ala ol < | ]L2 Mol Yo € HYO, 1).

1
[ fe)v(x)dx
0

2. strictement convexe (trivial),

3. coercive car
J(v) > %min{amm;1}||v||f{1 = Ifll2llvl2, — +o0 quand [[v|l — o0

(fonction polynomiale en la variable |[v]|y1).

Etape 2 : Unicité. Soit u € H}(0,1) telle que —(a’) + 1 = f dans D’(0,1). Pour montrer

que % = u, on va utiliser "unicité de 'Etape 1. Soit v € H;(0,1). Par définition de H;(0, 1),

il existe (p,)nen C C°(0,1) tell que |[v — Pylly1 — 0 quand [n — o0] .Ona

fl(a17¢; + W - f)p,) =0,¥n € N.
0

ou,
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1
[aw (@), = v') + @ = ) (@n — V)| < Amaxllilli2llp), = V2 + 12 = fllz2llps — vllz — 0,
0
donc
1 p—;
[(awv' + (@@= fv) =0.
0

L’énoncé suivant fournit un autre exemple de probléme aux limites, qu'on peut ré-
soudre avec une méthode variationnelle. Cette fois, la nature non-linéaire de I'équation
empache de conclure avec seulement le théoréme de Riesz ou le théoréme de Lax-

Milgram.

Theoreme 2.1.4 .[3]Soit f € L,(0,1)etp > 1.- Il existe une unique fonction u € H* () Hy(0,1)
telle que —u” + lulP~'u = f dans L*(0, 1).
- Si f € C%([0,1]) alors u € C*([0; 1]) est solution classique, c’est a dire

—u”(x) + [ulPtu(x) = f(x),¥x €[0,1].

Preuve. Soit f € L*(0,1) etp > 1.

Eape 1: On démontre l'existence et I"unicité de u € H(0, 1) tel que

1
[ [u’(x)v’(x) + )P u(x)v(x) - f(x)v(x)] dx| = 0,Yv € HL(0,1)
0

Pour v € Hy(0, 1), la quantité

1
J) =[G (P + 2= — fx)v())dx
0

est bien définie car v’, v, f € L2(0,1) et v € C°([0, 1], R).
Alors l'application | : Hy — R est :

1. différentiable

2. strictement convexe (trivial)

3. coercive , grace a I'inégalité de Poincaré
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1

J) > [ ' ()Pdx = (| fllzllvlle
0
> Cllvl, = lIfllzllvllsn — +oo quand [[vflyn — oo.

Etape 2 : On montre que u € H}(0,1) et que —u” + [uP~'u = f dans L*0,1). avec
v € C2(0,1) montre que u” = [ulP~'u — f dans D’(0,1). Le mb de droite est dans L(0, 1)

donc, par définition, u € H*(0,1). Alors —u” + |[u'~'u — f est une fonction de L(0, 1) qui
est nulle dans D’(0, 1), donc elle est nulle dans L?(0, 1).

Etape 3 : On montre 1'unicité. Soit # € H*(0, 1) telle que —u” + [ul’'u = f dans L2(0, 1).
Pour montrer que i = u, on va utiliser 'unicité de 1’Etape 1. Soit v € Hy(0, 1).

En intégrant contre v I'égalité —u”’ + [ul~'u = f dans L?(0, 1), on obtient

[+ T = [ e
0 0

1 1 x
—fi[”(x)v(x)dx = —ff[”(x)fv’(t)dtdx car : v € H)(0,1)
0 0 0
1 1
= f v'(t) f u” (x)dxdt par le théoréme de Fubini
0 t
1
=— fv’(t)[u’(l) —u'(t)]dt car: u’ € HY(0,1)
0
1 1
=-u'(1) fv’ + fv’u’
0 0
1
= - fv’u’ car : v € Hy(0,1).
0

L’application du théoréme de Fubini est justifiée car
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1 1
J @ 1w ()ldxdt < [l < Nl ll < oo
0 t

Etape 4: Si f est continue sur [0,1] alors u” = |[ulP"'u — f est continue sur [0,1] donc u

est C? et I'égalité dans L? est une égalité ponctuelle. m

2.2 Topologie faible dans un espace de Banach

Soit E un R — espacevectorielenorm et E' = C.(E, R) son dual, qui est muni de la norme

Iglle: = sup{{g, e e f € ENflle<1}... (1)

2.2.1 Queleques outils pour compenser I’absence de caractére hilber-

tien

Theoreme 2.2.1 .[6] Soit E un R-espace vectoriele normé.

1. (Hahn-Banach analytique) Soit F un sous espace vectoriele de E et g € F'. Alors il existe

g € E tel que gl = g et ||glle = llgllF -
2. Pour tout fy€e Eona

I folle = max{{g, fo)er e;9 € E/lIglle < 1}...(2)

3. (Hahn-Banach géométrique, 2°™ forme) Soit A; B deux convexes non vides disjoints de

E avec A fermé et B compact. Alors il existe g € E',a € R et € > 0 tels que

9, flre<a—eNfeAet{g flpr>a+eVfeB

4. Soit F un sous espace vectoriele de E. Alors (F dense dans E) &< (g € E’;glr =0) =0.

Remarque 2.2.1 Il faut bien distinguer la formule (1), qui est une définition (avec un sup qui

n’est pas forcément un max) de la formule (2), qui est un résultat.
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Preuve.

1. La preuve de Hahn-Banach analytique est élémentaire si E est Hilbert, ou si E est de
dimension finie (récurrence). Dans le cas général, c’est une application du Lemme de
Zorn.

2. On applique le 1. avec F = Rf et g(tfo) = tl|follE.

3. Le théoréme de Hahn-Banach géométrique découle du thm de Hahn-Banach analy-
tique, dans lequel la norme est remplacée par la jauge d'un convexe .

4. I'implication = est évidente. Montrons <. On suppose que g € E’;gl[r=0 = 0 .
Par l’absurde, supposons que F n’est pas dense dans E : f; € E\F. Alors F et {f,} sont
des convexes non vides disjoints, I'un fermé, 1’autre compact donc il existe g € E’ et

a € R tels que

b, fee<a<{g, foerVfeF...3)

Grace a la structure d’espace vectoriel de F , on en déduit que g|r = 0. Alors, par
hypothése g = 0. Or, 0 < a < (g, fo)rr : contradiction

Le théoréme de Hahn-Banach géométrique va jouer, dans un espace de Banach, le role
du théoréme de projection sur un convexe fermé dans un Hilbert : notez la similarité
entre (3) et la caractérisation dans le théoréme de projection sur un convexe fermé. Les
2 théoréme de Hahn-Banach s’énoncent sur un espace vectoriele normé (et pas sur un

Banach) : ils n’ont donc pas leur place dans la lecon sur les espaces complets... ®

Remarque 2.2.2 Notons que l'injection canonique | : (E,||.lle) — (E”,|I.|le~) est toujours
une isométrie, grice a (2).

Rappelons que, si X est un espace vectoriele normé et Y est un Banach alors C.(X, Y) est complet.
C’est la complétude de I'espace d’arrivée Y qui est utilisée dans la preuve.

Ainsi, la notion de réflexivité n’a de sens que sur un espace E complet. En effet, si E est un
espace vectoriele normé et | est surjective de E sur E” alors E est isométrique a E” = (E")" qui
est complet (grice A la complétude de R), donc E est complet.

Dans ce qui suit, 'hypothése de complétude de E n’interviendra qu’d travers I’hypothése

de réflexivité.
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La notion de réflexivité va permettre de démontrer les mémes résultats, pour un Banach réflexif,
que pour un espace de Hilbert, en remplacant le produit scalaire par des crochets de dualité
(., e . Elle compense I'absence de théoréme de Riesz. Par exemple, d 1'issue de la prochaine

section, nous serons en mesure de démontrer le résultat suivant.

Theoreme 2.2.2 .[6] Soit E un Banach réflexif et ® : E — R une fonction

- convexe,

- coercive : limy g0 O(f) = +o0

- semi-continue 'exttiment (pour la topologie forte) : ®~1(]a, oo[) est un ouvert (fort) de E pour
tout a € R ou, de fagon équivalente, ®~1(] — co,a]) est un fermé (fort) de E pour tout a € R.

Alors @ est minorée sur E et atteint son infinum.

2.2.2 Topologie faible :théorie

Definition 2.2.1 Soit E un R-espace vectoriele normé. La topologie faible o(E,E’) est la
topologie la moins fine rendant continues les applications @, : f € E — (g, f)pe € R pour tout

geE.

Proposition 2.2.1 Soit E un R-espace vectoriele normé.
1. Les ouverts de o(E, E’) sont les U i (\finie (pgl( ouvert de R).

2. Pour fy € E, une base de voisinages de f, dans o(E, E’) est

Vfo,e,gl,...,gp}e >0,peN,g1,..,9, €EFE
oit Viyeg,gy = f EEKgi f = fode el <€ V1< j<p

3. (fa = fpouro(E,E')) < (g, fuder g — (g, f)e g, Vg € E

4. (f, — fdansE fort ) = (f, — f pour o(E, E’))

5. (fa = f pour o(E, E')) = ((fs) bornée dans E et ||f||lp < liminf, e [|fullE)
6. fu — f pour o(E, E') et gu — g dans E') == ({gn, fudere — (9, f)eE)

Preuve. tras similaire au cas Hilbertien, on remplace les produits scalaires (., .) par des

crochets de dualité (., .)p .
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5.a) On applique le théoréme de Banach-Steinhauss aux applications

T,:E — R

gy, fn>E’,E

ce qui est licite car E” est complet (méme si E ne l'est pas : c’est la complétude de R qui
importe!)

5.b) On utilise la caractérisation (4). Soit g € E’ tel que ||gller < 1 et ||flle = (g, f)r£-On
allflle =<g, ree = lim, (g, fu)e e et ,pour tout n € N, (g, fue e < I9llell fulle < llfulle,
donc ||flle < liminf, . [|fulle

6. La convergence faible des (g,,) ne suffit pas : cf contre-exemple hilbertien.? m

Proposition 2.2.2 Soit E un R-espace vectoriele normé.

1. o(E, E’) est séparée.

2. Soit C C E un convexe. Alors (C fermé fort) <= (C fermé faible o(E, E")).
3. Si E est de dimension infinie alors o(E, E’) n’est pas métrisable sur E.

4. ( E’ séparable ) (Be(0, 1) munie de o(E, E) est métrisable )

Preuve. 1. Le théoréme de Hahn-Banach remplace les manipulations avec le produit
scalaire. Soitf; # f, € E. Alors f; et f, sont deux convexes, non vides, disjoints, 'un
fermé, I'autre compact, donc il existe g € E’ eta € R tels que (g, i) <a <{g, f2-)e k-
Alors fi, f> appartiennent & deux ouverts faible o(E’, E) disjoints (p?l(—OO, a) et

@, (a, ).

2. Le théoréme de Hahn-Banach remplace le théoréme de projection sur un convexe

fermé. Pour tout f, € E C, il existe g = g(fy) € E’ eta € R tel que

(9, Hve<aNfeCet{g fo)pr>a

Pour le démontrer, on sépare {f,} et C.

3. Méme preuve que dans le cas hilbertien. Au lieu de prendre f, € Vect{gs, ..., gpn}l ,on

30



Topologie faible

prend f, € (i<, ker(g;). Cette intersection est non vide car E est de dimension infinie.
4. U'implication = fonctionne comme dans le cas hilbertien :

- de la séparabilité de E’, on déduit "existence de (gi)ken C EE/ (0,1) dense dans EE/ 0,1),
- on définit alors d(f,j:; = i s [<ge f — ]F‘V)E,,E ,Vf, f € Be(0,1).

- alors tout voisinage ouvgrztofaible V¢ea,..q, contient une boule By(f, 7)

- et toute boule B,(f, r) contient un voisinage ouvert faible de la forme Ve, gy
L'implication « est plus délicate . Nous allons la démontrer sous I’hypothése supplé-
mentaire que E est réflexif : alors la preuve hilbertienne s’adapte facilement.
Supposons que la topologie faible o(E, E’) sur Bg(0,1) est associée & une distance
d : Be(0,1) x Bg(0,1) — R. Alors pour tout n € N7, la boule B;(0,1/n) est un ouvert
faible contenant 0 donc il existe €” >, p, € N* et g, ..., g} € E’ tels que

Voerg,.qn (N Be(0,1) C By(0,1)/n

17

(les ouverts du mb de gauche forment une base de voisinage ouverts). Montrons que
V= Vecth’; ;1< j<pun €N estdense dans E’. Pour cela, on va utiliser le critére

du Théoréme 2.5.1. Soit ¢ € E” tel que (¢, 9)er e = (g, fo)e £ pour tout g € E’ . Comme
E est réflexif, il existe f; € E tel que (¢, 9)erp = (g, fo)r g pour tout g € E’. Alors
(g, fo)er,e = 0 pour tout g € V . Supposons fy # 0. Alors

e € (Mhen Voergyg) NBEO, 1) € (Nyen Ba(0, 1)) = {0}

ce qui est impossible. Donc f; = 0, cad ¢ = 0. On conclut que E" est séparable car

VectQ{g]’?; 1< j<pyn € N} estdénombrable et dense dansE’? m

Proposition 2.2.3 Soit E un Banach :

1. E est réflexif,

2. B&(0,1) est (topologiquement) compacte pour o(E, E'),

3. Be(0, 1)est séquentiellement compacte pour o(E,E’)

1. = 2. résulte du théoréme de Tikhonov . 3. = 1. est un peu délicat . On va démontrer 1. = 3.

pour voir comment s’adapte la preuve hilbertienne. On aura, pour cela, besoin de 2 Lemmes.
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Lemme 2.2.1 .[5] soit Z un Banach .Si Z’ est séparable alors Z est séparable .

Remarque 2.2.3 La réciproque est fausse : Z = L'(0,1) est séparable mais Z' = L*(0,1) ne

lest pas.

Preuve. Soit (g,).en suite de Z” dense dans Z’. Comme

gnllz = supgn, 2,z f € ZIfllz =1}

alors, pour tout n € N, il existe f, € Z tel que

”fn”Z =1let <gn/fn>Z’,Z 2 %”gn”Z’

Montrons que Vectf,, n € N est dense dans E. Pour cela, on va utiliser le critére du théo-

réme 2.2.1. Soit g € E’ tel que (g, f,)er = 0 pour tout n € N et e > 0. Par densité des (7,),
il existe N € N tel que [|lg — gnllz < §. Alors
Hanllz <<gn, A2, Z =49 — gn, fNZ, Z 449, IZ', Z = llgn — 9z 2l NIIZ < §

et donc

Igllz < llg = gnllz +lignllz < §+ 5 =€

Ceci est vrai pour tout e > 0doncg =0.
On conclut que les combinaisons linéaires des f, a coefficients dans Q +iQ sont denses

dans Z, donc Z est séparable. m
Lemme 2.2.2 .[5] Soit E un Banach réflexif et F un sous ev fermé de E. Alors F est réflexif

Preuve. Soit E un Banach réflexif : 'isométrie J* : (E, |I.llz) — (E”, ||.lle~) est surjective.
Soit F un sev fermé de E. Montrons que l'isométrie " : F — F” est surjective.
Soit € € F” . On cherche f; € F tel que (¢, 9)rr = (g, fo)r r pour tout g € F’'. L’application

g € E' — ¢(g p) définit un élément de E”. Par réflexivité de E, il existe f, € E tel que

eF) =4g, fo)e e, Yg € E' ...(1)
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Etape 1 : Montrons que f; € F. Par I'absurde, supposons que f, ¢ F. Alors F et {fy}sont

deux convexes non vides disjoints de E, F est fermé et {f,} est compact, donc (Hahn-

Banach géométrique) il existe L € E’ — {0} eta € R tels que

(L, flee<a<(L fo),Vf €F.

En utilisant la structure d’ev de F, on en déduit que L|r = 0 et donc (L, fo) > a > 0. Or,

(L, foy = €(L|g) = 0 : Contradiction.

Etape 2 : Montrons que J5(fy) = ¢ dans F”. Soit g € F’. D’aprés le théoréme de Hahn-
Banach analytique, il existe g € E’ telle que g|r = g. Alors

(&, P p =g, ‘gTF>F”,F car:gir=4g
=g, fode e gracea ......(1)
= (Gle, foder F car: fy € F
= (9, f0>F’,F-

Preuve de 1. = 3. lorsque E est séparable : Soit E un espace de Banach réflexif
et séparable et (f,),en une suite bornée de E. Comme E = (E’)" est séparable alors E’
est séparable, d’aprés le Lemme 2.2.1. Soit (gi)ren une suite de E” dense dans E’. Par
un procédé d’extraction diagonale on obtient une extraction telle que ({9, fy))E,E)nen
converge pour tout k € N. Via un critére de Cauchy, on en déduit que ({g, fym))E’ E)nen)
converge pour tout g € E’. Alors L(g) = lim,, (g, fym))e £ définit L € L” donc (réflexi-
vité de E) il existe f € E tel que (g, f)r £ pour tout g € E’. Ainsi fy,) — f pour o(E, E’)
Preuve de 1.— 3. lorsque E n’est pas séparable. Soit E un espace de Banach réflexif
non séparable et (f,),en une suite bornée de E. Alors F = Adhg{f,;n € N} est un Banach

séparable et réflexif d’aprés le Lemme 2.2.2. D’aprés ce qui précéde, il existe f € F tel
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que f, — f dans o(F F’) : (g, fu — f)rr — 0 pour tout g € F’ . Pour tout g € F/, on a
glr € F’ donc

(%fn - f>E’,E = <!]|F,fn - f>F’,F — 0

Ceci montre que f, — f pour o(E, E’).

2.2.3 Comparaison avec la convergence au sens des distributions

Proposition 2.2.4 (Comparaison avec la convergence des distributions) Soit d € N*, Q)
un ouvert de R%,p € [1, oq.

1. Lorsque 1 < p < oo , alors
(fu = f pour o(L?,(LF))) & (f, — f dans D'(Q) et (f,) bornée dans LP(Q2))

2. L'implication < est fausse pour p = 1.
3. Lorsque p = oo, alors (f, — f pour o(L*,LY)) & (f, — f dans D’(Q) et (f,) bornée dans
L=(€2))

Preuve. : similaire au cas hilbertien.

1. On utilise (LP)" = L¥, qui requiert p < oo, ainsi que la densité de C(Q) dans L¥'(Q),
qui requiert p’ < co c-a-d p > 1.

2.fu = nlp 2

- converge vers zéro dans D’(0, 1), car un compact de (0, 1) est a distance >0dex =0,
- est bornée dans L'(0, 1) car [|fullpo1y = 1,

- mais ne converge pas vers zéro pour o(L!, L*) car
1
ffn.l = 1 ne tend vers 0
0

(la fonction test g = 1 appartienta L=(0, 1))
3. Les fonctions test pour la topologie *o(L™, L') sont dans L'(Q2) et C(Q2) est bien dense
dans L'(QQ) m
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Etant donné un espace de Banach X et son dual topologique X’ , on peut bien
entendu définir la topologie faible sur X .
On va en fait définir une topologie encore moins fine (strictement si X n’est pas

réflexif) .

3.1 Définition

Definition 3.1.1 La topologie faible* sur X' est la topologie la moins fine telle que toutes

applications

Jx: X" >R
fALf,0

avec x € X soient continues.

Proposition 3.1.1 La topologie faible" est séparée.
Ceci résulte quasiment directement des définitions.

En effet, si f; et f, sont deux éléments distincts de X', il existe x € X tel que

(frx) <{f2, %).

En choisissant un nombre réel

a €]<f11x>; <f2/ x>[

on peut prendre
O1 ={f € X;{f,x) <a}et Oy ={f € X;{f,x) > a} comme ouverts faibles* séparant f
et f2 .

Quel que soit fy € X', une base de voisinages faibles* de f, est formée par les ouverts faibles* de

la forme
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{f €X5Kf = fo,xdl <e Viel)

oite >0, Iestfiniet x; € X.

3.2 Théoréme de Césaro et Théoréme de Banach Alaoglu

3.2.1 Théoréme de Césaro

Definition 3.2.1 Soit (u,).en une suite réelle; on lui associe la suite (v,),en définie par :

) Uy U+ e+ 1
vy =ugetVn € N*,v, = z

n
La suite (v,)nen est appelée moyenne de Césaro de la suite (14, )nen-

Theoreme 3.2.1 .[8] Si la suite (u,)qen converge vers I alors la suite (v,)en cONvErge aussi

vers l.

Remarque 3.2.1 1. La réciproque est en général fausse : lim,_, v, = I n’implique pas néces-
sairement que lim,_, .oty = | comme le montre 'exemple suivant. Considérons, par exemple,

u, =(-1)"; alors

(D) (FD) e+ (=1 | O simest pair.

h — sinest impair.
n

Nous avons donc limy,_, v, = 0, alors que la suite (u,),en diverge.

2. En revanche, si la suite (u,)nen est monotone alors la réciproque est vraie.

Definition 3.2.2 Lorsque la suite (v,) converge vers un réel I, on dit que la suite (u,) converge
en moyenne vers . Nous voyons donc que la convergence d’une suite entraine sa convergence

en moyenne (avec la méme limite), la réciproque étant fausse.

Preuve. Soit € > 0 fixé, on veut montrer que
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AN = N(e) € N tel que ¥n > N on ait [v, — 1| <e.
Or par hypothése lim,,_,,ott, = 1, donc:
Jp = p(e) € N tel que Vn > p on ait |u, — 1] < g
On a, pour toutn > p

U+ Uy + .+ Uy,

n
Uy + Uy + o Uy + Upypy + .+ 1y, — 1l

u, —1= -1

B (ul—l)+(u2—l)f...+(up—l)+(up+1—l)+...+(un—l)
B (ul—l)+(u2—l)+...+(upill)+(up+1—l)+...+(un—l)
n n

En vertu de I'inégalité triangulaire :

12 1 &
o0 =l < = X e =11+ = X Jue =1,
N k=1 N k=p+1

En posant
4
C=) lu—1l.
k=1

.1 ) €
notons que C est une constante indépendante de n) et puisque |u; — I| < = pour
q p puisq 5 P

toutk>p,ona:

n-pe n—p
n 2

v, =] < —+ <1

< —+

car

S0
SO

Par ailleurs, limn_,+oo% =(0.donc 47 = g(e) € N tel que Vn > g on ait
C e

n 2

C

n

Dong, en prenant N = max(p, ), on a finalement Vn > N, v, — | <€ . m
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Theoreme 3.2.2 .[8] Si la suite (1,),en cOnverge vers 400
alors la suite (v,)nen cOnverge aussi vers +o0o. De méme, si la suite (u,),en converge vers —oo

alors la suite (v,),en cOnverge aussi vers —oo.

Preuve. Supposons que lim u, = 400 et montrons que lim v, = +oo . Soit A > 0. Il

n—+oo n—+oo

existe alors N € N tel que n > N = u,, > 2A. Pour n > N, nous écrirons alors

1
Uy = — Ui + Uy
n
k=1 k=N
N-1
n—-N+1
Uy = — Z U + 2A
n
k=1

Le second membre de cette inégalité tend vers 2A lorsque n tend vers +oo (N et A
étant fixés), il est donc possible de le rendre supérieur a A en choisissant n assez grand

(n > N’); pour n > max{N, N}, nous aurons donc v, > A; nous avons donc prouvé que

VAeR, ANy e Nn >Ny =10, > A

donc lim v, = +co m

n—+00

3.2.2 Théoréme de Banach Alaoglu

Theoreme 3.2.3 .[7] Soit E un espace de Banach. La boule unité fermée de E’

Be = {f € E'/If(0)] < lIxlle, ¥x € E}

est compacte pour la topologie faible*
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Démonstration

Avec les notations du théoréme de Tychonov, on pose A = E et X, = R pour tout

a € A. On a alors

X=T]R=RE

x€E

que l'on identifie a I'ensemble des fonctions de E dans R via 'application (bijective)

®: F(E,R) — RE
f o {f () ek

Les éléments de R sont notés w = (wy)er. Les projections canoniques sont donc, pour

touty € E,

py:EF >R

a)|—>cuy.

Soit W la bijection réciproque de @, restreinte a ®(E’) :

Y : ®(E') ¢ RF - F(E,R)

w e ftq, f(y) =w, Yy €E.

Montrons tout d’abord que est continue de ®(E’) (muni de la topologie produit de
RE) dans E’ (muni de la topologie faible*) : il suffit de vérifier que pour tout y € E,

I'application
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A:DE) >R

w = W(w)(y)

est continue.

Ona A (D(f)) = f(y) = P,(P(f)) pour tout f € E’ donc
Ay = Py

et le résultat suit du fait que P, est continue .
Pour démontrer le théoréme, il suffit alors de montrer que la boule unité fermée de E’

est 'image par d’un compact de RE. Soit
K={w e RE/Vx € E,|wy < |Ix|lg} -
Alors

K =TT [-llxlle, lxlle]

x€E

donc K est compact par le théoréme de Tykhonov. Soit enfin
F = {a) € RE/V(x,y) € EXE,Y(A, 1) € R%, Wpyspy = Awy + ywy}.

Pour (x,y) € EX E et (A, u) € R X R donnés, I'application

A,
Ay =RF >R

W Opxypy — AWy — gy

est continue .
L’ensemble F est l'intersection de I'image réciproque de {0} par des fonctions continues,

donc K N F est compact. Comme
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B = W(KNF)

on a le résultat cherché. Le théoréme est démontré .

3.3 Convergence faible®

Nous introduisons ici un autre mode de convergence, appelée convergence faible*
dans le dual E’ d"un espace de Banach (E, || . ||g).
Ce mode de convergence sdppliquera notamment aux espaces de Lebesgue L7 (X) pour
1 < p <oo qui sont le dual de L*(X) (avecq=p /(p-1)sip <1etq=1sip = 1) ou encore
de 1éspace des mesures de Radon bornées M(Q)) qui est le dual de Cy(Q).

Definition 3.3.1 Une suite (f,)nen d'éléments de E’ converge faible* vers f dans E’, et on note

fuo =, si
{fu, x) = (f, x) pour tout x € E .

La limite faible* est toujours unique car si f et g sont deux limites faible* de (f,)nen, alors

(f —g,x) = 0 pour tout x € E, puis par passage au sup en x, il vient d’aprés la définition de la

norme dans E” que ||f - g| o =0, s0itf=g.

Remarque 3.3.1 1. Si (HX.,.)), d’aprés le Théoréme de Riesz, la convergence faible* x,, —" x

dans H signifie que
(xn, y) — {x,y) pour tout y € H.

2. 5i (X, A, u) est un espace mesuré o-fini et 1 < p <+oo, la convergence faible*

fu =" fdans LP(X) s’écrit

[ fagdu — [ fgdu pour tout ge L1(X)
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ong=p/(p-1)sip<ocetq=1sip=oc0
3. Si Q) est un ouvert de R", la converge faible* A,, —=* A dans M(Q) signifie que

[ fdr, — [ fdA

pour tout f € Co(Q2) . Le résultat suivant montre que la convergence faible* fournit effective-

ment une notion plus faible de convergence que celle pour la topologie de la norme.

Exemple 3.3.1 Soit E I'espace Co(R) des suites réelles x = (x,,) de limite nulle, muni de la
norme ||x|l = sup{|x,|,n € N}.

Son dual E’ est I'espace I'(R) des suites ¢ = (p,) telle que la série Y, @, soit absolument
convergente, muni de la norme ||pll; = io |(pn|. Le bidual E”, c’est-a-dire le dual de I'(R), est

'espace I*°(R) des suites réelles bornées u = (u,) muni de la norme ||ull. = supi{|u,|,n € N}.

Ona{p,x) = f Quxy et {u, Q) = f @ntty . Considérons dans E’ I'élément e, dont les
n-premiers termes ;;?ent 1/n et dont tousn :lgs autres sont nuls. Ces éléments forment une suite
dans E" qui ne converge pas vers 0 pour la topologie forte puisque |le,|l1 = 1. Elle ne converge
pas non plus vers 0 pour la topologie faible de E’, puisque, si I’on prend I'élément u de E” égal
d la suite constante 1, alors {u,e,) = 1.

Mais elle converge vers 0 pour la topologie faible* puisque, sil’on prend un élément x quelconque
de E (donc une suite de limite nulle), alors {e,, x) = % :g: X,

qui converge bien vers 0 d’aprés le théoréme de Cesdro .

Proposition 3.3.1 Si (f,),en est une suite de E” qui converge (fortement) vers f, i.e.,

fn = f”E — 0, alors f, = f faible* dans E’

Démonstration

Si x € E, par définition de la norme dans E,

[for ) = 0| = [(fu = £ < |1 = £l Ixlle = 0.
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ce qui établit le résultat .

Comme le montre le résultat suivant, la réciproque est en général fausse .

Definition 3.3.2 Soit H un espace de Hilbert. On dit que la famille (e,).en est une base
Hilbertienne de H si elle est

i) orthornormée : pour tout i # j, {e;, e;) = Oj;;

ii) totale : Vect (e,)qen est dense dans H , i.e., tout élément de H est la limite d"une suite de
combinaisons linéaires d’'éléments de Vect(e,) en-

Notons que le principe d’orthogonalisation de Gram-Schmidt montre que tout espace de Hilbert

séparable admet une base Hilbertienne .

Proposition 3.3.2 Soit (H, (., .)) un espace de Hilbert séparable et (e,),en une base Hilbertienne

de H. Alors |ley|ly = 1 pour tout n € N et x , =* 0 faible* dans H.

Démonstration

Le fait que |le,|lz = 1 pour tout n € N résulte du fait que la base est orthonormée .
Notons F,, = Vect(ey, ..., ,) qui est un sous espace fermé (car de dimension fini) de E. Par
conséquent, la projection orthogonale P, (x) d"un élément x € H sur F, est bien définie.

Par ailleurs, on a :
Pu(x) = Y.(x,epe;.
i=0
En effet, P,(x) € F, et pour tout 0 < j <n,ona

(= Py(0),¢)) = (x,e)) + ;O (x, ei)es e) = 0.

car {e¢;, e;) = 0;;. Ceci montre que (x—P,(x), y) = 0 pour tout y € F,, que P,(x) = Y {x, e)e;.
i=0
Par ailleurs, le fait que la base e, ..., ¢, est orthonormée montre que

|mmW=§w@W
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Une nouvelle application montre que x = P, (x)+x—P,(x) avec P,(x) € F, etx—P,(x) € F;

et, d’aprés Pythagore, on a que :
n
I = P (OI + llx = Pu ()l > Zol<x, el .
1=
Par passage a la limite quand n — +oo, on obtient 'inégalité de Bessel
n
[Ixl? > %I(x, el .
1=l

La série précédente étant convergente, son terme général tend vers zéro, soit (x,e,) — 0,
ce qui montre bien que e, —* 0 faible* dans H. Le résultat précédent nous fournit un cas
de suite faiblement convergente qui ne converge pas fortement. Toutefois, en dimension

finie, les deux notions de convergence coincident .

Proposition 3.3.3 Soient E un espace de dimension finie et (f,)nen une suite de E’. Si f, =" f

faible* dans E’ , alors f, — f fortement dans E’.

Démenstration

Soit d = dim(E) = dim(E’) , B = (ey, ..., ;) une base de E et (e}, ..., €)) la base de E’
duale de B (i.e. (¢}, ¢;) = 6;; pour tout 1 < i, j < d ). Toutes les normes étant équivalentes

en dimension finie, on considére la norme suivante sur E” :
2 o d
If11= = Z‘ifz- ,ou f = Zifiez’--
1= 1=

Comme f, —* f faible® dans E’ on a en particulier que (f,); = (f., &) — (f, &) = fi pour

touti=1, ..., d, etdonc

Ifo— fIP = él(fn)i N

car la somme est finie .
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté un important sujet principal de 1’analyse
mathématique ,les caractéristiques de la topologie faible et son role dans 1’étude de
I'existence et de 1'unicité des solutions aux problémes variables.

Nous avons également défini la topologie faible-étoile et son importance dans la com-

pacité de la boule unité fermée dans un espace dual.
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