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Avant-propos

Ce polycopié contient des exercices corrigés de la matiére Analyse 3
destiné principalement aux étudiants en deuxiéme année licence mathéma-
tiques. L'objectif principale de ce polycopié est de donné aux étudiants les
connaissances nécessaires concernant les convergences simples et uniformes
des séries de fonctions, le développement des fonctions en séries entieres et
séries de Fourier, les intégrales généralisées ainsi que les fonctions définies

par une intégrale.



Chapitre 1

Exercices corrigés sur les

séries numériques

1.1 Exercices sur les séries numériques

Exercice 1.1.1. Montrer que les séries numériques suivantes sont convergentes et

calculer leurs sommes :

+00 +00 +00

n=2 n=0 . n=0

Exercice 1.1.2. En utilisant la technique du calcul la somme partielle d'une série

numérique, montrer que la série du terme général :
1
u, =In(1+ =), n>1.
n
est divergente.

Exercice 1.1.3. 1. Soit f une fonction localement intégrable, a un signe constant et
décroissante sur l'intervalle [a, +oo].
Montrer que pour que l'intégrale fa e f(H)dt soit convergente, il faut et il suffit que

la série numérique a termes positifs, de terme général

u, = f(n), n > ny

2

! y 1 , COs(71x)
1) Z a1 2);} = (on rappelle quez — = e) 3)2(_1) ) xe

R.
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soit convergente.

2. Application : Montrer que la série de Riemann du terme général :
_ 1 1 R
j% = ﬁ;v n>letaelk,
est convergente si et seulement si o > 1.
Exercice 1.1.4. (Régle de Rab et Duhamel )
Soit Y, uy, une série a termes positifs.

n>1
Uy

Supposons que I = limy,1c n(u — 1) existe, Montre que :
+1
1.Sil>1,lasérie Y, u, cor?verge.
nx1
2.5il <1, lasérie ), u, diverge.

n>1

Exercice 1.1.5. Etudier la nature des séries numériques suivantes :

+00 +00
1 1
1) ; n sin(ﬁ) 2) ; arctan(ﬁ)

+o0 +00 2
a n+a\"
3)Za2n+a”+1m20) 4)Z(n+b) jaetbeR
n=1 n=1
+00 +oo

In(n) 1X3%..x(2n-1)
5)2 6) Z 2X4X..x(2n)

n=1 n=1
Exercice 1.1.6. 1) Montrer que la série numérique du terme général :

exp(inx
U, = %,x eR,

est convergente pour tout x # 2km.
2) Etudier selon la valeur de O, la convergence absolue de la série numérique sui-

vante :

+00

_1\2n
Z(Z” 1) 0" 0cR.
n+1

Exercice 1.1.7. On considere la série numérique de terme général :

sinn
U, = , a €R.

na

Montrer que :

1) Sia > 1, la série est absolument convergente.
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2)Si0 <a <1, lasérie est semi-convergente.

3) Sia <0, la série est divergente.

Exercice 1.1.8. Montrer que la série de Bertrand du terme général

_ Inf(n)

nOt

,a e Rfetp e R.

Uy

est:

1. convergente, si et seulement si :
11.a>1etB €R, ou bien
12.a=1etp < -1

2. divergente si et seulement si
21.a<1letp €N, ou bien
22.a=1etp> -1

Exercice 1.1.9. En effectuant un développement limité du terme général
=D

Uy = ————

T on+ (=1

de la série ), u, au voisinage de infini a l'ordre 1, montrer que cette série est
n=0
convergente.

,neN,

Exercice 1.1.10. On consideére deux séries numériques de termes généraux u, et
Uy

On rappelle que le produit de Cauchy de ces deux séries, la série de terme général :

n

Wy = Z UkUp—k.-

k=0

Soient ), uy et Y, u, deux séries absolument convergentes. Montrer que la série de
n=0 n=0
produit de Cauchy de terme général :

n

Wy = Z Uk Op—k,

k=0
est absolument convergente et de plus, on a :

Zw%Zﬁ%Z”.

n>0 n>0
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1.2 Solutions des exercices des séries nu-
mériques

Solution de I'éxercice 1.1.1
Montrons que les séries numériques proposées sont convergentes et calcu-

lons leurs sommes :

1.0na:
P 1
T nm-1)
_ 1 1
 on-1 n
ce qui implique :
. v 11
Jms= V(i)
k=2
= hl’n (1 - 1) = 1
n—+oo n

+00
Par suite

,E‘z nn—1)
2.0na:

Z% - ”Z:;(nill)!

o[ n-1 1
((n—l)!+(n—1)!

n=1
+00 +00
1 1
= +
;(n—Z)! ;(n—l)!
2e

converge et a pour somme S = 1.

[
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+00 192
Par suite }, — converge et a pour somme S = 2e.
n!

3.0na: )

i(—l)ncos(nx) _ [+°° ( exp(ix) )]
2n
n=0

n=0
= Réel ;
2 + exp(ix)
_ 4+2cosx
5+4cosx’
1 €Os(11x) _4+2cosx
Par suite nZO( 1) o converge et a pour somme S = 5t dcost

Solution de 1’exerc1ce 1.1.2
1
Consédirons la série du terme général u, = In(1 + E)' n>1.

Le terme u,, peut se reécrire sous la forme :
Uy, =In(n+1)—Inn), n> 1.

La somme partielle de la série }, u, vérifiée :
nx1

n

>

k=1
(In2-In1)+ (In3-1In2) + ... + (In(n + 1) — In(n))

= In(n+1).

Sn

Puisque lim,, ;0 Sy = +00, il en résulte que la série ), u, est divergente.
Solution de I’éxercice 1.1.3 =

Plagons nous dans le cas o1 f est une fonction positive, et soit (S,) la suite
des sommes partielles de la série ) f(n).

n>1
Puisque f est décroissante sur ]0, +oo[, on peut écrire :

pourtoutk=1,2,.., x€]0,+oo[, telquek <x<k+1, ona
fk+1) < f(x) < FK).

En intégrant sur [k, k + 1], on trouve :

k+1

flk+1) < ff(x)dx < f(k), pour toutk =1,2,...
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En sommant ces derniéres égalités, on obtient :

n+1

Spe1 — f(1) < | flx)dx < S,
/

+00

* Supposons que f f(x)dx converge, on peut voire alors :
1

n+1 +00
Swn—f) < | f@dx< | flydx.
Jroes]

ce qui montre que la suite (S,41) est majorée, et par suite la série ), f(n)
n>1
converge.

Supposons maintenant que ), f(n) converge.
n>1
On sait bien que :

n<x<n+1,pourtoutx >1,

ot 'entier n représente la partie entiére de x. On a alors :

X n+1
fx)dx < | f(x)dx < S,.
Jrows]

X
Puisque (S,) est majorée, l'intégrale f f(x)dx U'est aussi, ce qui assure 1’exis-
1

+00

tence de l'intégrale f f(x)dx.
1

Il en résulte également par contraposée, que la divergence de la série ), f(n)
n>1
+00

entraine la divergence de l'intégrale f f(x)dx.
1

2. La série de Riemann est convergente pour tout a > 1.

En effet. Sia > 0, lim,, 1o f # 0, la série }, f, est donc divergente.
nx1
Supposons maintenant que @ > 0 et consédirons la fonction f qui définie par

flx) = xla,x €10, +oo[.

Cette fonction est définie positive, continue et décroissante sur ]0,+oo[.
+00
D’apres la premiere question, la série ), u, etl'intégrale généralisée f fx)dx
nx1 1
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sont de méme nature.

Posons

F(x)

I
—
=
Na)
=
=

Il
—_

1 .
A=y - 1_a,s10c¢1.

La fonction F a une limite finie, si et seulement si a > 1, ce qui montre que

La série ), f, converge si et seulement si o > 1.
nx1
Solution de I'éxercice 1.1.4

Par définition

. Uy
lim n(
n—o+e0 Uy

-1)=1 & Ve>0,dnpeN,V¥nelN, n>ny ona:

Un

I-e < n( - <l+e.

Up+1

Uy

1. Supposons que [ > 1 et choisissons ¢, tel que n( -1 >l-e=g>1.

Ups1
. : - 1
Soit m € R, tel que m € |1, 4|, la série du terme général w, = i est donc
convergente.

On peut écrire :

wy, (n+1)’”
n

(ol

En effectuant le développement limité de la fonction x

Wn+1

au voisinage
1+x &

de 0, on obtient :

5(n)

ol — — 0, quand n — +o0.
n

C’est-a-dire :

o(n)

Pourtoutn=g-m>0, dny €N, Vn €N, n > ny, ona:7<q—m.
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On a alors les inégalités suivantes :

o(n) Uy,
n

n+1

— 1), pour tout n > max(ng, n1) = ny,

ou d’une maniere équivalente :

w m 1
= = 1+ —+=0(n)
Wn+1 n n
u
< —.
Un+1
C’est-a-dire :
u u u
ol oo <2 o0
Wn+1 Wy W,
Puisque ), w, est convergente, il en résulte d’apres le théoreme de compa-
n=1
raison que ) u, est également convergente.
n>1

2. Supposons maintenant que [ < 1 et choisissons ¢, tel que

Uy

n( -1)<l+e=g<1, pour toutn > ny. (1.1)

Up+1

Considérons également la série de terme général w, = 1, qui est divergente.

De l'inégalité (1.1), on peut voir facilement :

u 1
— < 1+-
Up+1 n
_ on+l1

n

Wy
Wn+1

Puisque }, w, est divergente, il en résulte d’apres la méthode précédente
n>1
que ), u, est également divergente. Solution de I'éxercice 1.1.5
n>1
Etudions la nature des séries numériques proposées :

1.0na

n—+oo

lim nsin(%) = 1+#0,

+00 1
ce qui montre la divergence de )’ n sin(;) .
=1
2.0na !

V(+e) 1

1
arctan( = ) el
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terme général d’une série convergente (série de Riemann o = 2 > 1).

+00
Donc Y, arctan(—) converge.
n=1 n
+o00 al’l an
3. Y ——— (@>0).Posons u, = ———.
n=1a2”+a”+1( ) T ayan+1
+00
31.Sia =0, ), u, =0, la série proposée est donc convergente.
n=1

1
32.Sia=1,u, = 3 -+ 0, quand n — +oo, la série proposée est donc
divergente.
3.2. S5i @ € ]0,1[. On consideére la série géométrique de terme général

v, = a", qui est convergente.

. . u L. A N
Puisque lim;,—, 1o —2 =1, les deux séries ¥ u, et ¥, v, sont donc de la méme
On n=1 n=1
+00

nature, ce qui montre la convergence de la série }, u,.
n=1
3.4.5ia > 1. On considére la série géométrique de terme général

n
Uy = (a) qui est convergente.

. . u L. i N
Puisque limy,—, 4o —= =1, les deux séries ¥ u, et ¥, v, sont donc de la méme
v

n n=1 n=1
+00

nature, ce qui montre la convergence de la série }, u,.
n=1
4. En utilisant le critére de Cauchy, on trouve :

1 ay

. n+a\"\n .
lim (( ) ) lim
n—+0o n+ b n—+00

Il
o
X

o
—
x

|
<

~

Par suite :
4.1.Sia < b,exp(a —b) < 1, la série est donc convergente.
42.4.1.5ia > b,exp(a —b) > 1, la série est donc divergente.
43.Sia =bu, =1 -» 0, quand n — +o0, la série proposée est donc

divergente.

In(n) In(n)
5.0na 240 f ;1/1—2,
gente, la série n§1 n?(f)Z

terme général d'une série de Bertrand qui est conver-

est donc convergente.
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1Xx3%..x(2n-1)
2X4X..X(2n)

. Uy . 2n+1
lim = lim =
n—+oo Uy, n—+o0 211 + 2

,on a alors :

6. Posons u,, =

D’apres d’Alembert, on ne peut rien conclure. En utilisant le critére de Raab

Duhamel, on obtient :

n1—1>rpoon(un+1 _1) - n1—1>r-+1:100 2n+2
1
= —-<1
2

.t Ix3%x..x(2n-1)
P t
ars‘“e,g 2X4X...X(2n)

Solution de I’éxercice 1.1.6

est divergente.

. L. L exp(inx)
1. Montrons que la série numérique de terme général : u,, = p—, xeR
n

est convergente pour tout x # 2km.

En effet :
1
1.1. Si x = 2km, u, = - terme général de la série harmonique qui est
divergente.

1.2. Si x # 2km. On peut reécrire
Uy = Ay X by,

1
ol a, = exp(inx) etb, = -

On aalors:

n

Z exp(ikx)

1- exp(inx))

= [oxp(ix) X ( 1 — exp(ix)

Zak

k=1 k=1
— exp(inx)
B ( - eXp(zx) )
< _—
B - exp(zx)
B 2
~ |1 —cosx—isiny|
2

2|' x|><|' x+i X

sSin — sSin — COS —
2 2 2
1

]
-
2
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D’autre part, la suite (b,) est décroissante et tend vers zéro, donc d’apres

+oo exp(inx
Abel la série ), % est convergente.
n=1

2. Etudions selon la valeur de 6, la convergence absolue de la série nu-

400 1Dy — 1\
mérique ¥, ( z ) 0",0€R.
n=1 +1

P y (Zn -1
osons u, =
" n+1

lument convergentes, on trouve :

2n
) 0". En utilisant le critére de Cauchy des séries abso-

1
lim |uq|n =416].
n—+oo

Par suite :

1
2.1.5110] < 7 la série proposée est donc absolument convergente.

1
2.2.5110] > 7 la série proposée est donc divergente.

3.3.5110| = 1, ona

4
m—1 2n 3 2n
=) =(1-57=5) -
2n+2 2n+2

quantité qui tend vers exp(-3) # 0, quand n — +oo, la série proposée est

donc divergente.
Solution de I'éxercice 1.1.7

Considerons la série numérique de terme général

sinn
U, = et

1. Montrons que : si @ > 1, la série est absolument convergente.
. 1 .
Eneffet:Sia >1,ona |u,| < —, terme d’une série converge, donc
n

% sinn

PN
n

n=1
2.5i0<a<1,ona:

est absolument convergente.

sinn sin’n
[un| = |2 P
n n
1 cos(2n)
2n¢ 2n«

= v,
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+00 +00
Puisque Z — dlverge et ), «© ( ") converge (d’apres Abel), la série )}, vy,
n=1 n=1

+00

est donc divergente, on en déduire que }, u, ne converge pas absolument.
oo n=1
Mais la série } u, converge d’apres Abel, donc ): u, est semi convergente.
3. Par contre, 311a <0, la série est divergente. "
o
En effet, sia <0, lim,_, 1 4, n'existe pas, la série 3: u, est alors divergente.
Solution de I’éxercice 1.1.8 i

1.1. Supposons que a > 1 et § € R. Alors il existe y € |1, a[ vérifiant

B
lim n’u, lim M
n—+co n—+oo nI~Y

0(cara—vy > 0).

Puisque y > 1, I'utilisation du théoreme de comparaison confirme la conver-
gence de la série considérée.

1.2 et2.2. Supposons maintenant que a = 1. Le terme général u,, devient :
Inf(n)

Uy, =
n

*Sip=0, Y u, = 2 qui est divergente.
n>1 n>1 N
5i B > 0, en appliquant une fois encore la regle de Cauchy, on trouve

lim nu, = hm Inf (1) = +c0,

n—-+oo +00

et la série }, u, est divergente.
nx1

*5i B < 0, considérons la fonction f définie par :

In? (x)

fx) = x €16, +00[ (6 > 1).

Cette fonction est définie positive, continue et décroissante sur 5, +oo] .

D’apres le théoreme de Cauchy, la série 22 Inf(n)
>

+f°° lnﬁ( x) n>

5 X

et 'intégrale généralisée

dx sont de méme nature.
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On sait bien que

1 + + .
flnﬁ(x) g [ sip -,

ST (), g
0 Ins )7 S1F="1
Ce qui donne:
p+1
t _ln (6), sip<-1,
i Inf(x) = p+1
m o = +o0, sif > -1,
0 +o0, siff =~-1
+ool B
Dong, sia =1 et < -1, l'intégrale f nxix dx converge.
5
2 1nf(x)

- dx diverge.

Alors quesia = 1et > -1, I'intégrale f
5
2.2 Supposons maintenant que @ < 1 et § € R. Alors il existe y € Ja, 1]
vérifiant
lim n’u, = lim #’*Inf(n) = +oo, car y—a>0.
n—+oo n—+oo

Puisque y < 1, l'utilisation du théoréme de comparaison confirme la diver-

gence de la série ) u,.

n>1
Solution de I’éxercice 1.1.9
L (=1 1
On peut écrire u, = X —.
n (-1)
1+
n

En effectuant le développement limité de la fonction x —

1 ..
au voisinage
1+x &
de 0, on obtient :

uy = (1 GV T
n n n
_ (_}1)71 _ % + (_nlz)n e(n), ot e(n) — 0, quand n— +oo. (1.2)

Nous avons donc la somme de deux séries convergentes et d'une reste ab-
solument convergente. La série considéré est donc convergente.
Solution de I'éxercice 1.1.10

Pour tout n € N, considérons les sommes partielles suivantes :

n n

S, =Z“uk,T,1 :ZU” et R, :Zn:wn.
k=0

k=0 k=0
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Considérons également les notations suivantes :
S=) lud et T=Y oa.
n>0 n>0
Les deux suites (S,,) et (T,;) sont convergentes, donc elles vérifient le critere

de Cauchy suivant :

p p
VYe>0, dnp e N, Vp,n €N, p>n>ng, ona Ul < e et ka <E,
k=n+1 k=n+1
D”une part, Ry, — S, T, peut se reécrire sous la forme :
R2n - S,,Tn = uo(vn+1 + ...+ '02,,) + M1(0n+1 + ..+ Ugnfl) + .o+ U 10p41

+0o(Ups1 + oo + Up) + 01 (Upgq + oo + Uppo1) + oo + Uy U1

Pour tout p,n € IN, p > n > ny, on a alors

n n
IRon = SuTol - < e[Zw Zwu]
k=0 k=0

e(S+T).

A

IA

Donc (Ry,) est convergente, et de plus :

lim R,, = lim S,T,
n—+oo n—+oo
n>0 n>0
D’autre part, pour tout n > ng, on a:
IR2nt1 — Roul = |(Uo02n41 + oo + Upi10p) + (VoU2ns1 + o + Vpy1dy)|
< eS+71),

ce qui assure la convergence de (Ro;+1).

Puisque (Ro,) et (Ro,4+1) sont convergentes, (R,) est également convergente,

et de plus:
Iim R, = Ilim Ry,
n—-+oo n—+oo
= lim Ry,
n—+00

[ZQ{Z@'

n>0 n>0
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C’est-a-dire :



Chapitre 2

Exercices corrigés sur les
suites et les séries de

fonctions

2.1 Exercices sur les suites et les séries de

fonctions

Exercice 2.1.1. On se donne une suite de fonctions (f,) définie sur une partie E; de
R. Etudier la convergence simple et uniforme de cette suite de fonctions sur E; dans

les cas suivants :

1 _1——1’1362 Ei=R ; E—[ +00[(>0)
V@) = 72 E1 =R puissur Es = [a, a>0).
x
2)f,(x) = Trmx Es =1[0,1].
5+ nx
3) f,(x) = cos( ), Es=1R.

n
sin(nx)

4)f,(x) = pove
5) f,(x) = x"(1 -x), E7;=[0,1].

et £,(0)=0, Es =R puissur Eg = [a,+oo[ (a > 0)

17
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Exercice 2.1.2. Soit f une fonction continue sur [0,1]. On considere la suite de

fonctions de terme général
fa(x) = x" f(x) pourn > 0et x € [0,1].

1. Montrer que la suite de fonction f,, converge simplement sur [0, 1] vers une
fonction @ que l'on précisera.

2. On suppose que f(1) # 0. La convergence est-elle uniforme sur le segment [0, 1]

3. Onpose f(x) =1-x.

1 n \"
3.1. Montrer que sup, o q |f,,(x) - (p(x)| = (n " 1) .

3.2 La suite de fonction est-elle uniformément convergente vers ¢ sur [0,1] ?

Exercice 2.1.3. Soit o un nombre réel strictement positif. On considere la suite de

fonctions définie sur l'intervalle [0, 1] par
fu(x) = nx"(1 — x)* pour n > 1.

1. Montrer que la suite de fonctions f, converge simplement sur 'intervalle [0, 1]
et trouver sa limite.

2. Montrer que la suite de fonctions f, converge uniformément vers sa limite sur
Uintervalle [0, 1] si et seulement si o > 1.

3. On suppose 0 < o < 1. Montrer que la suite de fonctions f, converge uniformé-

ment sur le segment [0, a] pour tout a € [0, 1[.
Exercice 2.1.4. Soit la série de fonctions de terme général :
Fu(x) = sin®(x) cos"(x), pourn > 1et x € [0, g] .

1) Montrer que la série de fonctions }, f,(x) converge simplement sur [0, g] et cal-
culer sa somme.

2) La série est-elle uniformément convergente sur IR?.

Exercice 2.1.5. On pose :

fa(x) = ﬁ, pourn >1letx € R.
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1) Montrer que la série de fonctions ), f,(x) converge simplement sur R et calculer
sa somme.

2) La série est-elle uniformément convergente sur IR?.

3) Etudier la convergence normale sur [a,b], (0 <a < D).

4) Calculer },,5, f; fu(x)dx.

2.2 Solutions des exercices des suites et

des séries de fonctions

Solution de I'éxercice 2.1.1
Etudions la convergence simple et la convergence uniforme des suites de
fonctions :
1-nx
1.f,(x) = ,
)= T
1.1 Convergence simple :

Six =0, f,(0) = 1etsix # 0, lim f,(x) = —1. la suite de fonctions (f,) est donc

2

Ei = R puis sur E; = [a, +oo[ (a > 0).

1, six=0,
simplement convergente sur E; = [~a,a] vers f, ou1 f(x) = .
-1, six#0

1.2 Convergence uniforme :
1.2.1. Sur E; = R. La fonction f n’est pas continue sur R, il en résulte
que (f,) ne converge pas uniformément sur E;.

1.2.2.Sur E; = [a,+oo[ (a > 0). On a

1 —nx?

|fn(x) —f(x)| = T+
_ ‘ 2

T

_2

1+ na?’

(—1)‘

Cette derniére quantité tend vers 0, et la suite de fonctions converge unifor-
meément vers —1 sur E; = [a, +oo[ (a > 0).
x
2. f,(x) = ——, E3=10,1].
n(x) 1+ nx 3 [ ]
2.1 Convergence simple :
Six=0, f,(0) =0etsix #0,lim f,(x) = 0.
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La suite de fonctions (f,;) est donc simplement convergente sur Ez = [0, 1]
vers la fonction nulle f = 0.
2.2 Convergence uniforme :

Puisque chaque fonction

X
x€Es fulx)— f(x) = o e
est croissante sur E3, on a donc
1
sup |fu(x) - f(x)] = -

Cette derniere quantité tend vers 0, et la suite de fonctions converge unifor-
mement vers 0 sur E3

3. f,(x) = Cos(5 i nx), Es=R

3.1 Convergencg simple :

Six =0, f,(0) = cos(g), etlim £,(0) = 1.

Quand x # 0, lim f,(x) = cos(x).

Dans tous les cas, la suite de fonctions (f,) est donc simplement convergente
sur E4 = Rvers f, ol f(x) = cos(x).
3.2 Convergence uniforme :

Nous avons

5+ nx

|fu0) = f)

) — cos(x)

’cos(

cos(x) X cos(g) — sin(x) X sin(%) — cos(x)

IA

|cos(x)| X (

5
cos(a) - 1‘ + |sin(x)| x

sin(g)‘)

Cette derniére quantité tend vers cos, et la suite de fonctions converge uni-
formémen’g vers 0 sur E4.

4.£,(x) = sn;(;lx) et £,(0) =0, Es = R puis sur E¢ = [4, +oo[ (a > 0)

4.1 Convergence simple :

Six =0, f,(0) =0 = lim f,(0) = 0, et si x # 0, lim f,,(x) = 0. la suite de

fonctions (f,) est donc simplement convergente sur R vers f(x) = 0.
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4.2 Convergence uniforme :

4.2.1 Sur Es = R. Considérons la suite de points (x, = % ).On a

) = flw] = 2 0,

il en résulte que (f,;) ne converge pas uniformément sur Es = R.
4.2.2.Sur Eg = [a, +oo[ (a > 0). On a

_ |sin(nx)
i@ - f@] = ==

1

< =
nx
1

< —.
na

Cette derniére quantité tend vers 0, et la suite de fonctions converge unifor-
mement vers 0 sur Eg = [a, +oo[ (a > 0).

5. fu(x) =x"(1 —x), E; =[0,1].

5.1 Convergence simple :

Six=0oux =1, f,(0) = f,(1) = 0, et la suite converge vers 0. 5i x € ]0,1[,
limy 400 fu(x) = 0.

Finalement, la suite f, converge simplement sur [0, 1] et sa limite est la fonc-
tion nulle f(x) = 0.

5.2 Convergence uniforme :

En effectuant un calcul simple, on trouve

SUPJﬁKx)—f(0|=am

x€[0,1

ol a, = .
R AT
Cette derniére quantité équivalente au voisinage de l'infini a

1

ne’
Puisque cette quantité tend vers 0, quand n tend vers +oo, la

suite de fonctions considérée converge uniformément vers 0

sur le segment [0, 1] .
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Solution de I'éxercice 2.1.2

1. On sait que lim,_, .o x" = 0, pour tout x € [0, 1[.

On a donc lim,_, ;. fu(x) = 0 pour tout x € [0, 1].

En x=1,0ona f,(1) = f(1).

Finalement la suite de fonction f, converge simplement vers la

fonction ¢ définie sur [0, 1] par

0, sixe[0,1]
px) = .
f(1), six=1
2.5i f(1) # 0, la fonction ¢ n’est pas continue sur [0,1] et par

suite f, ne converge pas uniformément sur ce segment.

3.1 Soit f(x) =1-x.

Ona
fu(x) = p(x) = fulx) = x"(1 — x).
il vient
f,;(x) =x"1(n- (n+1)x).
Donc f,(x) =0 & x = #
Par suite
sup fu) — ()| = ful-"=

- i)
T on+1\n+1

3.2 Cette derniere quantité équivalente au voisinage de l'infini

L s

a —. Puisque cette quantité tend vers 0, quand 7 tend vers +oo,
ne

la suite de fonctions considérée converge uniformément vers 0

sur le segment [0, 1] .
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Solution de 1"éxercice 2.1.3
1.S5i0<x <1, nx" — 0lorsque n — +oco.
Six =1, f,(1) = 0. Donc la suite de fonctions f, converge
simplement vers 0 lorsque n — +oo.
2. On cherche le maximum de la fonction f, sur l'intervalle [0, 1].

Pour cela, on calcule

f;(x) =" 11— x)*(n - (n+ a)x).

n . )
En posant x,, = —_on voit que f, est croissante sur [0, x,] et
n+a
décroissante sur [x,,1]. f, atteint donc son maximum en x, et

celui-ci vaut :

My = f)=n(i- =) ()

n+u«o n+u«o
o
+ a _
,30(_) nl—a
e

Puisque M,, — 0 quand n — +oo0 si et seulement si « > 1, la

suite de fonctions f, converge donc bien uniformément vers 0
sur [0, 1] si et seulement si a > 1.

3.Onsuppose 0 < a < 1.

Supposons que a € [0, 1] est fixé. Puisque lim, ;00 x, =1, sin
est assez grand, x,, > a, donc la fonction f, est croissante sur le
segment [0, a] et de plus, lorsque n — +o0, 0on a

sup |fu(¥)| = fu(a) — 0

0<x<a
La suite de fonctions f, converge donc bien uniformément sur
le segment [0, a] pour touta € [0, 1].

Solution de I’éxercice 2.1.4
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1.Six =0, ).,50 fa(x) = 0 et la série converge.
Sixe ]O, g] , la série de fonctions de terme général :

Tt

Fu(x) = sin®(x) cos"(x), x € ]O, >

],nelN (2.1)

est une série géométrique de raison g = cos(x) € [0,1], et donc
elle converge sur € ]0, %]
Finalement
.2
S0 e [o.7]
S(x) = 1-—cos(x) 2 (2.2)
0,six=0.

2. Puisque S est discontinue en 0, )., fu, ne donc converge pas
uniformément sur [O, g]

Solution de I’éxercice 2.1.5

1.Six =0, ).,50 fa(x) = 0 et la série converge.

Six # 0, la série de fonctions de terme général :

X
(1 +x2)n

fn(x) =

,pourn>letx€R,

est une série géométrique de raison g = 7 <1, etdonc elle

+ x2
converge pour tout x # 0.

Finalement
1 .
—,six#0
S(x)=< x (2.3)
0,six=0.

2. Puisque S n’est pas continue en 0, },-; f,, ne donc converge

pas uniformément sur RR.
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3. Etudions la convergence normale sur [4,b] (0 <a < b). On a

_x
(1 + x2)r
_x
(1 +a?)r

fi0)] =

m, Vx € [a,b],

qui est le terme général d'une série géométrique converge, et
donc la série de fonctions },.; f, converge uniformément sur
[a, D] .

(4
4. Calculons }’,+4 fl flx)dx
Puisque la série de fonctions est uniformément convergente sur
[1,e], elle est intégrable terme a terme sur ce segment. On a

alors :

fl E Y fuldx

n>1
‘ dx
1 X
= 1.

Y f Fu)dx

n>1



Chapitre 3

Exercices corrigés sur les

séries entieres

3.1 Exercices sur les séries entiéres

Exercice 3.1.1. Donner le rayon de convergence et calculer la somme

de chacune des séries entiéres suivante :

Dfit) = Y a2 hx) =) (n+ 1"
n=0 n=0
3) fo(x) = n:Oan" 4) f4(x):;:(—1)"n2: -

Exercice 3.1.2. (Théoreme d’Abel) Soit Y a,x" une série entiere de
rayon de convergence R.

Montrer que si cette série converge pour x = R (respectivement pour
x = —R), alors cette série est uniformément convergente sur [0, R]

(respectivement sur [-R,0] ) et que la somme S de cette série est

26
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continue a gauche de x = R (respectivement a droite de x = —R),

xlgzrzl— Z a,x" = ZanR” = S(R),

(respectivement.

c’est-a-dire :

lim Y a,x" = Z a,(~1)R" = S(—R).

x——R*
400 n
Application : On se donne la série entiere ) .
n=2 1’1(7’[ - 1)

1) Trouver le rayon de convergence de cette série et calculer sa somme
S.

2) Enpassant a la limite convenablement justifié calculer S(1) et S(—1).

Exercice 3.1.3. On considere une série entiere de terme général a,t",
de rayon de converge R > 0, et de somme S. On suppose que S est une

solution de I'équation différentielle

1+ ) f() = 2f(®).

1) Etablir une relation liant pour chaquen € IN les coefficients a, et
Ap42.

2) Déterminer la valeur de ay puis de ay,  pour tout p > 2.

3) On suppose désormais que S(0) = 0 et S(0) = 1. Calculer ay, a, et
la valeur de a1, pour tout p € IN.

4) Montrer que la série entiere de terme général a,t" converge norma-

lement sur 'intervalle [-1, +1]. Quel est son rayon de convergence ?
Sit) -1

5) Posons g(0) = 0 et g(t) = ;

pour t # 0. Calculer la dérivée
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¢ de g (on trouvera une fraction rationnelle simple).

6) Déduire de 5) une expression explicite de la fonction S.

Exercice 3.1.4. 1. Trouver une solution diveloppable en série entiére

de I'équation différentielle

1
y = ) 1
xy+y — (3.1)
2. Méme question pour les équations différentielles suivantes :
j=y (3.2)
xij—y=1 (3.3)
xij+y+xy=0 (3.4)

Exercice 3.1.5. Trouver un intervalle |-R, R[ pour que chacune des

fonction suivantes soit développable en série entiere et donner ce dé-

veloppement :
1 1 2x
1. fikx) = 2. fo(x) = P 3. f3(x) S A 02+
4. fa(x) = -= +xcosz(x)+ —151n(2x) 5. fs(x) = fx Sl—ntdt
Exercice 3.1.6. On pose
x sin(t)

ft,x)

T il-2x cos(t)’

1) Développer f en série entiere selon les puissances de x.
Ve

2) Calculer : ff(t, x)dt.
0
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3.2 Solutions des exercices des séries en-
tieéres

Solution de I’éxercice 3.1.1
I) Calculons le rayon et le domaine de convergence ainsi que la
somme de chacune des séries entiéres suivantes :
+00
1) filx) = Y. a"x" ,a+#0.
n=0
Rayon de convergence :

Onaa, = a", ce qui implique

-1
. [/ ] 1
Rz[hm o ] =—.
n—+oo | (A, a
Domaine de convergence :
Silx|=—,onala"x"|=1-» 0,quand n — +oo, la série est donc
a
. . 11
divergente et par suite D; = ik

La somme :

+00

S = A= Yy

n=0

= L our’cou’cxe]—1 1[
- 1-w' P a’ al’

+00

D) fulx) = L(n+ D2
Rayon de czmvergence :
Onaa, =n+1, ce qui implique

Ap+1
Ay

]_1 -1

Domaine de convergence : Si x| =1, on a

R:[lim

n—+00

(n+1)x"|=n+1-— +o0 #0, quand n — +oo,
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la série est donc divergente et par suite D, = |-1, 1[.

La somme :
+00
Sy = fulx) = Z(n + 1)x"
n=0
+00 +0o0
= Z nx" + Z x"
n=1 n=0
+00 +00
= xan”‘l + Zx”
n=1 n=0
X 1
= , pour tout x € |-1,1]
a-xp 1-x'F

+00
3) f5(x) = ;0 n2x" .
Rayon de convergence :

On aa, = n?, ce qui implique

Ap+1
ay

]_1 =1,

Domaine de convergence : Si x| =1, on a

R:[lim

n—+00

|(n + 1)x"] = n* = +00 # 0, quand n — +co,

la série est donc divergente et par suite D; = ]-1, 1] .

La somme :
+00
S; = fax) = Z n’x"
n=0
+00 +00
= an” +Zn(n— 1) x"
n=1 n=2
+00 +00
= xZ‘nx”'1 +xZZn(n— 1) x"2
n=1 n=2
2
= ad >+ ad 5, pour tout x € ]-1, 1]
(1-x) 1-x)

30
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n
xn

9 fi) = £ -1y 2

n+1
Rayon de convergence :
n

2
Onaa, = (-1)"
naa, = ( )n+1

, ce qui implique

| -

. ) 1
Domaine de convergence : Si x = > on a

on (_1)n
—1)" n o _
( )n+1x n+1

Ap+1
Ay

Rzllim

n—+o00

série de Leibnitz, donc elle est convergente.
1
Six=—-—,ona
2
2" 1 v 1

—1)" no_
( )n+1x n+1 n

7

donc elle est divergente.

11
Final Dy=1|—-=,=|.
inalement Dy > 2]
La somme :

+00

Si = fil)=) (-1

n=0

21’[

xn
n+1

+00

1 2"
- —1)" n+1
an-;i( ) n+1x

1 11
= ﬂln(1+2x),pourtoutxe]—z,z .

Solution de I'éxercice 3.5
Nous faisons la démonstration dans le cas ot la série converge
pour x = R.

On considere la série entiere )., a,R"y" de la variable y € [0; 1].
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Pour y = 1, la série devient }_,.,4,R" qui est convergente, donc
uniformément convergente.
Supposons maintenant que y € [0, 1[. Nous utilisons la trans-

formation d’Abel, on peut écrire :

ZanR” "= Z (a0 + R + ... + a,R") (y” - y"“).

n=0 n=0

Nous pouvons voire ensuite apparaitre la série de terme général

gn(y) = (@ + R + ... + a,R") (y" _ yn+1).

IInous suffit de montrer que cette série est uniformément conver-
gente.
En effet :

‘(110 +a;R + ... +a,R") (yn - yn+1)
M(]/n _ yn+1)’

gn(y)'

IN

car la suite(y") est décroissante et la suite de terme général ), _,
a;R* est bornée.
Pour tout y € [0,1], la suite de terme général y" est converge

uniformément vers 0.
+00
D’ou d’apres la proprieté téléscopique, la série Y, (y" —y™*') est
nx1
uniformément convergente.

Le théoréme de comparaison, affirme la convergence uniforme

+0o

de la série ) v,.

n>0
+0o
Il en résulte que la série de départ }; a,R"y" est uniformément
n>0

convergente sur [0, 1] .

Nous pouvons maintenant arriver a démontrer la convergence
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+00
uniforme de ) a,R"y" sur [0,1].
n>0
Chaque fonction a,R"y" est continue sur [0, 1], on en déduit la

continuité de la some de cette série sur [0, 1], et de plus :

-~ o S(yR), siy € [0,1]
E ay =
y ano tlan, Si y = 1.

n>0

La continuité a gauche en y = 1 nous donne alors:

lim S(yR) = S(R) = ZanR”.

n>0

+00 n

Application : On se donne la série entiere ). P
n=2 -
1) Trouvons le rayon de convergence de cette série et calculons

sa somme S.

Rayon de convergence :

On a
PR
" nn-1)
ce qui implique
-1
R= [ lim |2 ] =1.
n—+oo an

Domaine de convergence : Si x| =1, on a

x" ‘ B 1 V(+eo) 1
nn-1) nn-1) n?’
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donc elle est convergente. Finalement D = [-1, 1].

La somme :
+00
xﬂ
S =
nzz;in(n—l)
+00 xn +00 xn
= ;n—l_;;' pour tout x € [-1,1[
= xi ' _ix_” our tout x € |-1, 1]
B dn—1 & n' P ’
oo i+l oo i+l
X X
= x;rH_l—[;n+1—x),pourtoutxe]—l,l[

= —xIn(1-x)-[-In(1 —x)—x], pour toutx € ]-1,1]

= (1-x)In(1-x)+x, pour tout x € |-1,1].

2) Calculons S(1) et S(—1).
+00

Puisque la série entiere ),
—nn-1

tervalle de convergence, d’apres Abel 5(1) et S(—1) existent et

n

converge aux bords de l'in-

de plus :

+00

1
S = Z nn—-1)

n=2
= lir{g(l—x)ln(l—x)+x:1

et

+00

(=1)"
S = Z nn-1)

n=2
= lirr11+ 1-x)In(1-x)+x=2In(2) - 1.

Solution de I’éxercice 3.1.3

On considere une série entiére de terme général a,t", de rayon
y
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de converge R > 0, et de somme S. On suppose que S est une

solution de I’équation différentielle.

(1+2)f(t) = 2 (). (3.5)

1) Relation entre les coefficients a, et a,,.; :

+00
On pose f(t) = ). a,t". L'équation (3.5) devient
n=0

+c0 +00 oo
Z nn—1)a,t" 2+ Z nn—1)a,t" = ZZant”,
n=2 n=0 n=0

ou d’une maniére équivalente

+00 +00 +oo
Z m+1)(n+2)a,t" + Z nn—-1)a,t" =2 Z a,t".
n=0 n=0 n=0

En rassemblant les termes de méme degré, on obtient :

(n-2)
2o

Ap+2 = —

2) En prenant n = 2, on trouve a, = 0 donc aussi a, = 0, pour
toutp > 2.

3) Les conditions s(0) = 0 et $(0) = 1 impliquentay =0eta; =1
donc aussia, = 0.

La valeur de a,,1 pour p € IN se calcule par récurrence a partir

deay:
1
Pourn=1,a; = 3
1 1
P =3,a5 =——a3 = ———.
ourn as 5&13 3%5
Supposons que jusqu’a 1’'ordre 2p — 1, pour p > 2 on ait :
—1)y
s = D

(2p-1)(2p-3)’
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on obtient alors :

-3 (=1)
f2p+1 2p+1° (2p-1)(2p - 93)
(-1

@p-1@p+1)
La formule est vérifiée a 1’ordre 2p + 1 et donc la récurrence est

bien vérifiée eton a :

~ +oo (_1)p+1t2p+1
0= G Der

4) La série entiére de terme général

a,t" (3.6)

est majorée sur [—1, +1] par la série numérique de terme général
—————— qui est une série convergente. La série entiére de
n-1)(n+1)

terme général a,t"converge donc normalement sur l'intervalle
[-1,+1].

. . An+2
Son rayon de convergence est1l puisque hl’l’ln_H_oo —

=1.
. . n .
5) En dérivant terme a terme la somme de la série entiére de

terme, on trouve :

(1) — 1
gt = %, pour toutt € [-1,1] ett #0
+oo (] p+142p
o (I
p=0 (2p-1)
= ; ,pour toutt € [-1,1] ett #0

+00
(_1)p+1 th—l
- ———— pourtoutt € [-1,1] .
2p-1)
p=1

D’otl1 en dérivant terme a terme, on obtient :

+00 +00
. Z _ Z 1
g(t) = (_1)P+1t2P 2 (_1)pt2p = 1+ t2'
p=1 p=0
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En intégrant, on trouve, avec la condition :
g(0) = 0, g(t) = arctan(t).

6) On en déduit que la fonction s peut s’écrire :

t

s(t) = ftarctan(t)dt +t.

0

En intégrant par parties, on trouve :
1 t
s(t) = 5 (t2 + 1) arctan(t) + 5

Solution de I’éxercice 3.1.4

+00

1. Supposons que y(x) = ), a,x" est la solution de "équation
n=0
différentielle
Xy+y= 1ix' x € ]-R,R[ (3.7)
Nous avons : .
y(x) = Z na,x",
n=1

et
J() + y(x) = ag + ) (n + Da,x"
n=1

La comparaison avec

nous permet d’écrire :

ap=1leta, =
0 " n+1
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Par conséquent, la seule solution de l’équation différentielle
(3.7) est
2 3 X

(x)—1+£+x—+x—+ + +
A A T I

Un calcul simple on montre que le rayon de convergence R = 1.

+00

2. Supposons que y(x) = ). a,x" est la solution de I'équation
n=0
différentielle

=y, x€]-R,R[ (3.8)

+0o

yx) = Z n(n —1)a,x">

n=2

+00
Z(n + 1)(n + 2)a,ox".
n=0

L’équation (3.7) devient :

Zoo ((1’1 + 1)(” + 2)an+2 - an) x"=0,
n=0

ce qui implique :

ay
o = tout n > 0.
Ao TEENTES) pour tout n

Pourn=0,ona:
Ao

ar = E

Pourn=2,0ona:

as = 3)(4 (39)
_ %
= E (3.10)
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Par récurrence, on voit que :

o
a2p=(2—p)! pour toutn >1
23
P n=1, tas = .
our ona:as 2ax3 )
P =3,0na:as= ——=—.
our n ona:as x5 5

Par récurrence, on voit que

a
dopt1 = W pour toutn > 1

Par conséquent, la seule solution de 1’équation différentielle
(3.8) est

+00 2p +00 2p+1
x x
yx)=ay ) ——+m ) —.
;g @p)! pZ; @+ 1)
Un calcul simple on montre que le rayon de convergence R =
+00.
On sait que
= cosh(x),
= (2p)!
et
< y2rl — sinh
2p+ 1) sinh(x)
On aalors::
y(x) = ag cosh(x) + a; sinh(x) pour tout x € R.
+00
3. Supposons que y(x) = }. a,x" est la solution de I'équation
n=0
différentielle :

xj—-y=1, x€]-R,R[ (3.11)
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Nous avons :

+00

xij(x) = Z n(n —1)a,x"*
n=2
= Z nn + 1a,1x"
n=1

L’équation (3.11) devient

+00
—ag + Z (n(n+ Dayy —a,)x" =1,

n=0
ce qui implique
agy = -1
a il toutn > 1
our >1.
e nn+1) p
Pourn=1,0ona:
a aal
27 1x2
Pourn=2,0ona:
az = aal
PTIx2x2x3
Pourn=3,ona:
a1
a4

T IX2X2X3x3x4
Par récurrence, on voit que

a,

Ap+1 = m pour toutn > 1.

40

Par conséquent, la seule solution de 1’équation différentielle

(3.11) est

+00 A
y(X) =-1+a Zl m
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Un calcul simple on montre que le rayon de convergence R =

+00.

+00 n
La série nZ::l W

est donc solution de 'équation différentielle (3.11) sur R tout

est donc converge pour tout x € R, elle

entier.
4. Supposons que y(x) = Jio a,x" est la solution de 1'équation
différentielle "

xij+y+xy=0, x€]-R,R[ (3.12)

Nous avons :

xy(x)

+00

§ anxn+l
n=0

+

_ n
- ap-1X,

=
I
—_

yx) = f‘nanx"_1

n=1
+00
= a; + Z(n + 1)a,1x"
n=2

et

+00

Z n(n —1)a,x">

n=2

xji(x)

+0o0

= Z n(n + a1 x"

n=1

L’équation (3.12) devient :

+00
a1+ Y (@ + (14 D+ 100 +1) 2,) X" =0,

n=1
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ou d’une maniere équivalente :
ap=0eta,.1+ (n+ 1)2 an+1 = 0 pour tout n > 1.

C’est-a-dire :

a1 =0eta, =— pour tout n > 1.

(n+1)7*
Pourn=2,ona:az; =0.
Pourn=4,ona:as=0.
Par récurrence, on voit que

azp—1 =0 pour toutn > 1

Pourn=1,0ona:

Ao
ay = —Z.
Pourn=3,ona:
_ M pf
T2 4222
Pourn=5,0ona:
__ M _ T
% =~13 = O By
Par récurrence, on voit que et
an, = (—)”a—0 pour toutn > 1
g 4r(ph)? -

Par conséquent, la seule solution de l'équation différentielle

(3.12) est
x%

y(x) = ao ;(—)pw-
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Un calcul simple on montre que le rayon de convergence R =

+00.
+00 xZ}’J

La sérieag ), (-) W est donc converge pour tout x € IR, elle
p=0 :

est donc solution solution de 1’équation différentielle (3.12) sur
R tout entier.

Solution de l’éxercice 3.1.5

1.0Ona

—_

fix) 5

=

1

(5)

n=0

NIR

y o

-1
21—
__1 [ee]
2
qui est la somme des termes d'une série géométrique de raison
X L
5 La somme précédente a un sens lorsque x € ]-2,2[.
1.0na:
1
(x—2)°
1 ..
= 3 filx)

flx) =

—1 +oo X n
Puisque on peut dériver deux fois la série > Y (5) terme a
n=0

terme sans modifier le rayon de convergence, on trouve alors :

+00

folx) = - Z %X”'Z pour tout x € ]-2,2[.
n=0
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3. 1. Une décomposition de la fonction f; en éléments simples
nous donne :
2x
e
8(x) = h(x), ot g(x)

2
= 1% et h(x) = Ty
Nous avons :
1 +0o
g(x) = T~ Zx” pour tout x € [-1,1]
n=0
et
1
h =
®) 2+x
1
S 21413
1 +00 n
= 3 (—g) pour tout x € ]-2,2[.

(=]

n=

En faisant le calcul uniquement sur I'intervalle commun ]-1, 1],

on obtient :
+00 +00
1 x\!
_ n__ - _Z
A = Y -3 (-3)
n=0 p=0
+00 (_1)n+1 .
_ Z 1+-—= |¥"pourtoutx€]-1,1]
n=0

4. En utilisant la formule :

1  cos(2x)
2 = —
cos“(x) = > + >
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on peut écrire :

fa(x)

1
x cos®(x) + 5 sin(2x)

= % (x cos(2x) + sin(2x))

_ 1 « n2n+1 1 1
= E(Z_;(—Z) X ((Zn)! + (2n+1)!)) pour tout x € R.

5.Pourtoutt€IR,ona:

sint 21
MYy
; ;)-( T

Puisque cette série est uniformément convergente sur R, on

peut alors l'intégrer terme a terme sur tout intervalle [0, x] sans

modifier son rayon de convergence. On obtient alors :

X . t
fs(x) = %dt pour tout x € R
0
x +00 t2n
= 1) ———dt tout x € R
fo ;5( ) o+ ) pour tout x €
+00 1 X
— 1y 2n R
Z( ) (2n+1)!£ t*"dt pour tout x €
n=0
R y2n+1
= -1)" tout x € R.
HZ::?( ) @ D@n+ 1y Pour toutx €

Solution de I’éxercice 3.1.6

Soit

Flb ) = x sin(t)

© a2+ 1-2xcos(t)’
1) Développons f en série entiere selon les puissances de x.
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Nous avons

x sin(t)
x2 4+ 1 —2x cos(t)

f(t,x)

a1
~ 2i\l1—xexp(it) 1-xexp(=it))

Donc, pour |x| <1,ona:

f(t,x) % Z (exp(int) — exp(—int)) x"
n=0

+00

= Z sin(nt)x".

n=0

46

2) Soit x| < 1 fixé. La série de fonctions de terme général

sin(nt)x" est normalement convergente sur le domaine ¢ € [0, 7]

car elle est dominée par la série numérique convergente de

terme général x".

On peut donc l'intégrer terme a terme sur [0, ] ; c’est-a-dire :

f(t, x)dt y sin(nt)x"dt
Jroon =2

+o0 TT
cos(nt)|"
- |- x
n=0 n 0
+oo 2n+l

- 2223;“
n=0

= 2argth(x).




Chapitre 4

Exercices corrigés sur les

séries de Fourier

4.1 Exercices sur les séries de Fourier

Exercice 4.1.1. Soit f une fonction T—périodique. Montrer que :
1. Le nombre —T est aussi une période de f.

2. Le nombre nT, n € Z est aussi une période de f.
Exercice 4.1.2. Soit f une fonction T-périodique. Montrer que la
fonction g définie sur R par
§(x) = flax+, (a #0),

T ...
est —-périodique.

a
Exercice 4.1.3. Soit f une fonction T-périodique et intégrable sur un

intervalle [A, A + T (intervalle de longueur T). Montrer que :
A+T

T
fx)dx = jo‘ f(x)dx, pour tout A € R.

A

47



Smail KAOUACHE. Exercices corrigés. Analyse 3 48

Exercice 4.1.4. Soit f une fonction 2I-périodique. Montrer que :
1. Si f est paire sur IR, les coefficients de Fourier de la fonction f sont

donnés par :

b, =0, pour tout n > 1
I lffx)cos( )dx pour tout n > 0.
2) Si f est impaire sur IR, les coefficients de Fourier de f sont donnés

par :

n =0, pour tout n > 0,
b, lff(x)sm( )dx pour tout n > 1.

Exercice 4.1.5. Soit f une fonction intégrable sur un intervalle [a, b].

Montrer que :

limff(x)cos dx— hmff(x)sm )d =0.

n—+

Exercice 4.1.6. On rappelle que le noyau de Dirichlet la fonction D,

est définie par :
) 1\ ix
o ((” " z) T)
o , six#2ml, meZ
Dy(x) = 2 ( )
sin o
n+§, six=2ml, m € Z.

Montrer que :
1. D, est une fonction paire et périodique de période 2.
2. D, est une fonction continue sur R tout entier.

3. D, peut se représenter par la formule :

1 v+ k
D,(x) = 5 + Z cos(%x), pour tout x € IR,
k=1
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1 [ 1
TIODn(x)dx—E.

Exercice4.1.7. (Théorémede Dirichlet ) Soit f une fonction 21—périodique

et de plus :

etde classe C' par morceau sur R. Montrer que la série de Fourier de
f converge simplement en tout point x de R et a pour somme :

5() .

De plus si f est continue, la série de Fourier de f converge uniformé-

ment sur R et S(x) = f(x), pour tout x € R.

+00 +00
Exercice 4.1.8. I. Soit ), a, et Y, b, deux séries absolument conver-
n=1 n=1

gentes de réels.

1. Montrer que la série de fonctions :

+00
ap .
> + nE:1 (a, cos(nx) + b, sin(nx)),

est uniformément convergente sur R.

On pose :

Flx) = ”2—0 + ZO_O" (a, cos(ix) + by sin(nx)),
n=1

et

Su(x) = 612_0 + Z (ar cos(kx) + by sin(kx))
k=1

2. Que peut-on dire de la fonction f ?.
3. Calculer :

%ff(t)dt,%ff(t)cos(px)dt et%ff(t) sin(px)dt, pour tout p € IN".
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4. Montrer que la suite de fonction (s2),en converge uniformément
n

sur R vers f2

5. Calculer — f s2(t)dt et en déduire la formule (dite de Parseval) :

ffz(t i a +b2
n=1

II. Application : On considére la fonction 2m-périodique f définie

Nlom

par :
X2

f(x) = =, pourxe[-m, m].

1. Montrer que f est developpable en série de Fourier et calculer leur

coefficients.
(_1)n+1

2 4

) . . 1
2. En déduire les sommes des séries numériques Z—z et Y
. o n>11 n>1
en choisissant des valeurs particulieres de x.
3. Calculer en appliquant la formule de Parseval la somme de la série

numerzque
n>1 114

Exercice 4.1.9. On considere la fonction 2m-périodique f définie par :
f(x)=x, pourxe€]-mn,mnl.

1. Montrer que f est développable en série de Fourier et calculer leurs
coefficients.

—1)
2. En déduire la somme de la série Y, 1)

, en choisissant une valeur
n>04M + 1

particuliere de x.

3. Calculer en appliquant la formule de Parseval la somme ) nl En
n>1

déduire la somme de la série Eom.
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4.2 Solutions des exercices des séries de

Fourier

Solution de I’éxercice 4.24

1. Puisque f est une fonction T—périodique, on peut alors écrire :

flx=T)

fx=-T+T)

f(x), pour tout x € R. 4.1)

2.5in > 0, par récurrence on peut écrire :

f(x+nT) fx+(n-1DT+T)=f(x+(n-1T)

f(x+T) = f(x), pour tout x € R. 4.2)

Supposons maintenant que n < 0. Puisque —T est aussi une

période de f, l'utilisation de la preuve précédente donne :
f(x+nT) = f(x+ (-n)(-T)) = f(x), pour toutx € R.  (4.3)

Solution de I"éxercice 4.25

Puisque f est T—périodique, on peut écrire :

(e g) = slafe )
flax+p+T) = flax+p) =gx). (4.4)
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Solution de I’éxercice 4.1.3
En effet :

A+T

f(x)dx

T A+T
f f(x)dx + f(x)dx
A T

A

T A+T
f f(x)dx + f(x = T)dx (car — T est aussi une période de f)
A T

T A
f fe)ydx + f f(x)dx (en posant x — T = X)
A 0
T
= f f(x)dx, pour tout A € R. (4.5)
0

Solution de I’éxercice 4.1.4

1. Puisque f est paire, on peut alors écrire :

a, = 1flf(x)cos @ dx

ff(x)cos dx+ff(x)cos )dx]

f F(=x) cos _T d(=x) + f f(x)cos(@)dx]
| Ji 0
:Llf(x)cos(L?)dx+ Llf(x)cos(L?)dxl

- %folf(x)cos(g)dx

. . . (NTT
D’autre part si f est paire sur R, la fonction f sm(Tx) est

impaire pour tout n > 1, et donc:

f f(x)sm - f f(x)sm x)d(—x)

——ff(X)Sln d( )———

by
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Par conséquent b, = 0, pour tout n > 1.

2. La démonstration est analogue pour le cas ot f est impair.

Solution de I'éxercice 4.1.5
Il suffit de démontrer que :

lim fb f(x)exp (i#)dx = 0.

n—+oo

Supposons que f est intégrable sur [a, b], c’est-a-dire qu’il existe
une subdivision de l'intervalle [4,b] par un nombre fini de
points @ = xp < x1 <..< x, = b et une fonction escalier ¢
définie par @(x) = m;, x € [xj_l,xj[, j=1,2,..,n, telsque:

|f(x) — (p(x)| < ﬁ, pour tout € > 0. (4.6)

On peut alors écrire :

’ NTIX ’
f [f(x) — p(x)] exp (ZT) dx < f |f(x) - (p(x)' <€, pour tout € > 0.
’ ’ (4.7)
Par coséquent :
b
lim f F(x) exp (i@)dx _0. 4.8)

Solution de I’éxercice 4.1.6

1. D, est une fonction paire (évident).
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D’autre part, pour tout x # 2ml, m € Z,on a:

sin[(n + %)RTX +(2n+1) n]

D, (x + 2I) pr
2 sin (E + n)

-sin(n+3) )
—2$n(%%)
sinf(n+3)F)
nmcg)

= Dy(x). (4.10)

(4.9)

La fonction D, est donc 2! -périodique.

2. 11 suffit de démontrer que D, est continue au oint xy = 0. En

effet,
. 1\ rtx
s (( i 5) T)
limD,(x) = lim
x—0 x—0 2sin (H_X)
21

sin((n+1)n—x) ™ (n+1)n_x
_ 2) 1 210 2) 1
= lim
x—0 1\ tx . (H_X) 2 % Uss
(Tl+ E)T sin 2] o]

1
= =D,(0).
n+2 0)

La fonction D,, est donc continue au point x; = 0. Par périodicité
de la fonction D, on en déduit alors que D, est continue en tout
point x = 2ml, m € Z. Par conséquent D,, est continue sur R tout

entier.
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3.Pourtoutx #2ml,me Z,ona:

Dy (x)

1 - TIX
5t ;‘ cos(k—)

- % +R (Z exp(ik“Tx)]

k=1

1- exp(innTx)

1+ R exp(inTx) —
2 1- exp(iT)
nmx\ . . (Nnx
1 - 1 —cos (T) —isin (T)
—+ R |exp(i—)
2 - cos(”—x) - isin(”Tx)
. nmx\ . (nnx
1 X 25m( 21 chos( 21 )sm( 2] )
5%t R exp(zT) p <
2 sin’ (21) 2i cos 2] )sm(g)
1 o cos(n;lx)+zsin(nnx) s1n<nzil)
—+ R |exp(i—)
2 l (n )+ sn(—) sm(@)
! oS\ 21 [
i . NTIX
1 R n+ 1)\ mx Sm(T)
27 eXp((Z( 2 )T) N
! 21
. (nmx
D cos( (1) ) o)
2 2 l S (@)
[
sin((zn—'_l)n—x)—sin(n—x)
1.1 2 ) z
2 2 sin(ﬂ)
21
sin((n + 1) n_x)
2) 1
Sin(ﬂ) (4.11)
2]
D, (x). (4.12)
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Six=2ml,me Z,ona:

n

+ Z cos(2kmm) = % + n. (4.13)
k=1

Dy(x) =

N —

De plus,ona:

1 (" 1 (1 1w (0 kx 1
T‘f(;Dn(X)dx_Zﬁdx+7;£COS(T)dx_§. (414)

Solution de I’éxercice 4.1.7

Soit x un point de R quelconque. Il suffit de démontrere

£+ £6)

lim S,(x) = (4.15)
n—+00 2
En effet,
_ wLy MY g sin (T
Su(x) = > +Zancos( ] )+bnsm( ] )

k=1

= lefjf(t)dt+ kZ: ij(t) (cos(nTm)cos (n_7lvc)+ sin(n?x)sin<m;x))dt
= %flf(t)(%+icos(w)]dt
-1

k=1

/
- %[lf(t)Dn(t—x)dt
[—x

= % f(x+y)D, (y)dy (en utilisant le changement y = t — x)
—l-x
1
=7 f_lf(x +y)Dx (y) dy
1{(° !
=7 (fl fex+yDau(y)dy + fo fx+y)Du(y) dy)

I
= % f (f(x —y) + f(x + v)) D, (v) dy (en utilisant le changement u — —u ).
0
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L/utilisation des formoles :

. 1\ 1ty
1 1 [ sm((n+§)7)
7 f Duyydy = 7 f dy
Lo o ZSin(n—y)
21
_ L
nous donne :
! sin n+1 ™
(") + f(x7) 1 (( E)T)
s - LB = L (- + ) 2L Ny
0 ZSin(—)
21
) 1\ ty
fO) + f) fl sin(+3)7) ;
2l 0 sin(y) i
21
! i
_ 1 fr—y) - fx7) ] . ( 1\ 1ty
= 5 : v X — (ny)XSIH (n+§)T)dy+
sin | =
21
! + n—y
+i faty - f )X l Xsin((n+ 1) n—y)d]/.
2nt J, y . (ﬂy) 2/ 1
sin( =
21
v
Puisque la fonction f estde classe C! par morceau et lim . lrcy =
sin | —-
1 &
> les fonctions :
o o
Gt b i R PSRN A ek Vet 20 N N
y sin(n_]/) Yy Sin(ﬂ_y)
21 21

sont bornées.

Le résultat est donc une conséquence de I'exercice 4.1.5.
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Solution de 1’éxercice 4.1.8

I. 1. Montrons que la série de fonctions

+00
ag A
> + n; (a, cos(nx) + b, sin(nx)),

est uniformément convergente sur R.

Pour toutx € IR,ona:

la,, cos(nx) + b, sin(nx)| < |a,| + |b,| .

+00 +00
Puisque ), a, et } b, sontabsolument convergentes, alors d’apres
n=1 n=1

) a2 . . .

Weierstrass, EO+ Y. (a, cos(nx) + b, sin(nx)) est uniformément
n=1

convergente.

. . .. Ay & .
2.a, cos(nx)+b, sin(nx) est continue et la série EO+ Y. (a, cos(nx) + b, sin(nx))

n=1
est uniformément convergente, on en déduit que la somme

flx) = 612—0 + Z (a, cos(nx) + b, sin(nx)), (4.16)
n=1

est une fonction continue.

3. On multiplie le terme général de la série trigonométrique

x x
(4.16) par cos (Pi) ou par sin (PL) et en vertue des inégalités

l /

suivantes :

[an Cos (@) + b, sin (@)] cos (ﬁ)
l l l
{2} 12 2

< |ay|+|b,|, pour tout x € R,
(4.17)

< lau|+|b,|, pour tout x € R,
(4.18)
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on peut assurer la convergence uniforme des séries de fonctions

suivantes :
Z [an cos (@) + b, sin (g)] cos (@) (4.19)
n>1

et

nZZf [an cos (?) + b, sin (n_7l'cx)] sin (@) (4.20)

Par conséquent, on peut les intégrer terme a terme.

Maintenant, en utilisant les propriétés :
I

I
f cos (m;x)cos (w;x)dx = f sin(@)sin(@)dx =0, pour toutn # p,
- - (4.21)

! 1
f cos? (g)dx = f sin’ (@)dx =1, (4.22)
-1 -

I I
f cos (@)sin(@)dx = f cos (@)sin(#)dx =0, pour toutn,p > 1,

-1 -1

(4.23)
on trouve :
f 50 cos (?)dx = la,, p>0, (4.24)
l . (pTix
f S(x) sin (T)dx =1Ib, p=1, (4.25)
-1

4. Pourtoutx € R,ona:

f() = Su] < Y lac+ b,

k>n+1

quantité tendant vers 0, quand 7 — +c0. On en déduit :

20 - S2)| = [f(x) = Su(@)||f(x) + Sux)]
() = Su(x)| x 2| f(0)]

2 Z lax + by [‘%0‘ + Z |ay + kaJ — 0, quand n — +oo.

IA

IA

k>n+1 k>1
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La suite de fonction S2 est donc uniformément convergente vers
£

5. Cette derniére convergence uniforme nous permet d’écrire

! [
%II fAx)dx = Jim (% Il Si(x)dx)

En utilisant toujours les propriétés (4.21), (4.22) et (4.23) et le
fait que

n a2
_ _ 0
(Zal) —Za +ZZaaet f dx X
=1 i,j= 1#]

on en déduit bien que :

1 lz Ry 2,2
7 Il S, (x)dx = > + (ak + bk).

k=1

S

En faisant n tendre vers +oo, on trouve :
72
f F(x)dx = EO Z{ (a2 +12).
II. Application
1. f 2m-périodique définie par : f(x) = x?, pour x € [—-7, 7]
2.f est de classe C! par morgeaux sur R, d’aprés Dirichlet f est

développable en série de Fourier.

T2 7_(2

2 rx
2. f estpaire,alorsb, =0,VYn>1, etay = - Ofidx =3
Le calcul de a, se fait par une double intégration par parties, et
on trouve : ,
2 rx 2 ;
a, = - Oficos(nx)dx = E(_l) .
La série de Fourier est donc :

Se(f) = Z

n>1

cos(nx)
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3. *x = m est un point de continuité, alors :
f=smeT =Ty L
n>1
ce qui implique :
yl-o
n2 6’
n=1

*x = 0 est aussi un point de continuité, on obtient cette fois

—1)"

£(0)=S(0) = 0 = —+2Z

n>1

Z (_1)n+1 B 7_(_2
nz 12

n>1

, ce qui implique :

*L'égalitéé de Parseval donne :

2 +00
ag
t [ -geFa
C’est-a-dire :

1
Y = o5

Solution de I"éxercice 4.1.9
1. f 2m-périodique et est de classe C!' par morgeaux sur R,
d’aprés Dirichlet f est développable en série de Fourier.
2. f estimpaire, alorsa, =0,Yn > 0.
2 ¢
b, = — of x sin(nx)dx.
Par parties :

b, = %([—g cos(nx)]z + % f cos(nx)dx) = %(—1)”“.

0
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La série de Fourier de f est donc:

Se(x) = 22(_1)n+1 sin(nx).

n
n>0

T
3.x= > est un point de continuité, donc

Tt Tt
f3)=5:)

C’est-a-dire :

T ooy Oy

2n+1
n>0
Alors :
D" =
2n+1 4

4. ['égalitéé de Parseval donne :

2 (1, 2 S
z dy = — =
2 [ea=22-y

C’est-a-dire

1_=
n o 6
nx1
D’autre part :
1 1 1
—_— —_— + —_—
n? Z (2n)? Z (2n + 12
n>1 n>1 n>0
1 1 1
= =) —+ :
4 Z n? Z (2n + 12
n>1 n>0
Par suite :

y 1 vl 1yl
n+12 L2 w14Lan2 8§’
n>0 1

62



Chapitre 5

Exercices corrigés sur les

intégrales généralisées

5.1 Exercices sur les intégrales générali-
sées

Exercice 5.1.1. En revenant a la définition, étudier si les intégrales
impropres suivantes ont un sens ou non et donner leur éventuelle
valeur

+00 1

fx” exp(—x)dx, n € N, 2. ], = f(ln(x))”dx, nelN,

0
3.1 = f
(2x x2

0

1.1,

63
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Exercice 5.1.2. Etudier la convergence des intégrales généralisées

suivantes
1 1
i In(1 + x si
1L = fﬂdx, 2.12=fn(—xs?x)dx,
x [In x|f |x In x|
0 0
: 2 3 Z
i + - 1)
3.1, = f sin@) eost p gg = [ C2 D
x(Inx)2 ) |lnﬁ x|

Exercice 5.1.3. Etudier la convergence absolue et la semi-convergence

des intégrales généralisées suivantes :

+00 +00

sin x Ccos X
1., = dx, 6 € R 2.1, = —dx.
! f x0 " 2 Vx + cos x
1

1
Exercice 5.1.4. Soit a un réel positif donné.

1. Montrer que L'intégrale généralisée :
+00
cos(ax)
F ——dx,
(@) f 1+ a2 *
0

est absolument convergente.

2. Montrer que pour tout a > 0, lim,,, F(a) = 0.

Exercice 5.1.5. Soient P et Q deux polynomes tels que deg(P) <
deg(Q)-

Etudier la convergence de l'intégrale généralisée sivante :
+00

P(x)

I= 000 cos(x)dx, Q ne s’annule pas sur [a, +oo[ .
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Exercice 5.1.6. Soit f une fonction admet sur [a,b] un seul point
singulierc € ]a, b[ .

On rappelle que la valeur principale de Cauchy (ou bien valeur princi-
pale de l'intégrale divergente fa ’ f(t)dt), notée V.P ( fa ’ f (t)dt)) est un
I'élément de R défini par :

b c—€ b
v.p ( f f(t)dt)) = el—ig}o ( f f(tdt) + f f(t)dt) (lorsque cette limite existe).

+€

On considere l'intégrale f02 i—tl Montrer que
2
V.P( f i) = 0.
5.2 Solutions des exercices des intégrales
généralisées

Solution de 'éxercice 5.1.1
Etudions si les intégrales impropres suivantes ont un sens et
donnor}dsx) leurs éventuelle valeurs
1.1, = f x"exp(—x)dx,n € N.Ona:
0

x" exp(—x) = O (exp(—x)), quand x — +oo.

+0o0 +00
Puisque f exp(—x)dx converge, on déduit que f x" exp(—x)dx
0 0

converge aussi.

Calculons sa valeur :

On fait I'intégration par parties.
Posons

f(x) =x" et g(x) = exp(—x),
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on a alors

Par suite :

I, =

f(x) =nx""et g(x) = —exp(—x).

+00

f x" exp(—x)dx

0

+00

lim [—nx“‘1 exp(—x)](y) +n f x" exp(—x)dx

Yy—+00
0

nln_l .

Par récurrence, on trouve I, = n!l,.

+00

Puisque f exp(—x)dx =1, on a alors I, = n!.

0

1
2. ]y = [In"(x)dx, n € N.
0

Toujours, on fait I'intégration par parties, en posant :

on trouve :

Par suite :

f(x) = Tetg(x) =In"(x),

In""'(x)

f(x)=xetg(x)=n et

1

f In" (x)dx

0

Jn

y—0

1
= lm[xIn"(®0)]) —n | In"‘(x)dx
]

= —nj,.

66
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Par récurrence, on trouve [, = (=1)"n!],.

Puisque Jy = 1, on a alors ], = (=1)"n! et I'intégrale considérée

converge.
2 dx 1

3.1 = | ——=.Posons f(x) = ———.
of (2x — x?) / V(2x — x2)

1
d
I suffit d’étudier la convergence des deux intégrales f a

0 V(Q2x —x?)

2
ot f dx

1 vVQ2x - xz).

Au voisinage de 0, on a :

f(x) = O(L\/_), quand x — 0.
X

1

dx . . . .
f 7 est donc l'intégrale de Riemann qui converge, ce qui
0 X

1
. dx
montre la convergence de I'intégrale f

0 V(Qx - xz).

Au voisinage de 2, on a :

1
V2 —x

f(x):O( ), quand x — 2.

2

dx . . . .
f est donc l'intégrale de Riemann qui converge, ce qui
1

V2 —x

montre la convergence de I'intégrale fz __dx
1 V(Qx —x?) .

. 2 dx
On en déduit alors que f

1 V(2x —x?)

converge.

Calculons sa valeur :
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Le changement de variable
ye] 2[|—>x—g(y) 2sin’y,

est une bijection croissante de classe C' de ]0, %[ sur ]0,2[.On a

alors :

I

j‘ 4sinycosy

2sinycosy

2
fm

dy=m

[l
N o
o%mla

Solution de I’éxercice 5.1.2

Etudions la convergence des intégrales suivantes :

: sinx sin x ,
= f dx Posons f(x) = ———. Cette fonction est
o x*|Inxf’ x® [In x|’
1
positive, équivalentea u voisinage de 0" a ——.
x=1|In x|f

Il s’agit alors dune intégrale de Bertrand qui converge si et
seulementsia—1<letfe€ R, oua—-1=1etp > 1,soit donc

a<2etpeR,oua=2etf>1

1

ZIn(1 + xsinx In(1 + xsinx
2. 1, = f (—(S)dx. Posons f(x) = g Cette

0 |x In x| |x In x|
2
fonction est positive, équivalente au voisinage de 0" a = =
x0 |1n x|
1

x0-2 |ln5 x| '

Il s’agit alors d'une intégrale de Bertrand qui converge si et

seulement si 6 —2 < 1 soit donc 6 < 3.
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dx.Ona:

B 2 sin(x?) + cos(x?)
-l

x(Inx)?

sin(x?) + cos(x?)

()|

x(Inx)3
2

x(In x)% '

IA

La comparaison avec l’intégrale de Bertrand affirme que cette

sin(x?) + COS(XS)d est absolu-

7
intégrale converge , donc I; = f
0

x(In x)2
ment convergente.
1)* - 1)
Iy = f aa) dx. Posons f(x) = -1 . Cette fonction est po-
[in” in” 2

(x=1)* _ 1
(x—1)  (x—1)=
La comparaison avec l'intégrale de Riemann afirme que cette

sitive, équivalente au voisinage de 1 a
intégrale converge si et seulement si f —a < 1.

Solution de I'éxercice 5.1.3
Etudions la convergence absolue et la semi-convergence des in-

tégrales généralisées suivantes :

1.1 = f [ sinx 222 dx, 0 € R;. Posons f(x) =
1

sin x

— La comparaison avec l'intégrale de Rie-

mann afflrme que cette intégrale converge.

~sinx
Donc I; = f 0 dx est absolument convergente pour tout

1
6>1.
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Si0<O<1lona

sin’ x 1 CcoSs 2x
x? 2x0 x0

()] =

+00
Puisque f —dx est l'intégrale de Riemann qui diverge (car
X
1

2 cos 2x R e o
0<1)et f =0 dx converge d’apres Abel. Donc l'intégrale
1
Tl 2 Tsi
1f (ﬁ - CO; x)dx diverge, on en déduit que I; = 1f sliexdx

ne converge pas absolument.
D’autre part, cette intégrale est convergente, ce qui montre la

semi-convergence de cette intégrale pour tout 0 < 6 < 1.

+0o0

2.h= [ —2" x.
1 \x+cosx

. 1 .
Un développement asymptotique al’ordre 2 en — au voisinage
x

de 400 nous permet d’écrire :

COS X c:osx>< 1
Vx + cosx Vxoooq 4 S08X

Vx
Cos X ( COSX COS’X COS®X
= — + +
Vx Vx X

2 3
- OSx5S X o8 X (1 +e(x)), e(x) = 0 quand x — +oo.

Vxoooox o xvx

Les deux premieres intégrales sont semi-convergentes et la troi-

e(x)) , €(x) = 0 quand x — +o0

siéme est absolument convergente.
+00

On en déduit que I, = f cost

———dx est semi-convergente.
1 Vx+cosx

Solution de I’éxercice 5.1.4

+00
1. Montrons que F(a) = f Cfsfz)

0

dx est absolument conver-
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gente et que pour tout o # lim,_,, F(a) = 0.

Puisque :
1
T 142

cos(ax)
1+x2

+00

s s T rio s s 1l
et 'intégrale f T+ dx = o converge, I'intégrale considérée
0

est donc absolument convergente.

2. Soit maintenant a un réel strictement positif.

On fait I'intégration par partie sur le segment [0, y] en posant :

1 : 2x
f(x) - 1 + x2/ f(x) (1 x2)2
etg() = cos(ax), g = T
On a alors :
y y
f cos(ax) 1 |[sin(ax) ]’ f 2x sin(ax)
——dx = — - | ———"dx
1+ x2 afl 1+x2 |, (1 + x2)?
0 0

On passe a la limite, quand y — +o0, on trouve :

y
F(a) = 1 f 2x sin(ax) Iy
a
0

(1 + x2)?
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Ce qui implique :
1 y2 i
Fa) = = f Zsinfax)
010 (1+x?)
y .
< 1 f 2x |sm(oz32c|) I
040 (1+x?)
1 y 2
< —f a Sdx
a J (1+x?)
_ 1
= -

On en déduit alorq que lim, ;. F(a) = 0.
Solution de I'éxercice 5.1.5
Soient P et Q deux polynomes tels que deg(P) < deg(Q).
Etudions la convergence de l'intégrale généralisée suivante :
+00
_ [ P&

—— cos(x)dx.

- ) Q)

1. Si deg(P) = deg(Q) —1:
Un développement asymptotique au voisinage de +co nous per-
met d’écrire :

P(x) a cos(x)
Q) T T T

ou a et  sont des réels, n > 2 un entier positif.

(B +€e(®)), e(x) > 0 quand x — +oo,

La premiére intégrale est semi-convergente et la deuxiéme est

absolument convergente.

2 P(x)

On en déduit que f —— cos(x)dx. est semi-convergente.

» QM)
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2.1.Si deg(P) < deg(Q) —2:
Un développement asymptotique au voisinage de +oco nous per-

met d’écrire :
00 cos(x) = % cos(x) (1 +e(x)), n>2ete(x) = 0 quand x — +oo.

On obtient alors une intégrale absolument convergente.
Solution de Iéxercice 5.1.6

Il est claire que cette intégrale est divergente. On a alors :

2 1—€ 2
dt dt dt
ol [ ) - g dat At

= lim (1nf+ln%):o.

e——0 €



Chapitre 6

Exercices corrigés sur les
intégrales dépendants d'un

parametre

6.1 Exercicessurlesintégrales dépendants
d’un parametre

Exercice 6.1.1. En revenant a la définition, étudier si les limites

suivantes ont un sens ou non et donner leur éventuelle valeur :

s
2 +00

+1
1lim f cosW+1) 4 ) pim [
y—=0 J 2+sin(x(y+1)) =0 ) 2+y2+1
0 0
y—0

74
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Exercice 6.1.2. 1. Montrer que l'intégrale généralisée :

+00

I(y):fyexp(—xy)dx,
0

converge simplement sur [0,1], mais elle ne converge pas uniformé-
ment sur le méme segment.

2. Montrons que cette intégrale converge uniformément sur tout seg-
ment 10,1].

Exercice 6.1.3. 1. Etudier si l'intégrale généralisée suivante a un sens

ou non et donner leur éventuelle valeur :

sin(fx)
X

+0o

I(a,ﬁ):f exp(—ax)

0

dx, a > 0.

2. En passant a la limite convenablement justifiéé, trouver la valeur

de l'intégrale de Dirichlet :

+00
D) = f sin(p x)dx.
X
0
3. En déduire les valeurs des intégrales suivantes :
+00 400 +00
I = f sin(ax) cos(ﬁx)dx, I, = f sin(xZ)dx, - f sin’(ax) .
X x X
0 0 0

Exercice 6.1.4. Soient o et B deux nombres réels non nules. En ef-
fectuant une dérivation par rapport au parametre a, établir la relation

suivante :

F(a) =

In (a2 sin’ x + 2 cosz) dx =7 ln{

| + |ﬁ|)

2

o
NIR
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Exercice 6.1.5. On rappelle que fonction gamma d’Euler est la fonc-
tion spéciale I' définie par :
+oo0
I'a) = fx“‘l exp(—=x)dx, a > 0. (6.1)
0
1. Montrer que cette fonction est bien définie sur ]0, +ool.

2. Montrer que la fonction I ayant la propriété suivante :
I'(a +1) = al'(a), pour tout a > 0, (6.2)

en particulier I'(n + 1) = n!, pour tout n € IN.
3. Montrer que la fonction I est infiniment dérivable sur R, et de

plus, ona :

+o0
Ir'(a) = f In" (x)x*~* exp(—x)dx. (6.3)
0
Exercice 6.1.6. On rappelle que la fonction béta d’Euler, est la fonction
spéciale B qui définie par
1

B(a,p) = f 11 -x)f"dx, a, g > 0. (6.4a)
0

1. Montrer que cette fonction est bien définie sur (R%).

2. Montrer que pour tout a,p > 0, 0n a:

B(a,p) = B(B,a). (6.5)
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3. Montrer que la fonction béta peut se représenter par la formule

suivante : .
t()(—l
B(a,p)= | ———=dt. 6.6
@p= [ oo (66
0
Exercice 6.1.7. 1. Montrer que pour tout o, > 0, on a :
_ T@)I'B)
B(a,pB) = Ta+p) (6.7)
2. Montrer que
B(a,1—a) = T'(@)Il(1-a)
- " aeclo1[.
sin(a)

Exercice 6.1.8. En utilisant les fonctions spéciales, calculer les inté-

grales suivantes :

2
dx X
L = f— (en posant y = —=).
1 - V2x — x2 y Y72
T In(n@)dx
L = f (en posant y = In x).
’ - xVIinx (1 + Inx) P y
s = fexp (=3x) (exp (x) — 1)% dx (en posant expx =1+ y).

0
+0o 9
t3
= dt.
Js Of 1+t
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6.2 Solutions des exercices des intégrales

dépendants d’un parametre

Solution de I’éxercice 6.1.1

1. I s’agit donc d’une intégrale propre.
cos (x(y + 1))

. Cette fonction est continue
2+sin(x(y+1))

Posons f(x,y) =

T
0, =[x R
sur[ Z]X

Donc la fonction F définie sur R par :

s

B ( cos(x(y+1))
Fy) = f2+ Sn(x(yr 1)

0

est une fonction continue. On a alors :

I I

. cos (x(y +1)) 3 . cos(x(y+1))
1y1£>r(}j‘2+sin(x(y+1))dx - flylg(}z"‘sm(x(y"'l)) *
0 0
3 A cos (x)
h f 2 + sin (x)dx

0
[In 2 + sin (x))]2

nf3)

2. Il s’agit donc d"une intégrale impropre.

Posons f(x,y) = m Cette fonction est continue sur
[0, +oo X R.
De plus, pour tout (x,y) € [0, +0[ XR, ona

1 1

< .
¥+y2+1 7 22 +1
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Puisque l'intégrale +f°° dx
1 & 5 x2+1

converge, le critere de Weierstrass

+00 dx

assure la convergence uniforme de I'intégrale f —— 5 - Su
o xr+yr+1
R.

Donc la fonction F définie sur R par :

r

+0o0

dx
F(y)zfx2+y2+1’

0

est une fonction continue. on a alors :
+00 +00
I dx y dx
m| ——— = m—
y—=0 ) 2 +y?+1 y—=0x? + 2 + 1
0 0
+00
B dx
B x2+1
0
= lim [arctan (x)]g
t—+00

Tt

5"
Solution de I"éxercice 6.1.2 .

1. Montrons que l'intégrale généralisée I(y) = f yexp(—xy)dx
converge simplement sur [0, 1]. ’

Posons f(x,y) = yexp(—xy).
*Siy=0,0na f(x,0) =0, ce qui implique :

+00

1(0) = f Odx = 0.

0
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*Siye]0,1],ona:

I(ty) = fyexp(—xy)dx
0
= ~ lim [exp (~xy)];
= 1.

Par suite I(y) = f yexp(—xy)dx converge simplement sur [0, 1],

0
0,siy=0
I(y) = .y
1,siy€]0,1].

etde plus :

La fonction n’étant pas continue, on en déduit que l'intégrale

considérée ne converge pas uniformément sur [0, 1].

+00

2. Montrons que I(y) = f yexp(—xy)dx converge uniformément
0
sur tout segment ]0, 1].

En effet, soit 6 > 0. Pour tout y € [6,1],on a:

yexp(—xy) < exp(—x0).

Puisque l'intégrale f exp(—x0)dx = 1 converge, le critére de
0

+00

Weierstrass assure la convergence uniforme del’intégrale f yexp(—xy)sur
0
[6,1], pour tout 6 > 0, donc elle converge uniformément sur

10,1].

Solution de I"éxercice 6.1.3

1. Etudions si l'intégrale généralisée
+0o

I(a,ﬁ):f exp(—ax)

0

sin(fx)

X

dx, a > 0.
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a un sens ou non et donnons leur éventuelle valeur.
Soit & un nombre réel strictement positif fixé.
Posons :

exp(—ax) Slniﬁx), six#0

B, six=0

flx, p) =

Il suffit de démontrer les proprietés suivantes :

1. Les fonctions f et sa dérivée par rapport a  sont continue
+00
sur [0, +oo[ X R. 2. L'intégrale f f(x, p)dx converge simplement
0

sur R .
3. l'intégrale f %(x, B)dx converge uniformément sur RR.
0

En effet : Pour tout x € [0, +oo] fixés, f est dérivable par rapport

apsurR,etona:

af B
%(x, B) = exp(—ax) cos(px).

Il est claire que f et g—’g sont continue sur [0, +oo[ X R.

exp(—ax)

De plus, la fonction x est décroissante tend vers 0,

t

X
[ sin(Bx)dx

0

quand x — +oo, et < 2 pour tout t € [0, +oo[ . Donc

+0o

d’apres Abel, L'intégrale f f(x, B)dx converge simplement sur

R. '

D’autre part, pour tout @ > 0 et pour tout f € R, ona:

of

'%(x, ,3)‘ = |exp(—0zx) Cos(ﬁx)| < |exp(—ax)|.
+o0

Puisquel’intégrale f exp(—ax)dx converge, le critere de Weiers-
0
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+00
trass affirme la convergence uniforme del'intégrale f % (x, B)dx.
0
Les propriétés 1, 2 et 1 sont donc vérifiées, ce qui montre la dé-
+00
rivabilité de l'intégrale f f(x, B)dx par rapport a  sur R et de
0

plus :

ol o
Sep = 5 f fx, B)ix

"
= f a—jﬁr(x, B)dx
0

= f exp(—ax) cos(Bx)dx

0

= R(| exp((—a+ip)x)dx)
of
o
a? + p?

On fait une intégration par rapport a , on trouve :

I(a, p) = arctan(g) + C(a),

ou C est une fonction d’une seule variable a.

Nous avons :

+0o0

arctan(%) + C(a) = I(«, 0) = dex =0

0

Alors C(a) = 0.
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Finalement :
+00 .
I(a,p) = f exp(—ax) Slniﬁx)dx
0
= arctan(é).
a
+00
2. Trouvons la valeur de l'intégrale de Dirichlet D(g) = f
0
sm(ﬁx)dx.
X

Soit maintenant f3 fixé et considérons 1'intégrale :
+00

3 exp(—ax) |
(o) = f Tsm(ﬁx)dx.

0

D’apres Abel, cette derniére intégrale est uniformément conver-
gente sur [0, +oo[ .

En effet, pour tout a > 0 et pour toutx > 0,ona:

exp(—ax) - 1
x ~x

quantité qui tend vers 0 uniformément quand x — +oc0. De plus

t
f sin(fx)dx| < 2, pour tout ¢ € [0, +oo] .

0

D’apres Abel I'intégrale I(a) est uniformément convergente sur
[0, +oo.
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Par suite I(«) est continue sur [0, +oo[ eton a:

+0o

f sin(px) i
X

0
= lim I(a)

a—0*

D(p)

= lirgl+ arctan (g) , pourf #0

= gsgn (B), pourp # 0.

Sip=0,onaD(s)=0.

3. On en déduit alors que :

1.3

+00

f sin(ax) cos(pfx) i

X
0

1f (sin((a+ﬁ>x)+ sin((a—ﬁ)x)) "

2 X X
0

2 X

0 0

= (sgn(a+p)+sgn(a—f).

1[ f sin((ozx+ po, f sin (@ = f)x)

84

|

2.3. En efectuant le changement de variable x* = y, on trouve

+0o

(a2
I, = f sin(x*) i
X

0
+00

1 sin(y)
- 2f y

0

NE
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3.3

+00

. 3
L = f sin”(ax) I
X

0

+0o

4 X 4 X

+00 ( ) +00
3 sin (ax 1
= zf v dx‘zf
0 0

= 3?nsgn () — gsgn (Ba)
= E%ngn () — gsgn ()
= %s gn(a).

Solution de I’éxercice 6.1.4

Etablir la relation suivante :

F(a) =

o
NI

Posons f(x,a,p) = In (a2 sin® x + 32 cosz).

n
Pour tout (x, o, f) € [O, E] xR?, ona:
a*sin” x + % cos® > 0.

Il s’agit donc d'une intégrale propre.

d
Les deux fonctions f(x,a,p) et é(x, a,p) =

_ f (§ sin(@x) 1 sin (3ax)

In (052 sin®x + B cosz) dx =mln (

Jax

sin (3ax) .

X

2

laf + |ﬁ|]

2asin’ x

a?sin’® x + 2 cos?
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) . T
sont des fonctions continues sur [O, 5] X R. On a alors :

z

Fla) = %f f(x, @, B)dx

0

= Y e p
= 5 @ P)dx
0
: 2
f 2asin” x
= — dx
J a?sin” x + 2 cos?
t 2
S
o P+ (%)

En effectuant le changement de variable y = <2, on trouve

—d
X = 4
1+ 2
y € [0, +oo]

86
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On a alors :

+00

. 20
Ha) = f @ A"
0

+0o

_ Zaf —p L),
- az_ﬁz a2+52y2 1+y2 y

0

+00

2« —p? 1
- az_ﬁzf ( 5 2 +1+y2 dy
a? 1+(E‘y)

0

= 2 (CE18] iy arctany + lim arct
= 2o @ Jim arctany + lim arctany
2
_ _am B |a ‘1
22— p2 \a2|B
_ _om B ‘1
a? — p? a

_ aT |04|—|5|
. ('“"|ﬁ|)('“|+|ﬁ|)( al )

aTt

ol (ol + [8])

nisgn(a)

(1ol + 1))

En faisant une intégrale simple, on trouve :
F(a) = In (jal + |B]) + C(a).

Trouvons C(a). On a:

nn(2|g]) + Ca)
nin (2) + 7in (|]) + C(a). (6.8)

F(p)
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D’autre part :
Fp) = In (ﬁz sin® x + f32 cosz) dx
0
2
= 2f ln(|ﬁ|) dx
0
= nin(|g]) (6.9)
De (6.8) et (6.9), on trouve C(a) = —1tIn (2).
Finalement :
2
Fla) = f In (az sin’ x + 2 cosz) dx
0

ntn (ja] + [B) - nIn (2)

= nln(lal i |ﬂ|]

2

Solution de l’éxercice 6.1.5

1. En effet :
fad A a—1 VQO) a1
Au voisinage de zéro, x*7 exp(—x) ~ x%7.
1
Puisque f x*~1dx converge si et seulement si @ > 0, on en déduit
0

1
que f x*1 exp(—x)dx converge si et seulement si o > 0.

0
Au voisinage de l'infini, si on pose par exemple g(x) = x™2, on
trouve alors :
x* ! exp(—x)

: 1 a+1 _ _
xlirgo 200 = xl_l)rfloox exp(—x) = 0, pour tout a € R.
(6.10)
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+00 +oo

Puisque [ x~2dx converge, on en déduit que [ x*~!exp(—x)dx
1 1

converge, pour tout o € R.

+00

Finalement f x*1exp(—x)dx converge si et seulement si o > 0.
0
2. Une intégration par parties, nous donne :

+00

Ia+1) = fx“ exp(—x)dx

0

+0o

= —lim [ exp(-¥)], + a f x* L exp(—x)dg6.11)
= al(a). : (6.12)

D’autre part : )
o) = fexp(—x)dx =1, (6.13)

0

on en déduit que I'(n + 1) = n!, pour tout n € IN.

3. Posons f(a, x) = x* Lexp(—x), (a,x) € (lRi)z.

Pour tout 1 € IN, f est de classe C" sur (R)* et de plus, on a :
a'f

_ = n a=1 —
( a0{)”(01, x) = In"(x)x*"" exp(—x). (6.14)

Considérons un intervalle compact quelconque [a, b] de ]0, +oo[ .

+00 n

Il suffit de montrer que I'intégrale f W(ox, x)dx est uniformé-
v (da

ment convergente sur tout segment [4, b] . En effet :

Pour tout x € ]0, 1], la fonction a — x%! est décroissante.

Donc pour tout o € [a,b], on a

0< f(a,x) <x,
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et pour tout x > 1, la fonction a +— x%7! est croissante. Donc

pour tout a € [a,b],on a
0 < f(a,x) < x" ' exp(—x).
Au voisinage de 0, on a :

a'f

L@

" (x)| £, x)

I
o

NI

X

et au voisinage de L'infini, on a :

" (x)| f(, x)

()

dx  "Pdx

7 et f — sont convergente, le
= 1%
b

1
Puisque les deux intégrales f
0

+00 n

critere de Weierstrass montre quel’intégrale f o)
v (da

également uniformément convergente sur tout segment [, b],

(o, x)dx est

ce qui acheve d’établir que I est de classe C" sur IR}, pour tout
n € N, donc que I est de classe C* sur IR},

Solution de 1"éxercice 6.1.6

1. En effet :

. ) _ 1 VO)
Au voisinage de zéro, x*~! (1 — x)’ Oy,
1

2
Puisque [ x*'dx converge si et seulement si @ > 0, on en déduit
q g
0
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x*1 (1 - %)’ dx converge si et seulementsia > Oetf € R.

PN —

que

1
Auvoisinagede 1,1 (1 — x)* 1 ¥ 11 Puisque [ x*ldx converge

1
2
1
si et seulement si § > 0, on en déduit que f 11— x)f " dx
1
2

converge si et seulementsif > 0eta € R.
1

Finalement f x*exp(—x)dx converge si et seulement si a > 0
et >0. !

2. En effet, en effectuant le changement de variable x = 1 —t, on
trouve immédiatement le résultat.

3. En effet, en effectuant le changement de variable x = ﬁ, on
trouve immédiatement le résultat.

Solution de I'éxercice 6.1.7

En effectuant le changement de variable x = (1+2z)y (z > 0) dans

la relation (6.1), on trouve :

I'(a+p)

1 +2)**F f}/aﬂH exp (= (1 +z) y)dy, pour tout a, 3,z > 0.
0

(6.15)
Multiplions les deux membres de 1'égalité (6.15) par z*~!, puis
intégrons par rapport a z de 0 a +oo, on trouve :

+00

+00 +oo
Zaz—l . e
T(a+p) f Wdz = fz ldz fy lexp (- (1 +z)y)dy|, pour tout @, 8,z > 0,
0 0 0
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ou d’une maniere équivalente :

I'(a+pB)xB(a,p) = fz"‘_l fy‘“ﬁ_l exp (—(1+2z)y)dy|dz
0 0

+00

f 4 exp (—y) f 2 exp (—zy) dz |dy
0

0

+0o0 r N +00
= f y* P exp (—-y) ;a)dyﬂ(a) f ¥ lexp (-y)dy
0

0
[(@)(B)

2. L'égalité B(a,1 — a) = I'(a)I'(1 — ) découle imédiatement de
la relation ( 6.7) en posant f =1 — a.

En utilisant la deuxiéme formule de la fonction béta, on trouve

' pa-1
B(a,1-a) = fl - tdt (6.16)
0
Calculons maintenant l'intégrale (6.16) par le théoreme des ré-
sidus. On définit alors le chemain suivant, pour f(z) = 1 0_:12 et

0<e<1l<R:
a) C. le demi cercle de rayon € sur le demi plan R(z) < 0.

b) Les deux segments 7, = {iie, +ie+ VR? — 62} .
c¢)L’arcdecerclel’ g = {R exp(i0), 0 € [arctan __° 27 — arctan Ll} .

VRZ — &2’ VRZ _ &2

Choisissons € et R de tel sorte que zy = —1 soit dans le lacet.

L/utilisation du théoréme des résidus nous donne :

f()dz+ | f(z)dz+ | f(z)dz+ | f(z)dz = 2mixresidus (-1, f).
J ] s s |

(6.17)
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En passant a la limite, quand € — 0 et R — +o0, il vient par le

lemme de Jordan que :

E_r)r(} f(z)dz + ff(z)dz =0+0=0. (6.18)

R—+0c0
€

D’autre part, pour toutt > 0,ona:

ling(t +ie) ™ =% et lin(}(t —ie)™ = "% exp(—2mia), (6.19)
€ €—

Donc
lim(t +ie)*! = L
e=0 lime_,o(t + ie)t=2
— th—l
et
1
lim(t —ie)*! = ,
elir(}( ) lime_@(t - l€)1_a
= t*'exp(2mia),

De (6.17), (6.18) et (6.19), on peut alors écrire :

-1 Za—l ) )
dz + f " Zdz = 2mi X residus (=1, f) (6.20)

On en déduit

(1

2mi X rsidus (-1, f)

. ) 1
= 27i X lim z*7!' = 27ti X lim -
z—-1 z—-12z'"

= —exp(ina),
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ainsi, apres simplification, on trouve :

+o00 1
z4-
dz
f 1+z
0

B sin(am)

, pour tout a > 0.

Solution de I’éxercice 6.1.8

X
1. Posons y = > on trouve :

i

2
f dx
. V2x — x2
1
| ==
S Vy=(1-y)
1
fﬁ(l—y)”y
0
1

fy%‘l (1-y)?dy

94
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2. Posons y = Inx, on trouve :

+00

f In (In (x)) dx
xVinx (1 +1nx)

_ f“’ In (y) dy
y:(1+y)

_ fyz "In (y) dy
(1+y)

. =

= a—B(OC 1- 0()

- il )
~ da \sinam /=1

= 0.
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3. Posons expx = 1 + y, on trouve :

J3

+00

f exp (—3x) (exp (x) — 1)% dx

96
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4. Nous avons :

Jo =

Exercices corrigés. Analyse 3

+00 5_1
f f3_“dt
(1 +1)373

I )r g
I'(3)
I'¢+1IG+1)
2
ExTG3)xiT3)
2
1r(1 - xTI(3)
9 T1-3+1)
1 1
B(31-3)
TC
sin(%)
27

7

97



Annexe

Cette annexe a pour objectif de donner quelques concepts
de la matiere Analyse3 qui sont utiles pour aider 1’étudiant a

résoudre des exercice de cette matiére.

Proposition 6.2.1. ( Procédé télescopique) Soient (u,) et (v,) deux
suites de nombres réels ou complexes, telles que u, = V,41 — V.
Alors, la série ), u,converge si et seulement si la suite (v,) converge

n=0
et deplus, ona:

Z U, = vy + lim v,.

n—+oo
n>0

Proposition 6.2.2. Soit )} u, une série a termes réels positifs . Alors
n>0

cette série converge vers S, si et seulement si la suite (S,,) de ses sommes

partielles est majorée.

Dans ce cas,on a :

S, <5, pour tout n > 0. (6.21)
Théoreme 6.2.1. Etant donnés deux séries a termes positis ). u, et
n=0
Y., vy Vérifiant :
n=0
dny € IN, tel que pour tout n > ny, u, < vy, (6.22)

98
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on a alors :

1. Y. v, converge implique }_, u, converge.
n>0 n>0
2. ). u, diverge implique ), v, diverge.
n=0

n>0
Corollaire 6.2.1. Soient ) u, et ), v, deux séries a termes positifs.
n>0 n>0
Supposons qu'il existe deux nombres réels strictement positifs a et 8
vérifiant :

au, < v, < Py, (6.23)

alors Y, u, et Y, v, sont de méme nature.
n>0 n>0

Théoreéme 6.2.2. Soient ), u, et ), v, deux séries a termes posi-
n>0 n>0
tifs. Supposons qu'il existe un réel positif | (ou I = +o00), tel que
u
lim, 0 v—” =1, on a alors :

n
1. Sil = Qet la série ), v, converge, la série ) u, converge.

n>0 n>0
2. Sil = +oo et la série ), v, diverge, la série ), u, diverge.
n>0 n>0
3.Sil#0et # +o0,les deux Y, v, et Y, u, sont de méme nature.
n>0 n>0

Proposition 6.2.3. (Regle de Riemann)

Soit ) u, une série a termes réels strictement positifs et soit a € R.
nx1

Supposons qu’il existe un réel positif I, tel que limn®u, =1.On a

alors :
1.Sil=0eta>1,lasérie ), u, converge.
n>1
2.Sil=+ocoeta <1,lasérie ), u, diverge.
n>1

. . . 1
3. Si l est finie non nulle, les deux séries ), u, et ), —sont de méme
n=1 n>1 N
nature.

Proposition 6.2.4. (Regle de D’ Alembert)

Soit Y, u, une série a termes réels strictement positifs. Supposons

n>1
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qu’il existe un réel positif | (ou | = +00), tel que lim,,_, ;o Bt

n
On aalors :

1.Sil <1, la série ), u, converge.
n>1

2.Sil> 1, lasérie ), u, diverge.
n>1

Proposition 6.2.5. (Regle de Cauchy)

Soit Y, u, une série a termes réels strictement positifs. Supposons
n>1

qu’il existe un réel positif | (ou | = +o0), tel que lim,_,.co {1, = 1.

On aalors :

1.Sil <1, la série Y, u, converge.
2.Sil>1, lasérie nil u, diverge.
n>1

Proposition 6.2.6. (Critere de Leibniz)
Soit Y u, une série alternée. Si (|u,| une suite décroissante tend vers
0, algfg la série Zo u, est convergente.

nz
Proposition 6.2.7. Soit (f,).en une suite de fonctions qui converge
simplement sur E vers une fonction f. S'il existe une suite positive

(by) convergente vers 0, telle que

Vx e E,

fn(x) - f(x)' < bn/

alors la suite de fonctions (f,)nen est uniformément convergente sur
E.
Dans ce cas, on dit que la suite de fonctions (f,)nen est normalement

convergente sur E.



Smail KAOUACHE. Exercices corrigés. Analyse 3 101

Proposition 6.2.8. Soit (f,).en une suite de fonctions qui converge
simplement sur E vers une fonction f . Pour que (f,)nen SOit uni-
formément convergente vers f sur E, il faut et il suffit que la suite

numeérique (a,) qui définie par :

a, = sup
x€E

fo) = f(x)

7

soit convergente vers 0.

Remarque 6.1. Une condition suffisante pour que la suite de fonc-
tions (f,)nen ne converge pas uniformément vers f sur E est I'exis-

tence d'une suite de points (x,) C E, vérifiant :

fu(xn) = f(x0)

-+ 0, quand n — +oo.

Proposition 6.2.9. Pour que la suite de fonctions (f,),en Soit uni-

formément convergente vers f sur E, il faut et il suffit que :
Ye>0, dnpeIN, Vp,ge N, p>g=>ngetVx€E, ona |fp(x)—fq(x)| <e

Proposition 6.2.10. Soit (f,) une suite de fonctions continues sur
un segment [a, b], convergeant uniformément sur le méme segment

vers une fonction f. Alors f est une fonction continue sur [a, b] .

Proposition 6.2.11. Soit (f,) une suite de fonctions continues sur
un segment [a, b], convergeant uniformément sur le méme segment

vers une fonction f. Alors f est une fonction intégrable sur [a, b].

Proposition 6.2.12. Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un
segment [a, b] et vérifié les trois conditions suivantes :

1. f, sont de classe C sur un segment [a, ] .
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2. (fu)converge simplement sur le méme segment vers une fonction f.
3. Lasuite des dérivées (f,) converge uniformément vers une fonction
q.

Alors, f est une fonction continue sur [a, b] et de plus f = g.

Définition 6.2.1. Une série de fonctions de terme général f,, converge
uniformément sur une partie E de R et a pour somme S lorsque la
suite de ses sommes partielles est uniformément convergente sur E,
c’est-a-dire :

Ye >0, dny € N, Vn > ny, ona sup|S,(x) — S(x)| = sup |R,(x)| < €.

x€E x€E

Dire que la suite des sommes partielles converge uniformément sur
E signifie donc que la suite de reste (R,),en converge uniformément

vers O sur E.

Remarque 6.2. On peut définir une norme de la convergence uni-
forme de S, sur E par :

1Sl = sup [Su(x)].

x€E
La série de fonctions de terme général f, converge uniformément et de
somme S si et seulement si la suite numérique (||S, — S||),,en converge

vers 0.

Proposition 6.2.13. Pour q'une série de fonctions soit uniformément
convergente, il est nécessaire que son terme général tend vers 0 uni-

formément.

Proposition 6.2.14. (Proposition et définition) Soit ) ,-q fu(x) une

série de fonctions définies sur E. S'il existe une série positive ) - by
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convergente, telle que

Vx € E,

£ < by, (6.24)

alors la série de fonctions ), fu(x) est absolument et uniformément

convergente sur E.

Dans ce cas, on dit que la série de fonctions (f,)nen est normale-

ment convergente sur E.

Proposition 6.2.15. Pour que la série de fonctions )., f. soit nor-
malement convergente sur E, il faut et il suffit que la série numérique

(an) de terme générale :

a, = sup | fu(x)

x€E

7

soit convergente.

Proposition 6.2.16. La convergence normale d une série de fonctions
sur une partie E de R implique la convergence uniforme de cette série

sur E, et la réciproque est fausse.

Proposition 6.2.17. Soit une série de fonctions de terme général f,,
défini sur l'intervalle [a, b], qui converge uniformément et de somme
S sur [a,b]. Si, f, est continue sur [a, b], pour tout n € N alors S est

aussi continue sur [a, b, et de plus, on a I'égalité suivante :

}1_{% Z fu(x) = Z }1_}1% fa(x) = S(x0), pour tout xy € [a,b],
(6.25)

n>0 n>0

Proposition 6.2.18. Soit une série de fonctions de terme général f,,

défini sur [a, b], qui converge uniformément et de somme S sur [a, b].
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Si, f, est continue sur [a, b], pour tout n € IN alors, la série numérique

de terme général fu ’ fu(x)dx converge et a pour somme fa ' S(x)dx.

Proposition 6.2.19. On consideére une série de fonctions de terme
général f,, dérivable sur le segment [a, b] et vérifiant :

1. La série de fonctions )., fa(x) converge simplement sur [a, b].

2. La série des dérivées, de terme général f, converge uniformément
sur [a, b] et a pour somme une fonction g .

Alors, la série de terme général f, converge uniformément sur [a, b] et

a pour somme une fonction dérivable S telle que :

500 = [Z fn(X)] =Y 250 = s,
n>0

n=>0

Lemme 6.2.1. (Lemme d’Abel) Si une série entiere ), a,x" converge
au point xo # 0, alors elle converge absolument pour tout x € IR, tel

que |x| < xo.

Théoreme 6.2.3. (théoreme et définition) Si une série entiere ), a,x"
converge au point xo # 0, alors il existe un unique élément R €
R, U {400} vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Pour tout x € R, tel que |x| < R,la série entiére )}, a,x" converge
absolument .

2. Pour tout x € R, tel que |x| > R,la série entiere ), a,x" diverge.

Théoréeme 6.2.4. (Théoreme de Cauchy) Le rayon de convergence

d’une série entiere ), a,x" est donné par :

-1
R = lir+n ( Ianl) (lorsque cette limite existe). (6.26)
n—+oo
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Théoréme 6.2.5. (Théoreme de d’Alembert) Le rayon de convergence

d’une série entiere ), a,x" est donné par :

n

-1
s ) (lorsque cette limite existe). (6.27)

R = lim (
Ay

n—+oo

Théoreme 6.2.6. Toute série entiere ), a,x" converge normalement
dans tout compact contenu dans le domaine de convergence |—R, R|
(R #0).

Théoreme 6.2.7. Soit ) a,x" une série entiere de rayon de conver-
gence R non nul ; alors la somme de la série S(x) = ), a,x" est une fonc-
tion continue sur tout compact contenu dans le domaine de conver-
gence |-R, R[.

+00

Théoreme 6.2.8. Soit ), a,x" une série entiére de rayon de conver-
n=0

gence R non nul ; alors sa somme S est une fonction dérivable sur tout

compact contenu dans le domaine de convergence |-R, R[, et pour

tout x € |-R,R[,ona:

: J . n . J n . n-1
S(x) = BN (Z AnX J = Z I (a,x") = Z na,x"'.  (6.28)
>0 >0 n>1
+0o
Théoreme 6.2.9. Tout série entiere ), a,x" est intégrable terme a

n>0
terme sur tout compact contenu dans le domaine de convergence

1-R, R[. En particulier, sa somme S vérifie :

X +0o0 xn+1
Hdx = tout —R,R]. 2
fO‘S()x ;ann_*_l,pour out x € |-R,R[ (6.29)

Proposition 6.2.20. Soient R, et R, les rayons de convergences des

séries ), a,x" et ), b,x" respectivement. Alors le rayon de convergence
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R de la série entiere ) (a, + b,)x" vérifie :

v

inf(R,, Ry), si Ry = Ry. (6.30)

inf(Ru, Rb), Si Ru * Rb

De plus, pour tout |x| < inf(R,, Ry), ona:

Z(an +b,)x" = Z a,x" + Z b.x". (6.31)

Théoréme 6.2.10. Lorsqu’une fonction f est développable en série
entiere, alors f est de classe C** sur tout compact contenu dans le
domaine de convergence |-R, R[ et f coincide avec sa série de Taylor.

De plus, le développement en série entiere s'il existe il est unique.

Définition 6.2.2. Soit : [a,b[(ou b = +00)— R (ou C ) une fonction
localement intégrable sur [a, b[ (i.e sa restriction a chaque compact de
[a, b est intégrable au sens de Riemann), et soit F la fonction définie

sur [a, b par :
F(x) = fx f(t)dt, pour tout x € [a, b . (6.32)

. . . b .
On dit que l'intégrale généralisée fa f(t)dt converge, si et seulement

si lim,_,,- F(x) existe. Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale

[ f»)dt diverge.

Proposition 6.2.21. Soient f et g deux fonctions localement inté-
grables sur [a, D[ .

1. Si les intégrales fu ’ f(t)dt et j; ’ g(t)dt convergent, alors l'intégrale
fa ’ (f(t) + g(t))dt est aussi converge, et de plus :

b b b
f(f(t)+g(t))dt:ff(t)dt+f g(t)dt. (6.33)
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Par contre, si I'une des deux intégrales fa ’ f(t)dt ou fa ’ g(t)dt diverge,

alors fab (f(t) + g(t)) dt diverge.
2. Soit o € R, alors lintégrale fu ’ f(t)dt converge si et seulement si

l'intégrale fa "o f(t)dt l'est aussi et de plus :

b b

f af(t)ydt = af f(t)dt. (6.34)
Théoréme 6.2.11. Soient f et ¢ deux fonctions de classe C' sur
la; bl. Si l'intégrale fa ’ f(tg(t)dt converge et si la fonction fg posséde
une limite a droite de a et une limite a gauche de b, alors l'intégrale

fab F(H$(t)dt converge et on a :
b .
f f(Hgtdt = (}1_)%1 f()g(x) - lim f(x)g(x)) 3 f Fghit
| ' (6.35)

Théoréme 6.2.12. Soit f une fonction continue sur la;b[ et soit
‘@ une fonction bijective et de classe C' sur |a, B[, tels que a =
lim, .+ @(x) et b = lim,_3- p(x).

Alors les intégrales fa ’ f(t)dt et fa & @) f(p(t))dt de méme nature, de

plus, si elles convergent, on a

b B
f bt = f PO flpt)it (6.36)

Théoreme 6.2.13. Soit f une fonction localement intégrable sur

[a, bl. Alors I'intégrale fa ’ f(t)dt converge si et seulement si la fonction

x - F(x) = fx f(tydt,x € [a,b[, (6.37)

est majorée sur [a, b[, et de plus, on a

b
pour tout x € [a,b[; F(x) < f f(t)dt (6.38)
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Théoréme 6.2.14. ( théoréeme de comparaison) Soient f et g deux
fonctions positives et localement intégrables sur [a, b[ ou la, b] véri-
fiant :

0 < f(t) < g(t). (6.39)
1. Si l'intégrale fa ' g(t)dt est convergente, alors l'intégrale fa ’ f(t)dt

est aussi convergente, et on a :

b b
f F(t)dt < f g(t)dt. (6.40)

2. Sil'intégrale fa ' f(t)dt est divergente, alors I'intégrale fa ’ g(t)dt est

aussi divergente.

Corollaire 6.2.2. Soient f et g deux fonctions positives et localement

intégrables sur [a, b[ vérifiant :
ft) = O(g(t), quand t — b™. (6.41)

1. Si l'intégrale fa ’ g(t)dt est convergente, alors l'intégrale fa ’ f(t)dt
est aussi convergente
2. Sil'intégrale fu ' f(t)dt est divergente, alors I'intégrale fﬂ ’ g(t)dt est

aussi divergente.

Corollaire 6.2.3. Soient f et g deux fonctions positives et localement

intégrables sur [a, b] vérifiant :

im 29 o, (6.42)

t—b~ g(t)

1. Si l'intégrale fa ’ g(t)dt est convergente, alors I'intégrale fu ’ f(t)dt
est aussi convergente
2. Sil'intégrale fa ’ f(t)dt est divergente, alors l'intégrale fa ’ g(t)dt est

aussi divergente.
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Théoréme 6.2.15. Soient f et g deux fonctions positives équivalentes
al'extrémité de l'intervalle d’intégration [a, b[ ou Ja, b] . Alors les deux

intégrales fu ’ f(t)dt et dt fu ’ g(t)dt sont de méme nature.

Proposition 6.2.22. (Les fonctions de Riemann) 1. Soit f une fonc-
tions localement intégrables sur [1, +oo[. Alors I'intégrale de Riemann
o dt . .
f1+ — converge si et seulemnt si ¢ > 1.
tD(
2. Soit maintenant f une fonctions localement intégrables sur 10,1].

: . 1dt , .
Alors l'intégrale de Riemann fo 7 Converge si et seulement si a < 1.

Théoréme 6.2.16. Soit f une fonctions localement intégrables sur
[a, b[. Pour que l'intégrale fa ’ f(t)dt soit convergente, il faut et il suffit

que :

Ye>0,36>0, tel que Vx,y € [a,b[,b—-6 <x <y <b,ona <e.

f ' F(t)dt
(6.43)

Théoréme 6.2.17. Soit f : [a,b] X I — R une fonction continue
. b . .

sut, alors la fonction F(y) = fﬂ f(x, y)dx est aussi continue sur I. En

particulier, pour tout yo € I, ona :

b b
lim F(y) = lim | f(x,y)dx= f lim f(x, y)dx
@ YW

¥y=Yo =Y J,
b
f f(x, yo)dx = F(yo),

Théoréme 6.2.18. Soit f : [a,b] X I = R une fonction continue sur

d
[a, b] X I. On suppose que la dérivée partielle é existe et est continue

sur [a,b] X I, alors la fonction F est dérivable sur I, et ona :

) a b b a
P(y)=a—y( f f(x,y)dx)= f a—yf(x,y)dx, (6.44)
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Théoréme 6.2.19. Soit f : [a,b] X I = R une fonction continue sur

[a,b] X 1, alors la fonction F est intégrable sur 1. En particulier pour

fldy(fabf(x,y)dx)
fa | dx( flf (x, l/)dl/)/ (6.45)

Définition 6.2.3. On dit que l'intégrale généralisée F(y) = fa  f(x, y)dx

toutyel,ona:

fI F(y)dy

est uniformément convergente sur [a, +ool, si et seulement si :

Ye > 0,36 >0, tel que, Yy € I, Yz € [6,+0[, on a: ‘P(y) - f fx, y)dx| <e.

(6.46)

Définition 6.2.4. On dit quel'intégrale généralisée F(y) = fa ’ f(x, y)dx

est uniformément convergente sur I, si et seulement si :

b—y
Ye > 0,36 >0, tel que, Yy €I, Yy €]0,6[,ona: |F*(y) - f(x, y)dx

"(6.47)

<E.

Théoréme 6.2.20. Soit f une fonction intégrable (au sens générali-
sée) sur l'intervalle [a, +oo[. Alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1. l'intégrale fa - f(x, y)dx converge uniformément sur 1.

Yn
2. La suite de fonctions de terme général F,,(y) = f f(x, y)dx converge

a
uniformément sur I, , oit (Y,), est une suite d’élément de [a, +oo[ de

limite +oco, quand n — +oco.



Smail KAOUACHE. Exercices corrigés. Analyse 3 111

Corollaire 6.2.4. D’une maniere analogue, si f une fonction inté-
grable (au sens généralisée) sur l'intervalle [a, b[. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. l'intégrale fa ’ f(x, y)dx converge uniformément sur I.

Vn
2. La suite de fonctions de terme général F,,(y) = f f(x, y)dx converge

a
uniformément sur I, oit (yy), est une suite d’élément de [a, +b[ de

limite 0, quand n — +oo.

Théoreme 6.2.21. Une condition nécessaire et suffisante pour que

l'intégrale généralisée fa ” f(x, y)dx soit uniformément convergente

f fx, y)dx
6.48)

sur [a, +oo[ est :

Ve > 0,36 >0, tel que, Yy € I, Vzq,25 € [6, +00[ (21 > z2), 0n a: <e.

Corollaire 6.2.5. De la méme maniére, on peut assurer que l'intégrale
. b Lo

généralisée F(y) = fa f(x, y)dx soit uniformément convergente sur

[a, +b[, si et seulement si :

b—j/z

Ye > 0,36 >0, tel que, Yy €I, Yy1,72 €10,6[, (1 > y2),0na: f(x, y)dx

(6.49)

<E.

b—)/]

Théoreme 6.2.22. Soit f : [a,b] X I — R une fonction intégrable
sur [a, b[ ( I un intervalle ouvert de R et b € R U {+00}). Supposons
qu'il existe une fonction réelle localement intégrable sur [a, b[ (appelée

fonction majorante) vérifiant :

1) |f(x, y)| < g(x), pour tout x € [a, b,
2) L'intégrale fa ’ g(x)dx converge.
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Alors, pour tout y € I, l'intégrale généralisée fu ’ f(x, y)dx converge

absolument et uniformément sur I.

Lemme 6.2.2. Soit f: [a,b[ X] — R une fonction intégrable, positive
et décroissante par rapport a x sur [a, b[ et tendant vers 0 uniformé-
ment quand x tend vers b, et soit g : [a,b] X I — R une fonction

intégrable sur [a, b| et vérifie la propriété :

fa Z 8g(x, y)dx

Alors l'intégrale fa ’ f(x, y)g(x, y)dx converge uniformément sur I.

dM >0,Vz€[ab[,Vyel, ona <M. (6.50)

Théoreme 6.2.23. Soit f : [a,+oo] X I — R une fonction continue
et soit l'intégrale F(y) = fu ” f(x, y)dx converge uniformément sur I,

alors la fonction F est aussi continue sur 1. En particulier, pour tout

Yo€l,ona:
+00 ~+00
lim F = i ,y)dx = li ,y)d
tmrw) =t [ s [t s

+00

f(x, yo)dx = F(yo), (6.51)

a

d
Théoréme 6.2.24. Soient f,a—]yc : [a, +oo[ X I — R deux fonctions
continues. On suppose que l'intégrle F(y) = fu ” f(x, y)dx converge

et que l'intégrale fa o a—dx converge uniformément sur I, alors la

fonction F est dérivable sur I, et ona:

. J oo 9
=g [ o) [ i, e
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Théoréme 6.2.25. Soit f : [a,+0o[ X I — R une fonction continue
et soit l'intégrale F(y) = fa ” f(x, y)dx converge uniformément sur I,

alors la fonction F est aussi intégrable sur 1, et de plus on a :

[Fwav= [ dy( [ y)dx) - [ dx( [ s y)dy)-
(6.53)
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