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INTRODUCTION CGENERALE

Le XIX® siecle a vu des progres dans les sciences physiques, en mécanique, en électricité,
en thermodynamique et en optique. Les physiciens étaient si fiers des progres qu’ils avaient
accomplis qu’ils pensaient qu’il n’y avait plus rien a découvrir. La physique a cette époque
suivait généralement I’approche d’Isaac Newton et sa philosophie qui est basée sur un ensemble
de théories et de lois, qui ont contribué de maniere significative a 'interprétation d’un large
éventail de phénomenes cosmiques au niveau macroscopique. Le mécanisme d’action des lois
de la physique était bien compris par les scientifiques, en plus de lois de Newton en mécanique
et la théorie classique de la thermodynamique, il y avait les équations de Maxwell qui ont été
considérées comme la base de I’électricité et du magnétisme. En fait, la mécanique de New-
ton, avec la thermodynamique, la théorie des ondes en optique et les équations de Maxwell en
théorie électromagnétique, sont considérées comme l'essence de la physique classique [1]. Cette
derniere s’intéresse a 1’étude des corps entrainés par des forces et des corps en mouvement qui
ont de grandes masses et une vitesse limitée. En ce qui concerne I’énergie, ainsi que la matiere,

ils sont considérés comme des concepts indépendants en physique classique.

La logique de Newton concernant le mouvement et la logique de Maxwell concernant les charges
ont rendu les physiciens pleinement convaincus que ce sont les deux logiques appropriées pour
comprendre tout ce qui se passe dans les phénomenes et les expériences physiques, et que la
physique classique avait atteint le point ou elle pouvait traiter des problemes tres complexes.
Cependant, cette image forte de la physique classique n’a pas duré longtemps, ou de sérieux
doutes ont surgi sur I'exhaustivité de ses théories tandis que certaines formulations théoriques

conduisaient a des paradoxes lorsqu’elles étaient poussées a la limite. Plus précisément, les phy-
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siciens ont constaté que les lois de Newton sont incompatibles avec les lois du monde des atomes,
ce qui a conduit a 'apparition de lacunes dans la physique classique, qui sont généralement
représentés dans son impuissance a expliquer les phénomenes qui se produisent au niveau ato-
mique ou subatomique. De ce point de vue, il a été prouvé qu’il existe un monde completement
inconnu et qui n’a pas encore été découvert, qui est le monde des objets subatomiques. Les fias-
cos apparus dans la physique classique, compte tenu des limites étroites dans lesquelles operent
ses lois, a fait du passage du monde macroscopique au monde microscopique un véritable di-
lemme pour les physiciens comme pour les philosophes. Ce dilemme les a amenés a se poser de
nombreuses questions, dont la plus importante est de savoir comment le monde macroscopique
est-il né du monde microscopique ? et quel est le mécanisme de travail de ce dernier 7. D’ou le
besoin de repenser certains des fondamentaux de la physique, ainsi que la nécessité d’interpréter
les phénomenes naturels d’une maniere nouvelle et dans une perspective différente qu’aupara-
vant. Cela a amené les physiciens a revoir la structure des matériaux dans I'univers et a réviser

leur concept de ’atome comme la plus petite unité dans la construction de la matiere.

Au début du XX° siecle, une révolution majeure secoue le monde de la physique et la commu-
nauté scientifique est préte a recevoir une nouvelle ere communément appelée physique moderne
[2]. Plus précisément, dans cette ére, la naissance de la plus grande révolution scientifique a été
annoncée, dans laquelle tout part de I’atome, connue sous le nom de physique quantique. Cette
derniere, qui a apporté et continue d’apporter I'un des changements les plus importants dans
notre compréhension du monde atomique. En revanche, la physique quantique s’est concentrée
dans son contenu sur les systemes expliqués par des théories telles que la mécanique quantique
et la théorie quantique des champs [3]. En effet, la mécanique quantique est considérée I’outil
fondamental qui permet la description et ’étude des phénomenes physiques a une échelle in-
finiment petite, I’échelle dans lequel les lois de la mécanique classique cessent d’étre valables.
Avec cela, nous pouvons dire que la mécanique quantique cherche le monde des phénomenes
ultra-petits et ultra-rapides, et elle peut étre brievement définie comme un ensemble des prin-
cipes et des théories qui permettent d’expliquer le comportement de la matiere et de 1’énergie.
Historiquement, 1’évolution de la mécanique quantique a connu plusieurs étapes distinctes, cha-
cune d’entre elles impliquait des interprétations différentes et parfois opposées, alors qu’elle
était fondée sur un certain nombre d’hypotheses. La premiere étape, pour une longue série de
succes, remonte au physicien Max Planck qui, en 1900, a introduit 1'idée de quantification de
I’énergie afin d’arriver a une explication de la nature de la lumiere émise par les atomes. Il a

prouvé, en quelque sorte, que les échanges d’énergie entre la matiere et la lumiere se font par des
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quanta discrets et non de fagon continue comme le prédit de la théorie classique [4]. En 1905, le
physicien Albert Einstein adopta cette idée de quantification et montra, a partir de I’hypothese
que la lumiere elle-méme était constituée de grains discrets, plus tard appelés photons, qu’il
était possible d’expliquer certains phénomenes tels que le rayonnement du corps noir et 'effet
photoélectrique. Puis en 1913, Niels Bohr a partiellement répondu a cette question en publiant
un article scientifique, en s’appuyant sur les idées de Planck et d’Einstein, dans lequel il propose
un modele intégré de ’atome de sorte que les électrons tournant autour du noyau sur certaines
orbites. Ce modele était connu sous le nom de modele de Bohr de 'atome d’hydrogene. De
son coté, le physicien Louis de Broglie a proposé en 1924 sa théorie selon laquelle les atomes
ont une nature ondulatoire tout comme elles ont une nature ponctuelle ou matérielle. Dans ce
cadre, I'électron n’est donc pas completement solide, mais prend plutot la forme d’un nuage

électronique aux propriétés ondulatoires.

Afin de révéler encore plus la réalité de ce monde atomique, nombreux physiciens se sont
précipités a la recherche d’une description ondulatoire de la matiere, ce qui nécessitait une
équation physique décrivant 1’évolution de l'onde dans le temps. Effectivement, a 'aide des
équations dites différentielles, Erwin Schrodinger a pu dériver sa célebre équation qui porte
aujourd’hui son nom [5]. L’équation de Schrédinger était si brillamment capable de décrire le
mouvement ondulatoire des particules atomiques qu’elle s’avéra rapidement son importance
dans la description du modele de I'atome d’hydrogene. Malgré cela, le physicien Max Born a
montré que la solution de I'équation de Schrédinger ne donne que les probabilités dans lesquelles
la particule atomique peut exister et ne dit rien sur sa nature. En 1925, avant que Schrodinger
ne formule son équation, Werner Heisenberg utilisa un outil mathématique qui n’était pas tres
courant en physique a I’époque. Au lieu des équations différentielles utilisées par Schrodinger,
Heisenberg a utilisé ce qu’on appelle des matrices. Le probleme avec ces matrices, comme Born
I’a noté plus tard, était qu’elles n’étaient pas commutantes, pourtant leur utilisation a conduit

au principe d’incertitude qui a été introduit par Heisenberg peu de temps apres.

Dans les années qui suivirent, les caractéristiques de 1'image réelle du monde atomique ont
commencé a devenir clair, la ol la nature des particules et la nature de 'onde sont entrelacées
dans les microparticules. En 1926 précisément, les physiciens Oskar Klein et Walter Gordon ont
réussi a découvrir leur célebre équation, I’équation de Klein-Gordon, pour décrire le mouvement
des particules connu sous le nom de bosons apres avoir trouvé la meilleure facon de modifier

I'équation de Schrodinger pour adapter a la relativité restreinte [6]. Il est suivi rapidement par
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Paul Dirac en 1928, avec sa théorie selon laquelle les approches de Schrédinger et Heisenberg
étaient, en fait, deux représentations de la méme algebre linéaire. Cette théorie I'a amené a
employer les mathématiques d’une maniere idéale qui a rassemblé les idées de Schrodinger et
de Heisenberg dans un cadre complet et unique qui a été résumé dans son équation d’onde
relativiste [7, 8]. Toutes ces équations ont finalement conduit a la création de deux types de
mécanique quantique : la mécanique quantique non relativiste et la mécanique quantique rela-

tiviste.

Ainsi, les années ont passé et les idées de la mécanique quantique se sont cristallisées et
développées avec elles de plus en plus pour révéler aux scientifiques d’autres nouveaux faits et
mysteres sur le monde des atomes, ont été réduits sous forme d’équations physiques mathématiq-
ues, chacune avec sa propre formule et structure. En fait, ces équations ont joué un role clé
en décrivant théoriquement ce monde et en révélant ses premieres réalités. Outre ’équation
de Schrédinger, qui a marqué un tournant dans la mécanique quantique, ’équation de Klein-
Gordon, qui décrit le mouvement des particules relativistes de spin-0, et I’équation de Dirac, qui
a distingué par sa cohérence mathématique et sa description du comportement des particules re-
lativistes de Spin—%, I'équation de Duffin-Kemmer-Petiau [9, 10, 11] est venue accompagnée par
d’autres merveilles de ce monde atomique. Cette derniere est I'une des équations de mécanique
quantique relativistes les plus puissantes qui fournit une bonne base théorique pour le compor-
tement des particules. D’un point de vue mathématique, I’équation de Duffin-Kemmer-Petiau,
en bref I’équation de DKP, est une équation relativiste du premier ordre décrivant le mouve-
ment a la fois des particules scalaires et vectorielles i.e. les particules de spin-0 et de spin-1. De
plus, il s’agit d’une extension du formalisme covariant de I’équation de Dirac, sous laquelle les
matrices gamma v de Dirac sont remplacées par des matrices béta S qui réalisent une algebre

complexe dite algebre de DKP.

Récemment, 1’étude des équations de la mécanique quantique relativiste, en particulier I’équation
de Dirac et ’équation de DKP, a suscité beaucoup d’intérét chez plusieurs chercheurs. Cela est
du au role primordial qu’elle joue dans la compréhension profonde et précise de la physique
quantique en général, et de ses applications étendues dans la résolution des problemes de la
physique des particules et de la physique nucléaire en particulier [12, 13]. Sans oublier les
applications concretes telles que les centrales nucléaires, le laser, 'TRM en médecine ou les ordi-
nateurs, et dont les propriétés de fonctionnement ne peuvent étre comprises que dans le cadre de

la physique quantique et de ses équations. Cet intérét a leur égard a contribué au développement
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et a l'accélération du rythme de la recherche scientifique, ce qui s’est traduit par une diversité et
une multiplicité de résultats dans les deux directions théoriques et expérimentales. Cependant,
il reste encore des aspects et des lacunes qui n’ont pas été abordées et étudiées, ou ils sont restés
sous forme des questions ouvertes, auxquelles nous devons répondre afin que cela n’entrave pas

le processus de recherche.

Dans cette these, nous étudierons et résoudrons quelques problemes liés a la mécanique quan-
tique et a ses équations. En s’appuyant sur de nouvelles méthodes et techniques ainsi que sur
des outils mathématiques, qui ne peuvent pas étre séparés du cadre fonctionnel de la mécanique
quantique, ces problemes seront abordés. Plus précisément, nous étudierons et résoudrons deux
types de problemes associés a deux équations fondamentales en mécanique quantique relativiste,
a savoir I’équation de Dirac et ’équation de DKP. En premier lieu, nous traiterons 1’équation
de Dirac dans le contexte des potentiels non centraux, au cours de laquelle nous contribuerons
a élargir les limites de certaines études précédentes par notre utilisation du potentiel de Cor-
nell généralisé en forme de double anneau modifié. En adoptant une nouvelle approche, nous
résoudrons cette équation dans le cadre de problemes quasi-exactement résolubles. Cette étude
fait 'objet de notre article [14]. Ensuite, nous étudierons et résoudrons I’équation de DKP pour
les particules de spin-0 et de spin-1 dans toutes les dimensions en présence d’une interaction
électromagnétique. Pour enrichir davantage 1'étude, nous présenterons quelques points impor-
tants et applications différentes. L’étude liée a 1’équation de DKP pour les particules de spin-0

et de spin-1 a (1 4 1) dimensions a été publiée dans AIP Conference Proceedings [15].
La these comporte essentiellement trois chapitres de la maniere suivante :

Nous commencons d’abord par une l'introduction générale, qui sert d’arriere-plan historique
de la mécanique quantique, o on a essayé de révéler les points principaux du cheminement
des idées a travers lesquelles la physique en général et la mécanique quantique en particulier
sont passées. Ces idées qui, a leur tour, ont permis la naissance de nombreuses équations phy-
siques. Parmi elles, I’équation de Dirac et 1’équation de DKP qui relevent des équations de la

mécanique quantique relativiste.

Dans le premier chapitre, les équations clefs de la mécanique quantique ainsi que les concepts et

les résultats auxiliaires nécessaires pour la suite sont présentés de fagon plus ou moins détaillée.

Le chapitre deux est consacré a la résolution de 1’équation de Dirac avec un potentiel de Cor-

nell généralisé en forme de double anneau modifié dans le cadre de problemes quasi-exactement
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résolubles. Tout d’abord, nous présentons les aspects mathématiques de I’équation de Dirac dans
le cas de la symétrie du spin, au cours de laquelle elle se transforme en une équation du type
Schrodinger. En plus, a 'aide de la procédure de séparation des variables, nous déterminons
I’équation azimutale, polaire et radiale correspondante a 1’équation de Dirac et montrons la
solution de chaque équation en utilisant, respectivement, la méthode fonctionnelle de ’ansatz
de Bethe et I'équation différentielle de Heun biconfluente. Ceci est suivi d’une présentation
des solutions d’états liées et leurs valeurs propres d’énergie correspondantes. Enfin, quelques

résultats numériques sont introduits.

Au troisieme chapitre, nous étudions et résolvons 1’équation de DKP pour les particules de
spin-0 et de spin-1 dans toutes les dimensions. Premierement, une relation explicite est établie
entre I’équation de DKP pour les particules de spin-0 dans toutes les dimensions et 1’'équation de
Klein-Gordon en présence d’une interaction électromagnétique. Dans le cadre de cette relation,
deux applications différentes sont présentées. La premiere application représente dans le calcul
de la solution du type Volkov de I’équation et la deuxieme dans la résolution de 1’équation de
DKP sous un puits de potentiel carré avec une masse dépendante de la position comme cela se
fait dans la référence [16]. Pour les particules de spin-1 a (1 + 1) dimensions, les mémes lignes
sont suivies comme dans le cas des particules de spin-0, avec seulement la deuxieme application
adoptée. Concernant les dimensions (1 + 2), nous montrons que résoudre ’équation de DKP
dans un champ électromagnétique, i.e. résoudre le systeme de dix équations différentielles du
premier ordre couplées, équivaut a résoudre un systeme d’équations différentielles du second
ordre a trois composantes. A titre d’applications, nous étudions et résolvons le dernier systeme
dans le cas des particules libres et essayons de calculer sa solution du type Volkov dans le
cas général. De maniere similaire, les dimensions (1 + 3) sont traitées. Dans ces dimensions,
nous montrons que résoudre 1’équation de DKP équivaut a résoudre un systeme d’équations

différentielles du second ordre a quatre composantes.

Finalement, nous concluons par un récapitulatif des principaux résultats.



CHAPITRE 1

ASPECTS MATHEMATIQUES DES
EQUATIONS DE LA PHYSIQUE
MATHEMATIQUE

1.1 Introduction

Malgré la complexité de ses idées et 'ambiguité entourant sa terminologie, la mécanique
quantique reste 'une des meilleures et des plus étranges théories scientifiques. Les mysteres,
les surprises et les paradoxes dont elle a été témoin au cours de ses étapes de construction,
a commencer par le fait qu’elle a bouleversé la pensée classique, ont entrainé des évolutions
fondamentales qui en ont fait I'un des piliers de la science contemporaine. En fait, le succes de
la mécanique quantique dans la description du monde atomique et subatomique a mené a une
révolution scientifique majeure par laquelle les normes et les criteres de recherche ont changé.
La caractéristique la plus notable de son succes est peut-étre son établissement des premieres

équations qui ont contribué de maniere significative a révéler les faits du petit monde.

Dans ce chapitre, nous donnons un apercu de quelques équations pionnieres en mécanique
. 7 Z 4 : 7

quantique. A cet égard, nous commencons par présenter 1’équation d’onde fondamentale en

mécanique quantique, a savoir 1’équation de Schrodinger, qui décrit I’évolution de la fonction

d’onde d’une particule massive au cours du temps d’'un point de vue non relativiste. Par la suite,
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nous introduisons quelques équations d’onde relativistes qui considerent le cadre le plus appro-
prié pour décrire le mouvement des particules relativistes ou elles sont déterminées principale-
ment en fonction de leurs spins. Plus précisément, nous présentons 1’équation de Klein-Gordon,
qui est la version relativiste de I’équation de Schrodinger décrit le mouvement de particules sans
spin, i.e. les particules de spin-0. Puis, I’équation de Dirac qui décrit le comportement des parti-
cules de spin—%. Enfin, nous concluons avec ’équation de DKP qui décrit le mouvement a la fois
des particules de spin-0 et de spin-1. Pour acquérir une connaissance physique et mathématique
complete sur toutes ces équations, nous introduisons avant tout quelques notions de base, ainsi
que des concepts et des faits nécessaires qui s’y rapportent et qui seront largement utilisés par

la suite.

Nous indiquons que, tout au long de la these, nous adoptons les unités naturelles A = ¢ = 1.

1.2 Concepts préliminaires et outils mathématiques

En physique, le concept d’espace-temps est une représentation mathématique de I'espace et
du temps comme deux notions inséparables et s’influencant 'une ’autre. Cette représentation
combine les trois dimensions de l’espace avec la quatrieme dimension du temps. Un point de

I'espace-temps est exprimé par le quadrivecteur [17]

= (t,x)

= (2%t 2% %), (1.1)

ou la premiere composante est dite composante temporelle et les trois suivantes composantes
spatiales. Un quadrivecteur peut exister sous deux formes dites covariante et contravariante. x*
est la version contravariante d'un quadrivecteur. Le passage a la version covariante x,, s’effectue
en utilisant le tenseur métrique de Minkowski g,,, comme suit
14

Ty = Gul ,

avec
Ty = (tv —Ji)

= (20,21, 22,23), (1.2)
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et
1 0 0 0
» 0O -1 0 O
Guw =9 = )
0O 0 -1 0
0O 0 0 -1
ainsi que
zo = 2" et xi:—:pi, 1=1...3.

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs x*, y* s’obtient en contractant les composantes

contravariantes de I'un avec les composantes covariantes de ’autre
z-y = aty, = zuyt = 2%y’ — xy. (1.3)

La forme la plus générale de ce produit scalaire peut étre écrite par la convention de sommation

d’Einstein comme ;
Ty = Zx“y#. (1.4)
pn=0
On définit le carré de la norme du quadrivecteur z* de la fagon suivante
2? =aly, =) — x°. (1.5)
Opérateur gradient

Dans le formalisme tensoriel, on définit 'opérateur gradient par ses composantes covariantes 0,

0 o o0 0 0 0
%= g0 = (g amamas) = (7). (16)

Les composantes contravariantes 0" s’obtiennent simplement par

comme [17]

0 0
v gy — 2 L . 1.
o = g"o, o, <8t’ V) (1.7)

La contraction de 'opérateur gradient avec lui-méme donne 'opérateur invariant de Lorentz [

qui n’est autre que le D’Alembertien

2
0 =0"0, = % — A, (1.8)

ou A est 'opérateur laplacien.
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Quadrivecteur courant

Dans le cadre relativiste, on décrit a la fois la densité de charge p et la densité de courant 3 par

un quadrivecteur courant [17]
i =(p.3)- (1.9)
L’équation de conservation de la charge, également appelée I’équation de continuité, s’écrit alors

simplement
dp
ot

Cette équation peut étre mise sous forme covariante

+V-j=0. (1.10)

95" = 0. (1.11)

Il convient de noter que l’équation de continuité représente la conservation d’une quantité
physique a travers une densité dans une zone de surface en fonction d’un courant a travers

cette zone.

Tenseur du champ électromagnétique

Un tenseur est généralement une fonction des coordonnées de ’espace, défini dans un espace a

k composantes, ol k est I'ordre du tenseur. La notion de tenseurs constitue

n dimensions par n
une généralisation des notions de vecteurs et de formes linéaires. En physique, les tenseurs sont
utilisés pour décrire et manipuler diverses grandeurs et propriétés physiques ou ils fournissent
un cadre mathématique concis qui permet la formulation et la résolution des problemes de
physique dans des domaines tels que la mécanique des fluides, ’électrodynamique (tenseur

électromagnétique, tenseur de Maxwell ...) et autres.

Le champ électromagnétique, dans sa forme moderne, est représenté par un seul objet mathéma-
tique qui est le tenseur électromagnétique. Ce dernier permet de décrire la structure de ce champ
en un point donné, ou certaines de ses composantes s’identifient a celles du champ électrique E
et d’autres a celles du champ magnétique B. En fait, pour décrire le champ électromagnétique
dans ce formalisme, on peut partir du potentiel scalaire V' et du potentiel vectoriel A, dont les

champs E et B se déduisent par [18]

0A
E = -VV-— (1.12)

B = VxA. (1.13)

10
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Le quadrivecteur potentiel associé A* s’écrit ainsi
At = (V, A). (1.14)

mp électromagnétique lui-mém mp électriqu magnétiqu représenté
Le cha électromagnétique 1 éme, cha élect e E et magnétique B, est représenté
par un tenseur antisymétrique de composantes contravariantes F*. On peut relier ce tenseur

au quadrivecteur potentiel A* par la relation
FH = —F"F = gF AV — 9" AX. (1.15)
Sous forme matricielle, le tenseur de champ électromagnétique s’écrit

0 -B —-E, —F4
E,, 0 —By By
By By 0 -B
Es —B, B 0

P =

Fonctions et valeurs propres d’un opérateur

Nous rappelons maintenant quelques définitions et propriétés relatives aux opérateurs linéaires
qui apparaissent tres souvent dans les problemes de physique. Un opérateur, en mécanique

quantique, est une application linéaire d’un espace de Hilbert dans lui-méme.

Définition 1.2.1. [19] Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel réel ou compleze muni

d’un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

Définition 1.2.2. [19] Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert Hy d valeurs

dans un espace de Hilbert Ho.

L opérateur linéaire noté A" défini de Hy dans H, est dit opérateur adjoint de A si l’on a pour

tout ¢ € Hy et U € Hy
<A ¢a \I[)"HQ = <¢7 AT\II>’H1'

Propriétés 1.2.1. [19] Soient Ay, Ay € L(H1,Hz). Alors, on a les relations suivantes

11



1.3. Equation de Schrédinger

Définition 1.2.3. [19] Un opérateur linéaire A défini dans un espace de Hilbert complexe est

dit hermitien st

A= A

Définition 1.2.4. [19] L'opérateur H est dit Hamiltonien si H est un opérateur linéaire et

hermaitien par rapport a [’espace de Hilbert.

L’opérateur hamiltonien est utilisé dans de nombreux domaines de la physique, parmi eux la
mécanique quantique. Du point de vue de cette derniere, ’hamiltonien d’un systeme est noté

A

H.

Définition 1.2.5. [20] L’hamiltonien H est un opérateur correspondant & Uénergie totale de
ce systeme, y compris l’énergie cinétique et [’énergie potentielle, ou il peut prendre la forme

=1
H=—A+V
2 + (w)7

ot %A est l'opérateur associé a 'énergie cinétique et V(x) est l’énergie potentielle.

Définition 1.2.6. [21] On dit que V est une fonction propre de l'opérateur linéaire A, si cetle

fonction n’est pas identiquement nulle et si
AV = \U,
ou X € C est la valeur propre associée a la fonction propre V.

Remarque 1.2.1. A chaque valeur propre correspond une fonction propre.

Les valeurs propres de ’équation de Schrodinger, qui seront abordées dans la section suivante,
représentent les énergies possibles que peut avoir le systeme s’il est dans un état d’énergie bien
défini. Chaque fonction propre, de I’hamiltonien, est I’état du systeme lorsque son énergie est

égale a la valeur propre associée.

1.3 Equation de Schrodinger

L’équation de Schrodinger est 'un des premiers succes qui marque le XX siecle et qui a
grandement contribué a jeter les fondements de la théorie quantique. Cette équation, concue
par le physicien Erwin Schrédinger en 1925, est principalement ’équation non relativiste fon-

damentale en mécanique quantique. Elle décrit 1’évolution temporelle et spatiale de I’état d’un

12



1.3. Equation de Schrédinger

objet quantique représenté par une fonction d’onde et permet également d’expliquer les niveaux
d’énergie des électrons dans les atomes. En fait, I’équation de Schrodinger considérée comme
la contrepartie quantique de I’équation de Newton en mécanique classique ou des équations de
Maxwell en électromagnétisme. D'un point de vue mathématique, I’équation de Schrodinger est
une équation aux dérivées partielles, du premier ordre par rapport au temps et de deuxieme
ordre par rapport aux coordonnées spatiales, décrivant 1’évolution au cours du temps de la

fonction d’onde d’un systeme quantique.

L’équation de Schrodinger prend plusieurs formes différentes selon la situation physique. On
considere tout d’abord le cas d’une particule libre de masse m ou ’équation de Schrédinger se
met sous la forme [22]

(e, t) 1

i = g A1), (1.16)

ol ¢ est I'unité imaginaire et 1 est la fonction d’onde. On peut introduire 1'opérateur Hamilto-
nien

. 1

H=——A,

2m

qui coincide ici avec I’énergie cinétique, et on obtient ainsi une écriture compacte de I’équation
de Schrodinger

0

iy = M. (1.17)

Cette équation différentielle est évidemment satisfaite par des solutions de la forme
Y(x,t) = Ae'e—wt), (1.18)

ou A est une constante, k est le vecteur d’onde et w est la pulsation, avec k et w vérifient la
relation de dispersion w = % Grace aux relations de Broglie sur I'impulsion p = k et 1’énergie

de la particule F = w, la forme (1.18) devient
Y(x,t) = Ae'PeEY, (1.19)

D’une fagon générale, quand la particule est soumise a l'influence d’un potentiel V' (x,1t),

I’équation de Schrodinger est présentée sous la forme

ov(@t) 1

o = g A ) + V(). t), (1.20)

7
avec sa nouvelle valeur d’hamiltonien

.-
H=—A+V(zt). (1.21)

13



1.3. Equation de Schrédinger

1.3.1 Fonction d’onde

La fonction d’onde en mécanique quantique est la description mathématique la plus complete
qui peut étre donnée a un systeme physique. Les solutions de ’équation de Schrodinger, qui
sont représentées par la fonction d’onde, décrivent non seulement des systemes moléculaires,
atomiques et subatomiques, mais aussi des systémes macroscopiques, ce qui permet de fournir
toutes les informations relatives au systeme quantique. En mathématiques, la fonction d’onde
1 est une fonction complexe appartient a 1’espace de Hilbert H et remplit certaines conditions.
Parmi ces conditions, cette fonction et ses premieres dérivées doivent étre continues, ainsi qu’elle
doit étre normalisée. Il convient de noter ici que I'espace de Hilbert H est un espace vectoriel,
en général de dimension infinie, construit sur le corps des complexes C et muni du produit

scalaire noté (p, ). Il s’exprime en terme des fonctions d’onde correspondantes comme

(o,0) = / o (@) () de,

ou ¢* représente le complexe conjugué de .

En fait, ’équation de Schrodinger est divisée en deux types : I'un dans lequel le temps apparait
explicitement et décrit ainsi comment la fonction d’onde d’une particule évoluera dans le temps.
L’autre est I’équation dans laquelle la dépendance temporelle a été supprimée, et qui est connue
sous le nom d’équation de Schrodinger indépendante du temps ou d’équation de Schrodinger
stationnaire et se trouve décrire, entre autres, quelles sont les énergies de la particule. Dans ce
qui suit nous nous intéresserons a rappeler quelques faits importants concernant la deuxieme

équation qui ne dépend pas du temps.

1.3.2 Equation de Schrodinger indépendante du temps

L’équation de Schrodinger pour une particule de masse m soumise a un potentiel indépendant
du temps V (x) est donnée par [23]
(1)
ot

Cette écriture est utilisée lorsque ’hamiltonien lui-méme ne dépend pas du temps, mais plutot

?

_ —%A@/}(m,t) + V(@) b). (1.22)

de ’espace seulement

. -1
H=_—A+V(@) (1.23)

L’équation de Schrodinger indépendante du temps peut étre obtenue a partir de la version

dépendante du temps en supposant une dépendance temporelle triviale de la fonction d’onde,

14



1.3. Equation de Schrédinger

appelée état stationnaire, comme suit [24]

U(x,t) = P(x)e . (1.24)

Cela n’est possible que si 'hamiltonien n’est pas une fonction explicite du temps, sinon I’équation
n’est pas séparable en ses parties spatiales et temporelles. L’opérateur i% peut alors étre rem-
placé par E. Ainsi, ’équation de Schrédinger indépendante du temps (1.22) s’écrit sous la forme

compacte

Ey = Hip. (1.25)
Cette équation est caractérisée mathématiquement en ce qu’elle donne une équation aux valeurs
propres du systeme. Autrement dit, ’équation de Schrodinger indépendante du temps (1.25) est
I’équation aux valeurs propres de 'opérateur hamiltonien H: I’application de H A la fonction
propre ¥ donne la méme fonction, multipliée par la valeur propre correspondante E. Les énergies
du systeme sont donc les valeurs propres de I'opérateur H. Par contre, les fonctions propres de

H sont les fonctions d’onde qui décrivent les états stationnaires appelés encore états propres.

Il faut noter ici que I’équation de Schrodinger dépendante du temps est une équation générale qui
donne I’évolution de la fonction d’onde, quel que soit I’état de la particule. Alors que I’équation
de Schrodinger indépendante du temps permet de trouver, parmi tous les états possibles de la

particule, ceux qui sont stationnaires.

1.3.3 Densité de probabilité et de courant

La représentation d’'un état quantique peut étre décrite par une fonction d’onde 1, qui,
elle-méme, est interprétée comme une amplitude de probabilité de présence de la particule,
tandis que le module carré de cette fonction d’onde, sous la forme la plus générale, représente

la densité de probabilité [25]

p == [ (1.26)
alors que la densité de courant est définie de la maniere suivante
—1
| = — (Y*Vy —pVyr). 1.27
j=5 - WVY -9y (1.27)
L’équation de continuité, reliant la densité de probabilité p et la densité de courant 3, est donnée
par
dp
g — L.
wl o TV
= 0. (1.28)
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Pour I'état stationnaire, la densité de probabilité est indépendante du temps

p = w*(w)eiEtl/J(w)e_iEt
= () (1.20)

1.4 Equation de Klein-Gordon

L’équation de Klein-Gordon, parfois également appelée équation de Klein-Gordon-Fock et
abrégée en équation de KG, est la premiere équation d’onde relativiste, formulée en 1926 comme
une version relativiste de ’équation de Schrodinger. Elle a été fondée indépendamment par les
physiciens Oskar Klein et Walter Gordon qui ont adopté, a travers elle, une nouvelle approche
de la mécanique quantique notamment de la mécanique quantique relativiste. Plus précisément,
cette équation est une équation différentielle du second ordre par rapport au temps ainsi qu’a
I’espace et est ’équation la plus appropriée pour décrire correctement les particules relativistes

ayant un spin-0, telles que les pions et le boson de Higgs.

L’équation de KG interagissant avec un champ électromagnétique prend la forme [26]
(D"D,, +m?*)y = 0, (1.30)

ou D, = (0, + ieA,) est la dérivée covariante, m est la masse de la particule et ¢ est la
fonction d’onde. Pour une particule libre, on peut écrire ’équation de KG (1.30) en utilisant
un changement, consiste a remplacer la dérivée covariante D,, par la dérivée 0, qui conduit
simplement a l’écriture suivante

("0, +m*)y = 0. (1.31)

Cette équation est connue sous le nom de I’équation libre de KG. Les solutions, sous forme

d’ondes planes, de cette équation s’écrivent

Y = Ce "
= (Ceilpa—bt) (1.32)
ou C' est une constante de normalisation et p = —iV est I'opérateur d’impulsion tandis que

E = ++/p? + m? représente 1'énergie de la particule, pouvant étre positive ou négative. Ainsi,
I’équation libre de KG possede deux solutions différentes, I'une avec I’énergie positive et 'autre

avec 'énergie négative. Par conséquent, il y a une différence dans ce que les solutions de
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1.4. Equation de Klein-Gordon

I’équation libre de KG décrivent. Ces deux solutions sont définies pour décrire deux particules
distinctes : la particule et l'antiparticule. La particule d’énergie négative est définie comme

I’antiparticule.

1.4.1 Densité de charge et de courant

D’autres aspects importants liés a I’équation libre de KG, a savoir la densité de charge et de
courant, sont présentés dans cette partie. L’équation de continuité correspondant a 1I’équation

libre de KG est définie de la maniere suivante [26]

dp .
T iwv.i=0 1.33
o TV (1.33)
ou la densité s’écrit
0 oY o™
= — | "= — 1.34
P 2m<¢8t at)’ (1.34)
et la densité de courant prend la forme
J=5-W'VY—yVyr). (1.35)

2m

Un aspect intrigant de la densité p est qu’elle n’est pas définie positive. Par conséquent, elle
ne peut donc pas étre interprétée directement et de maniere cohérente comme une densité de
probabilité, mais plutot comme une densité de charge électrique. En recourant a ’approche
de Pauli et Weisskopf [27] basée sur la symétrie de charge, I’équation de continuité (1.33) est
multipliée par la charge élémentaire e, de sorte que les valeurs négatives de la densité p dans
ce cas deviennent raisonnables. La raison la plus profonde a cela est liée au fait que 1’équation
de KG est du second ordre dans le temps, de sorte que nous devons connaitre a la fois 1 et %—f

pour un ¢t donné. De plus, a l'existence des solutions pour ’énergie négative.

A partir de 1a, deux difficultés majeures de ’équation de KG peuvent étre identifiées : I’existence
de solutions d’énergie négative, pour lesquelles nous n’avons aucune interprétation physique, et
le manque de densité de probabilité définie positive. Pour ces raisons et d’autres, I’équation de
KG a été considérée comme insatisfaisante dans les années qui ont immédiatement suivi son
introduction. Elle a depuis été réhabilitée et est maintenant considérée comme une équation

d’onde respectable décrivant des particules relativistes de spin-0.
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1.5. Equation de Dirac

1.5 Equation de Dirac

Afin de surmonter les difficultés rencontrées a 1’équation de KG et d’éviter tous les para-
doxes et obstacles qui découlent de l'existence de dérivées du second ordre. Le physicien et
mathématicien Paul Dirac a cherché a trouver une équation d’onde alternative a elle, dans la-
quelle les dérivées du temps et de ’espace sont du premier ordre. Effectivement, Dirac parvient
a proposer, en 1928, une équation différentielle du premier ordre qui décrit mathématiquement
le mouvement de particules élémentaires de spin—% d’un point de vue relativiste et qui porte son
nom. Cette équation de Dirac a introduit un nouveau type d’objet mathématique, ou elle uti-
lisait des matrices au lieu de quantités standard et qu’elle permettait également une meilleure
compréhension du mouvement de certaines particules comme les électrons, les quarks et les

neutrinos.

L’équation de Dirac peut étre exprimée dans la version de Schrédinger, relativiste et covariante,

en présence d’'une interaction électromagnétique comme suit [28]

R
iy = H, (1.36)

ol 1 est la fonction d’onde et H est I'hamiltonien de Dirac défini par

H = eV +a(—iV —eA) + fm,

avec « et (8 sont les matrices de Dirac satisfaisant les relations d’anticommutation

o = pE=1, (1.37)
a0 = —OQG0g, Z,j = ]_, 27 3 et 1 7& j, (138)
o = —fa. (1.39)

Le choix de ces matrices n’est pas unique : différents choix sont appropriés pour éclairer

différentes propriétés de ’équation de Dirac. Nous utiliserons la représentation dite Pauli-Dirac,

0 0; I 0
() () o

ou 0, I sont respectivement la matrice nulle et unité de dimensions 2 x 2 et o; sont les matrices

dans laquelle

de Pauli données par

( 0 1 ) ( 0 —i > ( 1 0 )
01 = s 09 = s 03 = . (141)
1 0 1 0 0 —1
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1.5. Equation de Dirac

Puisque «; et 8 sont des matrices de dimension 4 x 4, cela montre nécessairement que la fonction

d’onde 9 dans I’équation de Dirac prend la forme d’une matrice colonne a quatre composantes

¢ = (¢1; w27 1/)37 2/}4)T‘
L’équation de Dirac (1.36) peut étre écrite sous forme covariante comme suit [29]
(iv*D, —m)p = 0, (1.42)

ou v, p=0...3, sont des matrices de dimension 4 x 4, D,, est la dérivée covariante, m est
la masse de la particule et v est la fonction d’onde. Les matrices y*, aussi connues comme

matrices de Dirac, construites de la maniere suivante
= € T = Pay,

et sous une forme plus explicite, sont écrites comme

I 0 . 0 g;
A0 = : N = , (1.43)
0 -1 —0; 0

La matrice 7°, construite & partir des quatre premieres matrices, est définie par

, o I
7’ =iy = :
I 0

avec (75)2 = I. Cette matrice est anticommute avec les autres
P+ 4° = 0.

En I’absence d’interaction, I’équation de Dirac (1.42), sous la forme covariante, devient
(iv"0, —m)y = 0. (1.44)

Pour une particule libre, chaque composante de la fonction d’onde ) doit satisfaire a I’équation
libre de KG. Autrement dit, toute solution de 1’équation libre de Dirac est, pour chacune de
ses quatre composantes, une solution de I’équation libre de KG. On peut le voir a partir de la

décomposition de 1’équation libre de KG
(00, +m*)y = —(iv"d, + m)(iy"9, — m) = 0. (1.45)
Alors, I’équation libre de Dirac a, comme celle de ’équation libre de KG et pour les mémes rai-

sons, des solutions d’énergie positive et négative avec I’énergie de la particule F = 4++/p? + m?2.
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1.5. Equation de Dirac

Plus clairement, il existe quatre solutions indépendantes, dont deux sont positives et deux sont
négatives. Les deux solutions de 1’énergie positive correspondent a 1’électron, tandis que les deux
solutions de I’énergie négative correspondent a un positron. Cette équation d’énergie exige 1’exis-
tence d’antiparticule et précede la découverte du positron, 'antiparticule de 1’électron. C’est

I'une des principales réalisations de la physique théorique moderne.

1.5.1 Densité de probabilité et de courant

L’équation de Dirac conduit, comme l’équation de Schrodinger et 1'équation de KG, a

I'équation de continuité [30]
dp
ot

dans laquelle la densité de probabilité prend la forme

+V-j=0, (1.46)

4
p=1l = [’ (1.47)

i=1

et la densité de courant associée est définie comme

Jj =y, (1.48)

ott T et ¢ = 770 ici désignent, respectivement, le complexe conjugué et I’adjoint de 1.

La densité de probabilité p, comme on peut le remarquer, est une quantité positive. Alors,
I’équation de Dirac résout le probleme de la densité de probabilité négative présenté par

I’équation de KG.

1.5.2 Algebre des matrices de Dirac

Dans cette partie, nous présentons quelques formules et relations que les matrices v réalisent
sans recourir a leur forme concrete dans une représentation ou une autre, qui a leur tour jouent
un role important dans les calculs liés a ’équation de Dirac. Les regles de manipulation de ces

matrices sont entierement déterminées par les relations de permutation [31]

(A" = A At
= 2g", w,v=20,1,2,3 (1.49)

qui expriment toutes leurs propriétés générales.
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Le produit v#~¥, prenant en compte la relation symétrique (1.49) et le quadritenseur matriciel

antisymétrique o = 1 [y#,~"], s’écrit comme suit

v 1 12 v 1 v v
YEyY = 5(7“7 +9"9") + 5(7“7 — )

— g/ﬂ’ + O-IW’ (150)

par contre, le produit scalaire des matrices v par elles-mémes est exprimé par

gw/}/“f)/’/ = 4I4 .

Il est commode d’étendre aux matrices 7y les regles habituelles de montée et de descente d’indices
et de définir la désignation

Yu = G’
et

™=

ou 7;1 représente 'inverse de la matrice 7,. Alors, nous avons comme résultat

Yyt =41y,

De plus, les matrices y* vérifiant les relations utiles suivantes

Y = =297, (1.51)
YA = 49V, (1.52)
YA = 29PN (1.53)

Généralement, v* apparaissent en combinaison avec différents quadrivecteurs comme produits

scalaires
va =Y a,.
Pour ces produits, les relations (1.49) deviennent
(@) (07) + (b7)(ay) = 2(ab),
(ay)(ay) = o,

et les relations (1.51)-(1.53) sont réécrites comme suit

Yulay)y" = —2(ay),
Yulay) (o) = 4(ab),
Yulay)(by) (e = =2(ey)(by)(ay).
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Dans ce qui suit, nous rappellerons un autre point concernant 1’équation de Dirac et qui
joue physiquement un role tres essentiel. Ce point est représenté par la solution du type Volkov
de I'équation de Dirac, ou ce type de solution a considérablement contribué a la compréhension

du monde des électrons.

1.5.3 Solution du type Volkov

L’équation de Dirac a des solutions exactes pour un électron se déplacant dans le champ
d’une onde électromagnétique plane [32]. Ce sont les solutions dites de Volkov, un prototype
de probleme du champ externe dépendant du temps. Ces solutions ont trouvé de nombreuses
applications du fait qu’elles fournissent une base non perturbative pour les phénomenes forte-

ment dépendants du temps.

Dans ce qui suit, nous utilisons une autre forme de I'équation de Dirac connue sous le nom

d’équation quadratique de Dirac, qui prend la forme [30]
(v*4"D,D, — m*)yp = 0, (1.54)

ou 7" sont des matrices de dimension 4 x 4 données par la relation (1.43), D,, est la dérivée
covariante, m est la masse de la particule et ¢ est la fonction d’onde. Le produit D,D, peut

etre écrit en fonction du tenseur de champ électromagnétique £, comme suit

D,D, = % (O A, — 9,4,)

e

=~ F (1.55)
Grace aux relations (1.50) et (1.55), I’équation quadratique de Dirac (1.54) devient
(DD, +m?) Li+ 5o Fu| v = 0, (1.56)

qui est I’équation de KG pour les particules de spin—%. Le deuxieme terme représente l'interac-
tion du spin avec le tenseur de champ électromagnétique F},,. Quand le champ électromagnétique
correspondant A* dépende de 'onde plane ¢ qui prend la forme de produit scalaire de deux

quadrivecteurs comme ¢ = k - x, ot le quadrivecteur & remplit la condition &* = 0, & savoir
At = AM(6), (1.57)
la condition de jauge de Lorenz est alors donnée par

0, A" =k, A" =0, (1.58)
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1.5. Equation de Dirac

ou la prime désigne la dérivation par rapport a ¢. Par conséquent, il vient que
k- A = const =0, (1.59)

parce que la constante peut étre mise a zéro. De plus, le tenseur de champ électromagnétique

est réécrit sous la forme

Fly = kAl — k, Al (1.60)

Prenant en compte le fait que 0,(A*y) = A", et les relations de o*” et F),, mentionnées

ci-dessus, I’équation quadratique de Dirac (1.56) peut étre transformée en
[—0% — 2ie(A) + €2 A% — m? — ie(vk) (vA)] ¢ = 0. (1.61)
Pour résoudre cette équation, on peut supposer une solution de la forme
Y =ePTE(¢), (1.62)

oll p est un quadrivecteur constant et on peut toujours lui imposer la condition p? = m?2. En
insérant la forme (1.62) dans I’équation (1.61), on obtient I’équation différentielle du premier

ordre pour F(¢)
2i(kp)F'(¢) + [—2e(pA) + € A* —ie(vk)(vA")] F(¢) =0, (1.63)

ce qui implique que

I i PN NCPT e(vk)(vA) | _u
Flo)= e / T e | 0o

ou u/+/2pg est un constant arbitraire. Les puissances de (7k)(vA), a partir de la deuxieme, sont

nulles puisque

(VE)(vA) (vk) (vA) = —(vE) (vE) (vA) (v A) + 2(kA) (k) (v A)

— _k2A2
=0.
Il vient alors que ()
e(vk)(vA) e
exp ——————— =1+ ——(7k)(vA). 1.65
20kp) ) (Yk) (vA) (1.65)
Finalement, la solution de I’équation quadratique de Dirac (1.54) est la suivante
b= 14 5o (k) (7A) | Z=e", (1.66)
2(kp) V2po
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1.6. Equation de Duffin-Kemmer-Petiau

ou S est l'action classique du systéme pour une particule se déplacant dans le champ d’une

onde électromagnétique plane définie par

kx

S:—px—/[ip(pA)— 2] ag. (1.67)

2(kp)

1.6 Equation de Duffin-Kemmer-Petiau

Apres le grand pas fait dans la mécanique quantique a travers le travail exceptionnel de
Dirac qui, d'une part, représente dans sa création d'une équation d’onde relativiste décrivant
les particules de spin—% et capable de répondre a l'exigence de covariance relativiste, et, de
I’autre, dans sa contribution significative a interpréter les solutions a énergie négative comme
des antiparticules. Certains chercheurs, au milieu des années 1930, ont efforcé de trouver une
équation d’onde similaire a 1’équation de Dirac décrivant a la fois les particules de spin-0 et
de spin-1. En fait, un premier effort dans cette direction est due au physicien de Broglie qui
a basé ses recherches sur une équation différentielle du premier ordre contenant des matrices
de dimensions 16 x 16 qui sont établies principalement a partir de matrices v de Dirac. Par
la suite, les chercheurs Gérard Petiau, Nicholas Kemmer et Richard Duffin ont fait plusieurs
modifications a I’équation de ce dernier jusqu’a une équation, attribuée a eux, a finalement été
atteint, appelée I’équation de Duffin-Kemmer-Petiau (équation de DKP). Cette équation qui,

en examinant sa composition, semble étre mieux adaptée que les équations de KG relatives aux

particules de spin-0, et a celle de I’équation de Proca qui décrit les particules de spin-1.

L’équation de DKP, également appelée I’équation de Kemmer, est une équation différentielle du
premier ordre qui décrit les particules relativistes scalaires et vectorielles de spin respectivement
0 et 1. Cette équation est, par sa forme, semblable a celle de Dirac ou les matrices v de Dirac
sont remplacées par les matrices § avec une algebre plus compliquée que celle relative aux
matrices v et qui est connue sous le nom de 'algebre de DKP. En présence de l'interaction

électromagnétique, I’équation de DKP est de la forme [33]
(iB“D, — m)y = 0, (1.68)

ou D, est la dérivée covariante, m est la masse de la particule, ¢ est la fonction d’onde de DKP

et 0" sont des matrices singulieres et carrées satisfaisant la relation de commutation

BUBYBA 4 BB B = gt B + g B, (1.69)
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1.6. Equation de Duffin-Kemmer-Petiau

qui définit ce qu’on appelle 'algebre de DKP. Le tenseur métrique de Minkowski ¢"” a la
signature (+ — ——). L’algebre (1.69) a trois représentations irréductibles : une représentation
triviale a une dimension, n’ayant aucun contenu physique, et deux représentations non triviales
dont les dimensions sont 5 et 10 correspondant respectivement aux particules de spin-0 et de

spin-1. Explicitement, pour les particules de spin-0, les matrices " sont définies comme suit

P | 0 i
= , g = 7 i=1,2,3
0" 0 o7 0

avec

0

ks
no
I
/N
o o
|
—_
o o
~_—
e}
w
Il
N
o O
o O
=2
—_
~_—

0,0 et O sont des matrices nulles de dimensions 2 x 3, 2 x 2 et 3 x 3, respectivement, et p’

désigne la matrice transposée de p.

Pour les particules de spin-1, les matrices S* sont données par

0 0 0 0 0 0 e; 0
0 07 0 I 0 , 0T 0 0 —15; ,
/6 - — Y /62 - Y 1= 17 27 3
07 1 0 0 —el 0 0 0
0T 0 0 0 0T —15; 0 0
avec e; et 0 sont données par
er = (1,0,0), es = (0,1,0), es = (0,0,1), 0= (0,0,0),

et I désigne la matrice unité de dimension 3 x 3. Les s; étant les matrices standard non

relativistes du spin-1 de dimension 3 x 3

0 0 0 0 0 i 0 —1 0
si1=1 0 0 - |, Sg = 0 0 0 1: S3= | 1 0 0
0 { 0 —1 0 0 0 0 0

Pour les particules libres, 1’équation de DKP est exprimée par
(¢"0, —m) = 0. (1.70)

Il convient de souligner ici que la fonction d’onde de DKP a cing composantes pour les particules

de spin-0 et dix composantes pour les particules de spin-1.
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1.6. Equation de Duffin-Kemmer-Petiau

1.6.1 Densité de charge et de courant

Comme toutes les équations d’onde précédentes, I’équation libre de DKP contient un courant

qui vérifie ’équation de continuité suivante

dp .

ou la densité s’écrit
p =iy, (1.72)

tandis que la densité de courant j est exprimée comme

3 =By, (1.73)

avec I’adjoint ¢ de 9 est défini par
=1t [2 (8°)* - 1]. (1.74)

Comme dans le cas de I'équation libre de KG, la densité correspondant a 1’équation libre de
DKP n’est pas définie positive. Il est donc nécessaire de recourir a la réinterprétation de Pauli et
Weisskopf [27] qui est basée sur la symétrie de charge. Autrement dit, en multipliant la densité
p par la charge élémentaire e, on passe ainsi de la notion de densité de probabilité a celle de
densité de charge électrique. Il est également remarquable de noter que cette composante est

positive pour les états d’énergie positive et négative pour ceux d’énergie négative.

1.6.2 Algebre des matrices de DKP

Comme dans le cas des matrices v de Dirac, les matrices § satisfont certaines relations
importantes et qui peuvent étre déduites de 1’algebre de DKP (1.69). Parmi les relations les

plus couramment utilisées dans les calculs, on a [34]

prEvEt = B"g",

prar st = 0, p#v#EN
praUpt = 0, p=A#v
BB = [1—(B8)]B",  n#v
BB = B p=v

(B (B")* = (B")*(B")*.
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1.7. Méthodes fonctionnelles pour résoudre des équations différentielles

D’autre part, des matrices 7, définies par
77# - 2(5#)2 - ]-7

on peut aussi déduire les égalités suivantes

(") = 1,
n'n” = n'n",
By = —n"p", v
gt = npt=pyt,
g = (5“)2 g+ A (5“)2 , L=v#N\

Il est important de souligner que dans les relations mentionnées ci-dessus, il n’y a pas de

sommation sur les indices répétés.

1.7 Meéthodes fonctionnelles pour résoudre des équations

différentielles

Dans cette section, nous introduisons quelques méthodes et techniques notables liées a la
résolution des équations différentielles ordinaires. Ces techniques jouent un role privilégié dans
I’analyse et 1’étude de la premiere équation que nous examinerons, ainsi qu’elles permettent de

trouver ses solutions analytiques.

1.7.1 Ansatz de Bethe

La méthode fonctionnelle de ’ansatz de Bethe est I'une des méthodes utilisées pour résoudre
les équations différentielles ordinaires du second ordre, qui s’est avérée efficace pour résoudre cer-
tains modeles physiques. Dans le cadre de la mécanique quantique, cette méthode est considérée
comme 'outil principal qui permet de trouver des solutions exactes pour les niveaux d’énergie

et leurs fonctions propres correspondantes de certains modeles quantiques [35].

Considérons 'équation différentielle ordinaire linéaire du second ordre écrite sous la forme
générale [306]

X(x)% + Y(m)% + Z(x)| S(z) =0, (1.75)
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1.7. Méthodes fonctionnelles pour résoudre des équations différentielles

ou X(z), Y(z) et Z(z) sont des polynomes de degré au plus 4, 3, 2, respectivement, définis

comme , , )
X(x) = Zakxk, Y(z) = Zﬁkxk, Z(x) = ana:k, (1.76)
k=0 k=0 k=0

avec oy, Ok et n, sont des paramétrées.

La solution correspondante a ’équation différentielle (1.75) est construite grace a la méthode
fonctionnelle de I'ansatz de Bethe. Les résultats liés a la résolution de cette équation feront

I’'objet du théoreme suivant.

Théoréme 1.7.1. [36] Etant donné une paire de polynomes X(x) et Y(z), les valeurs des
coefficients ng, M1 et o du polynome Z(x) de sorte que l’équation différentielle (1.75) ait une

solution polynomiale de degré n

S(x) —ﬁ(x—xi), S=1 pourn=0, (1.77)
i=1
avec des racines distinctes xq, o, ..., T, sont données par
2 = —nn—1)as—n B3 (1.78)
m o= —[20n—1as+ ] Y x—n(n—1)ag —nf, (1.79)
i=1
no = —[2(n—1)as+ G5 zn:a:? — 20y zn:a:ixj —[2(n — 1)ag + 5] zn:x,
i=1 i<j i—
—n(n — 1)ay —n f, - 1 (1.80)
ou les racines x1,xs, ..., T, satisfont les équations de ’ansatz de Bethe

n

Z 2 n Bsx? + Boa? + P + Bo

1 3 5 =0, 1=1,2,...,n. (1.81)
1Tyl + azx; + agx; + o +

J#
Les équations ci-dessus (1.78)—(1.81) donnent tous les polynomes Z(x) tels que l'équation

différentielle ordinaire (1.75) ait la solution polynomiale (1.77).

Preuve. Voir le théoréme 1.1 dans [36].

1.7.2 Equation de Heun biconfluente

Afin d’obtenir une apergue plus claire sur I’équation de Heun biconfluente et de la présenter
dans un cadre fonctionnel adéquat, nous commencons d’abord par rappeler quelques faits im-

portants associés a 1’équation de Heun. Cette derniere est une équation différentielle ordinaire
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linéaire du second ordre qui apparait sous diverses formes dans un large éventail de problemes

de mathématiques appliquées. La forme canonique de I’équation de Heun est prise comme [37]

(92u+(7 0 € >8u afx —q

o2 E+x—1+x—a %—i_m(m—l)(x—a)

uw=0, (1.82)

ou u est une fonction complexe d’une variable complexe x et «, 3,7, 0, €, a, ¢ sont des parametres,
généralement complexes et arbitraires, sauf que a # 0 et a # 1. Les cinq premiers parametres
sont liés par la relation

l+a+B8=y+d+e (1.83)

L’équation de Heun (1.82) a quatre points singuliers réguliers 0, 1, a, 0o et les exposants a ces
singularités étant respectivement {0,1,—~}, {0,1,—0}, {0,1, —€}, {a, f}. La somme de ces

exposants doit prendre la valeur 2, c’est ce fait qui donne la relation (1.83).

L’équation de Heun a également plusieurs formes confluentes parmi lesquelles il y a I’équation
de Heun biconfluente qui contient deux points singuliers irréguliers, a savoir, 0 et co de rang 2.

Cette équation s’écrit sous sa forme canonique [37, 38, 39|
i’ + (1+a— B —22%) o + (7—@—2)x—%[5+(1+a)6} u =0, (1.84)
ou «, 3,7 et ¢ sont des parametres arbitraires. A I'aide de la transformation [38]
u(z) = = IH/2 (Brta®)/2q, (1), (1.85)
I’équation différentielle de Heun biconfluente prend la forme suivante
V' (z) + (Ax2 + Bx +C + % + %) v(z) =0, (1.86)
avec
A=—1, B = —p, O:y—iﬁi D:—%é, E =

La transformation (1.85) permet d’énoncer la proposition suivante.
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Proposition 1.7.2. [37] Désignons par u(a, 5,7,d;x) une solution de l’équation (1.84). Par

conséquent, les fonctions suivantes sont également des solutions
u(a, —B,7, —6; —x),
Py (o, —i3, —y, i0; —ix),
Py (a, 08, —y, —id; i),
ru(—a, 8,7, 0;2),
x_“eﬁx+x2u(—a, —if3, —,10; —ix),
xeP (o i, —y, —i0; ix),
ru(—a, — 8,7, —0; —x).

Lorsque « est un entier positif, on peut désigner par N(a, 3,7,0;z) la solution de série de

I'équation de Heun biconfluente (1.84) qui peut étre écrit comme [37, 39|

+oo
A, x"

v(z) = N(a, B8,7,8; 1) :;mma (1.88)
ou
Ay = 1, (1.89)
1
1
Appo = (n+1)ﬁ+§[5+ﬁ(1+a)]} Appi—(n+ 1) (n+ 1+ «)
(v—a—2-2n)A,, n >0 (1.91)
. (a+n)
I'a+n
pu— > . .
(@), =— @ "7 0 (1.92)
Remarque 1.7.1. [37] Lorsque a est un entier négatif, « = —w, w > 1, il est possible de

définir la fonction N en mettant
N(_w7ﬁ7776;x) - -TWN(CU,B,"}/,&; .CE)

La fonction N satisfait les relations fonctionnelles suivantes qui, d’apres la proposition 1.7.2,

sont également des solutions de ’équation (1.84).
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Proposition 1.7.3. [37] Lorsque a n’est pas un entier négatif

N(a,B,7,0;x) = eﬂ’”J’ZgN(a, —if3, —,10; —ix), (1.93)
N(Oé,ﬁ,’%(;;l‘) = N(Oé,—ﬁ,’}/7—(5; —$) (194>

Lorsque o est un entier négatif (o = —w)
N(—w,B,7v,0;z) = z‘“eﬁxﬂgN(—w, —if, —7,10; —iz), (1.95)

A partir des expressions de récurrences (1.89)-(1.91), on peut obtenir les relations suivantes
Ar 4 €4y =0,
Ay + (=P A+ (1 +a)(y —a—=2) 4 =0,
Ao+ 6—n+ D) Bl Apn+(y—a—2-2n)(n+1)(a+n+1)A, =0, n>1

et on peut aussi déduire que la fonction N, définie dans I’équation (1.88), devient un polynéme

de degré n si et seulement si [37]
y—a—2=2n n=0,1,2,3,... et Ani1 =0, (1.97)
o A, ;1 est un polynome de degré n+ 1 en £ = —% [0+ B8 (1+ ).

Remarque 1.7.2. [37] Lorsque a +1 > 0 et § € R, le polynome A, 11 posséde n + 1 racines

réelles.
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CHAPITRE 2

ETATS LIES DE LEQUATION DE DIRAC
AVEC UN POTENTIEL SCALAIRE ET
VECTORIEL NON CENTRAL : UN
POTENTIEL DE CORNELL GENERALISE
EN FORME DE DOUBLE ANNEAU
MODIFIE

2.1 Introduction

L’équation de Dirac est I'une des équations physiques les plus célebres et les plus impor-
tantes qui ont contribué a révéler les secrets du monde atomique et son fonctionnement. Cette
équation occupe une place prépondérante parmi les théories de la physique mathématique en
raison du role extréemement important qu’elle joue dans divers domaines de la physique et des
mathématiques modernes. La structure mathématique riche qui caractérise I’équation de Dirac
a suscité l'intérét de nombreux chercheurs, ce qui est clairement évident par son occupation

d’un large espace d’étude, en particulier lorsqu’il s’agit de lui trouver des solutions sous des
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potentiels centraux et non centraux [40, 41]. A la lumiere de ce qui a été étudié, la plupart des
recherches menées se sont principalement concentrées sur les modeles des potentiels non cen-
traux. Cela est du aux résultats exceptionnels qu’elle fournit par rapport a celle des potentiels
centraux. En fait, 'intérét physique considérable qui est attaché a ce type de potentiels découle
de sa grande contribution a ’extraction des propriétés dynamiques des structures moléculaires
et des interactions [42]. Ainsi, elle fournit une base théorique utile permettant de décrire, par
exemple, l'interaction entre les molécules en forme d’anneau et 'interaction entre les noyaux
déformés [43]. Les potentiels non centraux ont une longue liste de potentiels qui inclut, mais
sans s’y limiter, l'oscillateur d’anisotrope en forme d’anneau [44], le potentiel de kratzer en

forme de double anneau [45] et le potentiel de Woods-Saxon en forme d’anneau [46].

Ces dernieres années, la question de la recherche de solutions de I’équation de Dirac impliquant
les potentiels non centraux a occupé une grande partie de 1’étude en raison de la grande im-
portance qu’elle attache. Cependant, ces études ont conclu que cette équation est exactement
résoluble seulement pour tres peu de potentiels [47]. En plus de cela, les probléemes exactement
résolubles ont des applications finies qui ne répondent en aucun cas aux exigences de la physique
quantique moderne. Tout cela a incité les chercheurs a construire une autre approche basée sur
de nouvelles méthodes de recherche, ce qui a conduit a la détection d’une nouvelle classe de
problemes spectraux de mécanique quantique appelés problemes quasi-exactement résolubles.
Cette classe a tous les avantages des problemes ordinaires exactement résolubles, c¢’est-a-dire
qu’elle permet de modéliser des situations physiques réelles et d’observer des phénomenes non
perturbateurs [48, 49, 50, 51] et, en méme temps, elle peut étre utilisée comme point de référence
dans la réalisation de diverses méthodes approximatives. En raison des avantages qu’elle offre,
I’étude des problemes quasi-exactement résolubles a regu une attention croissante ces derniers
temps, ou plusieurs bons résultats sont apparus a partir des travaux qui ont été présentés le long
de cette ligne [52, 53|. Par contre, son étude a laissé beaucoup de place pour une exploration

plus approfondie.

Dans ce chapitre, nous étudions 1’équation de Dirac en présence d’un potentiel non central.
Plus précisément, nous résolvons I’équation de Dirac avec un potentiel de Cornell généralisé
en forme de double anneau modifié dans le cadre de problemes quasi-exactement résolubles.
Dans la section 2.2, nous présentons le cadre fonctionnel de ’équation de Dirac dans le cas
ou le potentiel scalaire S(7) et vectoriel V(r) sont égaux. Dans la section 2.3, la séparation

des variables est effectuée pour I’équation de Dirac pour un potentiel de Cornell généralisé en

33



2.2. Equation de Dirac avec des potentiels scalaires et vectoriels

forme de double anneau modifié. La section 2.4 est consacrée a la détermination des solutions
azimutales, polaires et radiales de 1’équation de Dirac a I'aide de la méthode fonctionnelle de
I’ansatz de Bethe et 1’équation de Heun biconfluente. Puis, nous donnons les états liés de Dirac
et les valeurs propres associées. Dans la section 2.5, nous calculons numériquement les fonctions
d’onde et les niveaux d’énergie correspondant pour différents nombres quantiques n,l et m. Le

contenu de ce chapitre a été publié [14].

2.2 Equation de Dirac avec des potentiels scalaires et

vectoriels

L’équation de Dirac indépendante du temps pour les particules de masse M en présence a

la fois d’un potentiel scalaire S(r) et d'un potentiel vectoriel V' (r) a la forme [54]
[ p+ B(M + S(r))] ¢(r) = [E = V(r)]d(r), (2.1)

ou p = —iV est lopérateur d’impulsion, E est 'énergie relativiste du systeme, ¥(r) est la

fonction d’onde, tandis que « et 3 sont les matrices de Dirac définies comme

0 g; I 0 .
o= , 8= , i=1,2,3 (2.2)
g; 0 0 —1

avec 0, I désignent respectivement la matrice nulle et unité de dimensions 2 x 2 et o; sont les

matrices de Pauli données par

0 1 0 —1 1 0
01—<1 0), 02—<i 0), 03—<0 _1>. (2.3)

Dans la représentation de Pauli-Dirac, lorsque nous laissons

P(r) = ( #r) ) , (2.4)

la substitution des formules (2.2)-(2.4) dans 1’équation (2.1), donne l’ensemble d’équations

différentielles couplées pour les composantes spinor supérieures ¢(r) et inférieures x(r)

o-px(r) = [E-V(r)—M—5(r)|e(r), (2.5)
o-pp(r) = [E=V(r)+ M+ S(r)] x(r). (2.6)
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Lorsque le potentiel scalaire S(7) est égal au potentiel vectoriel V(r) i.e. le cas de la symétrie

du spin, les équations (2.5) et (2.6) réduisent a

o px(r) = [B—M=2V(r)](r) (27)
o-p
x(r) = =B () (23)

En éliminant x(7) entre ces deux équations, on peut obtenir
[p* +2(E + M)V (r)] p(r) = [E* — M?](r). (2.9)

On considere le potentiel non central, représenté par le potentiel de Cornell généralisé en forme

de double anneau modifié, qui est donné par [14]

L) | )

V(r) =V(r.0.¢) = Vo(r) + —3 eyt (2.10)
ou
As A
Vo(r) = A0r2+A1r+A2+T3+T—24, (2.11)
ap + a1 cos? 0 ay + azsin?é ay as
Vi) = 2.12
1(0) sin? 6 Ly sin? 0 cos2 0 T e’ (2.12)
bo + by cos?(k co + c1sin’(k d
Vg = piheos o) otasihe) b gy
sin” (ko) cos? (ko) sin” (ko) cos?(ko)
avec A;,a;,b.,c., do, 1 =0,1,...,4, 7 =0,1,...,5, kK = 0,1, sont des parametres arbitraires
et k=1,2,3,...

A ce stade, nous donnons certains des cas spéciaux inclus dans le potentiel mentionné ci-dessus :
i)— Cas Va(¢p) =0 et V1(0) =0, on obtient :
1. Pour Ay = As = A4 = 0, ce potentiel revient au potentiel de Cornell.
2. Si Ag = Ay =0, le potentiel (2.10) coincide avec le potentiel de Mie-type.
3. Lorsque A; = A4 = 0, notre potentiel se réduit au potentiel de Killingbeck.

4. Dans le cas Ag = A; = Ay = A4 = 0, le potentiel mentionné ci-dessus correspond au

potentiel de Coulomb.

ii)— Cas Va(¢) =0 et V1(0) # 0, on trouve :
1. Quand A1 = AQ = Ag = A4 = ay = a3 = a4 = a5 = O, le potentiel (210) se

transforme en potentiel de 1'oscillateur en forme de double anneau.
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2.3. Séparation des variables

2. Si Ag=A1 =Ay = Ay = a1 = a3 = ay = a5 = 0, le potentiel mentionné ci-dessus se
change en potentiel de Coulomb en forme de double anneau.

3. Dans le cas A1 = Ay = A3 = as = a3 = a4 = a5 = 0, notre potentiel revient au
potentiel oscillatoire harmonique non sphérique en forme d’anneau.

4. Pour Aj = Ay = A3 = Ay = ay = a3 = a5 = 0, le potentiel (2.10) devient un
potentiel oscillatoire harmonique sphérique en forme d’anneau.

5. 81 Ay = A1 = Ay = Ay = a9 = a1 = as = 0, notre potentiel se transforme en
potentiel de Coulomb plus un nouveau potentiel dépendant de 'angle.

6. Lorsque Ag = A1 = Ay = Ay = a1 = as = a3z = a4 = a5 = 0, le potentiel mentionné
ci-dessus se réduit au potentiel de Hartmann.

7. Dans le cas Ay = Ay = A3 = Ay = a9 = a; = a5 = 0, le potentiel (2.10) se convertir
en potentiel de l'oscillateur harmonique plus un nouveau potentiel dépendant de

I’angle.

iii)— Cas V5(¢) #0 et V1(0) #0, on a :

1. Pour Ag = Ay = Ay = Ay =ay = a3 = a4 = a5 = by = ¢; = dy = 0, notre potentiel

se réduit au potentiel de Coulomb en forme de double anneau de Pdschl-Teller.

2.3 Séparation des variables

Afin de trouver les solutions analytiques de I’équation de Dirac avec le potentiel de Cornell
généralisé en forme de double anneau modifié, nous adoptons, comme premiere étape, sur la
procédure standard de séparation des variables utilisant les coordonnées sphériques. Ceci fera

I'objet de cette section.

L’équation de Dirac (2.9) en coordonnées sphériques est donnée par

10 (,0 1 9/, 0 1 o
[75 ( a) " Zend 90 (Sm%) T Zsmtgag T2 EF MV G.9)| elr.0,9)
= [E® = M?] o(r,6,9). (2.14)

Par analogie avec la pratique habituelle pour un potentiel sphérique, nous laissons

Un,l,m (T)
r

p(r,0,0) = Fim(0,9), (2.15)
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2.3. Séparation des variables

dans laquelle Uy, ; () est la fonction d’onde radiale et F7,,(6, ¢) est la fonction d’onde polaire.

En remplagant la fonction d’onde (2.15) dans 'équation de Dirac (2.14), on arrive a

Uml,m (T) 82E,m(97 ¢)

Finl0.9)0 120 Uninl] _ Vst 3 [y, PFin0.0)) _

r2 or| or r Bsind 00 | 00 r3sin’ @ 0¢?
2Bt M)y )01 Fin.6) = 2222 )R, (216)
Multipliant la derniere équation par Un,z,m(gg,m(ﬁ, 5y nous donne
m% [TQ%UMT(T)] * sin QE;(G, (b)% {Smgaﬂmagg’ (b)] *
— 9Fll,m 0.9) 821%5;5(29, ?) _ 21 (Bnym + M)V (r,0,¢) = =1 [E2,,, — M?] ., (2.17)

qui, prenant en compte la forme (2.10), peut étre réécrit comme
7’2 82Ul (’l‘) 9
nmA S 212 (B + M)V, 21E2 2] —
Un,l,m(r) or? " ( by + ) O(T) +r [ n,l,m ]
—1  PFan0.0)  cotd OF.(0,0)
T e £ 2By + M) Vi (6)—
Fim(0,0) 00 Finm(0,0) 00 + 2 (Epgm + M) Vi(0)

1 aZFam(ea ¢) 2
sin? 0F) (6, ¢) l3¢2 sinZ0 (Enim + M) Va(9) = A, (2.18)

ol A est une constante de séparation. Ainsi, I'équation (2.18) se réduit aux équations différentielles
radiales et polaires suivantes

2 U m(r)

— 92 272 _ a2 —
Un7l7m(’r’) 6’[’2 2r (En,l,m + M) %(T) +7r [En,l,m M i| A’ (219)
-1 PFa(0,9) cotd OF (0, 0)
Fn0.0) 02 Fm0d) 00 2 (Epim + M) Vi(0) —
S OF0,0) 048 sn’f (Entm + M) Va(9) (2.20)

Apres simplification des deux dernieres équations, on obtient

d2Un m\T A
d7—7l"72() + _Q(Envl’m + M)%(T’) + ETQL,Z,m - M2 o T_2 Un,l,m<r) - 07

2
sin? Gaﬂ’am—g(f’d)) + sin 6 cos 08}7}%—?@ —28in® 0 (B pm + M) Vi(0)F (0, 0)+
O Fim (0, 9)

S = 2 (Buin + M) Va(0)FLu(6.0) + Asin® 0Fu(0,6) = 0. (2:21)

37



2.3. Séparation des variables

Pour simplifier 1’équation polaire (2.21), on peut utiliser & nouveau la méthode de séparation

des variables en posant

Autrement dit, la fonction (2.15) devient

Hy(0) Kon (). (2.23)

p(r.0,¢) = —U"’l’;"(r)

L’insertion de I'équation (2.22) dans I’équation (2.21), conduit a

2
sin? 0K, (¢) 0 5912(9> + sin 6 cos 0 K, () a[_éle(e) — 2sin? 0 (B + M) Vi(0)H)(0) K, (0)+
82Km(¢) in2
HZ(Q)T& = 2(Engm + M) Va(§) Hi(0) K (@) + Asin® 0H (0) Ko (¢) = 0. (2.24)
En multipliant cette équation par ST 0T, (1 NEn0) on obtient
1 82[’[1(9) cot 0 8Hl(9) 1 82Km(¢)
—-2(FE M 0 —
o) 02 T H©e) o0 (Brin + M)Vi0) + S 02
——57 (Bngm + M) Va(¢) + X =0, (2.25)
sin“

qui peut étre séparé I’équation polaire de I’équation azimutale comme suit

d*H, (0 dH, (6

—del2( ) ¢ cotd % + [~ 2(Buim + MYVI(0) = s + M| Hi(9) =0,
2

% + [=2(Epm + M)Va(9) + v] Ku(¢) =0,

ol v est une constante de séparation.

D’une maniere générale, I’équation de Dirac (2.14) séparée en variables représentées par trois
équations différentielles du second ordre en fonction de U, .m(r), Hi(0) et K,,(¢) qui sont,

respectivement, données par

2

dUg—gm - [—Q(En,l,m + M)Vo(r)+ EZ,,, — M? — 7/\21 Unim(r) =0, (2.26)
2

d gléz(G) + cot 0 %9(9) + [—Q(En,z,m + M)V;(0) — Si:Qe + /\] Hi(6) = 0, (2.27)
2

Bt 4 (2B + MIVAO) + 5] Kon0) =0, 228)

ou Vo(r), Vi(0) et Va(¢) sont, respectivement, donnés par les équations (2.11), (2.12) et (2.13),

tandis que A et v sont les constantes de séparation.
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2.4. Solutions azimutales, polaires et radiales de I'équation de Dirac

2.4 Solutions azimutales, polaires et radiales de ’équation

de Dirac

2.4.1 Solutions azimutales

Dans cette partie, on s’intéresse a résoudre I’équation azimutale (2.28) qui, prenant en

compte l'expression (2.13), s’écrit comme suit

K (o) b + by cos?(k¢)  co + ¢ sin?(ko)
e ' {_Q(En’hm +M) [ sin® (k) cos?(ko)
d,
sin?(ko) 2082(@)} - ”} Kn(9) = 0. (2.29)

Plus précisément, selon 'expression de Va(¢), nous allons résoudre cette équation dans deux

cas différents, de sorte que nous les traiterons séparément.

2.4.1.1 Cas particulier

Comme cas particulier, nous laissons ¢g = ¢; = dg = 0, ou I’équation (2.29) est reformulée

N S O ) By + by cost(0)]
d°K,,(¢ —2(Fnim + M) [bg + by cos” (ko

= K,.(¢) =0. 2.30
i sin? (k) V] () (2:80)

En introduisant une nouvelle variable z = sin(k¢), I’équation (2.30) peut étre changée en

PPK,,(x dK,,(z
k2% (1 — 2?) W() — k%2? % + (261 (B + M) + 1) 22

—2(Enm + M)(by + b1)] Kim(x) = 0. (2.31)

La forme de cette équation est appropriée pour appliquer la méthode fonctionnelle de I’ansatz
de Bethe énoncée au premier chapitre, ce qui permet de trouver ses solutions polynomiales.
Avant cela, il convient de noter que I’équation (2.31) peut étre écrite sous forme compacte
comme suit
X(x)d—2 + Y(:zc)i + Z(z)| Kin(z) =0, (2.32)
dx? dx

ou les expressions des polynoémes X (z), Y (z) et Z(z) sont données par
X(z) = —k*2" + k2%, Y(v) = —k*2, (2.33)

Z(x) = 201 (Engm + M) +v) r? — 2di(Enjm + M)x — 2(Epym + M) (bo + by). (2.34)
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2.4. Solutions azimutales, polaires et radiales de I'équation de Dirac

En suivant les points généraux de cette méthode, les solutions polynomiales de I’équation (2.31)

peuvent étre facilement déterminées. Plus simplement, d’apres le théoreme 1.7.1, I'équation

(2.31) a une solution polynomiale de degré m avec racines distinctes xy, xs, . . ., Z,, de la forme
Kp(x)=]J(-2), K,=1 pourm=0. (2.35)
i=1

L’utilisation des équations (1.78)-(1.80) et des termes correspondant aux polynomes (2.33)-

(2.34), nous permet d’écrire les relations suivantes
201 (Epym + M) = k*m*—v, (2.36)

~2(Bpim+ M)(bog+b) = —K*m(m—1)+k(2m—1) Z x7 + 2k° Z zixj, (2.37)
i=1

1<j
d a, o= 0, (2.38)
=1

a condition que les racines x; obéissent aux équations de I’ansatz de Bethe

m

2 i .
3 00, i=12,...,m. (2.39)

o T — T x?—1

)

Il résulte, des relations ci-dessus, que les parametres v, by et b; doivent satisfaire aux équations
(2.36) et (2.37), pour que l'équation (2.31) ait des solutions polynomiales de degré m,

m=1,2,..., ou le terme (E,;, + M) sera déterminé dans la sous-section 2.4.2.

Pour m = 0, nous avons Ky(¢) = 1 est une solution de I’équation (2.31) telle que, prenant en

compte les équations (2.36) et (2.37), la constante de séparation v prend la valeur
v=—=201(En;m+ M), (2.40)
et la condition sur les parametres by et by est la suivante
bp + by = 0.

Pour m = 1, nous trouvons a partir des équations de 'ansatz de Bethe (2.39) que la racine

x1 = 0. Par conséquent, la fonction d’onde azimutale correspondante est exprimée
Ki(¢) = sin(ko). (2.41)

En utilisant les équations (2.36) et (2.37), nous trouvons que la constante de séparation v et

les parametres by et b; prennent la forme

v=k —2b)(Epim+M) et  by+b =0. (2.42)
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2.4. Solutions azimutales, polaires et radiales de I'équation de Dirac

Pour m = 2, on obtient, a partir des équations de 'ansatz de Bethe (2.39), les deux racines

1

V2

Il vient alors que la fonction d’onde azimutale est

1

Ky(¢) = sin®(k¢) — 5 (2.44)
La constante de séparation v satisfait la forme suivante
v =4k*> — 2b1(Epm + M), (2.45)

tandis que les parametres by et b; obéissent a la condition
by + by = 0. (2.46)

Pour m = 3, on peut facilement montrer que les racines z1, x5 et x3 sont

3
Tl = —Tg = :I:g et xg = 0. (2.47)

Par conséquent, la fonction d’onde azimutale correspondante est la suivante
. 3 3 .
K3(¢) = sin’(k¢) — 2 sin(k¢). (2.48)
Par contre, la constante de séparation v et les parametres by et by s’écrivent

v=9k"—2b1(Epim+M) et  by+b =0. (2.49)

2.4.1.2 Cas général

Dans le cas général, i.e. le cas ou les parametres ¢y, c; et dy sont différents de zéro, nous
traiterons ’équation (2.29) qui est

d*Kn ()
de?

bo + by cos®(kg) ¢ + 1 sin (ko)
sin?(ko) cos? (ko)

+ [—Q(En,z,m + M) [

do
sin?(k¢) cos?

(k‘cb)] ’ ”} Knlg) =0

En définissons a nouveau le changement de variable x = sin(k¢), ce qui amene ’équation (2.29)
a la forme d’une équation différentielle de second ordre

o d*K,(7)
da?

dK,,(x)
dx

k2 (1 —2?) + k*(2° — 2°) + [(=2(Enpm + M)(b1 + 1) —v)z* +
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2.4. Solutions azimutales, polaires et radiales de I'équation de Dirac

[2(Epgm + M) (bo + 2by — co) + v]a? — 2(Epym + M)(bo + by + do)] Kpn(z) = 0. (2.50)

Nous pouvons facilement montrer que 1’équation (2.50) peut se mettre sous la forme de I’équation

(2.32). A cet effet, nous exprimons ¢g + ¢1 + do = 0 qui nous permet d’arriver a

d*K,,() dK,,(z)
k*a? (1 — 2?) — s k*2? — +[(2(Eppm + M) (by + 1) +v) 2°
—2(Enm + M)(bg + by + dp)] Kim(x) = 0. (2.51)

Nous notons ici que le cas particulier est inclus dans le cas général associé a la contrainte
co+c1+do=0.

D’apres les résultats généraux de la méthode fonctionnelle de ’ansatz de Bethe soulignée dans
le cas précédent, il vient que ’équation (2.51) a des solutions polynomiales de degré m = 1,2, ...

m

K,(x) = H(a: — ), K, =1 pour m=0, (2.52)

i=1
ou z; sont les racines du polynome ci-dessus a déterminer, a condition que :
2(Eppm+M)bi+ ) +v = E'm? (2.53)

—2(BEpim + M)(bg + b, +do) = —k*m(m—1)+k*(2m —1) Z x? + 2k? Z x;x;, (2.54)
i=1

1<j
d @ =0, (2.55)
=1

et qu’elles satisfassent les équations de I’ansatz de Bethe

3 -0 0, i=12...m (2.56)

. 2 _
prri R 1

Nous notons que Ky(¢) = 1 est une solution de I’équation (2.51) ou la constante de séparation

est donnée par
V= _Q(En,l,m + M)(b1 + 01), (257)

et les parametres by, by et dy vérifient cette contrainte
by +b1 +dy =0,

qui peut étre obtenu a partir des équations (2.53)-(2.54) en posant m = 0.
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2.4. Solutions azimutales, polaires et radiales de I'équation de Dirac

Pour m = 1, comme dans le cas précédent, on peut déduire d’apres les équations de ’ansatz de
Bethe (2.56) que la racine prend la valeur x; = 0 et la fonction d’onde azimutale correspondante

est
K1 () = sin(ke). (2.58)

A partir de 'équation (2.53), la constante de séparation v est donnée par
v=k —2(Euim+ M)(b +c1), (2.59)

et de I’équation (2.54), nous trouvons que les parametres by, by et dy doivent obéir a la méme
contrainte

bo + b1 +dy = 0.
Pour m = 2, apres de simples calculs, on peut facilement révéler que les racines sont les mémes

que celles obtenues dans le cas particulier, a savoir

1
Tl — —Tg = +—.

V2

Par conséquent, la fonction d’onde azimutale s’écrit

1

K(9) = sin® (ko) — . (2.60)

tandis que la constante de séparation v et les parametres by, by, dy sont donnés par
v=4k> = 2(Epjm + M)(by +c1) et by +by +dy=0. (2.61)
Lorsque nous fixons m = 3, la fonction d’onde azimutale prend la forme
Ks(¢) = sin®(k¢) — zsin(k‘qb), (2.62)
ainsi que la constante de séparation v et les parametres by, b1, dy prennent les valeurs

Vv = 9]62 — Q(En,l,m + M)(bl + Cl) et b() + bl + dg = 0. (263)

2.4.2 Solutions polaires

Afin de résoudre ’équation polaire qui définit, en utilisant la forme (2.12), comme suit

d*>H;(0) dH;(0) aog + aycos? 0 ay + azsin?é ay as
t 0 —2(E, m+ M -
db? 0 db + (Enpm + M) sin? @ cos? 0 sin? 0 cos? + sin 0
— S+ )\] Hi(6) =0, (2.64)
sin

ou v est donné dans la sous-section précédente, nous suivrons la méme maniere que dans

I’équation azimutale, ot nous traiterons également deux cas différents.
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2.4. Solutions azimutales, polaires et radiales de I'équation de Dirac

2.4.2.1 Cas particulier

Lorsque nous choisissons as = az = a4 = 0 comme cas particulier, ’équation (2.64) se

réduit a
d>H,(0) dH,(0) [—2(Epim+ M)(ag+aicos?) —v  2(Enim+ M)as
t 0 = — — Al Hi(0) =0.
gz e T Sin g smg T HO)=0
(2.65)
En introduisant la transformation appropriée 2 = sin 6, I’équation polaire (2.65) devient
d*H, dH,
x? (1 — x2) dngl‘) +x (—2952 + 1) dl:ix) + [(Z(En,hm + M)ay + A) 2° — 2(Epym + M)asz
_2<En,l,m + M)(CLO + Cll) - V] Hl(l') =0. (266)

En utilisant les points généraux de la méthode fonctionnelle de ’ansatz de Bethe décrite dans
le chapitre précédent, nous pouvons montrer que ’équation (2.66) admet des solutions polyno-

miales de degré [ =1,2,...

(x — x;), H =1 pourl=0, (2.67)

=
=
I
—

ou z; sont les racines du polynome ci-dessus a déterminer, a condition que Ej, ., ap, a1 et as

obéissent aux relations suivantes :

2B m+ M)ag+ X = 1(1+1), (2.68)
l
(En,l,m + M)GE) = - Z Xy, (269)
=1
l l
2By + M)(ag+a) —v = —P+2Y a7 +2) za, (2.70)
i=1 i<j

avec v est donné dans la sous-section 2.4.1 pour les deux cas, i.e. le cas particulier et le cas
général, tandis que le terme (E,, ;,,, + M) sera déterminé dans la sous-section 2.4.3. De plus, les
racines x; sont déterminées par I’ensemble des équations de ’ansatz de Bethe

!

2 212 — 1
3 F =0, i=1,2, 0 (2.71)
J#i

l’i—l'j €r; — I

Pour I = 0, nous avons Hy(f) = 1 est une solution de I’équation (2.66). D’apres 1’équation

(2.68), la constante de séparation A est donnée par

A= —2(Epim + M)ay, (2.72)
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et & partir des équations (2.69) et (2.70), nous trouvons simplement les contraintes suivantes
sur ag, a; et as

v+ Q(En,l,m + M)(CL[) + al) =0 et as = 0. (273)

Lorsqu’on pose I = 1, on obtient, prenant en compte 1’équation (2.71), que la racine z; a deux

valeurs

1
1 = +—.

V2

La fonction d’onde polaire correspondante a donc les deux expressions suivantes

) 1
H(0) = sinf+ 7 (2.74)
H{(0) = sinf — L (2.75)

V2

De plus, a partir de I’équation (2.68), la constante de séparation \ est exprimée par
A=2-=2(E,1m+ M)a. (2.76)

En utilisant les équations (2.69) et (2.70), nous pouvons également montrer que les parametres

ag, a1 et as satisfont les relations

v+ 2(Enim+ M)(ag+a1) =0 et (Epim + M)as = F (2.77)

1
V2
Pour I = 2, on peut facilement trouver les racines (z1,x2) comme suit

<\/§ \/5) (ﬂﬂ) <%+\/2_—\/6+\/§) (—f—@ﬁ—@)

V33 V3B s 78 8 8
Ainsi, selon ces racines, on trouve immédiatement ’expression de la fonction d’onde polaire

e Pour les deux racines <:|:%, $%>, la fonction d’onde polaire s’exprime par

2
Hy(0) = sin®f — 3) avec la contrainte aj = 0. (2.78)

, la fonction d’onde polaire prendre la forme

22 1 22
Hy(#) = sin®60 — % sin 6 + 7 a condition que (E, ., + M)as = —g. (2.79)

e Pour la racine (ﬁgﬁ, 7\/6;{ @)

, la fonction d’onde polaire est la suivante

e Pour la racine (_*/ég \/ﬁ’ \/6’—8@>

[\

V22 1
Hy(f) = sin®0+ —=sinf + 7 avec la contrainte (E, ., + M)as =

; (2.80)
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Par ailleurs, la constante de séparation A est donnée par
A=6—2(En1m+ M)ay, (2.81)
tandis que les parametres ag et a; vérifient la méme condition précédente

v+ 2(En 1 m+ M)(ag+ ar) = 0. (2.82)

2.4.2.2 Cas général

Maintenant, on s’intéresse a résoudre I’équation polaire (2.64) dans le cas ou les parameétres
as # 0, as # 0 et ag # 0. A cet égard, nous effectuons d’abord le changement de variable
x = sin § dans cette équation, ce qui conduit a sa transformation en

dHl ($)
dx

2 dZHl(l‘)
dx?

2 (1 —2?) + (z —2%) (—22° + 1) + [(=2(Bnym + M)(a1 + a3) — A) z*

+2(En i m + M)a5:p3 + 2(Engm + M)(ag + 2a1 — az) + v + A % — 2(Enim + M)asx

—2(Epim + M)(ap + a1 + a4) — v] Hi(x) = 0. (2.83)

Cette équation peut facilement étre rendue compatible avec la forme (1.75). Autrement dit, en

posant az + az + a4 = 0, I'équation (2.83) est amenée a la forme

d*H, dH,
2 (1 —2%) d;gx) +(—22° + ) %—’— [(2(Epim + M) (a1 + az) + A) 2* = 2(Eypm + M)asz
—2(Epm + M)(ao + a1 + a4) — v] Hi(z) = 0. (2.84)

Nous remarquons ici que le cas particulier est inclus dans le cas général attaché a la contrainte
az +az+ay =0.

L’équation (2.84) admet, selon la méthode fonctionnelle de I'ansatz de Bethe, solutions poly-
nomiales de degré [, [ = 1,2,..., de la forme (2.67). De maniére similaire aux cas précédents,

apres avoir utilisé les équations (1.78)-(1.80), on obtient que

2(En,l,m + M)<a1 + a3> + A = l(l + 1), (285)
!
(En,l,m + M)a5 = -l Z Zi, (286)
i=1
! !
2B+ M)(ag + a1 +ay) —v = —I*>+2l vaf +2 Z Ti%j, (2.87)
i=1 i<j
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2.4. Solutions azimutales, polaires et radiales de I'équation de Dirac

ou v est donné dans la sous-section 2.4.1 dans les deux cas examinés, tandis que les racines x;
satisfont les équations de ’ansatz de Bethe suivantes

l
2 2?1
3 FiT o0, =120 (2.88)

gy Tr; — l’j IZ- — T

Lorsque I = 0, il est clair que Hp(f) = 1 est une solution de I’équation (2.84). En outre, la

constante de séparation \ s’écrit
A= =2(E,1m+ M)(as + a3), (2.89)
et les parametres ag, a1, a4 et as sont donnés par
v+ 2By m+ M)(ag+a1+a) =0 et a5 =0. (2.90)

Pour I = 1, on trouve, comme dans le cas précédent, que la racine x; prend deux valeurs
1
Y
V2

et la fonction d’onde polaire correspondante indique que

ZEIZZE

. 1
H,(0) = Sln@—f-ﬁ, (2.91)
Hy(6) = sinf— —. (2.92)

V2

De plus, la constante de séparation A est
A=2— 2(En,l,m + M)((ll + ag), (293)
et les parametres ag, a1, as et as obéissent aux contraintes suivantes

1
v+ 2(Ep i m+ M)(ag+ a1 +a4) =0 et (Epim + M)as = $E. (2.94)

Pour 1 = 2, la fonction d’onde polaire prend la méme forme que le cas particulier et avec les

memes contraintes, a savoir

FF%» la fonction d’onde polaire s’écrit

S

e Pour chacune des racines <:|:

2
Hy(0) = sin®6 — 3 avec a5 = 0. (2.95)

e Pour la racine (“égﬁ, ‘ﬁ§m>

, la fonction d’onde polaire correspondante est la suivante

V22 1 V22
Hy(#) = sin®0— —"sinf+ —, ot (Enpm+ M)as = -

: ; (2.96)
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e Pour la racine (_‘/ég ‘/ﬁ, ‘/6_8‘/@» la fonction d’onde polaire devient

Hy(0) = sin®6+ @ sinf + i avec (Enim+ M)as = @ (2.97)
La constante de séparation A est exprimée par
A=06—2(E,1m+ M)(a1 + a3), (2.98)
et la condition sur les parametres ag, a; et ay est définie par
v+ 2(Enim+ M)(ag+ a1 + aq) = 0. (2.99)

2.4.3 Solutions radiales

Avec une approche completement différente de celle adoptée dans 1’équation azimutale et
polaire, nous résolvons ’équation radiale qui, en considérant le potentiel de Cornell généralisé

Vo(r) de la forme (2.11), est donnée par

d*Up im A; A A
JJF 2By + M) |Agr? + Arr + Ay + =+ 2+ B2, — M? — S| Upym(r) = 0.
dr? r r? " r?
(2.100)
Pour Ay > 0, en utilisant le changement de variable
1
1 = [2A0(Epnim + M)]4 T, (2.101)
I'équation différentielle (2.100) devient
d2Un l m(rl) 2 q3 g4
iy _ 2 Uiim =0, 2.102
dr? + |+ qer — 1)+ P Lm(71) ( )
ol
_2A2(Enlm+M)+E2l —M2 _3
= ” n , = —24,(E,1m+ M)[2A0(E, ;m + M)] 4
il \/2Ao(En,z,m+M) 42 1(Eny, ) [2A0(En,, )l
05 = —2A3(Enym + M) [2A40(Enim + M)] 7, q1 = 2A4(Bpym + M) + \.

(2.103)
L’équation (2.102) peut étre transformée directement en la forme canonique de 1’équation

différentielle de Heun biconfluente [14]

rv"(r) + (T+a—Bry—2r) V() + |(y —a—2)r — % [0+ (1+a)B]|v(r) =0. (2.104)
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En fait, la transformation appropriée

1+ \/4(]4 +1 )
Unjm(r1) =1, 2 exp [m} v(ry), (2.105)

implique que 1'équation (2.102) est réécrite comme

rv”(ry) + [1 /A + 1+ qory — 27’%] v'(r1) + [% <1 +v/4qs + 1) +qs

2
+ {Ch + %2 — Vi@ +1- 2] 7"1} v(r1) =0, (2.106)

qui est exactement de la forme (2.104), a condition que les quatre parametres de Heun soient

définis comme suit :

Oé:\/4Q4+17 6:_927
(2.107)

VZQ1+iqg7 0 = —2q3.
Maintenant, pour déterminer les solutions polynomiales de 1’équation (2.106), nous pouvons

désigner par N(«, 3,7, 0;7) la solution de série qui s’exprime par [37, 39

+o00
_ oy B, i
U(Tl) - N(Oé7 5777 57 Tl) - p:ZO (1 T Oé)p p', (2108)
ou -
(@), = %, p>0. (2.109)

1
Les deux premiers coefficients sont By = 1 et By = 3 [0 + (1 + «)]. L'insertion de la solution
de série v(ry), définie dans I’équation (2.108), ainsi que ses premiers et deuxiemes dérivés dans

I'équation (2.106) conduit aux relations de récurrence

By +£By =0, (2.110)
By+ (= B)Bi+(1+a)(y—a—2)By=0, (2.111)
Bpa+ 6=+ )P By +(v—a—=2-2p)(p+1)(a+p+1)B,=0, p>1 (2.112)
oué = —% [0 + B (1 + )] et chaque coefficient B, est un polynome de degré p en €.

A partir des expressions de récurrence (2.110), (2.111) et (2.112), la fonction v(r;), donnée par

I'équation (2.108), devient une solution polynomiale de degré n si et seulement si [37]

y—a—2=2n, n=0,1,2,3,... et B,i1 =0. (2.113)
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Nous notons que dans le cas des solutions polynomiales, il y a au plus n+ 1 valeurs convenables

de & qui sont les racines de B, ;1 et représentent également les valeurs propres correspondant

aux solutions de I'équation BCH (2.104).

D’autre part, afin de déterminer les coefficients B, pour p = 2,3,...,n, sous la condition

(2.113), on peut facilement écrire les équations de récurrence (2.110), (2.111) et (2.112) sous

forme matricielle comme M x B = 0, ou B est défini par

BZ(BO Bl BQ Bg

B,., B

et M est la matrice tridiagonale de degré (n+ 1) x (n+ 1)

&1 1
N &
0 V2
M=1]20 0
0 0

0
1
€s
73
0

0

0
0
1

&4

0

ou les facteurs, , et v,, de la matrice M sont écrits comme

fng_(p+1)ﬁ,

Yp=2(n—p)(p+1)(at+p+1),

p=1,...,n+1,

)

0

0

0 0

1 0

Tp—1 &p 1
0 Tp £p+1
p=1,...,n.

(2.114)

, (2.115)

(2.116)
(2.117)

Par conséquent, les n+ 1 racines de B, 1 peuvent étre déterminées en résolvant le déterminant

de la matrice M définie ci-dessus. A cet effet, nous notons ses racines indépendantes par &

(0 < u < n). Lorsque p = n, les n racines peuvent étre déterminées en résolvant le déterminant

d’ordre p x p de la matrice M définie ci-dessous

&1 1
71 S
0 2

detM =| 0 0

0
1

&3

V3
0

0
0
1

€4

50

0
1

Tn—1 fn
0 Y

o O O O

£n+1

= 0. (2.118)
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En fait, ce déterminant peut étre calculé en utilisant la décomposition inférieure-supérieure

M=V x X =0, de sorte que
detM = det V x det X = 0, (2.119)

ou V est la matrice triangulaire inférieure

1 0 0 0 0
Vg 1 0 0 0
0 (%] 1 0 0
V= , (2.120)
0
0 0 e Un 1 0
0 0 e 0 U1 1
et X est la matrice triangulaire supérieure
& — 1 0 o 0 0
0 52 — Vg 1 c. 0 0
0 0 —v o : :
X = S _ : (2.121)
0 0 0 1 :
0 &n — Up 1
0 0 0 . 0 Enil — Unit
tel que
v=0 et wvp=—1—) i=1,2,3,... n (2.122)

& — v

Puisque les deux matrices V et X sont des matrices triangulaires, chaque déterminant est égal

au produit des éléments de la diagonale principale. Par conséquent, il vient que
detV =1 et detX:§1 (52 —Ug)...(€n+1 _Un—l—l)-

Des calculs simples montrent que det M est réécrit comme

detM = glx[@—ﬁ}x_&,— Bk ]x...x{gnﬂ— I }
1 L 52—1)2 fn—vn

v gk i
= §1X[§2——1}X 53——271 X 54——372 X ...
1 &2 & — oo
&1

o1
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Pour plus de simplification, nous introduisons les nouveaux parametres s;,7 = 0,...,n + 1,

comme suit

So = 1,
51 = gla
Siv1 = &iy18i — Visi-1, 1=1,2,....m,
ce qui implique que
S9 S3 S Sn+1
detM =53 X 2 x 2 x ... x — x 2 —g . (2.123)
S1 S2 Sn—1 Sn

Il est clair que s,,.1 est un polynoéme d’ordre n+ 1 en £ et la condition det Ml = 0 nous permet
de donner les n + 1 racines indépendantes £ (0 < p < n) de B,,;. Autrement dit, une fois
ces racines déterminées, les coefficients B,, p = 2,...,n, ne peuvent étre déterminées que pour

elles. Sinon, B, =0, p =2,...,n, parce que det M # 0, i.e. la matrice M sera inversible.

Puisque 1+a > 0 et 8 € R, alors toutes les racines £;,0 < p < n, de B, sont réelles [37]. Nous
mentionnons ici que, ces valeurs discretes de ¢, 0 < u < n, ne correspondront qu’a des valeurs
discretes de Az dans le potentiel Vy(r). Une fois ces racines déterminées, la forme polynomiale
explicite des solutions de I’équation (2.106), qui dépend de trois nombres quantiques (n,l,m),

peut étre écrite comme

B B,
Unam(r1) = N(a, B,a+2(n+1),00;1r1) = —p—l, 2.124
i) = N 24 1, 855m0) = 32 e (2124
ou g =—50p +A(1+a)], 0<p<n
Ainsi, la fonction d’onde radiale est simplement donnée par
1+/4qq+1 _ 27 " B D
— G2r1 — T p
Unim(ri) = : _— —Fr = nlm=01,..., 2.125
) =1 eXp[ 2 ]Z(Nra)pp' R (2.125)

1
ou 1y = [2A0(Enm + M)]4r, By = 1, By = =&} et, pour p = 2,3,...,n, B, est un polynéme
de degré p en & défini par les relations de récurrence (2.111)-(2.112).
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De plus, grace aux formes (2.103), (2.107) et la condition (2.113), on peut déterminer les niveaux

d’énergie comme suit

AQ
B2 0= M2 4 (Bygn + M) o5 = 245 ) = 24/240(B, 10 + M)
™ 2A0

1
x n+1+\/2A4(En,l,muj\4)+A+Z — 0, (2.126)

ou A est donnée par I’équation (2.68) pour le cas particulier et par I’équation (2.85) pour le cas

général.

2.4.4 Etats liés de Dirac et valeurs propres associées

Comme dernier point, les états liés de I’équation de Dirac (2.1) sont exprimés par

Je SVAIZERY qaT1 — 7"%
wn,l,m(ra 07 ¢) = [2AO(En,l,m + M)] 4 1 2 exXp [T] Hl(e) Km((b)
- B, 1
xZ—p— , nl,m=0,1,..., (2.127)
(14+«) p! op
p:() p En,l,m+M

1
ou ry = [240(Enim + M)]4 7, tandis que Hy(0) et K,,(¢) sont, respectivement, les solutions
polynomiales des équations (2.27) et (2.28).

Les niveaux d’énergie dans le cas particulier sont données par

1 2
Ez,z,m — M? — 2\/2A0(En,z,m + M) [n+1+ \/Q(En,z,m + M)[Ay—a1] + (l + 5) +
A2
(Bpgm + M) [ === —24, | =0, (2.128)
" 2AO

avec la contrainte as = a3 = a4 = 0, tandis que dans le cas général ils prennent la forme

1 2
Ei’lﬁm—MQ—2\/2A0(En,l,m+M) n+1+\/Z(En,l,m+M)[A4—a1—a3]+(l+§> +

AQ
(Enim+ M) (—1 — 2A2> =0, (2.129)
24,

ou la contrainte est as + az + a4 = 0.
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2.5 Résultats numériques

Dans cette section, afin que notre étude soit plus précise et exhaustive, nous déterminons
explicitement la fonction d’onde et les niveaux d’énergie pour certaines valeurs des nombres
quantiques n, [ et m dans un cadre numérique. Comme premiere étape dans cette direction,
nous calculons les polynémes B,, ainsi que les solutions correspondantes U, ; () pour certaines
valeurs de n. A partir de 'équation (2.125), la forme explicite de U, ;,,(r), pour n = 1,2,3,4
et V [, m, est donnée par
VAR [(h'f’ 1= 7’%}

exp | ——|,

Upim(r) = 1 2

2
1+\/m i B r —7”2
Uigm(r) = 10 2 |1+ 1+1ar1] o {QQ 12 1} ’
Loyiatt : By By qory — 77
Usym(r) = St i 5|
LA T | B, By Bs
Usgm(r) = St ! p
sm(r) = 1y et 2!(1+a)(2+a)T1+3!(1+oz)(2+04)(3+04)r1}
2
4271 — T
o [22271]
2
1+4/4qq+1 B1 Bz BS
U = 2 14 + i i
a1m(T) T { o' T a0 roer T IlrCra)BLa) !

_|_

AT+ a)(2+ 5)4(3 +a)(4+ a)rﬂ exp [%] )

ou les polynémes B,,, n = 1,2, 3,4, prenant en compte les formules de récurrence (2.110)-(2.112),

sont exprimés sous la forme

By = 1,

By = ¢,

B, = &€-p-(1+a)(y-a-2),

2

By = —§3+3552—[252—Zz'<v—a—2z><z‘+a>

i=1

§=26(1+a)(y —a—-2),

By = & —688+ &-p68°+4(y—a—6)(3+a)

1152—Zi(7—a—2i)(i+a)

3

=3 (i 4+4) (y— o —2i) (i + a)

i=1

E431+a)(y—a—2)[(y—a—6)(3+a)—25%.

Dans ce qui suit, nous considérons le potentiel V' (r,0,¢) qui prend la forme (2.10) dans les

deux cas examinés. De plus, nous définissons M = 1, Ay = 1, A? = 4A4,, Ay = a; pour le cas
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particulier et Ay = ay + ag pour le cas général. Ainsi, ces parametres nous permettent d’écrire

les niveaux d’énergie comme suit

ES

n,l,m

3 2
— B = B + 18 ln Ty 5] = 0. (2.130)

Selon les expressions ci-dessus, nous présentons quelques valeurs explicites d’énergie discrete

Enimpourn=0,1,2,3,4,1=0,1,2 et Vm € N

4 [v/681 235 1
Eoom = by =———=+ 3—+—+—,
9/ V8L | 235 3 27 3

3 27

4 5[V 16475 667 1
Eoim = E1 = At =+ =, 0 n+l=1,
oL ! 0.3/ V16475 4 667 \/ 27 27 3 pa=
V27 27
4 5[1v/64043 1315 1
Eoom = B2 = + + + 2, +l=2,
02 2 g3/ /61083 | 1315 \/ V27 27 3 poutn
V27 27
4 2179 1
Eosm = k3 = +<’/v6513+2—7+§, pour n+1=3,
21
9¢/v/6513 + 212
4 5[V393371 3259 1
Eosm = Ey = + + + -, pour n+l=4,
o4 ! g3/ V393371 | 3259 \/ V27 27 3 P
V21 27
4 5[V/768443 4555 1
Eosm = Bs = + + + 2, +1=5,
05 > 03/ /168443 | 4555 \/ V27 27 3 poutn
V27 27
4 V151475 6067 1
Eosm = FEg = 4y + + =, pour n+I[=06.
g8/ VIBIATS | 6067 V3 27 3
3 T

Pour le cas général, nous définissons Ag = Ay = 1, Ay = 2 et Ay = a1 + a3 = % avec les

contraintes as + ag+ay = 0 et co+ ¢ +dy = 0. Alors, le potentiel V(r, 0, ¢), donné par la forme

(2.10), est réécrit comme

A 1 Vi(0) Va(9)
V ¢)=r*+2 +1+ 24 — 4 Ry 2.131
(r,6,9) =7 " r 2r2 r2 r2sin® @’ (2.131)

ou Vi(0) et Va(¢) sont, respectivement, donnés par ’équation (2.12) et (2.13).

Ensuite, sous la condition v —a —2 = 2n, on détermine différentes valeurs numériques d’énergie
Enim et &, 0 < p < n, qui sont les racines de By, 11,7 = 1,2,3,4, comme indiqué dans les

tableaux 1, 2 et 3.
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Tableau 1. Valeurs d’énergies E, ;. et des racines {;, 0 < u <n, pour l =0et n=1,2,3,4.

Valeurs de n Valeurs de E, o Valeurs de la racine fﬁ
1 B, —0.89431, 4.4727
2 Es —1.8606, 3.2846, 9.7580
3 Es —2.9270, 2.0448, 8.2995, 15.678
4 B, —4.1203, 0.75310, 6.7914, 13.974, 22.133

Tableau 2. Valeurs d’énergies E, ., et des racines {;, 0 < u <n, pourl=1etn=1,23,4.

Valeurs de n Valeurs de Ey, 1, Valeurs de la racine 5::
1 E, —1.5236, 5.2508
2 Es —3.1228, 3.5457, 11.124
3 E, —4.8164, 1.7799, 9.2243, 17.531
4 Es —6.6202, —5.3368 x 1072, 7.2724, 15.437, 24.405

Tableau 3. Valeurs d’énergie E,,,, et des racines £, 0 < p <n, pour [ =2et n=1,23,4.

Valeurs de n Valeurs de Ej, 2, Valeurs de la racine 53
1 FEs —2.0383, 5.8874
2 E, —4.151, 3.7192, 12.291
3 Es —6.3518, 1.4871, 9.9740, 19.156
4 Es —8.6522, —0.81601, 7.6019, 16.683, 26.437

Enfin, apres avoir déterminé les valeurs de £, 0 < p < n, nous pouvons facilement donner la
forme explicite des fonctions d’onde 1, 1., (7, 8, @) et les niveaux d’énergie correspondants E;, ; ,

pour différentes valeurs de n,l et m :

1. Pour n=1=m =0, on trouve

1 1 1 1
Vo0, (r,0,0) = [2(Eo + 1)]" exp | —[2(Ep + 1)]3r, — 57“% oo | Fooo=Eo,
Eo+1

de sorte que les contraintes sur les parametres sont les suivantes

agtas+ay = 0, as = 0, ag+a1—|—a4—bl—cl = O, bo+b1+do =0 et Co+01—|—d0 = 0.
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2. Pourn=1etl=m=0 :

— Dans le cas £ & —0.89431, on a

1 1 1 1
V100(r,0,0) ~ [2(Ey + 1)]* [1 + 0.44716 7] exp | —[2(E; + 1)]ir, — §r§ .
Fi1+1

Dans ce cas, le niveau d’énergie est Fy o = E; et les contraintes sont les mémes que

ci-dessus, i.e.
as+asz+ays =0, a5=0, apt+a+as—bi—c1 =0, by+bi+dy=0 et cot+ci+dy=0.

3. Pourn=l=1etm=2:

— Lorsque nous posons ¢ ~ —1.5236, nous obtenons

V112(r,6,0) = [2(E; + 1) [r1 + 0.50787r7] exp [—[Q(Eg +1)])ir — %rf H,(6)
1 1
X (Sin2(k¢) — —)
2 op_
FEo+1

Le niveau d’énergie correspondant est £ ;9 = E et les contraintes sont

CL2+CL3+G4:O, 2(E2+1)[a0—|—a1+a4—b1—61]+k2:0, (E2+1)a5::|:

Sl

b0+b1+d0:0 et Co+61+d0:0.

4. Pourm=2,l=1etm=2:

— Si on laisse £ &~ 11.124, on obtient

1 1 1
Ua12(r,0,0) ~ [2(E3 + 1)]7 [ry — 278177 4 1.623277] exp |—[2(E3 + 1)]7r — 57«%
1 1
x H1(0) <sin2(k5gb) — 5) , Es10 = Es,
Botd

ou les contraintes sur les parametres sont

as+az+a; =0, 2(E3+1)ag+ar+as—b—ci]+k>=0, (Ez+1)as=7F

Nl

bo+b1+d0:0 et Co—|—01+d0:0.
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5. Pourn=1=2 et m =3 :

— Lorsque £ = —4.151, il vient que

1 . 1
VYo03(r,0,0) ~ [2(E, + NE [} +0.69183 7 + 0.11476 7'{] exp {—[2(134 +1))Er, — 5@
3 1
XHQ(H) <sm3(k3¢) — Z sm(kqb)) s E27273 = E4,
E4-',I-)1

tel que, pour les racines (i%, :F%>, on obtient les contraintes suivantes

a2+a3+a4:(), 2(E4+1)[&0+a1+a4—b1—cl]+9k2:O, a5:0, bo+b1—|—d020

et Co+01+d020.

6. Pourn=3,l=1etm=2:

— Si on prend & & 9.2243, on peut obtenir

=

1
U31.2(r,0,0) ~ [2(Ey + 1)]7 [r — 2.3061 77 + 0.61558 17 + 0.46739 ] (sinz(lﬂb) — —)

2

1 1

—ri| Hi(9) ,

2 op
Es+1

X exp |—[2(Ey + 1)]%7“1 - E319 = Ej.

Les contraintes correspondantes sont les suivantes

CL2+CL3—|—CL4:O, 2(E4—|—1)[a0—|—a1+a4—b1—cl]+k2:0, (E4—|—]_>CL5::|:—,

5~

b0+b1+d0:0 et Co—f-Cl—I—dO:O.
7. Pourn=3,l=2etm=3:
— Quand on prend £ ~ —6.3518, on obtient

Us03(r,0,0) ~ [2(Bs + 1)]1 [} +1.0586 75 + 0.35754 r] + 0.03868 r7| Ha()

1

PN

X oxp |—[2(Bs + 1)) — %rﬂ <sin3(k:d>) - %sin(k’(b)) .y
E5+1

o8



2.5. Résultats numériques

Le niveau d’énergie correspondant est F3 3 = Fj5 et, pour la racine <‘/é? 2 _\/éé“ 22),

les contraintes prennent la forme

22
a2+a3+a4:0, 2(E5+1)[a0+a1+a4—b1—cl]—|—9k2:0, (E5—|—1>CL5:—§,

b0+b1+d0:0 et Co+01+d020.

. Pourm=4,l=1etm=2:

— Si on pose & &~ 24.405, on trouve

bi1a(r,0,0) ~ [2(Es + 1)]1 [r1 —6.1013 77 + 11.623 7§ — 8.5021 r{ + 2.0661 77| H; ()

| : 1 1
cexp |12+ Dt = 2| (siteo) = 5 ) |, | Buaa =B
Es5+1

avec les contraintes correspondantes

a2+a3+a4:O, 2(E5+1)[a0—|—a1+a4—b1—01]+k2:O, (E5+1)a5:IF

?

Sl

b0+bl—|—d020 et Co+01+d0:0.

. Pourn=4,l=2etm=3 :

— Dans le cas £ ~ —0.81601, on obtient

Va03(r,0,0) ~ [2(Es + NE [r]+0.136 7} — 0.52343 r{ — 0.23174 77 — 0.026762 1] Hy(0)

1 1
xoxp |~ [2(Bs + 1)]4r) — %rﬂ (sin3(kqb) _ Zsin(/{gb)) .y
oo

Le niveau d’énergie correspondant E 23 = Ej et, pour la racine (‘Vég_v 22 \/6_8V 22), les
contraintes s’écrivent comme

V22

CL2+CL3—|—G4:O, 2(E6—|—1)[a0—|—a1—|—a4—b1—cl]—|—9k2:O, (E6+1)G5ZT,

b0+bl—|—d020 et Co—|—01+d0:0.

1
Nous précisons que 71 = [2A40(Epim + M)]4 7, Hi(0) est donné par les équations (2.91)-(2.92)
et Hy(f) est donné par les équations (2.95)-(2.97).
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CHAPITRE 3

SUR LA RESOLUTION DE L’EQUATION DE
DUFFIN-KEMMER-PETIAU

3.1 Introduction

En raison de I’énorme quantité d’informations précieuses fournies par les équations d’onde
relativistes, notamment en ce qui concerne le mouvement des particules, 1’étude de ce type
d’équation est devenue I'un des plus grands défis pour les chercheurs, et qui s’efforcent actuel-
lement de découvrir tous les mysteres a son sujet et de déchiffrer ses secrets. Parmi les plus
importantes de ces équations qui ont fait 'objet d’études approfondies, outre ’équation de
Dirac, se trouve I’équation de DKP. Cette derniere, jouissant d’une richesse pas capable d’étre
exprimée dans les théories de KG et Proca. En fait, I’équation de DKP est I'une des équations
différentielles les plus difficiles et les plus complexes et qui a dérouté de nombreux chercheurs
depuis son apparition. En conséquence, a la fin des années 1950, elle a été abandonnée et laissée
sans étude, alors qu’elle ne conservait que ses formules générales pour décrire les particules de

spin-0 et de spin-1.

Au cours des dernieres années, ’équation de DKP a connu un intérét renouvelé et croissant,
ainsi qu’elle est devenue une source d’attraction pour de nombreux chercheurs, non seulement

pour les physiciens, mais méme pour les mathématiciens. Cet intérét s’est reflété dans son
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3.1. Introduction

occupation d'un vaste espace d’étude, qui a son tour a ouvert de multiples perspectives de re-
cherches qui ont conduit a I’émergence d’une série d’études variées exclusivement basées sur elle
[55, 56, 57]. Pour n’en nommer que quelques-uns, certains articles se sont concentrés sur 1’étude
de quelques propriétés liées a cette équation [58, 59], tandis que d’autres se sont concentrés
sur la discussion de ses différents aspects tels que le couplage électromagnétique et I'hermi-
ticité dans la théorie de DKP [60, 61] et le concept d’oscillateur de DKP [62]. Malgré tous
les efforts qui ont été faits et qui sont encore faits, certains sujets sont encore tres débattus,
constituant ainsi un obstacle majeur au développement du processus de recherche scientifique.
Parmi ces sujets, nous trouvons la question d’équivalence entre 1’équation de DKP et I’équation
de KG. Cette question est considérée comme 1'un des sujets les plus ressentis et les plus contro-
versés. En fait, des études précédentes ont conclu qu’il existe une équivalence parfaite entre
ces deux équations, a l'exception d’un cas, le cas des particules libres. Fainberg et al. [63],
dans le but de rétablir cette équivalence, ont montré son existence dans le cas de particules
scalaires chargées interagissant de maniere minimale avec un champ électromagnétique externe
ou quantifié, en s’appuyant sur les éléments de la matrice S et les formules de réduction LSZ
(Lehmann-Symanzik-Zimmermann). Malheureusement, peu d’articles ont été publiés sur ce su-
jet, ce qui a laissé beaucoup de place pour une étude et une exploration plus approfondie. Sur
la question de la recherche de solutions a 1’équation de DKP, qui fait également partie des
sujets importants qui doivent étre étudiés plus en profondeur, des contributions considérables
ont été apportées a cet égard. Ces contributions comprenaient divers aspects, parmi lesquels
nous mentionnons, le cas de masse constante sous différents types de potentiels [64, 65], le cas
de masse dépendant du temps [66], dans le contexte de dimensions courbes et arbitraires de
I'espace-temps [67, 68]. De son coté, Lunardi a conclu que I’équation de DKP restreinte a un

espace-temps de dimension (1 + 1) n’admet qu’une représentation irréductible de spin-0 [69].

L’objectif de ce chapitre est d’étudier et de résoudre 1’équation de DKP pour les particules de
spin-0 et de spin-1 dans toutes les dimensions. Dans la section 3.2, nous étudions 1’équation de
DKP pour les particules de spin-0 dans toutes les dimensions. Au cours de celle-ci, une relation
explicite est établie entre I’équation de DKP et I’équation de KG en présence d’une interaction
électromagnétique. Conformément a cette relation, nous calculons la solution du type Volkov
de I'équation de DKP dans un champ d’une onde électromagnétique plane comme premiere
application pratique. Quant a la deuxieme application, nous déterminons analytiquement les
solutions de I’équation de DKP pour un puits de potentiel carré avec une masse dépendante

de la position, comme calculé dans la référence [16]. La section 3.3 est consacrée a l'étude

61



3.2. Equation de DKP pour les particules de spin-0

de ’équation de DKP pour les particules de spin-1 en toutes dimensions. Plus précisément,
nous prouvons en dimensions (1 + 1), comme dans le cas des particules de spin-0, 'existence
d’une relation explicite entre I’équation de DKP et I’équation de KG en présence d’une inter-
action électromagnétique. Comme application directe, la solution de 1’équation de DKP pour
un puits de potentiel carré avec une masse dépendante de la position est déterminée [16].
Pour les dimensions (1 + 2), nous montrons que résoudre I’équation de DKP dans un champ
électromagnétique équivaut a que résoudre un systeme d’équations différentielles du second
ordre a trois composantes. A titre d’applications, nous prouvons, dans le cas des particules
libres, que toutes les composantes de la solution de 1’équation de DKP sont des solutions de
I’équation de KG et nous essayons également de calculer la solution du type Volkov pour le
systeme de trois équations différentielles. En adaptant une approche similaire aux dimensions
(142), nous étudions les dimensions (1+3). Dans ces dimensions, nous montrons que résoudre
I’équation de DKP équivaut a résoudre un systeme d’équations différentielles du second ordre
a quatre composantes. Il convient de noter ici que la partie relative a I’étude de 1’équation de
DKP pour les particules de spin-0 et de spin-1 a (14 1) dimensions en présence d’une interaction

électromagnétique fait 'objet de notre article publié [15].

3.2 Equation de DKP pour les particules de spin-0

Dans cette section, nous étudierons 1’'équation de DKP pour les particules de spin-0 a (1+3)
dimensions et prouverons, a travers elle, I’existence d’une relation explicite entre I’équation de
DKP et I’équation de KG en présence d’une interaction électromagnétique. Cette étude com-

prendra également I’adoption de deux applications différentes.

L’équation de DKP pour les particules de spin-0 & (1 + 3) dimensions en présence d’une inter-

action électromagnétique est exprimée
[i8°Do + i8' Dy + i*Ds +i3°D3 — m| ¢ = 0, (3.1)

ouD,, p=0,1,2,3, est la dérivée covariante, m est la masse de la particule, 1 est la fonction

d’onde de DKP et g* sont des matrices 5 x 5 données par

0 __ T N
ﬁ—((_)T 0>7 6—(_/)? 0)’ i=1,2,3 (3.2)

62



3.2. Equation de DKP pour les particules de spin-0

0 1 -1 0 0
6= , p1 = , (3.3)
1 0 0 0 0
0 -1 0 0
P2 = ) p3 =
0 0 0 0

0,0 et 0 sont des matrices nulles de dimensions 2 x 3, 2 x 2 et 3 x 3, respectivement, et p”

avec

(3.4)

o O
o |
—_
N—

représente la matrice transposée de p. Pour la fonction d’onde de DKP 1 qui prend la forme

¢ = (¢17 %7 ¢37 ¢4, %)T7

I'équation (3.1), peut étre écrit sous forme d'un systeme de cing équations différentielles du

premier ordre couplées comme indiqué ci-dessous

(i Dye — D113 — 1Daytpy — 1D3hs — mapy = 0, (3.5)
iDothy — maby = 0, (3.6)
D1y — maps = 0, (3.7)
iDathy — mapy = 0, (3.8)

(D31 — maps = 0. (3.9)

A partir de ce systeme, nous remarquons que les cing composantes (11, ¥, 13, 14, 15) ne sont

pas indépendantes les unes des autres.

Des équations (3.6)-(3.9), on peut facilement remarquer que les composantes 1, 13, 14 et 5
dépendent de la composante ¢); par les relations suivantes

(

Yo = Do, (3.10)
Ys = ~Dugh, (3.11)
Ya= Doy, (3.12)
| U5 = %Dm. (3.13)

En remplagant chacune des composantes 19, Y3, 14 et 15, trouvées dans le systeme d’équations

(3.10)-(3.13), dans I’équation (3.5), il vient que

[D; — D} — D3 — D5 + m?| ¢y =0, (3.14)
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3.2. Equation de DKP pour les particules de spin-0

qui n’est autre que I’équation de KG en présence d’un champ électromagnétique pour la com-

posante .

Les résultats obtenus jusqu’a présent sur ’équation de DKP pour les particules de spin-0 a

(1+3) dimensions peuvent étre résumés dans un cadre plus fonctionnel, en les présentant dans

des formes compactes. Plus précisément, le systeme d’équations (3.5)-(3.9) est écrit sous forme
compacte comme suit

iD )0 — mapy = 0, (3.15)

{ iDyy — map 40 =0, w=0,1,23, (3.16)

tandis que la forme compacte du systeme d’équations (3.10)-(3.13) est

1
w,quQ = EDuwh n= 07 17 27 37 (317)

Il s’ensuit également que la composante 1), satisfait I’équation de KG en présence d’un champ

électromagnétique qui prend la forme compacte
(D*D,, + m?)ipy = 0. (3.18)

Maintenant, nous présentons quelques points intéressants qui peuvent étre extraits en ce qui
concerne la résolution de 1’équation de DKP pour les particules de spin-0 & (1 + 3) dimensions.
Grace aux équations (3.5)-(3.9) et (3.14), nous pouvons facilement montrer la relation explicite
entre I’équation de DKP et ’équation de KG en présence d’une interaction électromagnétique.
Plus précisément, la fonction d’onde 9 est solution de ’équation de DKP (3.1) si et seulement
si la composante 11 est solution de I’équation de KG (3.14) et les composantes 19, 13, 14 et 15
sont également solutions de I’équation de KG données par le systeme d’équations (3.10)-(3.13),

1.e.

e Si la composante 1; est une solution de 'équation de KG (3.14), alors la solution
de I'équation de DKP (3.1) est donnée par la fonction d’onde ¥ ou les composantes

o, 13,14 et 15 sont données par le systeme d’équations (3.10)-(3.13).

e Inversement, si la fonction d’onde 1) est une solution de 'équation de DKP (3.1), ou
les composantes 15, 13, 14 et 15 sont données par le systeme d’équations (3.10)-(3.13),

alors la composante 1 est la solution de 1’équation de KG (3.14).

Par conséquent, on peut conclure que toutes les composantes de la solution de 1’équation de
DKP pour les particules de spin-0 a (1 + 3) dimensions sont des solutions de 1’équation de KG

en présence d’'une interaction électromagnétique.
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3.2. Equation de DKP pour les particules de spin-0

Remarque 3.2.1. Cette relation explicite entre [’équation de DKP et l’'équation de KG, est

établie de la méme maniére pour les dimensions (1+2) et (1+1).

Les résultats exceptionnels que nous avons obtenus dans cette partie, indiquent une nouvelle
contribution scientifique qui va changer le point de vue de nombreux chercheurs et répondre a
une partie des questions qui ont suscité une large controverse. Plus précisément, nos résultats
jettent un éclairage nouveau sur 'existence d’équivalence, qui est une relation explicite, entre
I’équation de DKP pour les particules de spin-0 en toutes dimensions et I’équation de KG en
présence d’une interaction électromagnétique, et donc ces résultats vont au-dela des travaux
précédents. Ces derniers, suggerent que ’équation de DKP méme si contient une description
des particules de spin-0, mais elle n’est pas completement équivalente a celle de KG sauf dans
le cas ou l'interaction est absente. Alors, nos résultats fournissent désormais une preuve claire
et explicite que, pour les particules de spin-0 en toutes dimensions, l’équivalence entre les deux

équations DKP et KG existe méme en présence de 'interaction et pas seulement en son absence.

Afin d’enrichir nos résultats, nous les attacherons a deux applications pratiques et différentes,

ce qui fera I'objet de la sous-section suivante.

3.2.1 Applications
3.2.1.1 Solution du type Volkov

Le processus de recherche de solutions analytiques exactes des équations d’onde relativistes
des particules chargées est d’une grande importance, car il aide les chercheurs a considérer
leur interaction au-dela du régime perturbatif. Les solutions Volkov, étant les solutions exactes
de I’équation de Dirac, sont le meilleur exemple de telles solutions et qui ont longtemps été
un outil théorique important. Dans ce qui suit, nous nous intéresserons, dans le cadre de la
relation explicite entre I’équation de DKP et ’équation de KG, au calcul d’une solution du type
Volkov de I'équation de DKP (3.1) pour les particules de spin-0 dans un champ d’une onde
électromagnétique plane. Ainsi, notre étude sera un autre résultat prometteur a travers lequel
nous pourrons étendre 'espace des équations d’ondes relativistes sur lesquelles les solutions

Volkov ont été appliquées.

Suivant cette logique, il convient de rappeler d’abord que la composante 1, qui est la solution

Volkov de 1'équation de KG (3.14) dans un champ d’une onde électromagnétique plane, est
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3.2. Equation de DKP pour les particules de spin-0

défini
Y1 = Ce P Fy(¢) pour ¢ =k -z, (3.19)
ou (' est une constante de normalisation, p, x et k sont des quadrivecteurs constants, ¢ est une

onde plane et Fj(¢) est la solution de I’équation différentielle du premier ordre suivante

2i(kp) F{(¢) + [—2e(pA) + e*A%|Fy(¢) = 0. (3.20)
Autrement dit )
FI(6) = —i {i A) — G—Aﬂ Fu(), 3.21
ce qui implique que
kx
R0 = e (i [ [0 - 5] ao (5.22)
=exp | —t ——(pA) — —— . :
1 J L (kp) 2(kp)
En substituant 1’équation (3.19) dans le systeme d’équations (3.10)-(3.13), on obtient
()1 = Cexp{—iS}, (3.23)
C i 6]{?0 62]{30 2 .
= — —eAy+ —(pA) — A - .24
¢2 m -pO €Ag + (kp) (p ) Q(kp) exp{ ZS}? (3 )
C [ 6]{?1 62]{71 2- .
=— |- Al — —(pA)+ —A - 2
V3 m | p1teAy () (pA) + 2kp) exp{—iS}, (3.25)
O i 6:1{?2 62]{32 2- .
=— |- Ay — —(pA A — 2
Ve = P2t el (km(p >+2(/€p) | exp{—i5}, (3.26)
. C [ 6k?3 €2k3 2_ .
\ Y5 = - _—pg +eAz — @(pA) + 2(l<:p)A | exp{—iS}, (3.27)

ou S désigne I'action classique du systeme pour une particule se déplacant dans le champ d’une
onde électromagnétique plane et qui est donnée par

kx

Ssz—l—/[i(p/l)— ¢ AQ} dé.

(kp) 2(kp)
Le systeme d’équations (3.23)-(3.27) peut étre écrit sous forme compacte comme suit
i = Cexp{—iS},
2

_L, - € (pA) - g2 _
wu+2 - m |:p,u eAu + k,u ((kp) (pA) 2<]€p)A )1 wla n= 07 17273'

Selon le systeme d’équations (3.23)-(3.27), on peut conclure que 1 = (W1, 19, V3,4, 15)T est

une solution du type Volkov de I'équation de DKP pour les particules de spin-0 dans le champ

d’une onde électromagnétique plane.
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3.2. Equation de DKP pour les particules de spin-0

3.2.1.2 Equation de DKP pour un puits de potentiel carré avec une masse dépendante

de la position

Dans le cadre de la relation explicite obtenue entre ’équation de DKP et I’équation de KG
en présence d’'une interaction électromagnétique, nous adoptons dans cette partie la deuxieme
application pour déterminer les solutions de I’équation de DKP (3.1), mais cette fois pour un
puits de potentiel carré avec une masse dépendante de la position comme ce qui a été appliqué
en [16]. A cet égard, nous considérons d’abord ’équation de DKP pour les particules de spin-0
a (1+ 1) dimensions

[i8°Dy + i Dy — m] ¥(t,z) =0, (3.28)

ou Dy et D; est la dérivée covariante, m est la masse de la particule, (¢, x) est la fonction

d’onde de DKP et 8°, 8! sont des matrices 5 x 5 données par la relation (3.2).

L’équation (3.28) fournit le systeme d’équations différentielles du premier ordre couplées suivant

( iD0¢2 - iD1¢3 - m@/)l = O, (329)
Z'D()@/)l - m@/Jg = O, (330)
Z'Dﬂl)l — m@/)g == O, (331)
—mapy = 0, (3.32)
—maps = 0, (3.33)

ce qui donne
( o = iDowl, (3.34)
m
s = —Dyiy, (3.35)
m
g =0, (3.36)
(V5 = 0. (3.37)

La substitution des composantes 5 et ¢35 du systeme ci-dessus dans 1’équation (3.29), donne
(Dg — D; +m?)h, =0, (3.38)

qui est I'équation de KG en présence d'une interaction électromagnétique pour la composante
1. Cela signifie qu’il existe une relation explicite entre 1’équation de DKP et I’équation de KG

dans le cas des particules de spin-0 & (1 4+ 1) dimensions.
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3.2. Equation de DKP pour les particules de spin-0

Afin d’appliquer la relation ci-dessus pour déterminer analytiquement les solutions de 1’équation
de DKP pour un puits de potentiel carré avec une masse dépendante de la position [16], nous

devons prendre en compte le fait que la masse n’est pas constante dans 1’équation (3.28), i.e.
[i°Do + iB'Dy — m(x)] ¥(t,z) = 0. (3.39)

Il convient de noter ici que, dans la référence [16], la matrice 33 a été utilisée au lieu de la

matrice 81 (ou la matrice 5%), ce qui est physiquement le méme.

Selon cette logique, I’équation (3.38) prend la forme de ’équation du type KG modifiée suivante

{%—m@%(ﬁ%ﬂ)+ﬁ@ﬂ%@@z& (3.40)

Alors, pour les choix edy = Vy(x), Ay = 0 et la composante 1, (¢, ) = e *Flp(x), 'équation

ci-dessus devient

)1 (D) B = V) = o) o) . (3.41)

m(z) dz

Ici, Vo(x) et m(z) sont choisis sous la forme suivante

Vo(z) = Wi0(—a — x) + Wab(—a + ),
(3.42)
m(z) = (m1 —me) [0(—a — z) + 6(—a + x)] + mo,

ou f(x) désignant la fonction de pas de Heaviside

1 si > 0,
o(z) = uot= (3.43)
0 si x <0,

avec my # mo et Wy, Ws sont des constantes positives telles que Wy > Wj.

Avec des arguments similaires a ceux utilisés dans la référence [16], nous obtenons que la

fonction d’onde 9 (t, z) de I'équation de DKP (3.39) dans chaque région est

Y(t,x) = ikt Aee=iEY - pour 2 < —q, (3.44)
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Feikga? _|_ Ge—ikgz
m£2 (Fe’ik‘gl‘ _|_ Gefik‘gm)
Y(t,z) = ;1—’“22 (Feth2r — Gemkar) e ™ pour —a<z<a, (3.45)

0

—iks | Delks==iEY  pour > a, (3.46)

b(t, )

ou ki, ko et k3 sont donnés par

ki = \fmi — (B~ W), ky = \/E2 — m3, ha=fmi— (B W2, (347)

et A, F, G, D sont des constantes a déterminer par les conditions aux limites.

3.3 Equation de DKP pour les particules de spin-1

3.3.1 Particules de spin-1 a (1 + 1) dimensions

Dans cette partie, nous prouverons l'existence d’une relation explicite entre 1’équation de
DKP pour les particules de spin-1 a (1+1) dimensions et I’équation de KG de la méme maniere

que dans le cas des particules de spin-0.

L’équation de DKP pour les particules de spin-1 a (1 + 1) dimensions en présence d’une inter-

action électromagnétique est s’écrit sous la forme

[i3°Dy + i Dy — m]yp = 0, (3.48)
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ou Dy, D; sont les dérivées covariantes, m est la masse de la particule, ¢ est la fonction d’onde

de DKP et 8°, 3! sont des matrices 10 x 10 données par

0 0 0 0 0 0 e 0
07 0 I 0 0r 0 0 —18
=\ . p= L (349)
0" I 0 0 T 0 0 0
0T 0 0 0 0T —187 0 0
ot 0 et e; sont données par
(_): (Oa070)7 €1 = (17070)7

et 0, I sont, respectivement, la matrice nulle et la matrice unité de dimensions 3 x 3, tandis

que s; est une matrice écrite comme

0 0 0
s1 = 0 0 —1
0 7 0

Pour la fonction d’onde de DKP 1 a dix composantes

¢ = (¢1’¢27¢37¢4a¢57¢67w77¢8a¢97¢10)T7 (350)

I'équation (3.48), peut étre écrite sous forme d’un systeme de dix équations différentielles du

premier ordre couplées

(D15 — mypy = 0, (3.51)
iDotbs — mpy = 0, (3.52)
1Doypg — D110 — maps = 0, (3.53)
iDothr + 1D1tpg — mapy = 0, (3.54)
iDotpy — iDypy — maps = 0, (3.55)
iDyhs — map = 0, (3.56)
iDotpy — mipr = 0, (3.57)
—mapg =0, ( )
—iDyipy — maby = 0, (3.59)

(D193 — mapyg = 0. (3.60)

Selon ce systeme, on peut observer que les dix composantes (11, ¥, V3, 14, U5, Ue, 17, s, 19, 110)

ne sont pas indépendantes les unes des autres.
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A partir des équations (3.51)-(3.52) et (3.56)-(3.60), nous pouvons facilement voir que chacune

des composantes V1, V9, Vg, V7, 19 et 119 dépend de la composante 13,14 ou 5 comme suit

( P = %Dl%, (3.61)
Py = %DO%, (3.62)
Y6 = %90@53, (3.63)
Y7 = %Doiﬂb (3.64)
vs =0, (3.65)
Py = %Dlw, (3.66)
Y10 = iDl%- (3.67)

\ m

Substituant chaque composante )y, 1q, g, 17, P9 et 1h19 du systeme d’équations (3.61)-(3.67)
dans les équations (3.53)-(3.55), on aura

(D'Dy, +m?)i3 = 0, (3.68)
(D*Dy, +m?)y = 0, pn=0,1. (3.69)
(D*D,, 4+ m?)ips = 0. (3.70)

Les équations (3.68)-(3.70) représentent les équations de KG en présence d'une interaction

électromagnétique pour chaque composante 13, 14 et 5.

Conformément aux ces résultats, nous pouvons facilement conclure la relation explicite entre
I'équation de DKP pour les particules de spin-1 a (1 4 1) dimensions et 1’équation de KG en
présence d’une interaction électromagnétique. Autrement dit, la fonction d’onde 9 est solution
de I'équation DKP (3.48) si et seulement si les composantes 13,14 et 15 sont des solutions
de I'équation de KG et les composantes 1)1, ¥s, g, U7, %9 et 11y sont données par le systeme

d’équations (3.61)-(3.67), i.e.

e Si les composantes 13,1, et 15 sont, respectivement, des solutions de I’équation de KG
(3.68), (3.69) et (3.70), alors la fonction d’onde ¥ est une solution de l'équation de
DKP (3.48), ou les composantes 1,1, ¥, 17, 19 et 119 sont données par le systeme
d’équations (3.61)-(3.67).

e En sens inverse, si la fonction d’onde v est la solution de I’équation de DKP (3.48), ou

les composantes 1, g, g, 17, 19 et 119 sont données par le systeme d’équations (3.61)-

71



3.3. Equation de DKP pour les particules de spin-1

(3.67), alors les composantes 13, 14 et 15 sont, respectivement, solutions des équations

de KG (3.68), (3.69) et (3.70).

Ainsi, ces résultats conduisent clairement au fait que toutes les composantes de la solution de
I'équation de DKP pour les particules de spin-1 & (1 + 1) dimensions sont des solutions de

I’équation de KG en présence d’une interaction électromagnétique.

Remarque 3.3.1. Cette relation explicite entre I’équation de DKP pour les particules de spin-1
a (14 1) dimensions et l’équation de KG, peut étre établie de la méme maniére si on utilise la

matrice 5% ou B3 au lieu de la matrice 3.

En plus de notre contribution faite dans la section 3.2, en ce qui concerne I'équation de DKP
pour les particules de spin-0 a (1+3) dimensions, nous avons de nouveau pu présenter une autre
contribution prometteuse, mais cette fois pour les particules de spin-1 a (1 + 1) dimensions.
Plus précisément, nous avons pu prouver l'existence d’équivalence, qui est une relation explicite,
entre I’équation de DKP pour les particules de spin-1 & (1+ 1) dimensions et I’équation de KG
en présence d’une interaction électromagnétique. Ainsi, nos résultats vont également au-dela
des travaux précédents et étendent la présence de ’équivalence pour inclure non seulement la
présence d’'un champ électromagnétique, mais aussi le cas des particules de spin-1 & (1 + 1)

dimensions.

3.3.2 Application

3.3.2.1 Equation de DKP pour un puits de potentiel carré avec une masse dépendante

de la position

Avec la méme procédure, comme dans la sous-section 3.2.1.2, nous appliquerons la relation
explicite entre I’équation de DKP et ’équation de KG pour déterminer la fonction d’onde cor-
respondante de ’équation de DKP pour un puits de potentiel carré avec une masse dépendante

de la position comme dans la référence [16].

A cet effet, nous devons prendre en compte le fait que la masse n’est pas constante dans

I'équation (3.48), a savoir

[i8°Dy + i3 Dy — m(x)]b(t, x) = 0. (3.71)
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Pour les mémes choix : ey = Vo(z) et A1 = 0, ot m(x) et Vo(z) sont donnés par la formule

(3.42) et la fonction d’onde v (t, z) est exprimée sous la forme
Vit 7) = e iFD(a), (3.72)
avec la fonction ® est

¢ = (901, P2, L3, P4, L5, L6, P17, P8, 90979010)T,

le systeme d’équations (3.51)-(3.60) devient alors

( Z’%% —m(z)p1 =0, (3.73)
(B —Vo(2))ps — m(x)ps =0, (3.74)
(£ = Vo(z))ps — i%%o —m(z)p3 = 0, (3.75)
(E = Vo(x))er + z‘%sz)g —m(z)ps = 0, (3.76)
(B~ Vala))gs ~ i-or — m(e)gs = 0 3.77)
(E = Vo(x))ps — m(z)ps =0, (3.78)
(B = Vo(x))pa — m(z)p7 =0, (3.79)
—m(x)ps =0, (3.80)
—i%g@l —m(x)pe = 0, (3.81)

\ i%ws — m(z)p10 = 0, (3.82)

et le systeme d’équations (3.61)-(3.67) devient aussi
( 1 d
p1 = M%%, (3.83)
o= ;,L(V;)(x)) 5, (3.84)
Y6 = %%, (3.85)
Y1 = WSO% (3.86)
ps =0, (3.87)
—i d
P9 = M%%’ (3.88)
v d
\ $10 m(z) Iz (3.89)
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Par conséquent, le systeme d’équations (3.68)-(3.70) prend la forme d’équations du type KG

( :m(x)% (%%) + (B - Vo(z))? - mz(x): w3 =0, (3.90)
@) (s ) + (B =) = @) 1 =0 391)
x _m(x)% (ﬁ@%) + (B - Vy(z))? - mQ(x)_ w5 = 0. (3.92)

D’autre part, si nous décomposons la fonction d’onde ®7 comme

\IIT - (Qo?n P4, @5)7 ¢T - (9027 ©6, 907)7 @T = (@1; ©9, QOIO) et Y8 = 07 (393)

les systemes d’équations (3.83)-(3.89) et (3.90)-(3.92) peuvent étre rééerit sous forme compacte.

Plus précisément, sous ces notations, la composante ¥ doit obéir a I’équation du type KG

) (e )+ (= Vi) = )| w = (3.94)

et les autres composantes ¢ et © doivent vérifier les équations suivantes

¢ E—V()(ac)
( >: " g, (3.95)
o i d

m(z) dx

En suivant les mémes étapes que dans la référence [16], nous obtenons la fonction d’onde (¢, z)

dans chaque région comme

ip1ky
my

(E=W1)p1
my

ay

P1 ,
e(klz—zEt)

Y(t, x) pour z < —a, (3.96)

(E—W1)by
mi

(E—W1i)a1
mi

a1k

b1 k1
mi
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¢(t= CL’) =

ikox 7ik2x)

—k
e (e — pge

E ikox —ikox
m—Q(Pze 2T pye iR

bze’ik‘gl‘ + bge—ik‘gx

azeikgx + agefikgx

—ikox

p261k2x + p3€
E ikox —ikox
oo (b2€ + bge )
E ikox _ p—ikox
p— (&26 + ase )
0

ﬁ ’ik‘zx _ —ik‘zl’
pro (CLQ@ ase )

_ ko ikox —ikox
e (b2€ b3€ )

__ipaks
mi

(E=W2)pa

¢(t7$) = e

5

(&

—iEt

k3:E+iEt)

pour

pour

—a<zx<a,

T > a,

(3.97)

(3.98)
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ou ky, ko et k3 sont donnés par la formule (3.47), ay, as, as, aq, by, be, bs, by et py, pa, ps, ps sont

des constantes a déterminer par les conditions aux limites.

3.3.3 Particules de spin-1 a (1 + 2) dimensions

Dans cette partie, nous étudierons 1’équation de DKP pour les particules de spin-1 a (1 + 2)
dimensions en présence d’'une interaction électromagnétique et nous nous appuierons également
sur deux applications différentes pour enrichir davantage notre étude. La premiere application
est une application directe au cas libre et la deuxieme est une tentative de trouver des solutions

du type Volkov.

Pour les particules de spin-1 a (1 + 2) dimensions, I’équation de DKP en présence d’une inter-

action électromagnétique prend la forme
(iB°Dy + iB' Dy +i*Dy — m) ¢ = 0, (3.99)

ou Dy, Dy, Dy sont les dérivées covariantes, m est la masse de la particule, 1 est la fonction

d’onde de DKP et 3°, 81, 3% sont des matrices 10 x 10 données par

0 0 0 0 0 0 € 0
. 0" o I 0 A 07 0 0 —is; | .
=1 , Bi= Li=1,2  (3.100)
0" I 0 0 —eT 0 0 0
0" o0 0 0 0" —is; O 0
avec 0 et e; sont données par
0 = (0,0,0), er = (1,0,0), es = (0,1,0),

et 0, I désignent respectivement la matrice nulle et la matrice unité de dimensions 3 x 3. Les

s; étant les matrices

0 0 0 0 0 ?
s1=10 0 - |, 83 = 0 0 0
0 { 0 —1 0 0

Pour la fonction d’onde de DKP

U = (Y1, Vo, U3, Y, Y5, g, 17, s, Yo, Pr0)
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I'équation (3.99) fournit un systeme d’équations différentielles du premier ordre couplées comme

suit

(D195 + iDatpg — mapy = 0,

( —1Datpy + iDy1pg — mapyg = 0.

(3.101)

iDohs + iDathrg — maby = 0, (3.102)
iDothg — iDy1hrg — maps = 0, (3.103)
iDotpy — iDat)g + iD13g — mapy = 0, ( )
—iD1hy + Doy — maps = 0, ( )
—iDyihy + iDyihy — mapg = 0, (3.106)
iDotby — mapy = 0, (3.107)
iDathy — maps = 0, (3.108)
—iDythy — maby = 0, (3.109)
(3.110)

Conformément a ce systeme, les dix composantes (11, Vs, U3, 14, Vs, Ve, V7, Us, g, 119) ne sont

pas indépendantes les unes des autres.

D’apres les équations (3.105), (3.106) et (3.110), nous pouvons facilement voir que les compo-

santes 15, U et 119 dépendent des composantes 11, 1 et 13 comme suit

( Ps = % (=D1¢1 + Do) (3.111)
Ve = % (=Dyyp1 + Dotis) (3.112)
\ V1o = % (=Datpy + D1)3) , (3.113)

et a partir des équations (3.107)-(3.109), on peut également voir que les composantes 17, 1g et

19 ne dépendent que de la composante 14

(

Y7 = %Dow, (3.114)
Ys = %92%, (3.115)
0o = %Dlw. (3.116)

En remplacant les composantes 95,1 et ¢19, du systeme d’équations (3.111)-(3.113), dans les

équations (3.101)-(3.103), on obtient un systeme d’équations différentielles du second ordre
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pour les composantes ¥, Yy et 3

(D} + D3 — m®) ¥y — D1 Dothy — DoDoths = 0, (3.117)
DoD1tp1 — (D§ — D3 + m?) ¢ho — DyDyapy = 0, (3.118)
DyDythy — DyDathy — (D — DI +m?) b3 = 0. (3.119)

Par contre, si nous remplagons les composantes 17, 15 et 19 du systeme d’équations (3.114)-

(3.116) dans ’équation (3.104), nous obtenons
(D"D,, + m*)iy = 0, p=0,1,2 (3.120)

qui représente 1’équation de KG en présence d’une interaction électromagnétique pour la com-

posante ).

Dans le cadre des résultats obtenus dans cette partie, nous pouvons extraire quelques remarques
notables sur la résolution de 1’équation de DKP pour les particules de spin-1 a (14-2) dimensions

en présence d’'une interaction électromagnétique. D’une maniere plus précise

e Si la fonction d’onde 9 est une solution de 1’équation de DKP (3.99), alors les com-
posantes 1,1y et 3 sont des solutions du systeme d’équations (3.117)-(3.119) et la
composante 14 est une solution de I'équation de KG (3.120), ou les composantes 1)s,
g, 1o vérifient le systeme d’équations (3.111)-(3.113) et les composantes 7, ¥g, ¥g
vérifient le systeme d’équations (3.114)-(3.116).

e Inversement, si les composantes 11,15 et 13 sont des solutions du systeme d’équations
(3.117)-(3.119) et la composante 14 est la solution de I’équation de KG (3.120), alors
la fonction d’onde 1 est une solution de I’équation de DKP (3.99), ou les composantes
Vs, Vg, W10 et les composantes 17, 1, 19 sont donnés respectivement par le systeme

d’équations (3.111)-(3.113) et le systeme d’équations (3.114)-(3.116).

Nous concluons de tout cela que pour résoudre I'équation de DKP (3.99) i.e. le systeme
d’équations (3.101)-(3.110), il suffit de résoudre a la fois le systeme d’équations (3.117)-(3.119)
et I'équation de KG (3.120), ou les composantes 15, 15 et 11y sont données par le systeme
d’équations (3.111)-(3.113) et les composantes 17, 1 et 19 sont données par le systéme d’équations
(3.114)-(3.116). Autrement dit, résoudre I’équation de DKP pour les particules de spin-1 a
(1 + 2) dimensions en présence d'une interaction électromagnétique est équivalent a résoudre

un systeme d’équations différentielles du second ordre a trois composantes.
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3.3.4 Applications
3.3.4.1 Particules libres

Dans le cas des particules libres, nous devons opérer un petit changement aux résultats
obtenus précédemment. Ce changement consiste a remplacer les dérivées covariantes D,, par les

dérivées 0. Selon ce changement, I’équation (3.99) est réécrite de la maniere suivante
(iB°0y + i 01 + i8°0y — m) ¥ = 0, (3.121)

tandis que le systeme d’équations (3.101)-(3.110) devient

(1015 + 1Oybg — mapy = 0, (3.122)
iBoths + i0yth1g — maby = 0, (3.123)
iBythg — 10119 — miaby = 0, (3.124)
iBythy — 1Byt + 1019 — mahy = 0, (3.125)
—iyahy + iBgthy — maps = 0, (3.126)
—iOathy + iBoth5 — mabg = 0, (3.127)
iBothy — mipr = 0, (3.128)
iOathy — mas = 0, (3.129)
—iyahy — mabg = 0, (3.130)

[ — a1 + i011b5 — map1g = 0. (3.131)

Il s’ensuit également que les systemes d’équations (3.111)-(3.113) et (3.114)-(3.116) prennent
respectivement la forme

(

Y5 = % (=011 + Ootb2) (3.132)
Yo = (~0wr + Qo). (3.133)
| Y10 = % (—Oaths + O113) | (3.134)
et
(4 = %80% (3.135)
Vs = %82% (3.136)
| %o = %6’11/)4- (3.137)
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Ainsi, le systéeme d’équations (3.117)-(3.119) devient

(8% + 8% - m2) ’lﬂl — 81002[)2 — 8280¢3 = O, (3138)
Oihr — (05 — 95 +m?) by — Ba011h3 = 0, (3.139)
BoOatpy — 0102102 — (0F — 05 +m?) by =0, (3.140)

et I"équation de KG (3.120) sera la suivante
(0"0,, +m*)hy = 0, p=01,2 (3.141)

qui est I’équation libre de KG pour la composante ;.

Dans le cadre de ce qui a été étudié dans cette partie, les résultats obtenus nous permettent
de présenter quelques remarques intéressantes sur la résolution de 1’équation de DKP dans
le cas des particules libres. Plus précisément, a partir des équations (3.122)-(3.124), on peut

facilement déduire que les composantes 11, ¥y et 13 doivent vérifier la relation suivante

Ooth1 — Orpy — Oarps = 0. (3.142)

Prenant en compte cette relation, le systeme d’équations (3.138)-(3.140) devient

(0"0, +m?)r = 0, (3.143)
("0, + m*)iby = 0, w=0,1,2 (3.144)
("0, + m*)ibs = 0. (3.145)

Ainsi, il résulte du systeme ci-dessus que chaque composante 1,1y et 13 est une solution de

I’équation libre de KG.

Grace au systeme d’équations (3.132)-(3.134), nous déduisons que les composantes 15, 1 et

10 sont aussi des solutions de I’équation libre de KG.
q

D’autre part, puisque la composante 14 est une solution de I’équation libre de KG (3.141), les
composantes 7, 1g et 19, données par le systeme d’équations (3.135)-(3.137), sont également

des solutions de I’équation libre de KG.

Plus brievement, selon ce qui précede, on peut dire que toutes les composantes correspondant
a la fonction d’onde ¢ de 1'équation libre de DKP a (1 + 2) dimensions sont des solutions de

I’équation libre de KG.

Inversement, pour les composantes @1, @9, @3 et 4 solutions de I’équation libre de KG, on peut
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choisir les composantes 11, ¥, 13 et 1, solutions de 1’équation libre de KG comme suit

(4 = 7;—1 (O1p1 + Oapa) (3.146)
Yo = T;—i (Dowp1 + Oap3) (3.147)
Py = 7;—1 (Dopa — O1¢p3) (3.148)

s = @, (3.149)

de sort que la relation (3.142) est vérifiée, les composantes 11, 19, 13 sont également des solu-
tions du systeme d’équations (3.138)-(3.140) et que la composante 1, est évidemment solution
de I'équation libre de KG (3.141).

Dans ce contexte, nous concluons également que la fonction d’onde v est une solution de
I’équation libre de DKP (3.121), i.e. le systeme d’équations (3.122)-(3.131), ou les composantes
1,9, 13 et 1y sont données par le systeme d’équations (3.146)-(3.149), les composantes s,
g et 1o sont données par le systeme d’équations (3.132)-(3.134) et les composantes 7, 1g et
hg sont données par le systeme d’équations (3.135)-(3.137).

Enfin, la conclusion principale que I'on peut en tirer de tout ce qui a été obtenu concernant le
cas des particules libres est que chaque composante de la fonction d’onde 1 de I’équation libre
de DKP a (1 + 2) dimensions est une solution de ’équation libre de KG. Ainsi, s’il y a une

solution a I’équation libre de KG, une solution a 1’équation libre de DKP peut étre trouvée.

Il convient de noter ici que dans la référence [70], il a été montré que 1’équation de DKP pour
les particules de spin-1 dans le cas libre est équivalente a ’équation de KG, i.e. I’équation de
Proca, utilisant les opérateurs de projection. Alors que dans notre étude, nous avons adopté,
comme indiqué, une approche completement différente de celle-ci, ot nous nous sommes ap-
puyés sur I'équation de DKP elle-méme. Plus précisément, a partir des relations explicites que
nous avons atteintes entre les composantes de la solution de ’équation de DKP en présence
d’une interaction électromagnétique, nous avons pu obtenir un systeme équivalent pour elle.
Cette derniere nous a conduit, dans le cas des particules libres, a prouver que chaque compo-
sante de la fonction d’onde ¢ de I’équation libre de DKP a (1 + 2) dimensions est une solution

de I’équation libre de KG.
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3.3.4.2 Solution du type Volkov

Maintenant, comme deuxieme application, nous essayons de calculer la solution du type

Volkov du systeme d’équations (3.101)-(3.110), a savoir
(D15 + iDathg — mapy = 0,
iDotps + iDath1g — mipg = 0,
iDotpg — iD1p10 — mipz = 0,
iDotp7 — iDathg + iD1thg — mapy = 0,
—1D1tpy + 1Dotpy — maps = 0,
—1Dytpy + 1Dotp3 — mapg = 0,
iDopy — mipr =0,

iDathy — mapg = 0,

—iD1py — mapg = 0,

( —1Datpy + 1D1h3 — mapyg = 0,

qui, d’apres les résultats obtenus précédemment, se limite a résoudre le systeme d’équations

différentielles du second ordre a trois composantes (3.117)-(3.119), i.e.
(D} + D5 — m?) 11 — D1Dotha — DaDytpz = 0,
DyD1tpy — (Df — Dj +m?) 1hy — DyDyips = 0,
DOD2¢1 — D1D2’I7Z)2 — (Dg — D% + m2) ’l/Jg = O

Pour résoudre ce systeme, comme dans le cas des particules de spin-0, on cherche des solutions
de la forme

v = Ciem PTR(9),

Yy = Cae P Fy(¢), pour ¢==k-x,

V3 = Cse”PPF3(0),
ou (', s, C3 sont des constantes de normalisation, p, x, k sont des quadrivecteurs constants, ¢
est une onde plane et Fi(¢), F»(¢), F3(¢) sont des fonctions.

En remplacant les composantes 11, 19 et 13 par leurs formes dans le systeme ci-dessus, on ob-
tient un systeme d’équations différentielles du second ordre couplées pour les fonctions Fi, F5

et F3 comme suit

82



3.3. Equation de DKP pour les particules de spin-1

(ko [koF) + k1 Fy 4 ko FY] — 2ikoPoFy — i [kyPo + koP1] Fy — i [kePo + koPa] Fj +
licko Al — P§| Fi + licki Al — PoP1] F + [ieks Ay — PoPa] Fy +

2i(kp) F{ + [—2e(pA) + e*A?] F} =0, (3.150)
—k1lkoFY' + k1 Fy + ko Fy| + i [koPy + kyPo) Y + 2ikyP1Fy + i [ke Py + ki Pao) Fy +
[—icko A} + PoP1] Fy + [—ieki AL + P] Fy + [—icko A| + Py Po) F3 +

2i(kp)F; + [—2e(pA) + e A?| F» = 0, (3.151)
—kolko B} + k1 Fy + ko FY] + i [koPy + koPo) Fy + i [k1Pa + koPy) Fy — 2iko Py Fy +
[—ieko Ay + PoPo) Fy + [—ieki Ay + PiPo) Fy + [—ieko A) + P3| F3 +

2i(kp)F3 + [—2e(pA) + e A?] F3 = 0. (3.152)

-

Il convient de noter ici que pour simplifier I’écriture de ce systeme, nous avons adopté les
notations suivantes : P; = (p; — eAi(¢)),1 = 0,1,2, et Fy, F5, F3 au lieu de Fy(¢), Fx(¢), F5(0)

respectivement.
De l'autre c6té, en additionnant le produit des équations (3.150), (3.151), (3.152) par ko, ki, ko
respectivement, prenant en compte la condition k% = 0, on obtient

i(kp) [koF| + k1 Fy + ko F3) + [—2e(pA) + €2 A%] [koFy + k1 Fa + ko F3) —

(kp) [PoFy 4 P13 + P2 F3] = 0.

De plus, en additionnant le produit des équations (3.150), (3.151), (3.152) par Agy, A;, Ay
respectivement et en utilisant le fait que k- A = 0, nous aurons

[—i(pA) +ieA?] [koF| + k1 Fy + ko Fj) + 2i(kp) [AoF + A1 Fy + Ay Fj) +

ZB(AA/) [k’oFl -+ leQ + k'QFg] + [—(pA) -+ €A2:| [P{]Fl + P1F2 -+ PQFg] +

[—26(])14) + €2A2:| [A()Fl =+ A1F2 + A2F3] = 0

Enfin, en additionnant le produit des équations (3.150), (3.151), (3.152) par Aj, A}, A), respec-

tivement et en employant la condition de jauge de Lorenz k - A’ = 0, on trouve

[—i(pA) + ie(AA)] [KoF{ + ky Fy + ko Fy | + 2i(kp) [AQF] + AL Fj + ALFY] +
ieA’2 [k?()Fl —|— leQ —I— k?QFg] —I— [—(pA,) —I— G(AA/)] [P()Fl + PlFQ —|— PQFg] —|—
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Grace aux calculs ci-dessus, le systeme d’équations différentielles du second ordre (3.150)-(3.152)

se réduit au systeme d’équations différentielles du premier ordre

(i(kp) [koF| + k1 Fy + ko F3] + [—2e(pA) + €*A?] [koFy + k1 Fy + ko F) —
(kp) [PoFy + Py Fy + PoFy] = 0, (3.153)
[—i(pA) +ieA?] [koF| + k1 Fy + ko F3] + 2i(kp) [AoF] + A1 Fy + A Fj) +
ie(AA) [koFy + k1 Fy + ko F5] + [—(pA) + eA?] [PoFy + PiFa + PoFs] +
[—2e(pA) + ?A?] [AoFy + A1 F> + Ay F3) = 0, (3.154)
[—i(pA") + ie(AA)] [koFl’ + B F + /@Fg} + 2i(kp) [A)F] + AL F} + AyF}) +
ieA”? [koFy + ki Fy + ko Fy) + [—(pA') + e(AA)] [PoFy + P1Fy + PoF3] +

| [—2e(pA) + 2 A% [AYF) + AL Fy + Ay F3] = 0. (3.155)

En conséquence, la résolution du systeme d’équations (3.153)-(3.155), nous permet de trouver
les composantes 11, 1y et 13 qui sont les solutions du systeme d’équations (3.117)-(3.119). Par
ailleurs, I'utilisation des systémes d’équations (3.111)-(3.113) et (3.114)-(3.116), nous permet de
trouver les autres composantes. Selon cela, nous pouvons trouver la solution du type Volkov du
systeme d’équations (3.101)-(3.110) i.e. I'équation de DKP (3.99). Malheureusement, en raison
des difficultés que nous avons rencontrées lors des calculs, nous n’avons pas pu trouver les

solutions du systeme d’équations (3.153)-(3.155). Toutefois, ce systeme est toujours a ’étude.

3.3.5 Particules de spin-1 a (1 + 3) dimensions

En suivant exactement la méme procédure que dans la partie précédente, nous pouvons aussi
montrer que ’équation de DKP a (1 4 3) dimensions est équivalente a un systeme d’équations

différentielles du second ordre a quatre composantes.

L’équation de DKP pour les particules de spin-1 & (1 + 3) dimensions en présence d’une inter-

action électromagnétique est la suivante
(iB°Dy + iB' Dy +i*Da + i3°D3 — m) ¢ = 0, (3.156)

ou Dy, Dy, Dy, D3 sont les dérivées covariantes, m est la masse de la particule, ¢ est la fonction

d’onde de DKP et 3%, B, 32, 32 sont des matrices 10 x 10 données par
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0 0 0 0 0 0 e; 0
. 0" o I o | 07 o 0 —is; |
=1 B = ,1=1,2,3  (3.157)
0T 1 0 0 —er 0 0 0
o7 0 0 0 o7 —18; 0 0
dans lequel 0 et e; prennent la forme
0=(0,0,0), e; = (1,0,0), es = (0,1,0), es = (0,0,1),

et 0, I sont respectivement la matrice nulle et la matrice unité de dimensions 3 x 3, tandis que

s; sont des matrices écrites de la manieére suivante

0 0 0 0 0 ? 0 —1 0
s1=10 0 - |, 89 = 0 0 0 1. Sz = 1 0 0
0 { 0 —1 0 0 0 0 0

Pour la fonction d’onde de DKP & dix composantes, I’équation (3.156) peut étre écrite sous la

forme d’un systeme d’équations différentielles du premier ordre couplées comme
(D115 + iDat)g + 1D3tpy — mapy = 0, ( )
Dot — iDatbg + iDathrg — maby = 0, (3.159)
1Dotbs + 1D3tpg — iD1)1g — maps = 0, ( )
1Doth7 — 1Datpg + iDy1pg — mapy = 0, ( )
—iD1py + iDotpy — mis = 0, (3.162)
—iDathy + iDoths — mapg = 0, (3.163)
—iDyihy + iDyihy — mpr = 0, (3.164)
—iDyhy + iDythy — mbg = 0, (3.165)
iD31py — iDy1py — mapg = 0, ( )
{ —1Dag + iD11h3 — mapip = 0. ( )

Comme dans le cas des particules de spin-1 a (1+1) et (1+2) dimensions, les dix composantes

(11, 2, 3, Yy, Vs, g, U7, s, g, P10) ne sont pas indépendantes les unes des autres.

A partir des équations (3.162)-(3.167), on peut facilement voir que les composantes 15, Vg, 17, Vs,

Vg et 1)1y dépendent des composantes 1, 19, P3 et 14 comme
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.

w5=:£;(—1h¢q—%1%¢a), (3.168)
Yo = (~Dys + Do), (3.160)
w=%@mm+%w% (3.170)
<w=%@m%+mw% (3.171)
%zémm—mwm (3.172)
\¢m=%«4am+pwg. (3.173)

La substitution des composantes 15, 1, 17, 15, Vg €t 119 du systeme ci-dessus dans les équations

(3.158)-(3.161), conduit au systeme d’équations différentielles du second ordre pour les compo-

santes ¥y, Y9, V3 et Yy
( (D} + D3 + D3 — m?) ¢y — D1Dyips — DaDoths — D3Dotpy = 0, ( )
DyD1ty — (D — D3 — Di + m?) by — DyDyaps — DsDiay = 0, (3.175)
DoDstpy — Di Doy — (D — Di — Di + m?) 13 — D3Datpy = 0, ( )
( )

( DoDsthy — D1Dsthy — Dy Dyips + (—Dj + DT 4 D5 —m?) 1y = 0.

A présent, nous donnons quelques remarques sur la résolution de 1’équation de DKP pour les
particules de spin-1 & (1 + 3) dimensions en présence d’une interaction électromagnétique. Plus
précisément
e Si la fonction d’onde 1 est une solution de 1’équation de DKP (3.156), alors les compo-
santes 1, 19, 13 et 1by sont des solutions du systeme d’équations (3.174)-(3.177), ou les
composantes Vs, Vg, V7, Vs, g et Yo vérifient le systeme d’équations (3.168)-(3.173).

e Inversement, si les composantes 11, 19, 13 et 14 sont des solutions du systeme d’équations
(3.174)-(3.177), alors la fonction d’onde 9 est une solution de I’équation de DKP (3.156),
ou les composantes 5, Vg, U7, Ys, 9 €t 119 sont données par le systeme d’équations
(3.168)-(3.173).

A partir de ce qui précede, nous concluons que pour résoudre ’équation de DKP (3.156),
i.e. le systeme d’équations (3.158)-(3.167), il suffit de résoudre le systeme d’équations (3.174)-
(3.177), ou les composantes 5, 1g, 17, s, g et 119 sont données par le systéme d’équations
(3.168)-(3.173). Autrement dit, résoudre I’équation de DKP pour les particules de spin-1 a
(1 + 3) dimensions en présence d’une interaction électromagnétique est équivalent a résoudre

un systeme d’équations différentielles du second ordre a quatre composantes.
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3.3.6 Applications
3.3.6.1 Particules libres

Avec des arguments similaires a ceux utilisés dans le cas des particules libres présentés dans
la sous-section 3.3.4, qui indiquent d’utiliser les dérivées 0, au lieu des dérivées covariantes D,,
dans les systemes obtenus ci-dessus, on peut passer du cas de l'interaction électromagnétique

au cas libre. Sur cette base, I'’équation de DKP (3.156) est écrit dans le cas des particules libres
(i8°00 + iB 01 + iB°0s + i3°05 — m) ¢ = 0. (3.178)

Ce qui implique que le systeme d’équations (3.158)-(3.167) devient

(10115 + 10916 + i031h7 — mapy = 0, (3.179)
05 — 10519 + i0y1h1g — mahy = 0, (3.180)
iBths + i051ps — 10119 — maby = 0, (3.181)
iBhr — 10905 4 101bg — miby = 0, (3.182)
— 0y + i0pths — mibs = 0 (3.183)
—i0a1 + 100th3 — mabg = 0, (3.184)
— D331 + 10104 — mipy = 0, (3.185)
— 0313 + i09thy — mahg = 0, (3.186)
i031py — 1D1by — mapy = 0, (3.187)
— Oyt + D103 — mabyy = 0, (3.188)

Ve

tandis que le systeme d’équations (3.168)-(3.173) prend la forme

/

Y5 = % (=011 + Ooya) (3.189)
Y = % (=091 + Oo¢3) (3.190)
Y7 = % (=031 + Ootha) (3.191)
Ys = % (—03tp3 + O2tha) (3.192)
Yo = — (Dur — Oy (3.193)
| Y10 = % (—0a1hg + Orhs) . (3.194)
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Ainsi, le systeme d’équations (3.174)-(3.177) sera

((0F + 03 + 05 — m?®) b1 — 0100tps — 020013 — 30014 = 0, (

) OoO1h1 — (53 — 05— 0, + m2) Vg — 0p01P3 — O301hs = 0, (
DoOath1 — 01000 — (85 — 0F — 05 +m?) by — D3091Py = 0, (3.197
Do0stpy — 010510y — 0r0513 + (=05 + 05 + 05 — m?) by = 0. (

Dans le contexte de ce qui a été atteint, nous pouvons présenter quelques remarques notables
sur la résolution de I’équation de DKP pour les particules libres. Plus clairement, des équations
(3.179)-(3.182), on peut facilement déduire que les composantes v, 1o, 13 et 1, doivent vérifier

la relation

ao¢1 - a1¢2 - 821/13 - (93104 = 0. (3199)

Grace a la relation ci-dessus, le systeme d’équations (3.195)-(3.198) devient

( (019, +m?*), =0, (3.200)
(0"0,, + m*)aby = 0, n=0,1,2,3 (3.201)
("0, + m*)ibs = 0, (3.202)

L (010, + m*)py =0 (3.203)

Ce systeme indique que chaque composante 11, ¥s, 13 et 14 est une solution de I’équation libre
de KG.

Ainsi, d’apres le systeme d’équations (3.189)-(3.194), les composantes 5, Vs, 17, 1s, P9 et g

sont également des solutions de 1’équation libre de KG.

Plus brievement, nous pouvons dire de ce qui précede que toutes les composantes correspon-
dant a la fonction d’onde ) de 1’équation libre de DKP & (1 4 3) dimensions sont des solutions

de I'équation libre de KG.

Inversement, pour les composantes ¢1, v, @3, @4, Y5 et g solutions de I’équation libre de KG,

on peut choisir les composantes 11, 19, 13 et 14 solutions de ’équation libre de KG telles que

( ~1

= (D191 + a2 + D34p3) (3.204)
) Wy = r_n_i (Oop1 — Oapa + O595) , (3.205)
3 = T_n—i (Ootpa + 014 + D306 , (3.206)
\ Yy = % (Ooipz — O1p5 — Oaps) (3.207)
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dans laquelle la relation (3.199) est vérifiée et les composantes 1y, 19, 13 et 14 sont des solutions

du systeme d’équations (3.195)-(3.198).

Dans ce cadre, nous concluons que la fonction d’onde 1) est une solution de I’équation libre de
DKP (3.178), i.e. le systeme d’équations (3.179)-(3.188), ou les composantes 5, ¥, 17, ¥s, P9
et 119 sont données par le systeme d’équations (3.189)-(3.194).

Enfin, la conclusion générale qui peut étre tirée dans ce cas est que chaque composante de la
fonction d’onde ¢ de I’équation libre de DKP & (1+3) dimensions est une solution de 1’équation
libre de KG. Alors, si nous avons une solution a I’équation libre de KG, nous pouvons trouver

une solution a I’équation libre de DKP.

I1 faut mentionner ici que, par les mémes étapes suivies pour I'équation de DKP a (1 + 2)
dimensions dans le cas des particules libres, nous avons pu prouver que chaque composante
de la fonction d’onde ¥ de I’équation libre de DKP a (1 + 3) dimensions est une solution de
I’équation libre de KG. Cela a été prouvé en s’appuyant sur ’équation de DKP elle-méme i.e.

avec une approche completement différente de celle prise dans la référence [70].

3.3.6.2 Solution du type Volkov

Dans cette partie, a titre d’application, nous essayons de calculer la solution du type Volkov

du systeme d’équations (3.158)-(3.167), i.e.

(D115 + 1Dapg + 1D3p; — mapy = 0,
iDotps — iD31hg + iDatprg — mapy = 0,
1Dotbs + 1D3rpg — iDy)19 — maps = 0,
1Dotpr — iDatpg + iDyhg — mapy = 0,
—1D1)1 + 1Dorpy — maps = 0,
—1Datp1 + 1Dorpg — mapg = 0,

—i D3Py + 1Dotpy — map7 = 0,

—1 D33 + 1Darpy — mapg = 0,

iD3tpy — 1Dypy — mapg = 0,

—iDotpg + iDy1h3 — mihyp = 0.

Ve

Selon les résultats obtenus précédemment, notre étude se limite a résoudre le systeme d’équations

différentielles du second ordre a quatre composantes (3.174)-(3.177), a savoir
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( (D} + D5 + D3 — m?) 1 — D1Dybs — DyDotbs — DsDothy = 0,
DyDy1py — (D§ — D3 — D5 + m?) by — DyDy1hg — DsDythy = 0,
DyDytpy — DiDathy — (D — D — D5 +m”) th3 — D3Dathy = 0,

( DoDsty — D1 Dsthy — DoDyihs + (—Dj + Di 4+ D3 — m?) ¢y = 0.

A cette fin, nous cherchons des solutions au systeme ci-dessus sous la forme
Uy, = Cre P E,(9), pour ¢=k-x et n=1234, (3.208)

ou C, sont des constantes de normalisation, p, z, k sont des quadrivecteurs constants, ¢ est une

onde plane et F,,(¢) sont des fonctions.

La substitution des composantes 1, par leurs formes (3.208) dans le systeme d’équations
(3.174)-(3.177), conduit au systeme d’équations différentielles du second ordre couplées pour
les fonctions F,,
(ko [koFy + k1 Fy + koFy + ks F)| — 2ikoPoF| — i [k1Po + koP1| Fy —
i [kaPo + koPa) Fy — i [ksPo + koP3] Fy + [ieko Ay — P Fi +
[iek1 Ay — PoP1] Fa + [ieka Ay — PoPs) Fs + [ieks Ay — PoPs) Fy +
2i(kp)Fy + [—2e(pA) + e*A?| F, = 0. (3.209)
—ki[ko FY + k1 Fy + ko5 + ks Fy| + i [koPy1 + ki Po) Fy + 2k P Fy +
i [kaP1 + k1 Pa| Fy + i [ksPy + k1 Ps) Fy + [—ieko Al + PoP1] F1 +
[—ieki A} + P Fy + [—ieks A} + Py Pa) Fy + [—icks A} + PiPs) Fy +
2i(kp)Fy + [—2e(pA) + e’ A?| F, = 0. (3.210)
—kolko B + k1 Fy + ko Fy + ks Fy| + i [koPa2 + koPo| F| + i [k1Pa + ko Py] Fy —
2ikyPoFy + i [ksPa + ko Ps] Fy + [—ieko Ay + PoPs| Fy + [—ieki Ay + Py Po| Fo +
[—ieky Ay + P3| Fs + [—ieks Al + PyPs] Fy +
2i(kp)F3 + [—2e(pA) + e*A?| F5 = 0. (3.211)
—ks[koFY + k1 Fy + ko Fy + ks F)'] + i [koPs + ksPo] F| + i [k1Ps + ksPy] Fy +
i [koPs + ks Po| Fy + 2iksP3F)y + [—iekogA; + PoPs] Fy + [—ieki A5 + P1Ps] Fy +
[—ieko Ay + PyPs] Fy + [—ieks Ay + P3| Fiy+
( 2i(kp) F; + [—2e(pA) + e*A?| F, = 0. (3.212)

Pour une écriture plus simple, nous avons adopté les notations : P; = (p; —eA;(¢)),i = 0,1,2,3,

et F), au lieu de F,(¢).
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D’autre part, en additionnant le produit des équations (3.209), (3.210), (3.211), (3.212) par ko,

ki1, ko, ks respectivement et en utilisant la condition k? = 0, on trouve que

i(kp) [koF| + k1 Fy + ko Fy + ks Fy] + [—2e(pA) + €?A?] [ko Fy + k1 Fy + ko Fs + ks Fy) —
(kp) [POFl + PlFZ + P2F3 + 7)3F4] = 0.

Puis, en additionnant le produit des équations (3.209), (3.210), (3.211), (3.212) par Ay, Ay, As,

As respectivement et en utilisant le fait que k- A = 0, on aura

[—i(pA) +ieA?] [koF| + k1 Fy + ko Fy + ks Fy] + 2i(kp) [AoF| + A Fy + Ao Fy + AsFy| +
ie(AA) [koFy + k1 Fy + ko Fy + ks Fy] + [—(pA) + eA?| [PoFy + PiFs + PoFs + P3Fy) +
[—26(}714) + 62142] [AoFl + AlFQ + AgFg + A3F4] = 0.

Enfin, en additionnant le produit des équations (3.209), (3.210), (3.211), (3.212) par Ajf, A},

Aj, A% respectivement et en employant la condition de jauge de Lorenz k - A" = 0, on obtient

[~i(pA') + ie(AA)] ko] + knFy + ko + ks Fy| + 2i(kp) [AF| + ALF} + AF} + ALFY] +
ieA” [koFy + k1 Fy + ko3 + ks Fy) + [—(pA) + e(AA")] [PoFy + PiFy + PoFs + P3Fy] +
[—2e(pA) + * A% [AYFy + A F> + Ay Fy + ALFy] = 0.

A T'aide de ces équations, le systeme d’équations (3.209)-(3.212) est réduit au systeme d’équations

différentielles suivant

(i(kp) [koF| + k1 Fy + ko Fy + ks Fy] + [—2e(pA) + €2 A%] [koFy + k1 Fy + ko Fy + k3 F]
—(kp) [PoFy + P1Fy + PoFs + P3Fy) = 0. (3.213)
[—i(pA) +ieA?] [koF| + k1 Fy + koFy + ks Fy) + 2i(kp) [AoF| + A1 Fy + Ao F§ + A3 Fy]
+ie(AA") [koFy + ki Fo + ko + ks Fy] 4+ [—(pA) + eA?] [PoFy + P1F> + PoFs + PsFy)

+ [—2e(pA) + €*A%] [AoFy + A1 Fy + Ay Fy + A3Fy] = 0. (3.214)
[~i(pA') + ie(AA)] ko] + knFy + ko + ks Fy| + 2i(kp) [AF| + AL F} + A3 F} + ALFY)
+ieA? [koFy + k1 Fy + ko Fy + ks Fy] + [—(pA) + e(AA)] [PoFy + P1Fy + PoFs + P Fy]

+ [—2e(pA) + € A%] [AYFy + AV Fy + AyFy + ASFy) = 0. (3.215)
ko [koFy 4 ki Fy 4 ko Fy + ks E)) — 2ikoPoF} — i [kiPo + koPy] Fy — i [koPo + koPs) F}

—i [ksPo + koPs) Fy + [ieko Ay — Py Fi + [iek1 Ay — PoPi] F + [ieks Ay — PoPs] Fy
|+ lieks Al — PoPs] Fy + 2i(kp) F{ + [—2e(pA) + €*A*] Fy = 0. (3.216)
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Ainsi, la résolution du systeme d’équations (3.213)-(3.216) permet de trouver les composantes
11,19, 103 et 1, qui représentent les solutions du systeme d’équations (3.174)-(3.177). L utili-
sation du systeme d’équations (3.168)-(3.173) permet également de trouver les autres compo-
santes. Dans ce cadre, nous pouvons trouver la solution du type Volkov de I'équation de DKP
(3.156) i.e. au systeme d’équations (3.158)-(3.167). Comme dans le cas de I’équation de DKP
a (1 4+ 2) dimensions, la résolution du systeme d’équations (3.213)-(3.216) est encore a 'étude

en raison de sa difficulté.
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Dans cette these, nous avons mis en évidence certains aspects importants liés aux équations
de la mécanique quantique relativiste qui ont laissé beaucoup de place pour de nouvelles re-
cherches et investigations. Plus précisément, nous avons étudié et résolu I’équation de Dirac et
I’équation de DKP dans une perspective de recherche nouvelle et différente. Bien que I’équation
de DKP soit semblable a celle de Dirac, nous avons traité chaque équation dans un cadre par-

ticulier qui est completement différent de I'autre.

Afin que la these soit tres claire, nous avons introduit plusieurs notions et concepts de la
mécanique quantique, ainsi que quelques outils mathématiques et résultats auxiliaires nécessaires.
Nous avons également fourni un apergu des équations que nous avons abordées dans notre re-
cherche. Ensuite, nous avons présenté nos résultats et contributions en détail dans deux cha-

pitres distincts.

Dans le chapitre deux, nous avons résolu I’équation de Dirac avec des potentiels scalaires et
vectoriels non centraux, un potentiel de Cornell généralisé en forme de double anneau modifié,
dans le cadre de problemes quasi-exactement résolubles. Au cours de notre étude, nous avons
pris le cas de la symétrie du spin ou I’équation de Dirac a été convertie en une équation du
type Schrodinger. Dans ce contexte, a 'aide des coordonnées sphériques, nous avons cherché a
présenter les solutions de ’équation azimutale, polaire et radiale correspondante a 1’équation
de Dirac d’'une maniere claire et explicite. A cette fin, nous avons adopté deux méthodes
mathématiques qui, a leur tour, nous ont permis de faire des progres dans la résolution de cha-
cune de ces équations. Plus précisément, les solutions de I’équation azimutale et polaire ont été

établies en utilisant la méthode fonctionnelle de 'ansatz de Bethe et les solutions de I’équation
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radiale ont été déterminées en utilisant 1’équation différentielle de Heun biconfluente. Sur la
base de ces solutions, nous avons présenté les solutions des états liés et leurs valeurs propres
d’énergie relativistes correspondantes. Afin d’illustrer la précision de nos résultats et l'enri-
chir, nous avons introduit quelques résultats numériques. Il convient de noter que nos résultats
présentés dans ce chapitre incluent, en tant que cas général, plusieurs modeles de potentiels

spécifiques. Parmi lesquels, les douze potentiels susmentionnés comme des cas particuliers.

Dans le troisieme chapitre, nous avons étudié et résolu I’équation de DKP pour les particules
de spin-0 et de spin-1 dans toutes les dimensions. Pour les particules de spin-0 a (14 3) dimen-
sions et de spin-1 a (14 1) dimensions, nous avons établi une relation explicite entre 1’équation
de DKP et I'équation de KG en présence d'une interaction électromagnétique. Cette relation
représentée par le fait que toutes les composantes de la solution de 1’équation de DKP sont des
solutions de I’équation de KG. Pour enrichir davantage notre étude, nous avons utilisé cette re-
lation dans deux applications différentes. La premiere application consiste a calculer la solution
du type Volkov de I’équation de DKP dans le champ d’une onde électromagnétique plane et la
deuxieme consiste a résoudre I’équation de DKP pour un puits de potentiel carré avec une masse
dépendante de la position [16]. Pour les particules de spin-0 & (1 + 3) dimensions, nous avons
adopté les deux applications, tandis que pour les particules de spin-1 a (14 1) dimensions nous
n’avons adopté que la deuxieme. D’autre part, pour les particules de spin-1 & (14 2) dimensions
et a (1 + 3) dimensions, nous avons montré que résoudre 1’équation de DKP en présence d'une
interaction électromagnétique, i.e. résoudre le systeme de dix équations différentielles du pre-
mier ordre couplées, équivaut a résoudre respectivement un systeme d’équations différentielles
du second ordre a trois composantes et un systeme d’équations différentielles du second ordre a
quatre composantes. Autrement dit, la résolution de 1’équation de DKP pour les particules de
spin-1 en présence d’'une interaction électromagnétique est limitée a la résolution d’un systeme
d’équations a trois composantes dans les dimensions (1 + 2) et un systéme d’équations a quatre
composantes dans les dimensions (1 4 3). Selon cela, comme premiére application pratique,
nous avons conclu que chaque composante de la fonction d’onde 1 de I’équation libre de DKP
est une solution de I’équation libre de KG. Bien que ce résultat soit quelque peu identique a ce
qui est énoncé dans la référence [70], mais Uapproche adoptée ici est tres différente de celle qui
y est appliquée. Dans cette référence, les opérateurs de projection ont été utilisés alors qu’ici
nous avons adopté sur les relations explicites entre les composantes de la fonction d’onde de
I’équation de DKP. Dans la deuxieme application, nous avons essayé de calculer la solution du

type Volkov de I’équation de DKP dans les deux dimensions.
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Conclusion générale

Comme perspectives, nous espérons continuer a étudier de nombreuses équations, non seule-
ment les équations de la mécanique quantique, mais d’autres types d’équations aux dérivées
partielles qui nécessitent une étude plus approfondie, que ce soit en physique ou dans d’autres

domaines.
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Résumé

Dans cette these, nous avons étudié et résolu deux types de problemes associés a deux
équations fondamentales en mécanique quantique relativiste, a savoir I’équation de Dirac et
I’équation de DKP. En premier lieu, nous avons résolu 1’équation de Dirac avec un potentiel
de Cornell généralisé en forme de double anneau modifié dans le cadre de problemes quasi-
exactement résolubles. De plus, les solutions des états liés et leurs valeurs propres d’énergie
correspondantes ainsi que quelques résultats numériques ont été introduites. Par la suite, nous
avons étudié I’équation de DKP pour les particules de spin-0 et de spin-1 dans toutes les dimen-
sions en présence d'une interaction électromagnétique. Pour enrichir encore 1’étude, plusieurs
applications pratiques ont été présentées représentées dans le calcul des solutions du type Vol-
kov de I'équation de DKP, le calcul des solutions analytiques de 1’équation de DKP pour un
puits de potentiel carré avec une masse dépendante de la position ainsi que ses solutions dans

le cas des particules libres.

Mots clés :

Equation de Dirac, potentiel de Cornell généralisé en forme de double anneau modifié, probleme
quasi-exactement résoluble, équation de DKP, interaction électromagnétique, solutions du type

Volkov, puits de potentiel carré, particules libres.



Abstract

In this thesis, we studied and solved two types of problems associated with two fundamental
equations in relativistic quantum mechanics, namely the Dirac equation and the DKP equa-
tion. First, we solved the Dirac equation with a modified double ring-shaped generalized Cornell
potential in the framework of quasi-exactly solvable problems. Moreover, the bound state solu-
tions and their corresponding energy eigenvalues as well as some numerical results have been
introduced. Subsequently, we studied the DKP equation for spin-0 and spin-1 particles in all
dimensions in the presence of an electromagnetic interaction. To enrich the study further, se-
veral practical applications have been presented represented in the calculation of Volkov-like
solutions of the DKP equation, the calculation of analytical solutions of the DKP equation for
square potential well with position-dependent mass as well as its solutions in the case of free

particles.

Keywords :

Dirac equation, modified double ring-shaped generalized Cornell potential, quasi-exactly sol-
vable problem, DKP equation, electromagnetic interaction, Volkov-like solutions, square poten-

tial well, free particles.
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