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Abstract

The main objective of this work is to study a system of non linear difference equations

and a difference equation where we present the explicit form of the solution to the

system and study the convergence of solutions to equation.

In the first chapter, we give the definitions of differences equations theory, moreover

we study the Balancing sequence.

In the second chapter, we give the explicit forme of the solution of a high-order non

linear difference equation in terms of Balancing sequences.

In the last chapter, we study the convergence of the solution of a second-order dif-

ferences equations.

Keywords : Systems of difference equations, form of solutions, stability, periodicity,

Balancing sequence.
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est l’étude d’une équation aux différences et un

système d’équations aux différence non-linéaires où nous présentons la forme explicite

de la solution du système et étudions la convergence des solutions pour l’équation.

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions et théorèmes princi-

paux pour la théorie d’équation aux différences, en plus nous présentons la suite de

Balancing.

Le deuxième chapitre consiste à la forme des solution d’un système d’équations

aux différence d’ordre supérieur, ou la solution est donné en fonction des nombres de

Balancing.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude de la convergence des solution d’une

équations aux différences d’ordre deux.

Mots-clés : Système d’équations aux différences, forme des solutions, stabilité, pé-

riodicité, suite de Balancing.
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Introduction

L’objectif de ce mémoire est de trouver la forme de la solution d’un système d’équa-

tions aux différences et l’étude de convergence des solutions d’une equation aux diffé-

rences non linéaire.

Les équations aux différences (ou suites récurrentes comme certains l’appellent)

c’est la base de l’analyse appliquée qui a émergé il y a plus de trois siècles. Le plus

célèbre exemple de cette équation est la suite de Fibonacci, qui modélise le�problème

des lapins�, qui est apparu dans le livre " Liber Abaci " de Leonardo Fibonacci en

1202 [9]. La théorie des équations aux différences est progressé grâce aux plusieurs

mathématiciens tel, De Moivre, Lagrange, Poincaré et autres.

La théorie des équations aux différences continue d’attiré toujours l’attention des

chercheurs dans diverses branches de la science, et alors sont devenues un outil de va-

leur et ont beaucoup d’importance dans plusieurs domaines et disciplines scientifiques

et ceci par leurs nombreuses applications dans les sciences appliquées telles que l’éco-

nomie ([8] ), la biologie([2]), la théorie des probabilités, l’écologie et la médecine,...etc.

En plus de l’introduction, le mémoire est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons des définitions et résultats généraux sur les

équations et les systèmes d’équations aux différences, la deuxième partie de ce chapitre

est dédiée à l’étude de la suite de Balancing.
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Introduction

Dans le deuxième chapitre, nous divisons notre travail en trois parties, nous nous

intéressons dans la première partie à la forme générale de la solution du système

d’équations aux différences d’ordre un suivante

xn+1 =
1

6 − yn
, yn+1 =

1
6 − xn

, j = 1, 2, . . . ,

avec les valeurs initiales x0, y0 ∈ R − {6}. Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous

exprimons la forme générale de la solution du système d’équations aux différences

d’ordre supérieur suivante

xn+1 =
1

6 − yn−k
, yn+1 =

1
6 − xn−k

, n = 0, 1, 2, . . . ,

avec les valeurs initiales x−k, .., x0, y−k, .., y0 ∈ R−{6}, et la solution est donnée en fonction

des nombres de Balancing, nous étudions également la stabilité asymptotique globale

des points d’équilibres de ce système. Dans la dernière partie nous présentons des

exemples numériques.

Dans le dernier chapitre, motivé par [18], nous étudions l’équation aux différences

suivante

xn+1 =
xn−1

1 + xn
, x−1, x0 > 0, n = 0, 1, 2 . . .

On preuve les résultats concernant la convergence des solutions et la périodicité. Enfin,

on donne des exemples pour illustrer les résultats obtenus.
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Chapitre 1
Quelques préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques préliminaires qui nous seront utiles

pour la suite de notre mémoire. Dans la première partie, on présente quelques défini-

tions et résultats généraux équations et les systèmes d’équations aux différences.

La dernière partie regroupe des définitions et quelques propriétés de la suite de Balan-

cing.

1.1 Équations aux différences

Soit I un intervalle de R et soit f : Ik+1
→ I une fonction bien définie.

Définition 1.1.1 Une équation aux différences d’ordre (k + 1) est une équation de la forme

xn+1 = f (xn, xn−1, · · · , xn−k), n = 0, 1, · · · , k ∈N, (1.1)

avec les valeurs initiales x0, x−1, · · · , x−k ∈ I.

Définition 1.1.2 Une équation aux différences de la forme

xn+k + p1(n)xn+k−1 + . . . + pk(n)xn = 1(n), (1.2)

3



Quelques préliminaires

avec p0(n) = 1, p1(n), p2(n), . . . , 1(n) sont des fonctions définies surNn0 , s’appelle équation

aux différences linéaire d’ordre k dés que pk(n) , 0.

Remarque 1.1.1 En générale on associe k conditions initiales avec l’équation (1.2)

xn0 = c1, xn0+1 = c2, . . . , xn0+k−1 = ck, (1.3)

avec ci, i = 1, . . . , k sont des constantes réelles ou complexes.

Définition 1.1.3 L’équation aux différences (1.2) avec 1(n) = 0,∀n ≥ n0 est dite équation aux

différences linéaire homogène et elle s’écrit comme suit

xn+k + p1(n)xn+k−1 + . . . + pk(n)xn = 0. (1.4)

Définition 1.1.4 Une suite {un}n≥n0 est dite solution de l’équation (1.1) avec les conditions

initiales (1.3) si elle satisfait la relation (1.1).

Corollaire 1.1.1 Soit

(x1
n)n≥n0 , (x

2
n)n≥n0 , . . . , (x

k
n)n≥n0 , (1.5)

un ensemble fondamentale de solutions de l’équation (1.4). Alors la solution générale de (1.4)

est donné par

xn =

k∑
i=0

aixi
n,

avec ai sont des constants arbitraires.

Définition 1.1.5 Si les pi(n) sont des constants réels ou complexes, l’équation (1.2) est dite

équations aux différences linéaire à coefficients constants et elle prend la forme

xn+k + p1xn+k−1 + . . . + pkxn = 0. (1.6)
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1.1.1 Résolution de l’équation aux différences linéaire à coefficient

constante

Proposition 1.1.1 L’équation (1.6) a des solutions de la forme

x(n) = λn,

avec λ ∈ C∗ et vérifie

P(λ) =

k∑
i=0

piλ
k−i = 0. (1.7)

Définition 1.1.6 Le polynôme

P(λ) =

k∑
i=0

piλ
k−i,

s’appelle le polynôme caractéristique associé à l’équation (1.6).

Corollaire 1.1.2 La solution générale de l’équation (1.6) s’écrit

x(n) =

s∑
i=1

mi−1∑
j=0

ci, jn jλn
i , ci, j ∈ R.

Où

• Le paramètre s ≤ k désigne le nombre de racines distinctes de l’équation caractéristique

(1.7).

• Le paramètre λi désigne une racine de l’équation caractéristique (1.7).

• Le paramètre mi désigne la multiplicité de la racine λi.

5
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• Les coefficients ci, j sont des constantes qui sont déterminées à partir des conditions initiales.

Définition 1.1.7 (Point d’équilibre) Un point x̄ ∈ I est dit point d’équilibre pour l’équation

(1.1) si

x̄ = f (x̄, x̄, · · · , x̄),

autrement dit

xn = x̄, ∀n ≥ −k.

1.1.2 A propos de la stabilité

Le concept de stabilité comme celui de périodicité est au cœur de notre étude.

Dans ce paragraphe nous allons présenter les points essentielles de cette donnée

qui vont nous servir dans la suite.

Définition 1.1.8 Soit x̄ un point d’équilibre de l’équation (1.1).

1. x̄ est dit localement stable si

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x−k, · · · , x0 ∈ I :| x−k − x̄ | + · · ·+ | x0 − x̄ |< δ,

alors

| xn − x̄ |< ε,∀n ≥ −k.

2. x̄ est dit localement asymptotiquement stable si

•x̄ est localement stable,

•∃γ > 0,∀x−k, · · · , x0 ∈ I :| x−k − x̄ | + · · ·+ | x0 − x̄ |< γ, alors

lim
n→∞

xn = x̄.

3. x̄ est dit globalement attractif si

∀x−k, · · · , x0 ∈ I, lim
n→∞

xn = x̄.

6
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4. x̄ est dit globalement asymptotiquement stable si

•x̄ est localement stable,

•x̄ est globalement attractif.

5. Le point x̄ est dit instable s’il est non localement stable.

Définition 1.1.9 On appelle équation aux différences linéaire associée à l’équation (1.1)

l’équation

yn+1 = p0yn + p1yn−1 + · · · + pkyn−k, (1.8)

avec

pi =
∂ f
∂ui

(x̄, x̄, · · · , x̄), i = 0, · · · , k.

Et

f : Ik+1
−→ I

(u0, . . . ,uk) 7−→ f (u0nnn, . . . ,uk).

Théorème 1.1.1 (Stabilité par linéarisation)[15]

1. Si toutes les racines du polynôme caractéristique de l’équation aux différences linéaire

associée sont dans le disque unité ouvert |λ| < 1, alors le point d’équilibre x de l’équation

(1.1) est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une racine du polynôme caractéristique de l’équation aux différences linéaire

associée a un module supérieur à un, alors le point d’équilibre x de l’équation (1.1) est

instable.

Théorème 1.1.2 (Théorème de Clark) [15] Une condition suffisante pour la stabilité locale

asymptotique de l’équation (1.1) est

| p0 | + | p1 | + · · ·+ | pk |< 1.

7
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Théorème 1.1.3 (Théorème de Rouché) [11] Soient ψ, φ deux fonctions holomorphes dans

un ouvert Ω du plan complexe C, et soit K un compact à bord contenu dans Ω. Si on a

∣∣∣φ(z)
∣∣∣ < ∣∣∣ψ(z)

∣∣∣ , ∀ z ∈ ∂K,

alors le nombre de zéros de ψ + φ dans K est égal au nombre de zéros de ψ dans K, où ∂K est le

bord de K.

1.1.3 Systèmes d’équations aux différences

Soient f (i), pour i = 1, 2, . . . , p, des fonctions continûment différentiables

f (i) : Ik+1
1 × Ik+1

2 × . . . × Ik+1
p → Ik+1

i ,

où Ii sont des intervalles réels.

Considérons le système d’équations aux différences



x(1)
n+1 = f1

(
u(1)

0 ,u
(1)
1 , . . . ,u

(1)
k ,u

(2)
0 ,u

(2)
1 , . . . ,u

(2)
k , . . . ,u

(p)
0 ,u

(p)
1 , . . . ,u

(p)
k

)
,

x(2)
n+1 = f2

(
u(1)

0 ,u
(1)
1 , . . . ,u

(1)
k ,u

(2)
0 ,u

(2)
1 , . . . ,u

(2)
k , . . . ,u

(p)
0 ,u

(p)
1 , . . . ,u

(p)
k

)
,

...

x(q)
n+1 = fq

(
u(1)

0 ,u
(1)
1 , . . . ,u

(1)
k ,u

(2)
0 ,u

(2)
1 , . . . ,u

(2)
k , . . . ,u

(p)
0 ,u

(p)
1 , . . . ,u

(p)
k

)
,

(1.9)

où n, k, p, q ∈N0, p ≤ q et
(
u(i)
−k,u

(i)
−k+1, . . . ,u

(i)
0

)
∈ Ip

i .

Définissons la fonction

F : Ik+1
1 × Ik+1

2 × . . . × Ik+1
p −→ Ik+1

1 × Ik+1
2 × . . . × Ik+1

p (1.10)

par

F(W) =
(

f (1)
0 (W), f (1)

1 (W), . . . , f (1)
k (W), f (2)

0 (W), f (2)
1 (W), . . . ,

f (2)
k (W), . . . , f (p)

0 (W), f (p)
1 (W), . . . , f (p)

k (W)
)
,

8



Quelques préliminaires

avec

W =
(
u(1)

0 ,u
(1)
1 , . . . ,u

(1)
k ,u

(2)
0 ,u

(2)
1 , . . . ,u

(2)
k , . . . ,u

(p)
0 ,u

(p)
1 , . . . ,u

(p)
k

)t
,

f (i)
0 (W) = f (i)(W), f (i)

1 (W) = u(i)
0 , . . . , f (i)

k (W) = u(i)
k−1, i = 1, 2, . . . , p.

Posons,

Wn =
(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)T
.

Ainsi, le système (1.9) est équivalent au système

Wn+1 = F(Wn), n = 0, 1, . . . , (1.11)

c’est à dire

x(1)
n+1 = f (1)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
,

x(1)
n = x(1)

n ,
...

x(1)
n−k+1 = x(1)

n−k+1,

x(2)
n+1 = f (2)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
,

x(2)
n = x(2)

n
...

x(2)
n−k+1 = x(2)

n−k+1,
...

x(p)
n+1 = f (p)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
,

x(p)
n = x(p)

n ,
...

x(p)
n−k+1 = x(p)

n−k+1,

.

Définition 1.1.10 (Point d’équilibre)

1. Un point (x(1), x(2), . . . , x(p)) est dit point d’équilibre pour le système (1.9) si

9
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x(1) = f (1)
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
,

x(2) = f (2)
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
,

...

x(p) = f (p)
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
.

2. Un point

W =
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
∈ Ik+1

1 × Ik+1
2 × . . . × Ik+1

p ,

est un point d’équilibre du système (1.11) si

W = F(W).

Définition 1.1.11 (Périodicité) Une solution
{
x(1)

n , x
(2)
n , . . . , x

(p)
n

}
n≥−k

du système (1.9) est dite

éventuellement périodique de période s ∈N0 si

∃N ≥ −k; x(i)
n+s = x(i)

n , i = 1, 2, . . . , p.

Si N = −k, on dit que la solution est périodique de période s.

Définition 1.1.12 Soient W un point d’équilibre du système (1.11) et ‖ . ‖ une norme sur Rn.

1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque ε > 0, il existe

δ > 0 tel que ‖W0 −W ‖< δ implique ‖Wn −W ‖< ε pour n ≥ 0.

2. Le point d’équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement

stable) s’il est stable et s’il existe γ > 0 tel que ‖W0 −W ‖< γ implique

lim
n→+∞

Wn = W.

3. Le point d’équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif

de bassin d’attraction l’ensemble G ⊆ I(k+1)
1 × I(k+1)

2 × . . . × I(k+1)
p ), si pour chaque W0

10
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(respectivement, pour chaque W0 ∈ G),

lim
n→+∞

Wn = W.

4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement

globalement asymptotiquement stable par rapport à G) si il est localement stable, et si

pour chaque W0 (respectivement pour chaque W0 ∈ G),

lim
n→+∞

Wn = W.

5. Le point d’équilibre W est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Remarque 1.1.4

Il est clair que
(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)
∈ I1 × I2 × . . . × Ip est un point d’équilibre du système (1.9)

si et seulement si W =
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
∈ Ik+1

1 × Ik+1
2 ×

. . . × Ik+1
p est un point d’équilibre du système (1.11).

Définition 1.1.13 On appelle système linéaire associée au système (1.11) autour du point

d’équilibre

W =
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
le système

Wn+1 = JWn, n = 0, 1, ...

11
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où J est la matrice Jacobienne de la fonction F au point d’équilibre W, donnée par

J =
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.

Théorème 1.1.5 (Stabilité par linéarisation) [15]

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne J sont dans le disque unité ouvert

|λ| < 1, alors le point d’équilibre W du système (1.11) est localement asymptotiquement

stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne J a un module strictement

supérieur à un, alors le point d’équilibre W du système (1.11) est instable.

1.2 Les nombres de Balancing

Cette deuxième partie regroupe des définitions et quelques propriétés et applica-

tions de la suite de Balancing ( ou la suite d’équilibrage).
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1.2.1 Introduction

Le concept de nombres de Balancing (Balancing number en anglais) ou les nombre

d’équilibrage apparaissent pour la premier fois par Behera et Panda [3] en 1998. Il

consiste à trouvé le nombre naturel n pour certain nombre naturel r, tel que

1 + 2 + . . . + (n − 1) = (n + 1) + (n + 2) + . . . + (n + r). (1.12)

Si la paire (n, r) ∈ Z+ est une solution de l’équation (1.12), alors n est appelé le nombre

d’équilibrage et r appelé le balancer associé à n, ce qui est définie sous le relation

r = −2n−1+
√

8n2+1
2 , par exemple 6, 35 et 204 sont des nombres Balancing dont les balancer

sont respectivement 2, 14 et 84. Il est également prouvé, et nous expliquons l’exemple

dans le dessin correspondant. La suite de Balancing a été étudiée en profondeur et

généralisée de nombreuses façons Dans [17].

Figure 1.1 – Le nomber de Balancing pour n = 6, et r = 2.

Les nombres Balancing et comment les trouver a été utilisé comme méthode pour

enseigner aux enfants à partir de l’âge de cinq ans et les encourager à apprendre des

combinaisons, des modèles de soustraction et des compétences pour voir comment

équilibrer les équations. Ainsi que la multiplication, la division et l’équilibrage des

équations chimiques. C’est un excellent moyen de commencer votre voyage d’appren-

tissage de l’algèbre à travers des jeux d’algèbre qui rendent l’apprentissage amusant Et

ce n’est pas menacé.

Pour normaliser la notation au même titre que les Fibonacci, nous renommons les

13
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Figure 1.2 – Feuille de travail sur les nombres de Balancing

nombres Balancing en fixant B0 = 0, B1 = 1 et B2 = 6, etc.

1.2.2 La formule de Binet de la suite de Balancing

Définition 1.2.1 [3] La suite de Balancing est la suite (Bn)n∈N

Bn+2 = 6Bn+1 − Bn, B0 = 0, B1 = 1. (1.13)

Soit la suite de Balancing

Bn+2 − 6Bn+1 + Bn = 0, avec B0 = 0 et B1 = 1. (1.14)

L’équation caractéristique de (1.14)est

λ2
− 6λ + 1 = 0

14
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Figure 1.3 – Feuille de travail sur les nombres de Balancing

Ainsi, les racines caractéristiques sont

λ1 = 3 + 2
√

2, λ2 = 3 − 2
√

2.

La solution générale de l’équation (1.14) s’écrit

Bn = c1

(
3 + 2

√

2
)n

+ c2

(
3 − 2

√

2
)n
, (1.15)

utilisons les conditions initiales, on obtient

c1 =

√
2

8
, c2 =

−
√

2
8
,

d’ou

Bn =

√
2

8

(
3 + 2

√

2
)n

+
−
√

2
8

(
3 − 2

√

2
)n
. (1.16)
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Définition 1.2.2 La formule (1.16) est dite La formule de Binet de la suite de Balancing.

Autrement dit :

Bn =
αn
− βn

α − β
, n ∈N, (1.17)

avec

α = 3 + 2
√

2, β = 3 − 2
√

2.

Remarque 1.2.1 les nombers α et β vérifiant les égalité suivants

α + β = 6,

α − β = 4
√

2,

αβ = 1,

1/α = β.

1.2.3 Propriétés des nombres de Balancing

Proposition 1.2.1 Soit {Bn}n∈N la suite de Blancing.

Donc on a les identités suivants :

i) L’identité de Cassini : Pour n > 0, on a

Bn−1Bn+1 − B2
n = −1. (1.18)

ii) L’identité d’Ocagne : Pour n, r ∈N, on a

Bn+rBn+1 − Bn+r+1Bn = Br. (1.19)

16
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iii) L’identité de Johnson : Pour k, l,m,netr ∈N, tels que k + l = m + n,

BkBl − BmBn = Bk−rBl−r − Bm−rBn−r. (1.20)

iv) L’identité de Catalan : Pour n, r ∈N, on a

B2
n − Bn+rBn−r = B2

r . (1.21)

Preuve.

i) L’identité de Cassini : Pour tout n ≥ 1, posons wn = Bn−1Bn+1 − B2
n.

Tout d’abord

w1 = B0B2 − B2
1 = −1.

Pour n ≥ 1

wn+1 = BnBn+2 − B2
n+1,

= Bn(−6Bn+1 + Bn) − Bn+1(−6Bn + Bn−1),

= B2
n − Bn+1Bn−1,

= wn.

La suite (wn)n≥1 est donc géométrique de premier terme w1 = −1 et de raison 1.

Il en découle wn = −1(1)n−1 = −1 pour tout n ≥ 1, c’est-à-dire

Bn−1Bn+1 − B2
n = −1.

ii) L’identité d’Ocagne : Pour tout n ≥ 0, posons wn = Bn+rBn+1 − Bn+r+1Bn.

Tout d’abord

w0 = BrB1 − Br+1B0 = Br.

17
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Pour n ≥ 0

wn+1 = Bn+r+1Bn+2 − Bn+r+2Bn+1,

= Bn+r+1(6Bn+1 − Bn) − (6Bn+r+1 − Bn+r)Bn+1,

= −Bn+r+1Bn + Bn+rBn+1,

= wn.

La suite (wn)n≥0 est donc géométrique de premier terme w0 = Br et de raison 1. Il

en découle wn = Br(1)n = Br pour tout n ≥ 0, c’est-à-dire

Bn+rBn+1 − Bn+r+1Bn = Br.

iii) L’identité de Johnson : Pour k, l,m,n et r ∈N, tels que k + l = m + n.

De (1.17), on a

BkBl − BmBn =

(
αk
− βk

α − β

) (
αl
− βl

α − β

)
−

(
αm
− βm

α − β

) (
αn
− βn

α − β

)
,

=
αk+l
− αkβl

− αlβk + βk+l
− αm+n + αmβn + αnβm

− βm+n

(α − β)2 ,

=
−αkβl

− αlβk + αmβn + αnβm

(α − β)2 .

D’autre part

(1)r (Bk−rBl−r − Bm−rBn−r) = (1)r
(
αk−r
− βk−r

α − β

) (
αl−r
− βl−r

α − β

)
−

(
αm−r

− βm−r

α − β

) (
αn−r
− βn−r

α − β

)
,

=

(
αβ

)r(
α − β

)2 (αk+l−2r
− αk−rβl−r

− αl−rβk−r + βk+l−2r
− αm+n−2r

+ αm−rβn−r + αn−rβm−r
− βm+n−2r),

=
−αkβl

− αlβk + αmβn + αnβm

(α − β)2 ,

= BkBl − BmBn.
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Donc

BkBl − BmBn = (1)r(Bk−rBl−r − Bm−rBn−r) = Bk−rBl−r − Bm−rBn−r.

iv) L’identité de Catalan :

Pour n, r ∈N. De (1.17), on a

B2
n − Bn+rBn−r =

(
αn
− βn

α − β

)2

−

(
αn+r
− βn+r

α − β

) (
αn−r
− βn−r

α − β

)
,

=

(
αn
− βn

α − β

)2

−

(
α2n
− αn+rβn−r

− αn−rβn+r + β2n

(α − β)2

)
,

=
1

(α − β)2

(
α2n + β2n

− 2(αβ) − α2n + αn+rβn−r + αn−rβn+r
− β2n

)
,

=
1

(α − β)2

(
−2(αβ)n + αn+rβn−r + αn−rβn+r) ,

=
(αβ)n

(α − β)2

(
−2 + αrβ−r + α−rβr) ,

=
(αβ)n

(α − β)2

(
−2 +

αr

βr +
βr

αr

)
,

=
(αβ)n

(α − β)2

(
−2 +

(αr
− βr)2

(αβ)r

)
,

= (αβ)n−r

(
αr
− βr

(α − β)

)2

,

= B2
r .

Corollaire 1.2.1 Soit (Bn)n∈N la suite de Balancing et Bn le n-ème nombre de Balancing . Alors

lim
n→∞

B2n+1

B2n
= α,

avec α = 3 + 2
√

2.
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Preuve. De (1.17), on a

lim
n→∞

B2n+1

B2n
=
α2n+1

− β2n+1

α2n − β2n ,

= lim
n→∞

α2n(α − β( βα )2n

α2n(1 − ( βα )2n
,

= α

Car lim
n→∞

(
β

α

)2n

= 0

 .
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Chapitre 2
La solution d’un système d’équations

aux différences d’ordre supérieurs en

terme des nombres de Balancing

On rappelle que les résultats de ce chapitre ont fait par nous.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la forme générale de la solution du système

d’équations aux différences non linéaires d’ordre supérieur suivant

xn+1 =
1

6 − yn−k
, yn+1 =

1
6 − xn−k

, n = 0, 1, 2, . . . (2.1)

avec les valeurs initiales x−k, . . . , x0, y−k, . . . , y0 ∈ R − {6}, et la solution est donnée en

fonction des nombres de Balancing.

Pour trouver la forme de solution du système (2.1), nous considérons le système
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d’équations aux différences d’ordre un suivant

x( j)
n+1 =

1

6 − y( j)
n

, y( j)
n+1 =

1

6 − x( j)
n

, j = 1, 2, . . . , (2.2)

avec les valeurs initiales x( j)
0 , y

( j)
0 ∈ R − {6},

2.2 Forme de solution du système du premier ordre

Nous rappelons que Bn est le n-ème nombre de Balancing, qui vérifie la relation de

récurrence

Bn+2 = 6Bn+1 − Bn, B0 = 0,B1 = 1.

2.2.1 Forme de solution

Pour trouver la forme de solution du système (2.2) nous aurons besoin de trois

lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 On considère l’équation aux différences linéaire

yn+2 − 6yn+1 + yn = 0, n ∈N, (2.3)

avec les valeurs initiales y0 et y1 ∈ R. Alors toutes les solutions de l’équation (2.3) sont écrits

sous la forme

yn = −y0Bn−1 + y1Bn.

Preuve. L’équation caractéristique de l’équation (2.3) est donnée par

ϕ2
− 6ϕ + 1 = 0. (2.4)
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Qui a deux racines réels α, β où α = 3 + 2
√

2 et β = 3 − 2
√

2.

Donc la solution générale de (2.3) est donnée par

yn = c1α
n + c2β

n. (2.5)

Pour trouver c1 et c2, on utilise les conditions initiales y0 et y1, c’est-à-dire

c1 + c2 = y0 et c1r1 + c2r2 = y1.

On va écrire le système sous la forme matricielle,

1 1

r1 r2


c1

c2

 =

y0

y1

 .
En utilisant la méthode de Cramer on obtient,

c1 =
y0β − y1

β − α
, c2 =

y1 − y0α

β − α
.

On remplace c1 et c2 dans (2.5) on obtient :

yn = y0
αn−1
− βn−1

−(α − β)
+ y1

αn
− βn

α − β
.

Alors

yn = −y0Bn−1 + y1Bn. (2.6)

Lemme 2.2.2 On considère l’équation aux différences linéaires suivant

Sn+2 + 6Sn+1 + Sn = 0. (2.7)

Avec les valeurs initiales S0 et S1 ∈ R. Alors toutes les solutions de l’équation (2.7) écrits sous
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la forme.

Sn = (−1)n(S0Bn−1 + S1Bn).

Preuve.

L’équation caractéristique de l’équation (2.7) est

ϕ2 + 6ϕ + 1 = 0.

Qui est à deux racines réels r1, r2 où

r1 = −α, r2 = −β,

tel que α, β sont les racines de l’équation (2.4). Donc la solution générale de (2.7) est

donnée par

Sn = c1rn
1 + c2rn

2 . (2.8)

Pour trouver c1 et c2, on utilise les conditions initiales S0 et S1, c’est-à-dire

c1 + c2 = S0, c1r1 + c2r2 = S1.

On va écrire le système sous la forme matricielle

1 1

r1 r2


c1

c2

 =

S0

S1

 .
En utilisant la méthode de Cramer on obtient

c1 =
S0r2 − S1

r2 − r1
, c2 =

S1 − S0r1

r2 − r1
.
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On remplace c1 et c2 dans (2.8) on obtient :

Sn = S0
(−α)n−1

− (−β)n−1

−((−α) − (−β))
+ S1

(−α)n
− (−β)n

(−α) − (−β)
.

Alors

Sn = (−1)n(S0Bn−1 + S1Bn). (2.9)

Lemme 2.2.3 On considère le système d’équations aux différences linéaires, suivant

tn+2 = 6pn+1 − tn, pn+2 = 6tn+1 − pn, n = 0, 1, 2 . . . (2.10)

Avec les valeurs initiales t0, t1, p0 et p1 ∈ R. Alors touts les solutions de ce système sont écrit

sous la forme.


t2n = −p0B2n−1 + t1B2n, t2n+1 = −t0B2n + p1B2n+1,

p2n = −t0B2n−1 + p1B2n, p2n+1 = −p0B2n + t1B2n+1.
(2.11)

Preuve. Du système (2.10), on obtient le système suivant

tn+2 + pn+2 = 6pn+1 − tn + 6tn+1 − pn, (2.12)

tn+2 − pn+2 = 6pn+1 − tn − 6tn+1 + pn. (2.13)

Alors

tn+2 + pn+2 = 6(pn+1 + tn+1) − (tn + pn), tn+2 − pn+2 = −6(tn+1 − pn+1) − (tn+ − pn). (2.14)

En posant les changements des variable suivantes :

Rn = tn + pn, Sn = tn − pn. (2.15)
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En effet, le système (2.14) devient

Rn+2 = 6Rn+1 − Rn, Sn+2 = −6Sn+1 − Sn. (2.16)

Ainsi, au lieu de système (2.14), on étudiera le système (2.16)

Rn+2 = 6Rn+1 − Rn, (2.17)

Sn+2 = −6Sn+1 − Sn. (2.18)

Il est évident que l’équation (2.3) et (2.17) sont les mêmes. Donc d’après Lemme (2.2.1)

on a

Rn = −R0Bn−1 + R1Bn.

De même l’équation (2.7) et l’équation (2.18) sont les mêmes. Donc d’après le Lemme

(2.2.2) on a

Sn = (−1)n(S0Bn−1 + S1Bn). (2.19)

Alors

S2n = S0Bn−1 + S1Bn, S2n+1 = −S0Bn−1 − S1Bn. (2.20)

Donc la solution du système (2.16) est écrit sous la forme


R2n = −R0Bn−1 + R1Bn, R2n+1 = −R0Bn−1 + R1Bn,

S2n = S0Bn−1 + S1Bn, S2n+1 = −S0Bn−1 − S1Bn.
(2.21)

D’après (2.15) on a :

tn =
1
2

(Rn − Sn), pn =
1
2

(Rn + Sn).

Donc la solution du système (2.10) est donnée par

t2n =
1
2

(R2n − S2n), t2n+1 =
1
2

(R2n+1 − S2n+1),

p2n =
1
2

(R2n + S2n), p2n+1 =
1
2

(R2n+1 + S2n+1).
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Alors

t2n =
1
2

(B2n−1(−R0 − S0) + B2n(R1 − S1)) , t2n+1 =
1
2

(B2n(−R0 + S0) + B2n+1(R1 + S1)) ,

p2n =
1
2

(B2n−1(−R0 + S0) + B2n(R1 + S1)) , p2n+1 =
1
2

(B2n(−R0 − S0) + B2n+1(R1 − S1)) .

Donc



t2n = −p0B2n−1 + t1B2n,

t2n+1 = −t0B2n + p1B2n+1,

p2n = −t0B2n−1 + p1B2n,

p2n+1 = −p0B2n + t1B2n+1.

(2.22)

Pour trouver la forme des solution du système (2.2) on considère les changements

des variable suivants

x( j)
n =

Wn

Un+1
, y( j)

n =
Un

Wn+1
. (2.23)

Donc

x( j)
n+1 =

Wn+1

Un+2
, y( j)

n+1 =
Un+1

Wn+2
. (2.24)

Alors

Wn+1

Un+2
=

1

6 −
Un

Wn+1

,
Wn+1

Un+2
=

Wn+1

6Wn+1 −Un
,

Un+1

Wn+2
=

1

6 −
Wn

Un+1

,
Un+1

Wn+2
=

Un+1

6Un+1 −Wn
.

Donc le système (2.2) devient

Un+2 = 6Wn+1 −Un, Wn+2 = 6Un+1 −Wn. (2.25)

Le système (2.25) est sous la forme du système (2.10), donc d’après le Lemme (2.2.3) ses
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solution est sous la forme (2.11) c’est-à-dire



U2n = −W0B2n−1 + U1B2n,

U2n+1 = −U0B2n + W1B2n+1,

W2n = −U0B2n−1 + W1B2n,

W2n+1 = −W0B2n + U1B2n+1.

(2.26)

avec Bn sont les n-éme nombre de Balancing et U0, U1, W0 et W1 sont des nombre

réels.

Alors,

x( j)
n =

Wn

Un+1
,

x( j)
2n+1 =

W2n+1

U2n+2
,

=
−W0B2n + U1B2n+1

−W0B2n+1 + U1B2n+2
,

=

−W0B2n + U1B2n+1

U1

−W0B2n+1 + U1B2n+2

U1

.

Donc

x( j)
2n+1 =

−x( j)
0 B2n + B2n+1

−x( j)
0 B2n+1 + B2n+2

.

Et

x( j)
2n =

W2n

U2n+1
,

=
−U0B2n−1 + W1B2n

−U0B2n + W1B2n+1
,

=

−U0B2n−1 + W1B2n

W1

−U0B2n + W1B2n+1

W1

.
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Alors

x( j)
2n =

−y( j)
0 B2n−1 + B2n

−y( j)
0 B2n + B2n+1

.

Par un calcul similaire, on trouve y j
n. On a

y( j)
2n+1 =

U2n+1

W2n+2
,

=
−U0B2n + W1B2n+1

−U0B2n+1 + W1B2n+2
,

=

−U0B2n + W1B2n+1

W1

−U0B2n+1 + W1B2n+2

W1

.

Alors

y( j)
2n+1 =

−y( j)
0 B2n + B2n+1

−y( j)
0 B2n+1 + B2n+2

.

Et

y( j)
2n =

U2n

W2n+1
,

=
−W0B2n−1 + U1B2n

−W0B2n + U1B2n+1
,

=

−W0B2n−1 + U1B2n

U1

−W0B2n + U1B2n+1

U1

.

Alors

y( j)
2n =

−x( j)
0 B2n−1 + B2n

−x( j)
0 B2n + B2n+1

.

D’après tout ce qui précède, le théorème suivant est vrai.

Théorème 2.2.1 Soit
{
x( j)

n , y
( j)
n

}
n≥0

une solution bien définie de (2.2).

Alors pour n = 0, 1, . . . , j = 0, 1 . . . , k
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x( j)
2n+1 =

−x( j)
0 B2n + B2n+1

−x( j)
0 B2n+1 + B2n+2

,

x( j)
2n =

−y( j)
0 B2n−1 + B2n

−y( j)
0 B2n + B2n+1

,

y( j)
2n+1 =

−y( j)
0 B2n + B2n+1

−y( j)
0 B2n+1 + B2n+2

,

y( j)
2n =

−x( j)
0 B2n−1 + B2n

−x( j)
0 B2n + B2n+1

.

(2.27)

2.3 Forme de solution du système d’ordre supérieur

Dans cette partie, nous discutons la forme de solution du système (2.1) qui généralise

(2.2). Nous établissons la solution du système (2.1) en utilisant une transformation

appropriée réduisant ce système au système d’équations aux différences de premier

ordre (2.2).

2.3.1 Analyse du système d’ordre supérieur

Nous analysons la relation de récurrence du système (2.1), nous écrivons sous

certains termes

x1 = 1
6−y−k

,

x2 = 1
6−y1−k

,

x3 = 1
6−y2−k

,
...

xk = 1
6−y−1

,

xk+1 = 1
6−y0

.

⇒



x(k+1)n+1 = 1
6−y(k+1)n−k

,

x(k+1)n+2 = 1
6−y(k+1)n+1−k

,

x(k+1)n+3 = 1
6−y(k+1)n+2−k

, n = 0, 1, . . .
...

x(k+1)n+k = 1
6−y(k+1)n−1

,

x(k+1)n+(k+1) = 1
6−y(k+1)n

.

(2.28)
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Et 

y1 = 1
6−x−k

,

y2 = 1
6−x1−k

,

y3 = 1
6−x2−k

,
...

yk = 1
6−x−1

,

yk+1 = 1
6−x0

.

⇒



y(k+1)n+1 = 1
6−x(k+1)n−k

,

y(k+1)n+2 = 1
6−x(k+1)n+1−k

,

y(k+1)n+3 = 1
6−x(k+1)n+2−k

, n = 0, 1, . . .
...

y(k+1)n+k = 1
6−x(k+1)n−1

,

y(k+1)n+(k+1) = 1
6−x(k+1)n

.

(2.29)

De la même manière, il est montré que tout les termes de les suites (xn)n≥0 et (yn)n≥0,

écrits sous la forme 
x(k+1)(n+1)− j =

1
6 − y(k+1)n− j

,

y(k+1)(n+1)− j =
1

6 − x(k+1)n− j
.

(2.30)

Tell que x− j et y− j sont des condition initiale et j ∈ {0, 1, 2 . . . , k}.

2.3.2 Forme de solution du système

Nous allons maintenant appliquer l’analyse précédente. Soit

x( j)
n = x(k+1)n− j, y( j)

n = y(k+1)n− j. (2.31)

Le système (2.1) se ramène au système

x( j)
n+1 =

1

6 − y( j)
n

, y( j)
n+1 =

1

6 − x( j)
n

.
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D’après le Théorème (2.2.1), on a



x( j)
2n+1 =

−x( j)
0 B2n + B2n+1

−x( j)
0 B2n+1 + B2n+2

,

x( j)
2n =

−y( j)
0 B2n−1 + B2n

−y( j)
0 B2n + B2n+1

,

y( j)
2n+1 =

−y( j)
0 B2n + B2n+1

−y( j)
0 B2n+1 + B2n+2

,

y( j)
2n =

−x( j)
0 B2n−1 + B2n

−x( j)
0 B2n + B2n+1

.

En effet, le système (2.1) devient

x( j)
n+1 =

1

6 − y( j)
n−k

, y( j)
n+1 =

1

6 − x( j)
n−k

. (2.32)

Donc

x(k+1)(n+1)− j =
1

6 − y(k+1)n− j
, y(k+1)(n+1)− j =

1
6 − x(k+1)n− j

. (2.33)

Théorème 2.3.1

La solution bien définie du système (2.1) écrits sous la fourme



x(k+1)(2n+1)− j =
−x− jB2n + B2n+1

−x− jB2n+1 + B2n+2
,

x(k+1)(2n)− j =
−y− jB2n−1 + B2n

−y− jB2n + B2n+1
,

y(k+1)(2n+1)− j =
−y− jB2n + B2n+1

−y− jB2n+1 + B2n+2
,

y(k+1)(2n)− j =
−x− jB2n−1 + B2n

−x− jB2n + B2n+1
.

(2.34)

Où j ∈ {0, 1, 2 . . . , k}.

Preuve.

D’après les changements des variables (2.31) on trouve la forme des solutions du

système (2.1).

32



La solution d’un système d’équations aux différences non linéaires

On a

x( j)
n = x(k+1)n− j, j ∈ {0, 1, 2 . . . , k}.

Donc

x( j)
2n+1 = x(k+1)(2n+1)− j,

et

x( j)
0 = x− j.

Alors

x( j)
2n+1 = x(k+1)(2n+1)− j,

=
−x− jB2n + B2n+1

−x− jB2n+1 + B2n+2
.

Et

x( j)
2n = x(k+1)(2n)− j,

=
−y− jB2n−1 + B2n

−y− jB2n + B2n+1
.

On a

y( j)
n = y(k+1)n− j.

Donc

y( j)
2n+1 = y(k+1)(2n+1)− j,

et

y( j)
0 = y− j.
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Alors

y( j)
2n+1 = y(k+1)(2n+1)− j,

=
−y− jB2n + B2n+1

−y− jB2n+1 + B2n+2
.

Et

y( j)
2n = y(k+1)(2n)− j,

=
−x− jB2n−1 + B2n

−x− jB2n + B2n+1
.

2.3.3 Stabilité globale des solutions du système

Dans cette section, nous étudions la stabilité asymptotique globale des solutions

réels du système (2.1). Soient f et 1 deux fonctions continûment différentiables

f : Ik+1
× Jk+1

→ I

1 : Ik+1
× Jk+1

→ J

où I, J sont des intervalles réels. Considérons le système d’équations aux différences

définies par


xn+1 = f

(
xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−k

)
=

1
6 − yn−k

,

yn+1 = 1
(
xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−k

)
=

1
6 − xn−k

.
(2.35)

Où n, k ∈N0, (x−k, x−k+1, . . . , x0) ∈ Ik+1 et
(
y−k, y−k+1, . . . , y0

)
∈ Jk+1.
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Lemme 2.3.1 Le système (2.35) admet deux points d’équilibres réels donnés par :

M =
(
x, y

)
=

(
3 + 2

√

2, 3 + 2
√

2
)
, M′ =

(
x′, y′

)
=

(
3 − 2

√

2, 3 − 2
√

2
)
.

Preuve. Soit (x, y) un point d’équilibre donc :

x =
1

6 − y
, (2.36)

y =
1

6 − x
, (2.37)

on obtient

6x − xy − 1 = 0, (2.38)

6y − xy − 1 = 0, (2.39)

avec la soustraction (2.36) de (2.37) on obtient :

x = y. (2.40)

On remplace (2.40) dans (2.38) on obtient :

−x2 + 6x − 1 = 0.

Alors

x = 3 + 2
√

2, x′ = 3 − 2
√

2.
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Donc les points d’équilibres sont

M = (x, y) =
(
3 + 2

√

2, 3 + 2
√

2
)
, M′ = (x′, y′) =

(
3 − 2

√

2, 3 − 2
√

2
)
.

La stabilité locale du point d’équilibre M = (x, y) =
(
3 − 2

√
2, 3 − 2

√
2
)
, du système

(2.1) est décrite dans le théorème suivant.

Théorème 2.3.2 Le point d’équilibre M est localement asymptotiquement stable.

Preuve. Définissons la fonction

H : Ik+1
× Jk+1

→ Ik+1
× Jk+1

Par

H(w) =
(

f0(w), f1(w), . . . , fk(w), 10(w), 11(w), . . . , 1k(w)
)

avec

w = (u0,u1, . . . ,uk, v0, v1, . . . , vk)T,

f0(w) = f (w), f1(w) = u0, . . . , fk(w) = uk−1,

10(w) = 1(w), 11(w) = v0, . . . , 1k(w) = vk−1.

Posons,

wn =
(
xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−k

)T .
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Ainsi, le système (2.35) est équivalent au système

wn+1 = H(wn) ,n = 0, 1, . . . ,

c’est à dire 

xn+1 =
1

6 − yn−k
,

xn = xn,
...

xn−k = xn−k,

yn+1 =
1

6 − xn−k
,

yn = yn,
...

yn−k = yn−k.

Le système linéaire associé au système (2.1) autour du point d’équilibre M = (x, x, . . . , x, y, y, . . . , y),

est donner par

wn+1 = Awn.

Avec A est la matrice jacobienne donnée par

A =



0 0 . . . 0 17 − 12
√

2

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
...

...

0 . . . 17 − 12
√

2 . . . 0 . . .
...

...
...

...

0 . . . . . . 0 1



. (2.41)
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Le polynôme caractéristique de G est donné par

PA(λ) = det (A − λI2k+2)

= (−λ)2k+2
−

(
17 − 12

√

2
)2
.

Maintenant, considérons les deux fonction définies par

ψ(λ) = (−λ)2k+2 , φ(λ) = −
(
17 − 12

√

2
)2

(2.42)

Alors

PA(λ) = ψ(λ) + φ(λ).

On a ∣∣∣∣−(17 − 12
√

2)2
∣∣∣∣ = 8.67 × 10−4, et

∣∣∣(−λ)2k+2
∣∣∣ = 1, ∀λ : |λ| = 1.

Donc

|φ(λ)| < |ψ(λ)|, ∀λ : |λ| = 1.

Donc, d’après le Théorème de Rouché (1.1.3) ψ et P = ψ + φ ont le même nombre

de zéros dans le disque unité |λ| < 1, et puisque ψ admet comme racine |λ| = 0 de

multiplicité 2(k+1), alors touts les racines de P sont dans le disque |λ| < 1.

Ainsi, d’après le Théorème (1.1.5), le point d’équilibre (β, β, . . . , β) du système (2.1) est

localemnet asymptotiquement stable.

Théorème 2.3.3 Le point d’équilibre M estglobalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit {x(k+1)n− j, y(k+1)n− j}n≥0 j = 0, 1 . . . , k, une solution réelle du système (2.1).

D’après le Théorème (2.3.2), il suffit de prouver que M = (x, y) est globalement attractif,
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On a

lim
n→∞

x(k+1)(2n)− j = lim
n→∞

−y− jB2n−1 + B2n

−y− jB2n + B2n+1
,

= lim
n→∞

−y− j
B2n−1

B2n
+ 1

−y− j +
B2n+1

B2n

,

=
−y− jβ + 1
−y− j + α

,

(
Car lim

n→∞

(
B2n+1

B2n

)
= α, lim

n→∞

(
B2n−1

B2n

)
=

1
α

= β,

)
=
−y− j(3 − 2

√
2) + 1

−y− j + 3 + 2
√

2
,

=
−3y− j + 2

√
2y− j + 1

−y− j + 3 + 2
√

2
,

=

(
−3y− j + 2

√
2y− j + 1

) (
−y− j + 3 − 2

√
2
)

(y− j)2 − 6y− j + 1
,

=
3
(
(y− j)2

− 6y− j + 1
)
− 2
√

2
(
(y− j)2

− 6y− j + 1
)

(y− j)2 − 6y− j + 1
,

= 3 − 2
√

2 = x.

Et

lim
n→∞

x(k+1)(2n+1)− j = lim
n→∞

−x− jB2n + B2n+1

−x− jB2n+1 + B2n+2
,

= lim
n→∞

−x− j
B2n

B2n+1
+ 1

−x− j +
B2n+2

B2n+1

,

=
−x− jβ + 1
−x− j + α

,

(
Car lim

n→∞

(
B2n+2

B2n+1

)
= α, lim

n→∞

(
B2n

B2n+1

)
= β,

)
= 3 − 2

√

2 = x.

Alors

lim
n→∞

x(k+1)n− j = x.
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Et

lim
n→∞

y(k+1)(2n)− j = lim
n→∞

−x− jB2n−1 + B2n

−x− jB2n + B2n+1
,

= lim
n→∞

−x− j
B2n−1

B2n
+ 1

−x− j +
B2n+1

B2n

,

=
−x− jβ + 1
−x− j + α

,

(
Car lim

n→∞

(
B2n+1

B2n

)
= α, lim

n→∞

(
B2n−1

B2n

)
=

1
α

= β,

)
=
−x− j

(
3 − 2

√
2
)

+ 1

−x− j + 3 + 2
√

2
,

=
−3x− j + 2

√
2x− j + 1

−x− j + 3 + 2
√

2
,

=

(
−3x− j + 2

√
2x− j + 1

) (
−x− j + 3 − 2

√
2
)

(x− j)2 − 6x− j + 1
,

=
3
(
(x− j)2

− 6x− j + 1
)
− 2
√

2
(
(x− j)2

− 6x− j + 1
)

(x− j)2 − 6x− j + 1
,

= 3 − 2
√

2 = y.

Et

lim
n→∞

y(k+1)(2n+1)− j = lim
n→∞

−y− jB2n + B2n+1

−y− jB2n+1 + B2n+2
,

= lim
n→∞

−y− j
B2n

B2n+1
+ 1

−y− j +
B2n+2

B2n+1

,

= lim
n→∞

−y j
0β + 1

−y j
0 + α

,

=
−y− jβ + 1
−y− j + α

,

(
Car lim

n→∞

(
B2n+2

B2n+1

)
= α, lim

n→∞

(
B2n

B2n+1

)
= β,

)
= 3 − 2

√

2 = y.
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lim
n→∞

y(k+1)n− j = y.

Alors

lim
n→∞

(
x(k+1)n− j, y(k+1)n− j

)
= (x, y).

Donc le point d’équilibre M est globalement attractif, alors il est globalement asymp-

totiquement stable.

2.4 Exemples numériques

Dans cette section, nous considérerons quelques simulations numériques pour véri-

fier nos résultats théoriques. Ces exemples montrent différents types de comportement

des solutions du système (2.1). Tous les graphes de cette section sont dessinés par

MATLAB.

Exemple 2.4.1 Soit k = 1 dans le système (2.1), alors on obtient le système

xn+1 =
1

6 − yn−1
, yn+1 =

1
6 − xn−1

. (2.43)

Supposons x0 = 3, x−1 = 5, y0 = 5, et y−1 = 3. Voir la figure 2.1 ci-dessous.

Exemple 2.4.2 Soit k = 2 dans le système (2.1), alors on obtient le système

xn+1 =
1

6 − yn−2
, yn+1 =

1
6 − xn−2

. (2.44)

Supposons x0 = 0, x−1 = 2, x−2 = 1/4, y0 = 1, y−1 = −4 et y−2 = 3, Voir la figure 2.2

ci-dessous.

41



La solution d’un système d’équations aux différences non linéaires

0 5 10 15 20
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x
(n

),
y
(n

)

n

Diagramme des solutions de systeme avec k=1

 

 

x(n)

y(n)

Figure 2.1 – Le graphique du système (2.43)
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Figure 2.2 – Le graphique du système (2.44)

Exemple 2.4.3 Soit k = 3 dans le système (2.1), alors on obtient le système

xn+1 =
1

6 − yn−3
, yn+1 =

1
6 − xn−3

(2.45)

Supposons x0 = −4, x−1 = 1/2, x−2 = 3, x−3 = 7, y0 = −6, y−1 = −1/4, y−2 = 0, y−3 = 3, Voir
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la figure 2.2 ci-dessous.
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Chapitre 3
La convergence des solutions d’une

équation aux différences d’ordre deux

3.1 Introduction

Dans [10] (2000) le problème suivant est posé

Problème ouvert : Existe-t-il une solution de l’équation aux différences suivante

xn+1 =
βxn−1

β + xn
, x−1, x0 > 0, β > 0, n = 0, 1, 2, . . . (3.1)

Pour résoudre le problème ouvert précédent, Stevic [19] à étudié l’existence d’une

solution positive de l’équation (3.1), dans le cas β = 1. De plus il a étudié l’équation

plus générale

xn+1 =
xn−1

1(xn)
,n = 0, 1, 2 . . . , (3.2)

avec :

• 1 ∈ C1(R+),

44



Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

• 1(0) = 1,

• 1
′(x) > 0, for x ∈ R+.

Il à prouvé l’existence d’une solution positive de l’équation (3.2) qui converge vers

zéro. Dans ce chapitre, nous étudions la convergence des solutions de l’équation

xn+1 =
xn−1

1 + xn
, x−1, x0 > 0,n = 0, 1, 2, . . . . (3.3)

Certaines généralisations de l’équation (3.3), ont été étudiées par Stevic [21] Berg [4], et

Berg et Stevic [6] en utilisant des méthodes asymptotiques.

3.2 La convergence des solutions de l’équation (3.3)

Le résultat suivant est le Théorème 1 dans [19].

Théorème 3.2.1 [19] Considérons l’équation aux différences (3.3).

Alors les affirmations suivantes sont vraies.

a) Les suites (x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0 sont décroissantes et il existe p, q ≥ 0 tels que

lim
n→∞

x2n = p, lim
n→∞

x2n+1 = q.

b) (q, p, q, p, . . .) est une solution de l’équation (3.3) de période deux.

c) pq = 0.

d) S’il existe n0 ∈N tel que xn ≥ xn+1 pour tout n ≥ n0, alors

lim
n→∞

xn = 0.
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

e) Les formules suivantes

x2n = x0

1 − x1

n∑
j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

 .

x2n+1 = x−1

1 −
x0

1 + x0

n∑
j=0

2 j∏
i=1

1
1 + xi

 .
Sont vérifient.

f) Si

x0 + x2
0 ≤ x−1,

alors

x2n → 0 et x2n+1 → q , 0, lorsque n→∞.

g) Si une solution de l’équation (3.3) converge vers zéro, elle doit être décroissante.

Preuve.

a) :

1. D’après la forme de l’équation (3.3), on a

x2n+1 − x2n−1 =
x2n−1

1 + x2n
− x2n−1,

=
x2n−1 − x2n−1(1 + x2n)

1 + x2n
,

=
x2n−1 − (x2n−1 + x2nx2n−1)

1 + x2n
,

=
−x2nx2n−1

1 + x2n
< 0.

Alors (x2n+1)n∈N est strictement décroissante.

Par un calcul similaire, on obtient
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x2n − x2n−2 =
x2n−2

1 + x2n−1
− x2n−2,

=
x2n−2 − x2n−2(1 + x2n−1)

1 + x2n−1
,

=
x2n−2 − (x2n−2 + x2n−1x2n−2)

1 + x2n−1
,

=
−x2n−1x2n−2

1 + x2n−1
< 0.

Donc (x2n)n∈N est strictement décroissante.

2. On a la suite (x2n+1)n∈N est strictement décroissante et minorée par 0. Donc

∃q > 0, lim
n→∞

x2n+1 = q.

De même (x2n)n∈N est strictement décroissante et minorée par 0.

D’où

∃p > 0, lim
n→∞

x2n = p.

b) De (3.3), on a :

Pour n = 0

x1 =
x−1

1 + x0
.

Pour n = 1

x2 =
x0

1 + x1
.

Pour n = 2

x3 =
x1

1 + x2
.
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...

On suppose que (x−1 , 0 et x0 = 0).

Donc

x1 = x−1, x2 = 0, x3 = x−1 et x4 = 0, · · ·

Alors

x−1 = x1 = x3 = x2n+1.

Et

x0 = 0 = x2 = x2n.

Ou que (x−1 = 0 et x0 , 0).

Donc

x1 = 0, x2 = x0, x3 = 0 et x4 = x2 = x0 · · · = x2n.

Alors les termes de la suite (xn)n∈N, dont l’ordre suivant

(x−1, 0, x1, 0, x3, · · · ) ou (0, x0, 0, x2, 0, · · · ).

Et

(x−1, 0, x−1, 0, · · · ) ou (0, x0, 0, x0, 0, · · · ).

Par passage à la limite, on obtient

(q, 0, q, 0, · · · ) ou (0, p, 0, p, · · · ).

Donc la solution de (xn)n∈N, est périodique de période deux.
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c) On suppose que

p =
p

1 + q
, et q =

q
1 + p

.

Alors

p(1 + q) =
p(1 + q)

1 + q
,

p + pq = p.

Donc

pq = 0.

d) Considérons l’équation aux différences (3.3).

Si existe n0 ∈N tel que xn ≥ xn+1.∀n ≥ n0, on a

xn0 ≥ xn0+1 ≥ xn0+2 ≥ · · · ≥ xn ≥ xn+1.

Par passage a limite

Si n paire

p ≥ q ≥ p ≥ q · · ·

Donc

p = q.

Si n impair

q ≥ p ≥ q ≥ p · · ·

Donc

p = q.

Et d’après (c) an a pq = 0 donc q = 0 = p. Alors limn→∞ xn = 0.
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e) 1. On a

xn+1 =
xn−1

1 + xn
,

on soustraire xn−1 des cotés gauche et droit de l’équation (3.3) on obtient

xn+1 − xn−1 =
xn−1 − xn−1 − xn−1xn

1 + xn
,

donc

xn+1 − xn−1 =
−xn−1xn

1 + xn
. (3.4)

On a

xn =
xn−2

1 + xn−1
,

donc

xn + xnxn−1 = xn−2.

Alors

xnxn−1 = xn−2 − xn.

De (3.4), on a

xn+1 − xn−1 =
1

1 + xn
(xn − xn−2).

2. On a

xn − xn−2 =
1

1 + xn−1
(xn−1 − xn−3).

Alors

xn+1 − xn−1 =
1

1 + xn

( 1
1 + xn−1

(xn−1 − xn−3)
)
,

=
1

1 + xn

1
1 + xn−1

( 1
1 + xn−2

(xn−2 − xn−4)
)
,

...

=
1

1 + xn

1
1 + xn−1

1
1 + xn−2

· · ·
1

1 + x1
(x1 − x−1).
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Donc

xn+1 − xn−1 = (x1 − x−1)
n∏

i=1

1
1 + xi

.

On va montrer que, pour tout entier naturel n, la formule suivante

xn+1 − xn−1 = (x1 − x−1)
n∏

i=1

1
1 + xi

. (3.5)

Pour n = 0

x1 − x−1 = x1 − x−1.

On suppose pour un certain n entier naturel la formule est vrai, et on va

montrer qu’elle est vraie pour n+1, c’est-à-dir

xn+2 − xn = (x1 − x−1)
n+1∏
i=1

1
1 + xi

.

On a

xn+2 − xn =
1

1 + xn+1
(xn+1 − xn−1),

=
1

1 + xn+1
(x1 − x−1)

n∏
i=1

1
1 + xi

,

= (x1 − x−1)
n+1∏
i=1

1
1 + xi

.

Alors, ∀n ∈N la formule (3.5) est vrai.

3. De 2, on a

Pour n = 0

x1 − x−1 = x1 − x−1.
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Pour n = 2

x3 − x1 = (x1 − x−1)
2∏

i=1

1
1 + xi

.

Pour n = 4

x5 − x3 = (x1 − x−1)
4∏

i=1

1
1 + xi

.

...

Pour 2n

x2n+1 − x2n−1 = (x1 − x−1)
2n∏
i=1

1
1 + xi

.

Par somme tous les cotés à gauche et tous les cotés à droit, on trouve

x2n+1 − x−1 = (x1 − x−1)
n∑

j=0

2 j∏
i=1

1
1 + xi

.

Alors

x2n+1 = x−1 + (x1 − x−1)
n∑

j=0

2 j∏
i=1

1
1 + xi

,

= x−1 +
(
−x−1x0

1 + x0

) n∑
j=0

2 j∏
i=1

1
1 + xi

,

= x−1

1 −
x0

1 + x0

n∑
j=0

2 j∏
i=1

1
1 + xi

 .

Par un calcul similaire, on trouve x2n.

On a

xn =
xn−2

1 + xn−1
, (3.6)

on soustraire xn−2 des cotés gauche et droit de l’équation (3.6) on obtient

xn − xn−2 =
xn−2 − xn−2 − xn−2xn−1

1 + xn−1
.
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Donc

xn − xn−2 =
−xn−3xn−2

1 + xn−2
. (3.7)

On a

xn−1 =
xn−3

1 + xn−2
,

donc

xn−3 = xn−1 + xn−2xn−1.

Alors

xn−1xn−2 = xn−3 − xn−1,

d’après (3.7), on obtient

xn − xn−2 =
1

1 + xn−1
(xn−1 − xn−3).

4. On a

xn−1 − xn−3 =
1

1 + xn−2
(xn−2 − xn−4) ,

alors

xn − xn−2 =
1

1 + xn−1
(

1
1 + xn−2

(xn−2 − xn−4)),

=
1

1 + xn−1

1
1 + xn−2

(
1

1 + xn−3
(xn−3 − xn−5)),

...

=
1

1 + xn−1

1
1 + xn−2

1
1 + xn−3

· · ·
1

1 + x1
(x1 − x−1).

Donc

xn − xn−2 = (x1 − x−1)
n−1∏
i=1

1
1 + xi

.
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On va montrer que, pour tout entier naturel n, la formule suivante

xn − xn−2 = (x1 − x−1)
n−1∏
i=1

1
1 + xi

. (3.8)

Pour n = 1

x1 − x−1 = x1 − x−1.

On suppose pour un certain n ∈ N∗ la formule est vrai, et on va montrer

qu’elle est vraie pour n+1, c’est-à-dir

xn+1 − xn−1 = (x1 − x−1)
n∏

i=1

1
1 + xi

.

On a

xn+1 − xn−1 =
1

1 + xn
(xn − xn−2),

=
1

1 + xn
(x1 − x−1)

n−1∏
i=1

1
1 + xi

,

= (x1 − x−1)
n∏

i=1

1
1 + xi

.

Alors, ∀n ∈N∗ la formule (3.8) est vrai.

5. De 4, on a

Pour n = 2

x2 − x0 = (x1 − x−1)
1

1 + x1
.

Pour n = 4

x4 − x2 = (x1 − x−1)
3∏

i=1

1
1 + xi

.
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...

Pour 2n

x2n − x2n−2 = (x1 − x−1)
2n−1∏
i=1

1
1 + xi

.

Par somme tous les cotés à gauche et tous les cotés à droit, on trouve

x2n − x0 = (x1 − x−1)
n∑

j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

.

Donc pour tout n ∈N, on a

x2n − x0 = (x1 − x−1)
n∑

j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

.

Alors

x2n = x0 + x1

n∑
j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

− x−1

n∑
j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

,

= x0 + (x1 − x−1)
n∑

j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

,

= x0 +
(
−x−1x0

1 + x0

) n∑
j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

,

= x0

1 − x1

n∑
j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

 .
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f) On suppose que p = q = 0. De (e) on a



x0

1 − x1

∞∑
j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

 = 0,

Et

x−1

1 − x0
1+x0

∞∑
j=0

2 j∏
i=1

1
1 + xi

 = 0.

Donc 

x0 = 0,

Ou
1
x1

=

∞∑
j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

,

Et

x−1 = 0,

Ou
1 + x0

x0
=

∞∑
j=0

2 j∏
i=1

1
1 + xi

= 0.

Et comme

x0 + x2
0 ≤ x−1.

Donc

x0 ≤ x1,

alors
1
x0
≥

1
x1
.

On a
1
x1

=

∞∑
j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

,

et
∞∑
j=1

2 j∏
i=1

1
1 + xi

=
1 + x0

x0
− 1.
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Donc

1 + x0 − x0

x0
=

1
x0
,

=

∞∑
j=1

2 j∏
i=1

1
1 + xi

.

Alors
∞∑
j=1

2 j∏
i=1

1
1 + xi

≤

∞∑
j=1

2 j−1∏
i=1

1
1 + xi

,

1
x0
≤

1
x1
.

Qui est une contradiction.

Alors

p = 0 et q , 0.

g) De (f) on a

si

x0 + x2
0 ≤ x−1,

donc

lim
n→∞

x2n = 0 et lim
n→∞

x2n+1 , 0.

Et si

x1 + x2
1 ≤ x0 ⇒ lim

n→∞
x2n , 0 et lim

n→∞
x2n+1 = 0.

Alors si

xn0+1 + x2
n0+1 ≤ xn0 ⇒ (q , 0 et p = 0) ou (q = 0 et p , 0).
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Par contre

p = q = 0⇒ xn0 ≤ xn0+1 + x2
n0+1.

Donc

xn0+2 =
xn0

1 + xn0+1
< xn0+1.

3.3 Exemples numériques

Dans cette section, nous considérerons quelques simulations numériques pour véri-

fier nos résultats théoriques. Ces exemples montrent différents types de comportement

de solution du l’équation (3.3) les sous suites (x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0.

Tous les graphes de cette section sont dessinés par MATLAB.

Exemple 3.3.1 Supposons l’équation (3.3) avec les condition initial de x0 = 1 et x−1 = 20.

(Voir la figure 3.1.)

Exemple 3.3.2 Considérons les suites (x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0, tel que x0, x−1 � 0, on Supposons

x0 = 1 et x−1 = 20. (Voir la figure 3.2)

Exemple 3.3.3 Considérons les suites (x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0, tel que x0, x−1 � 0, on Supposons

x0 = 1 et x−1 = 1/4. (Voir la figure 3.3.)
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Figure 3.1 – Le graphique du l’équation (3.3) avec x0 = 1 et x−1 = 20.
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Figure 3.2 – Le graphique des suite (x2n)n≥0, et (x2n+1)n≥0. avec x0 = 1 et x−1 = 20.
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Figure 3.3 – Le graphique des suite (x2n)n≥0, et (x2n+1)n≥0. avec x0 = 1 et x−1 = 1/4.
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Conclusion et perspectives

Cet mémoire rassemble l’étude d’une equation aux différences et un système d’équa-

tions aux différences.

Dans le deuxième chapitre, nous avons présenté la forme générale de la solution du

système de deux equations aux différences d’ordre supérieur

xn+1 =
1

6 − yn−k
, yn+1 =

1
6 − xn−k

, n = 0, 1, 2, . . .

en termes des nombres de Balancing. Comme perspective nous allons essayer de étudier

le système

xn+1 =
1

A − yn−k
, yn+1 =

1
A − xn−k

, n = 0, 1, 2, . . .

A ≥ 0, ou la solution est donné en fonction des nombres de Balancing généralisés.

Dans le troisième chapitre, nous avons étudiée la convergences des solutions de

l’équation aux différences suivante

xn+1 =
xn−1

1 + xn
, x−1, x0 > 0,n = 0, 1, 2 . . .

Comme prespective nous allons essayer d’étudier une généralisation deux dimension-

nelle, autrement dit le système d’équations aux différences suivant

xn+1 =
xn−1

1 + yn
, yn+1 =

yn−1

1 + xn
,n = 0, 1, 2, . . .
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