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Abstract

The main objective of this work is to study a system of non linear difference equations
and a difference equation where we present the explicit form of the solution to the
system and study the convergence of solutions to equation.

In the first chapter, we give the definitions of differences equations theory, moreover
we study the Balancing sequence.

In the second chapter, we give the explicit forme of the solution of a high-order non
linear difference equation in terms of Balancing sequences.

In the last chapter, we study the convergence of the solution of a second-order dif-

ferences equations.

Keywords : Systems of difference equations, form of solutions, stability, periodicity,

Balancing sequence.
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Résumé

L'objectif principal de ce mémoire est 'étude d"une équation aux différences et un
systeme d’équations aux différence non-linéaires ot nous présentons la forme explicite
de la solution du systéme et étudions la convergence des solutions pour "équation.

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions et théorémes princi-
paux pour la théorie d’équation aux différences, en plus nous présentons la suite de
Balancing.

Le deuxiéme chapitre consiste a la forme des solution d'un systeme d’équations
aux différence d’ordre supérieur, ou la solution est donné en fonction des nombres de
Balancing.

Le dernier chapitre est consacré a 1'étude de la convergence des solution d'une

équations aux différences d’ordre deux.

Mots-clés : Systéeme d’équations aux différences, forme des solutions, stabilité, pé-

riodicité, suite de Balancing.
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Introduction

L'objectif de ce mémoire est de trouver la forme de la solution d"un systeme d’équa-
tions aux différences et 'étude de convergence des solutions d"une equation aux diffé-

rences non linéaire.

Les équations aux différences (ou suites récurrentes comme certains I'appellent)
c’est la base de l'analyse appliquée qui a émergé il y a plus de trois siecles. Le plus
célébre exemple de cette équation est la suite de Fibonacci, qui modélise le <probleme
des lapins>, qui est apparu dans le livre " Liber Abaci " de Leonardo Fibonacci en
1202 [9]. La théorie des équations aux différences est progressé grace aux plusieurs

mathématiciens tel, De Moivre, Lagrange, Poincaré et autres.

La théorie des équations aux différences continue d’attiré toujours l’attention des
chercheurs dans diverses branches de la science, et alors sont devenues un outil de va-
leur et ont beaucoup d’importance dans plusieurs domaines et disciplines scientifiques
et ceci par leurs nombreuses applications dans les sciences appliquées telles que 1'éco-

nomie ([8] ), l1a biologie([2]), la théorie des probabilités, I'écologie et la médecine,...etc.
En plus de l'introduction, le mémoire est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons des définitions et résultats généraux sur les
équations et les systemes d’équations aux différences, la deuxieme partie de ce chapitre

est dédiée a 1’étude de la suite de Balancing.



Introduction

Dans le deuxieme chapitre, nous divisons notre travail en trois parties, nous nous
intéressons dans la premiére partie a la forme générale de la solution du systeme
d’équations aux différences d’ordre un suivante

1 1

Xn+l = 6_]/;1’ Yny1 = 6—x,

, i=12,...,

avec les valeurs initiales xy, 1o € R — {6}. Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous
exprimons la forme générale de la solution du systeme d’équations aux différences

d’ordre supérieur suivante

1

S EE—— , n=012,...,
6_yn—k

Xn+1 = ;o Y1 =

6— Xn—k

avec les valeurs initiales x_g, .., Xo, Y, .., Yo € IR—{6}, et la solution est donnée en fonction
des nombres de Balancing, nous étudions également la stabilité asymptotique globale
des points d’équilibres de ce systéme. Dans la derniére partie nous présentons des

exemples numériques.

Dans le dernier chapitre, motivé par [18], nous étudions 1’équation aux différences
suivante
Xn-1

Xn+1 = 77—
1+,

, X_1, x0>O, n=0,1,2...

On preuve les résultats concernant la convergence des solutions et la périodicité. Enfin,

on donne des exemples pour illustrer les résultats obtenus.



Chapitre 1

Quelques préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques préliminaires qui nous seront utiles
pour la suite de notre mémoire. Dans la premiere partie, on présente quelques défini-
tions et résultats généraux équations et les systemes d’équations aux différences.

La derniere partie regroupe des définitions et quelques propriétés de la suite de Balan-

cing.
1.1 Equations aux différences

Soit I un intervalle de R et soit f : [**! — [ une fonction bien définie.

Définition 1.1.1 Une équation aux différences d’ordre (k + 1) est une équation de la forme
Xn+1 = f(xn/ Xn—1,°"" /xn—k)/ n= 0/ 1/ Tty ke N/ (11)

avec les valeurs initiales xo,x_1,- -+ ,X_x € L.

Définition 1.1.2 Une équation aux différences de la forme

Xp+k + pl (n)xn+k—1 +...+ Pk(”)xn = {7(”)z (12)

3



Quelques préliminaires

avec po(n) =1, pi(n),pa(n),...,g(n) sont des fonctions définies sur IN,,, s’appelle équation

aux différences linéaire d’ordre k dés que pr(n) # 0.

Remarque 1.1.1 En générale on associe k conditions initiales avec I'équation (1.2)
Xny = C1y Xng1 = €2, -+, Xngsk-1 = Ci, (1.3)

avec c;, 1 =1,...,k sont des constantes réelles ou complexes.

Définition 1.1.3 L'équation aux différences (1.2) avec g(n) = 0,Vn > ny est dite équation aux

différences linéaire homogene et elle s’écrit comme suit

Xnik + P1(M)Xpsk—1 + ... + pr(m)x, = 0. (1.4)

Définition 1.1.4 Une suite {u,},5,, est dite solution de I'équation (1.1) avec les conditions

initiales (1.3) si elle satisfait la relation (1.1).

Corollaire 1.1.1 Soit

(xgz)nan/ (x;21)n2n0/ ey (xlr(l)nZno/ (15)

un ensemble fondamentale de solutions de I'équation (1.4). Alors la solution générale de (1.4)

est donné par
k
Xn = Z aix,,

i=0

avec a; sont des constants arbitraires.

Définition 1.1.5 Si les p;(n) sont des constants réels ou complexes, I'équation (1.2) est dite

équations aux différences linéaire a coefficients constants et elle prend la forme

Xpik + P1Xntk—1 + - .. + prxn = 0. (1.6)

4



Quelques préliminaires

1.1.1 Résolution de I'équation aux différences linéaire a coefficient

constante

Proposition 1.1.1 L’équation (1.6) a des solutions de la forme

x(n) = A",

avec A € C* et vérifie

k
P(A) = Z pidk =0,
i=0

Définition 1.1.6 Le polynome
k
P =) pid*,
i=0

s’appelle le polynéme caractéristique associé a I'équation (1.6).

Corollaire 1.1.2 La solution générale de I’équation (1.6) s’écrit

s m—1
X(l’l) = Z Z ci,jn]/\?, Cij € R.

i=1 =0

Ou

(1.7)

o Le parametre s < k désigne le nombre de racines distinctes de I'équation caractéristique

(1.7).

o Le parametre A; désigne une racine de I'équation caractéristique (1.7).

o Le parametre m; désigne la multiplicité de la racine A;.

5
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e Les coefficients c; ; sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions initiales.

Définition 1.1.7 (Point d’équilibre) Un point x € I est dit point d’équilibre pour I'équation
(1.1) si

autrement dit

1.1.2 A propos de la stabilité

Le concept de stabilité comme celui de périodicité est au cceur de notre étude.

Dans ce paragraphe nous allons présenter les points essentielles de cette donnée

qui vont nous servir dans la suite.

Définition 1.1.8 Soit X un point d’équilibre de I'équation (1.1).

1. x est dit localement stable si
Ve >0,46>0,Vx_g, - ,x0€l:|xp—X|+---+|x0—X|<0,

alors

| x, —x|<&,¥Yn > —k.

2. X est dit localement asymptotiquement stable si
oX est localement stable,
ody >0,Vx_y, -, xp€l:|x =X |+---+|x0—X|< ), alors
lim x,, = x.

n—00

3. X est dit globalement attractif si

VYx_g, -+ ,x0 €1, 1im x,, = x.

n—oo
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4. x est dit globalement asymptotiquement stable si
oX est localement stable,

ox est globalement attractif.

5. Le point X est dit instable s'il est non localement stable.

Définition 1.1.9 On appelle équation aux différences linéaire associée a I’équation (1.1)

I'équation
Ynsl = PoYn + P1lYna + -+ + PklYn-k, (1.8)
avec
= o 2z ¥),i=0 k
pl auj (x/ x/ ,X),Z - Y 7
Et
f . Ik+1 — ]

(o, ..., ux) +— f(Uonnn, - -, Uk)-

Théoréme 1.1.1 (Stabilité par linéarisation)[15]

1. Si toutes les racines du polyndme caractéristique de I’équation aux différences linéaire
associée sont dans le disque unité ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre x de I’équation

(1.1) est asymptotiquement stable.

2. Siau moins une racine du polyndme caractéristique de Iéquation aux différences linéaire
associée a un module supérieur a un, alors le point d’équilibre x de I’équation (1.1) est

instable.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de Clark) [15] Une condition suffisante pour la stabilité locale
asymptotique de I"équation (1.1) est

lpol+1pil+--+p <1



Quelques préliminaires

Théoréeme 1.1.3 (Théoreme de Rouché) [11] Soient ¢, ¢ deux fonctions holomorphes dans

un ouvert Q) du plan complexe C, et soit K un compact a bord contenu dans €. Si on a

, YzedK,

o) <

alors le nombre de zéros de ¢ + ¢ dans K est égal au nombre de zéros de 1 dans K, ot IK est le

bord de K.

1.1.3 Systémes d’équations aux différences
Soient f@, pouri=1,2,...,p, des fonctions contintiment différentiables

f(i) . 111<+1 % I§+1 X% II];+1 N Ii;+1,

ou I; sont des intervalles réels.

Considérons le systéme d’équations aux différences

(1) _ (€] (1) (1) (2) (2) » @ )
X0 = fl(uo U’y k,uo, R R T AT T ),
(2) _ ) (1) (1) 2 (2) » (P )
X = f2<u0 Uy e, Uy, 01”1f R P T S R Th ), 1.9)
@ _ @ @ @ ,,@ @ (2) (P) (P) )
X'\, = fq(uo,ul,... (7D T Thu N T VL TH AP ),
() (1) (@) 4
ounkp,qe]No,p<qet( k+1,..,u0)ell..
Définissons la fonction
F:I I o x I — B X B x L x I (1.10)

par
FOV) = (AP0, 5000, OO, 200, O,

FE, o SO, PO, FP ),
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avec
_{,,Q (1) (1) (2) 2 2 ® @ )
W—(u Uy Uy UG U U k,...,uo,ul,...,uk),
] i _ ] _ G ©
Oy = fow), oWy =u?, L Pwy=u?, i=12,...,p.
Posons,
_ (-, (1) (1) (2) (2) (2) » ® \'
Wn—(xn PXy e X X X e X Xy ,xn_l,...,xn_k) .
Ainsi, le systeme (1.9) est équivalent au systeme
Wy =EF(W,), n=0,1,..., (1.11)

c’est a dire

(1) _ 1 (1) (1) @ 2 (2) ® P ()

x) = f()( P SOV S - s SR S PP X, x ..,xn_k),

M)

(1) —_ .M

Yok = Yok

(2) _ 2 (1) (1) (2) (2) (2) » . ()

X, = f()( X X XX X X Xy, x ,xn_k),

x,(f) _ x,(f)

(2) —_ @

Yoker = Yok

» _ (1) (1) (2) (2) (2) ) . »

x'= f(P)( X e XX 00X ..,xn_k),

x,(f) — xﬁf’),

®) ()

Yockel = Fuckerr

Définition 1.1.10 (Point d’équilibre)

1. Un point (xM,x®,

9

X)) est dit point d’'équilibre pour le systeme (1.9) si
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x@ = fO (x50, D, 3@, 20, 3@, 20, xD), 2 0),

= fO (30,20, x®,x@,x0, . O, X030, xD).

2. Un point

W = (WW L xD x@ x@ L x@ 0 x| W) e x I x L x I,
est un point d’'équilibre du systéme (1.11) si

W = F(W).

Définition 1.1.11 (Périodicité) Une solution {qul), x,(f), ey xff )}n>_k du systeme (1.9) est dite

éventuellement périodique de période s € N si
AN > —k; x,(;ls = xﬁf), i=12,...,p.

Si N = -k, on dit que la solution est périodique de période s.

Définition 1.1.12 Soient W un point d'équilibre du systeme (1.11) et || . || une norme sur IR".

1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque € > 0, il existe

0 > 0tel que || Wy — W< 6 implique || W,, — W< e pour n > 0.

2. Lepoint d’équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement

stable) s'il est stable et s'il existe y > 0 tel que || Wy — W ||< v implique

3. Lepoint d'équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif

de bassin d’attraction l'ensemble G C ng”) X Iék”) X ... X Il(gk”)), si pour chaque W

10
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(respectivement, pour chaque Wy € G),

lim W, = W.

4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement
globalement asymptotiquement stable par rapport a G) si il est localement stable, et si

pour chaque Wy (respectivement pour chaque Wy € G),

5. Le point d'équilibre W est dit instable s'il n'est pas localement stable.

Remarque 1.1.4
1l est clair que (W, E, .. ,W) € Iy x I, X ... x 1, est un point d'équilibre du systeme (1.9)

si et seulement si W = (W, x®, D, x@ @, @ x®) k), ,ﬁ) € I x I x

S X I’;“ est un point d’équilibre du systéeme (1.11).

Définition 1.1.13 On appelle systeme linéaire associée au systeme (1.11) autour du point

d’équilibre

W= (x0, 20, xD,x0,x@, . 2, x®, 20, ., x»)

le systeme
Wn+1 = ]Wnl n= 0/ 1/

11
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oil | est la matrice Jacobienne de la fonction F au point d'équilibre W, donnée par

afél) afél) 9f(§1) 3f(§1) 9f0(1) 9f0(1) 9f0(1) afél) afél)
Bu(()l) au(ll) o au,(j) 8u(()2) 8u§2) o au](f) o 8u(0p ) Bu(lp b u®
af_l(l) P fl(l) P fl(l) P fl(l) P fl(l) af_l(l) af_l(l) P fl(l) P fll)
8uél) Qu(ll) o 8ul(<1) 81482) au§2> o auf’ o 8qu ) 8u§p y aug’ )
ol ol T a aul a® T a® T U
8f_(§2) iéz) P féZ) P féz) 2 féz) 8f_(§2) P féz) P féz) P foz)
J= 8uél) &’u(ll) o 8ul((1) 8ué2) 8u§2) o 8ul({2) o 8u(()p ) 8u§p 2 o”u,(f )
P J;O(P) ﬁ . p) f'ép) P f'ép) P ];éﬁ) ' P J;ép) ' P J;ép) ﬁ ‘ ﬁ
Qu(ol) 8u(11) o 8ul(<1) 81462) Bugz) o au,(f) o 8ugg ) au§” N
9f_1(p) ) fl(w p) fl(p) p) f1(p> p) fl(p) 3f_1(p) 3f_1(p) af_l(p) af_lp)
o’ o™ o ol T ® T o o
ﬂ ﬁ ‘ p) f‘k(v) P f:p) P f:p) . ﬂ . P f:p) ﬁ ‘ ﬁ
8uél) 8u(11) o 8ul(<1) 8ué2) 8u§2) o 8ul((2) o 8u(()p ) 8u§p 2 o”ul(f )

Théoréeme 1.1.5 (Stabilité par linéarisation) [15]

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne | sont dans le disque unité ouvert
IA| < 1, alors le point d’équilibre W du systeme (1.11) est localement asymptotiquement

stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne | a un module strictement

supérieur a un, alors le point d'équilibre W du systeme (1.11) est instable.

1.2 Les nombres de Balancing

Cette deuxiéme partie regroupe des définitions et quelques propriétés et applica-

tions de la suite de Balancing ( ou la suite d’équilibrage).

12
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1.2.1 Introduction

Le concept de nombres de Balancing (Balancing number en anglais) ou les nombre
d’équilibrage apparaissent pour la premier fois par Behera et Panda [3] en 1998. 11

consiste a trouvé le nombre naturel n pour certain nombre naturel r, tel que
142+...+(m=-1D)=m+D)+n+2)+...+(n+7). (1.12)

Sila paire (1, 7) € Z* est une solution de 1’équation (1.12), alors n est appelé le nombre
d’équilibrage et r appelé le balancer associé a n, ce qui est définie sous le relation

r= —2n—1+ V8n?+1
- 2

, par exemple 6,35 et 204 sont des nombres Balancing dont les balancer
sont respectivement 2,14 et 84. Il est également prouvé, et nous expliquons 1'exemple
dans le dessin correspondant. La suite de Balancing a été étudiée en profondeur et

généralisée de nombreuses fagons Dans [17].

alancing numbers

Ficure 1.1 — Le nomber de Balancing pour n = 6, et r = 2.

Les nombres Balancing et comment les trouver a été utilisé comme méthode pour
enseigner aux enfants a partir de ’age de cinqg ans et les encourager a apprendre des
combinaisons, des modeles de soustraction et des compétences pour voir comment
équilibrer les équations. Ainsi que la multiplication, la division et I'équilibrage des
équations chimiques. C’est un excellent moyen de commencer votre voyage d’appren-
tissage de l'algébre a travers des jeux d’algébre qui rendent I'apprentissage amusant Et

ce nest pas menacé.

Pour normaliser la notation au méme titre que les Fibonacci, nous renommons les

13
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|Balancing Numbers

Can you fill in the missing number to make the scales balance?

) E o)
=8 _.\". :.: & _Q-. :'.T ==
0 D 2,
50 =, =,

Ficure 1.2 — Feuille de travail sur les nombres de Balancing

nombres Balancing en fixant By = 0, B; = 1 et B, = 6, etc.

1.2.2 Laformule de Binet de la suite de Balancing
Définition 1.2.1 [3] La suite de Balancing est la suite (B,)nen

By = 6By =By, By=0, By=1 (1.13)

Soit la suite de Balancing

B, —6B,;1+B, =0, avecBy=0etB;=1. (1.14)

L’équation caractéristique de (1.14)est

A2—6A+1=0

14
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Balance the Scole

Balance the Scde

Moo
A

Ficure 1.3 — Feuille de travail sur les nombres de Balancing

Ainsi, les racines caractéristiques sont

A =3+2V2, A,=3-2V2.

La solution générale de I'équation (1.14) s’écrit

Bi=c1(3+2V2) +2(3-2V2)",

utilisons les conditions initiales, on obtient

7

Vi -\
K

d’ou

B, =

|2,

15

2(3+2\/§)"+_T‘/§(3—2\/§)”.

(1.15)

(1.16)
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Définition 1.2.2 La formule (1.16) est dite La formule de Binet de la suite de Balancing.
Autrement dit :

an_ﬁn

B, = , €N, 1.17
" (1.17)

aovec

a=3+2V2, p=3-2V2

Remarque 1.2.1 les nombers a et f vérifiant les égalité suivants

a+p =6,

a-p =4V2,
ap =1,

1l/a =8

1.2.3 Propriétés des nombres de Balancing

Proposition 1.2.1 Soit {B,},eN la suite de Blancing.

Donc on a les identités suivants :

i) L’identité de Cassini : Pour n > 0, on a
B, 1B, — B2 =-1. (1.18)
ii) L'identité d’Ocagne : Pour n,vr € N, on a

By++Bui1 — Buyrs1By = B, (119)
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Quelques préliminaires

iii) L’identité de Johnson : Pour k,1,m,netr € N, tels quek + 1 = m + n,
BiB; — B,,B,, = Bi_,Bi_, — Bu_+B,._;. (1.20)
iv) L’identité de Catalan : Pour n,vr € IN, on a

B2 - B,.,B,_, = B> (1.21)

Preuve.

i) L'identité de Cassini : Pour tout n > 1, posons w, = B,_1B,4+1 — B2.

Tout d’abord
w; = BoB, - B} = —1.
Pourn>1
Wpe1 = BuBun — Bi+1’

= Bn(_6Bn+1 + Bn) - Bn+1(_6Bn + Bn—l)/

= B% — B,1B,1,

= w,.
La suite (w,),>1 est donc géométrique de premier terme w; = —1 et de raison 1.
Il en découle w, = —1(1)""! = —1 pour tout n > 1, c’est-a-dire

B,-1Bys1 — B% =-1
ii) L'identité d’Ocagne : Pour tout n > 0, posons w,, = B,+,B;+1 — By+r+1Bn.

Tout d’abord
wo = BBy — By11By = B,.
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Pourn >0

Wpe1 = Buwrs1Buso — Buyri2Bus,
= Bn+r+1(6Bn+1 - Bn) - (6Bn+r+1 - Bn+r)Bn+lr
= —Buyr1Bu + BurBus,

= w,.

La suite (w,).>0 est donc géométrique de premier terme w, = B, et de raison 1.1l

en découle w, = B,(1)" = B, pour tout n > 0, c’est-a-dire

B,++Bys1 — Byiri1B, = B,

iii) L'identité de Johnson : Pour k,/,m,netr € N, telsquek + 1 =m + n.

De (1.17), on a

~ ak—ﬁk al—ﬁl am_ﬁm an_‘Bn
sa-m, = () (5=5)- (=5 (=5 )
ak+l—akﬁl—alﬁk+ﬁk+l—am+” +am‘8n +anﬁm _ﬁm+n
(@ —py '
_akﬁl_alﬁk+amﬁn+anﬁm

(@ —p)?

D’autre part

k—r _ pk-r I—r _ pl-r m—r _ pm-—r n—r _ pn—r
(1) (Be-1Bior — By iBur) = (Df(“a_ﬁ )(“a_g )—(“ a_g )(“a_g )

.
(aﬁ) (ak+l—2r _ ak—rﬁl—r _ al—r k—r + ﬁk+l—2r _ am+n—27
(a = py
+ am—r‘Bn—r + an—r‘Bm—r _‘3m+n—2r)’
—O(kﬁl _ al,Bk + amﬁn + anﬁm
(@ —p)? '
= BB, - B,B,.
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Donc

BB, — BB, = (1)Y(Bk—rBl—r - Bm—an—r) = Bi—+Bi-y — By—+Byi—r.

iv) L'identité de Catalan :

Pour n,7 € N. De (1.17), on a

n n2 n+r n+r n—r n-—r
TR En e

a—-p a—p a-p
_ (0(” - ﬁn )2 B (azn - a{””‘B”—V — a’ﬂ—i"BVH-V + ‘an)
\a-p (a —B)? ’
= @ _15)2 (aZ” + 5214 - 2(ap) — a® + QBT TR - ﬁzn) ’
= m (=2(ap)" + & B + "B,
- (;af?g)z (=2+aB"+a”p),
_ By (L a B
} <a—f>’>2( 2t ar)'
(o, )
- (04—5)2( 2+ (ap)y )’
e [@ =B
=

= B?

re

Corollaire 1.2.1 Soit (B,).en la suite de Balancing et B, le n-eme nombre de Balancing . Alors

. B2n+1
lim =q,

n—oo an

aveca=3+2\/§.
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Preuve. De (1.17), on a

2n+1 2n+1
li By @ -p

n—co By, - aZn_ﬁZn ’
o (o = B(5)"

2 I ﬁ 2 !
n—oo
o 7’1( j— (_) n

2n
= (Car lim (E)
n—oo \ (¥

20
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Chapitre 2

La solution d’un systeme d’équations

aux différences d’ordre supérieurs en

terme des nombres de Balancing

On rappelle que les résultats de ce chapitre ont fait par nous.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la forme générale de la solution du systeme

d’équations aux différences non linéaires d’ordre supérieur suivant

1
, ntl = , =0,1,2,... 2.1
¢ y +1 6_xn—k n ( )

avec les valeurs initiales x_y, ..., x0, Yk, ..., Yo € R — {6}, et la solution est donnée en

fonction des nombres de Balancing.
Pour trouver la forme de solution du systéme (2.1), nous considérons le systeme
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

d’équations aux différences d’ordre un suivant

1

6—xff)

G _ 1 G0 _
xn+l - yn+1 -

_ i=1,2,..., (2.2)
6y,

avec les valeurs initiales xéj ), yf)j ' eR - {6},

2.2 Forme de solution du systéeme du premier ordre

Nous rappelons que B, est le n-eme nombre de Balancing, qui vérifie la relation de
récurrence

By = 6By =By, By=0,B1=1

2.2.1 Forme de solution

Pour trouver la forme de solution du systeme (2.2) nous aurons besoin de trois

lemmes suivants.
Lemme 2.2.1 On considere I'équation aux différences linéaire
Yns2 = 6Yni1 + Yy =0, neNN, (2.3)

avec les valeurs initiales yo et y1 € R. Alors toutes les solutions de I'équation (2.3) sont écrits

sous la forme

Yn = —=YoBn—1 + y1B,.

Preuve. L’'équation caractéristique de 1'équation (2.3) est donnée par

P*—6p+1=0. (2.4)
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

Qui a deux racines réels a,f ott a=3+2V2 et f=3-2V2.

Donc la solution générale de (2.3) est donnée par

Yn = cla” + CZ‘Bn. (25)
Pour trouver c; et ¢, on utilise les conditions initiales y, et y;, c’est-a-dire
C1+C = 1Yo et cry+ o = Y1.
On va écrire le systeme sous la forme matricielle,

1 1 C1 Yo

o rj\C2 n

En utilisant la méthode de Cramer on obtient,

Yo~ i

1 =

2:—

B—a '’ -a

On remplace c; et ¢, dans (2.5) on obtient :

an—l _ ﬁn—l at — ﬁn

PN e T e

Alors
Yn = —}/an—1 + len- (26)

Lemme 2.2.2 On considere I'équation aux différences linéaires suivant

S0 +65,.1+8S,=0. (27)

Awvec les valeurs initiales Sy et S1 € R. Alors toutes les solutions de I'équation (2.7) écrits sous
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

la forme.
S, = (-1)”(50Bn_1 + San).

Preuve.

L'équation caractéristique de 1’équation (2.7) est

P’ +6p+1=0.
Qui est a deux racines réels r{, r, ol
n = —-q, Iy = _,B/

tel que a, B sont les racines de I'équation (2.4). Donc la solution générale de (2.7) est

donnée par

— n n
S, = ar] + cory. (2.8)
Pour trouver c; et ¢y, on utilise les conditions initiales Sy et S;, ¢’est-a-dire
C1+C = So, C17r1 + Corp = 51.

On va écrire le systéme sous la forme matricielle

1 1 C1 S()

r r)\c 51

En utilisant la méthode de Cramer on obtient

_ Sora — 51 o = 51— Sor

]
Ty —T1 ’ rry — 1
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

On remplace c; et ¢; dans (2.8) on obtient :

L Cart = (p (—a)' = (B
R ey 3 e o 7
Alors
Sn = (_1)H(SOBH—1 + San)-
[ |

Lemme 2.2.3 On considére le systeme d’équations aux différences linéaires, suivant

tpo = 6pn+l — ty, Pn+2 = 6ty — Pn, Nn= 0,12...

(2.9)

(2.10)

Awvec les valeurs initiales ty, t1, po et p1 € R. Alors touts les solutions de ce systeme sont écrit

sous la forme.

tyn = —poBou-1 + t1iBan,  tone1 = —toBay + p1Bonii,

Pan = —toBau-1 + P1B2n,  Pans1 = —poBan + t1Bops1.

Preuve. Du systéme (2.10), on obtient le systeme suivant

fppo + Pn+2 = 6pn+1 —ty + 6ty — P

thyo — Pun+2 = 6Pn+1 —ty — 6ty + Pn-

Alors

fpio + Pn+2 = 6(pn+1 + tn+1) - (tn + pn)/ thyo — Pun+2 = _6(tn+1 - pn+1) - (tn+ - pn)

En posant les changements des variable suivantes :

antn+Pn/ Snztn_pn-
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

En effet, le systeme (2.14) devient

Rui2 = 6R41 — Ry, Spy2 = —65,41 = S,

Ainsi, au lieu de systeme (2.14), on étudiera le systeme (2.16)

Rn+2 = 6Rn+1 - Rn/

Sps2 = —65441 — Sy

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Il est évident que I’équation (2.3) et (2.17) sont les mémes. Donc d’apres Lemme (2.2.1)

ona

R,, = —RyB,,-1 + RyB,,.

De méme l'équation (2.7) et 'équation (2.18) sont les mémes. Donc d’apres le Lemme

(22.2)ona
S, = (—1)n(SOBn_1 + San).

Alors
Son = SoBy-1 + S51By,  Sous1 = —=SoBu-1 — S51B,.

Donc la solution du systéeme (2.16) est écrit sous la forme
Roy = —=RoBy-1 + RiB,,  Roni1 = —RoBy-1 + RiBy,
Son = SoBu-1+ 51By,  Sansr = —SoBy-1 — S1B,.

D’apres (2.15) on a:
1 1
n= =Ry = 5y), n = =(Ry n)-
tn = 5Ra=5n), Pn=5(Ra+5n)

Donc la solution du systéeme (2.10) est donnée par

1 1
ton = E(RZn = So),  toans = E(R2n+1 — Sons1),

1 1
Pon = E(RZH + SZn)/ Pon+1 = E(RZHH + S2"+1)'
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

Alors
1 1
try = > (Bon-1(=Ro = So) + Bou(R1 = 51)),  tons1 = > (B2n(=Rg + Sp) + Bous1(R1 + 51)),
1 1
P =3 (Ban-1(=Ro + So) + Bou(R1 + 51)),  poans1 = > (B2u(=Ro = So) + Bops1(R1 = S1)) .
Donc
by = —poBou-1 + t1Bay,
tone1 = —toBoy + P1Bont1,
2n+1 0b2n + P1D2n+1 (2.22)
Pon =  —toBou—1 + p1Bay,
Pan+1 = —PoBan + t1Bopi1.
~

Pour trouver la forme des solution du systéme (2.2) on considere les changements

des variable suivants
= Weo o U

n , p . 2.23
un+1 Wn+1 ( )
Donc
i) _ Wan ¢ _ Unn 504
xn+1 um_z’ n+1 Wn+2. ( : )
Alors
Wn+1 — 1 Wn+1 — Wn+1
un+2 6 — uﬂ ’ un+2 6Wn+1 - un,
Wn+1
Z/In+1 — 1 un+1 — un+1
W2 6 — W, ’ Witz oU,1 — W, .
un+1
Donc le systéme (2.2) devient
Upr =Wy = U, Wy = 06Uy — W, (225)

Le systeme (2.25) est sous la forme du systéme (2.10), donc d’apres le Lemme (2.2.3) ses
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

solution est sous la forme (2.11) c’est-a-dire

uZn = _WOBZn—l + ulBZn/
Uppe1 = —UoBoy + WiBoys1, (2.26)
Wo, = —UoBoy-1 + W1Byy,
Wans1 = —WoBo, + UiBopsa.

avec B, sont les n-éme nombre de Balancing et Uy, U;, Wy et W; sont des nombre

réels.
Alors,
; W,
&= 2
un+l
MO Woi1
2n+1 u2n+2 4
_ —WoBy, + U1Boysq
—WoBaus1 + UiBays”
—WoBa, + U1Baysa
_ Uy
—WoBons1 + UiBoyso
U,
Donc
~x"By, + B
M _ 0 P2n 2n+1
x2n+1 - () :
=Xy Bon+1 + Bouso
Et
; W
R
u2n+1

—UyB2,-1 + W1By,

—UoByy + WiBopst”

—UpByy-1 + WiBy,
Wi

—UyByy + WiBopi1
Wi
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

Alors

G _ _yéj)BZn—l + BZn
2n —

—yff)an + Boys1

Par un calcul similaire, on trouve y,. On a

() U1
a1 Waio
—UyByu + WiBoyia
—UpBaus1 + WiBopso”
—UpBy, + W1Bau41
W,
—UpBont1 + WiBopao
W

Alors 0
() —y()] BZn + B2n+1

Yo = - :
! —yé])anH + Baus2

Et

W = U
21 Wit

—WyBa,-1 + U1 By,

—WoBay, + U1Boyit”

~WyB2,-1 + U1 By,
Uy

—WoB2, + U1Bops1
U,

Alors 0
G _ _xO] B2n—1 + B2n
Yo =

_x(()])BZn + B2n+1

D’apres tout ce qui précede, le théoreme suivant est vrai.

Théoreme 2.2.1 Soit {x,(f), y,(j)}n>0 une solution bien définie de (2.2).
Alorspourn=0,1,..., j=0,1...,k
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

() _ _xé])BZn + B2n+1

2n+1 —

)

_xf)])BZnH + Bous2
—Y, Byy-1 + Bay

L =
2n (])B ’
- + B
() _]/0 BZn + BZn+1
You1 = ; ’
! - g){)an+1 + Bonio
G _ _XOJ)BZH—l + BZn
Yo =

—x(()])an + Bont1

2.3 Forme de solution du systéme d’ordre supérieur

Dans cette partie, nous discutons la forme de solution du systéme (2.1) qui généralise

(2.2). Nous établissons la solution du systéme (2.1) en utilisant une transformation

appropriée réduisant ce systeme au systéeme d’équations aux différences de premier

ordre (2.2).

2.3.1 Analyse du systeme d’ordre supérieur

Nous analysons la relation de récurrence du systéme (2.1), nous écrivons sous

certains termes

X1 =
Xy =

X3 =

Xk

Xk+1 =

X(k+1)n+1 =
X(k+n+2 =

X(k+1)n+3 =

X(k+)n+k =

X(k+Dn+(k+1) =

30

1
6=Y(k+1)n-k
1
6=Y(k+Dn+1-k”
1 n=0,1,...

6=Y(k+1)n+2-k

(2.28)

1
6=Yg+1)n-1"
1
6=Y(k+1)n



La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

Et
_ 1 _ 1
1= " Ye+1)ne1 = T
_ 1 _ 1
Y2 = 6—x1” Yleryn+2 6—X(e+1)n+1-k 7
1 1
Y3 = —, Yik+1)n+3 = —_—, n=0,1,...
6—x_ = 6—X(ks1)n+2-k (2.29)
— 1 _ 1
Ye = 6—x_1’ Yrynek = 6_x(k+l)n_—1’
= _ 1
Yer1 = 55 Yoernetr) = 5z

De la méme maniere, il est montré que tout les termes de les suites (x,)nz0 €t (Vu)ns0,

écrits sous la forme

1
X+ n+)-j = 7
6 — s
Sertn- (2.30)
Y1) nr1)-j = 6— 2 . X "
n—j

Tell que x_; et y_; sont des condition initiale et j € {0,1,2...,k}.

2.3.2 Forme de solution du systéme

Nous allons maintenant appliquer 1’analyse précédente. Soit

x;(qj) = X(k+1)n—j» ]/1(1]) = Y+1)n-j- (2.31)

Le systéme (2.1) se ramene au systéme

- 1 - 1
ey LS a1
66—y, 6 — X,
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

D’apres le Théoreme (2.2.1), on a

—xé])an + Bon

MO
2n+1 i ’
! —xf)’_)32n+1 + Bons2
() _yg)BZrz—l + BZn

x2n =

_y(()])BZn + B2n+1

G _]/(()])BM + B2n+1

Yon1 = i ’
! y;{)Bzm + Boui2

)
xoj Bay-1 + By

N _ _
yZn -

—x(()])an + Bans

En effet, le systéme (2.1) devient

o __ 1 o __ 1
=T Y T o G (2.32)
- yn—k - xn—k
Donc
! ! (2.33)
X+ (n+l)—j = ——————, k) (n+l)—j = T :
) = g Y1~ = g2 o
Théoreme 2.3.1
La solution bien définie du systéme (2.1) écrits sous la fourme
N —X_jByy + Bons1
k+1)(2n+1)—j = ,
()Gl —X_jBons1 + Baus2
N —Y-jBan-1 + Bay
k+1)(2n)—-j — ’
(k+1)(2n)—j _y—jBZn + Boyay (2.34)
—Y-iBan + Baui1 '
k+1)2n+1)—j = ,
Slerty@nsty-] —Y-iBons1 + Bonsa
—X_jByy—1 + Bay
k+1)2m)—j = .
Sl @n-] —X_jBay + Boni1

Oij€{0,1,2...,k}.

Preuve.

D’apreés les changements des variables (2.31) on trouve la forme des solutions du

systeme (2.1).
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

On a
xﬁl]) = x(k+1)n—jl ] € {O/ ]-/2 R /k}
Donc
x(]’) . _
2+l (k+1)(2n+1)—]/
et
() .
Xy =X
Alors
() _
Xone1 = X+1)@n+1)—js
_ —X_jByy + Bons1
—X_jBays1 + Bouiz
Et
oM _
Xy, = X(k+1)@2n)—js
_ —Y-iBon-1 + Bay
—y_iBo, + Bons1
On a
(/)
yn] = Y+1)n-j-
Donc
0 _ ‘
Youi1 = Y+1)2n+1)-js
et

Yo = Y-j-
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

Alors
) _ )
Vo1 = Y&rn@n+1)-js
_ —Y-jBoy + Bous1
—]/—szn+1 + Bouso
Et
0 _
Yo = VYi+nen-js
_ —X_jByy-1+ Bay
—X_jBy, + Boui1
[ ]

2.3.3 Stabilité globale des solutions du systéme

Dans cette section, nous étudions la stabilité asymptotique globale des solutions

réels du systeme (2.1). Soient f et g deux fonctions contintiment différentiables
f . Ik+1 X ]k+1 -]

g . Ik+1 % ]k+1 BN ]

ou I, ] sont des intervalles réels. Considérons le systéme d’équations aux différences

définies par

1
Xn+1 = f(xn/ X1+ s Xn—ks Y Yn-1,-- -+, ]/n—k) - 6— Yy ’
Yok (2.35)
Yurt = G (X, Xuo1, -+ o) Xk Yo, Y1, -+ o Yk) = 6 — Xn_k
—

Ou n, ke NO/ (x_k, Xkt+1s+-- /xO) € Ik+1 et (}/—k/ ]/—k+1; sy ]/0) € ]k+1'
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Lemme 2.3.1 Le systéme (2.35) admet deux points d’'équilibres réels donnés par :

M=(x7)=(3+2V23+2V2), M =(x,y)=(3-2V2,3-2V2).

Preuve. Soit (x, ) un point d’équilibre donc :

on obtient

<
Il

(o)
!
=l

6x-xy—-1=0,

6y -y -1=0,

avec la soustraction (2.36) de (2.37) on obtient :

=1

I
<

On remplace (2.40) dans (2.38) on obtient :

Alors

2 +6x—-1=0.

X¥=3+2V2,

X =3-2V2.
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

Donc les points d’équilibres sont

M=®7)=(3+2V2,3+2V2), M =@,y)=(3-2V23-2V2).

u
La stabilité locale du point d’équilibre M = (x,7) = (3 —-242,3-2 \/E) , du systéme

(2.1) est décrite dans le théoreme suivant.
Théoréme 2.3.2 Le point d'équilibre M est localement asymptotiquement stable.

Preuve. Définissons la fonction

H : Ik+1 % ]k+1 N Ik+1 % ]k+1

Par
H(w) = (fo(w), Ai(w), ..., fi(w), go(w), g1(w), . . ., ge(w))
avec
w = (g, U1, ..., Uk, V0,01, -, VL),
fo(w) = f(w), fi(w) = ug, ..., fil(w) = k-1,
go(w) = g(w), g1(w) = vy, . .., Ge(Ww) = Vk-1.
Posons,

T
Wy = (xn/ Xn—1s+++rXn—ks ]/m yn—ll ey yn—k) .
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Ainsi, le systeme (2.35) est équivalent au systéme

Wp1 = Hw,) ,n=0,1,...,

c’est a dire

xn—k - xn—k/

B 1
yn+1 - 6 — xn_k’
Yn = Yns
Yn-k = Yn—k-

~
I
—
wI
&I

Le systéme linéaire associé au systeme (2.1) autour du point d’équilibre
est donner par

Wys1 = Aw,,.

Avec A est la matrice jacobienne donnée par

0 0 0 17-12V2

1 0 0 0

0 1 0 0
A= : :

0 ... 17-12v2 ...  0...

0 0 1

37
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

Le polyndme caractéristique de G est donné par

P4(A)

det (A — Alyrso)
()% = (17 - 12 \/5)2 .

Maintenant, considérons les deux fonction définies par

P = (1>, o(1) = - (17 -12V2)° (2.42)

Alors
Pa(A) = P(A) + P(A).
Ona
'—(17 ~12 \/5)2‘ = 8.67x 1074, et |(~)* =1, VA: 4| = 1.
Donc

P < [PA)], YA - [A] = 1.

Donc, d’apres le Théoreme de Rouché (1.1.3) ¢ et P = ¢ + ¢ ont le méme nombre
de zéros dans le disque unité |A| < 1, et puisque ¢ admet comme racine |A| = 0 de
multiplicité 2(k+1), alors touts les racines de P sont dans le disque |A| < 1.

Ainsi, d’apres le Théoreme (1.1.5), le point d’équilibre (B, 3, ..., ) du systeme (2.1) est

localemnet asymptotiquement stable. m

Théoreme 2.3.3 Le point d'équilibre M estglobalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit {X(ts1)n—-j, Yx+1)n—jlnz0 ] = 0,1...,k, une solution réelle du systeme (2.1).

D’apres le Théoreme (2.3.2), il suffit de prouver que M = (%, V) est globalement attractif,
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

On a

%l_r){}o X(k+1)2n)-j = Lim

~y_;3-2V2)+1
—yj+3+2V2
By +2V2y 41
- —y_j+3+2\/§ '
(—3y_j+2\/§y_j+1)(—y_j+3—2\/§)
(y-j)* = 6y-j +1

4

3 ()2 = 6y-; +1) - 2V2((y-)? - 6y + 1)

(y-*—6y_;+1
=3-2V2=x.

Et

—X_jByy + Bons1

limxk+1 m+1)—i — lim
oo (FD@HDT] = S —X_;Bans1 + Bouio

B,
—x_]'B i +1
— lim 2n+1 ,
n—0oo —x_; B2n+2
J B2n+1
—X_ ﬁ +1 ) B2n+2
= ]—, Car lim =q,
—X_jta n—oo\ Boyt1

-3-2V2=x.

Alors

lim x(k+1)n—j =X.
n—oo
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

Et

Il
5.

—x i ta
—x_;(3-2V2) +1
—x_;+3+2V2
—3x_;+2V2x_;+1
—x +3+2V2
(-3x_; +2V2x_; +1)(-x_;+ 3 -22)

(xj)?—6x_;+1 ’

B 3 ((JC_]')2 — 6x_]- + 1) -2 \/E((x_]-)z — 6x_]- + 1)

(X_]')Z - 6x_]‘ +1

=3-2V2=17.

Et

y y —Y_iBoy + Baus1
1M Y+ 2n+1)—j = 1M ,
e YO = T —Y-iBans1 + Bopsz

B
_y—jB = +1
— 111’1’1 2n+1 ,
n—0o0 —y 4 B2n+2
‘_] B2n+1
N A
=1i
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

hm yiesnyn-j = V-

Alors

nlglgo (X(k+1)n—j, y(k+1)n—j) = (x,y).

Donc le point d’équilibre M est globalement attractif, alors il est globalement asymp-
totiquement stable.

24 Exemples numériques

Dans cette section, nous considérerons quelques simulations numériques pour véri-
tier nos résultats théoriques. Ces exemples montrent différents types de comportement
des solutions du systeme (2.1). Tous les graphes de cette section sont dessinés par

MATLAB.

Exemple 2.4.1 Soit k = 1 dans le systeme (2.1), alors on obtient le systeme

T (2.43)
Supposons xg = 3,x_1 =5,1yo =5, et y_1 = 3. Voir la figure 2.1 ci-dessous.
Exemple 2.4.2 Soit k = 2 dans le systéme (2.1), alors on obtient le systéme

Xn+1 6 _1yn_2, Yn+1 6 1xn_2 (2.44)

Supposons xo = 0,x.1 = 2,x, = 1/4,y0 = 1L,y-1 = —4 et y_», = 3, Voir la figure 2.2

ci-dessous.
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

Diagramme des solutions de systeme avec k=1

1 ‘
09t
08t
07t : :
< 06f
>
z
< 05f
0.4t ,
03f
02t

0.1
0

5 10 15 20
n

Ficure 2.1 — Le graphique du systeme (2.43)

Diagramme des solutions de systeme avec k=2
T

0.3F
0.25
=
=
=
B3
0.2r
0.15
0.1 ! :
0 5 10
n

Ficure 2.2 — Le graphique du systeme (2.44)

15 20

Exemple 2.4.3 Soit k = 3 dans le systéme (2.1), alors on obtient le systeme

1 1

o YT 5o (2.45)

Xn+1 =
6— Xn-3

Supposons xo = —4,x_1 =1/2,x, =3,x3=7,y0=—-6,y_1 = -1/4,y_» =0,y_3 = 3, Voir
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La solution d’un systéme d’équations aux différences non linéaires

la figure 2.2 ci-dessous.

Diagramme des solutions de systeme avec k=3
0.4 T T T

FiGure 2.3 — Le graphique du systeme (2.45)
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Chapitre 3

La convergence des solutions d"une

équation aux différences d’ordre deux

3.1 Introduction

Dans [10] (2000) le probleme suivant est posé

Probléme ouvert : Existe-t-il une solution de I’équation aux différences suivante

Xy
xn+1:£+xln, x1,%>0, >0, n=01,2,... (3.1)

Pour résoudre le probleme ouvert précédent, Stevic [19] a étudié 1'existence d'une
solution positive de I'équation (3.1), dans le cas g = 1. De plus il a étudié 1'équation

plus générale

Xn-1
= =L 1n=0,1,2..., 3.2
X1 200 n 3.2)
avec .

® g € Cl(R+)l
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

* 9(0)=1,
e g(x)>0, for xeR,.

I1 a prouvé 'existence d'une solution positive de I'équation (3.2) qui converge vers

zéro. Dans ce chapitre, nous étudions la convergence des solutions de 'équation

Xy
Xp+1 = ﬁ,x_l,X()>0,Tl:0,1,2,.... (33)

n

Certaines généralisations de 1’équation (3.3), ont été étudiées par Stevic [21] Berg [4], et

Berg et Stevic [6] en utilisant des méthodes asymptotiques.

3.2 La convergence des solutions de 1’équation (3.3)

Le résultat suivant est le Théoréeme 1 dans [19].

Théoreme 3.2.1 [19] Considérons I'équation aux différences (3.3).

Alors les affirmations suivantes sont vraies.

a) Les suites (Xon)uz0 €t (Xan+1)nz0 Sont décroissantes et il existe p,q > 0 tels que

lim x5, =p, lim x3,41 =94.
n—-00 n—-00

b) (49,p,9,p,...) est une solution de I'équation (3.3) de période deux.
c) pq =0.

d) S’il existe ny € N tel que x, > X1 pour tout n > ny, alors

lim x, = 0.

n—-oo
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

e) Les formules suivantes

2j-
Xon = Xo _xl 1_[

=
\.

Xone1 = X1 |1 =

1+x0 H

Sont vérifient.

f) Si

Xo + xé <x_,

alors

Xon — 0 et Xpp01 = g # 0, lorsque n — oo.

g) Siune solution de I'équation (3.3) converge vers zéro, elle doit étre décroissante.

Preuve.
a) :

1. D’apres la forme de I'équation (3.3), on a

Xon-1
1+ xo,
Xon-1 — Xon—1(1 + x24)

1+ Xopn
Xon-1 — (X2n—1 + X2uX24-1)
1+ Xopn

_ —XonX2n-1 <0.
1+ Xopn

Xon+1 — Xon-1 — X2n-1,

7

7

Alors (X2,41)nen st strictement décroissante.

Par un calcul similaire, on obtient
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

Xon-2
1+ X2n—-1
Xon-2 — Xon-2(1 + X24-1)

1+ X2n-1
Xon-2 = (X2n—2 + Xop-1X21-2)
1+ Xon-1
—X2n-1X2n-2

= ———= <.
1+.7C2n_1

Xon — Xon-2 — Xon-2,

7

7

Donc (x2,,),en est strictement décroissante.

2. On a la suite (x2,+1)nen est strictement décroissante et minorée par 0. Donc

dg > 0, lim x2,41 = g.

De méme (x2,).en est strictement décroissante et minorée par 0.
D’ou

dp >0, lim x,, = p.

b) De (3.3),ona:

Pourn =0
X1
X1 = .
1+ x
Pourn=1
Xo
Xy = .
1+ x;
Pourn =2
X1
X3 = .
1+ x5
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

On suppose que (x_; # 0 et xo = 0).

Donc
X1 =X_1, X =0, x3=x_1etx3=0,---
Alors
X_1 =X1 = X3 = Xop+1-
Et

XOZOZXZZXZH.

Ouque (x-; =0etxy#0).
Donc

xX1=0, xp=xp, x3=0et x4 =%, =Xp-"* = Xop.

Alors les termes de la suite (x,),en, dont I’ordre suivant

(x—l/ 0/ X1, 0/ X3, ) ou (0/ Xo, 0/ X2, 0/ e )

Et
(x—ll 0/ X-1, O/ e ) ou (0/ Xo, 0/ Xo, 0/ e )

Par passage a la limite, on obtient

4,0,4,0,--+) ou (0,p,0,p,+-).

Donc la solution de (x,),en;, est périodique de période deux.
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

¢) On suppose que

p= 1f_q, etqz%.
Alors
paep =",
ptpq=p-
Donc
pq = 0.

d) Considérons I'équation aux différences (3.3).

Si existe ny € IN tel que x, > x,41.¥n > np, on a

Xng 2 Xpg1 = Xnga2 2 *°° 2 Xy 2 Xpg1-

Par passage a limite

Sin paire
pzqzp=q
Donc
pP=4q
Sin impair
qzpzqzp
Donc
p=4q

Et d’apres (c) ana pg = 0 donc g = 0 = p. Alors lim,, . x, = 0.
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

e) 1. Ona
Xn-1
1+x,

Xn+1 =
on soustraire x,_; des cotés gauche et droit de 1’équation (3.3) on obtient

Xn—1 — Xp-1 — Xp-1Xn

Xp41 — Xp—1 =
n+ n 1 + x” 7
donc
—Xn-1Xn
Xn+1 — Xp-1 = W (3.4)
n
Ona
X, = Xn—2
! 1+ x,.1 !
donc
Xy + XuXp-1 = Xp—2.
Alors
XnXpn-1 = Xp-2 — Xp.
De (3.4), on a
Xn+l — Xp-1 = 1 (xn - xn—Z)-
n
2. Ona
1
Xn Xn—2 = (xn—l xn—S)
1+ x,-
Alors
1 1
X+l — Xp—1 = ( x_l—x_g)
n+ n 1+x, 1+xn_1(n n )/

1 ( 1
Tl +x, 142,

5 (Xu—2 — xn—4)) ,

1 1 1 1
1+x,1+x,11+x,- 1+ x;
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

Donc
1

1+x1-'

n
Xp+1 = Xn—1 = (X1 — x1) H
i=1
On va montrer que, pour tout entier naturel n, la formule suivante

1
1+xi'

Xt = %1 = (= x) [ | (3.5)
i=1
Pourn =0

X1 —X1=X1—X_1.

On suppose pour un certain n entier naturel la formule est vrai, et on va

montrer qu’elle est vraie pour n+1, c’est-a-dir

n+1

-x [[—
Xny2 — Xp = (X1 — X1 .
l_=11+xi

On a
1
Xn42 —Xp = Txnﬂ(xn+l_xn—1)/
1 ( ) - 1
1+ 2,41 ol 1+x1-'

n+1

1
(1 — x-1) .
]i:l[ 1+ x;

Alors, Yn € IN la formule (3.5) est vrai.

3. De2,ona
Pourn =0

X1 —X1=X1—X-1.
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

Pourn =2
21
x3—x1 = (x7 — x_ .
2= x1 = (0 “ani
Pourn =4
1
x5 —x3 = (x7 — x_ .
smm = [[ g
Pour 2n
Xops1 — X = —x )ﬁ !
o+l — Xon-1 = (X1 1 ] T+x

Par somme tous les cotés a gauche et tous les cotés a droit, on trouve

n 2j
(61 = 1) .
Xop+1 — X1 = (X1 — X1 ZH .
tl - ) 1+ X;
j=0 i=1
Alors
-0y =
Xopy1 = X1 T (X1 — X1
n+ A 11 1 +x1’,
j=0 i=1
n  2j
—X_1Xo TT 1
= A 1+ 1+x
Xo /4= i Xi
2j
Y wrTr 1
= X1 1-
1+x) e LLT +x
j=0 i=1
Par un calcul similaire, on trouve x»,,.
Ona
Xp—2
X, = ———— 3.6
" 1+ Xn_1’ ( )

on soustraire x,_, des cotés gauche et droit de I'équation (3.6) on obtient

Xn-2 — Xp-2 — Xp—2Xn-1

Xn — Xp-2 =
1+x,.1
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

Donc
X — o = —Xn-3Xn-2
— X, g =
" ! 1+x,
On a
X _ Xn-3
_1 el —
" 1+ xn_zl
donc
Xp-3 = Xp-1 t Xp—2Xn—1-
Alors

Xp-1Xpn-2 = Xp-3 — Xn-1,

d’apres (3.7), on obtient

Xp— Xyp = L (x Xp-3)
n n-2 — 1 + X, n-1 n-3)-
4. Ona
1
Xn-1 — Xp-3 = Txn—Z (Xp—2 = Xn-4),
alors
1 1
L Xyt (1 + Xy (n-2 = Xn-s)),
1 1 1
B 1+x,014+x,0 14+ x,3 (xn—3 B xn_5)),
_ 1 1 1 1 (1 — x_1)
B 1+xn_11+xn_21+xn_3 1+ x; ! v
Donc

n—1 1
Xp = Xp—2 = (X1 = X-1) H
i=1

1+xi'
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

On va montrer que, pour tout entier naturel n, la formule suivante

n—1
1
%=z = (-2 [ | (3:8)
i=1

1+Xi.

Pourn=1

X1 —X_1=X1—X1.

On suppose pour un certain n € IN* la formule est vrai, et on va montrer

qu’elle est vraie pour n+1, c’est-a-dir

1+x,7

n
1
Xp+1 — Xp—1 = (X1 — X_1) H
i=1

1

Xn+l — Xp-1 = 1+x (xn - xn—Z)/
n

1 1
! +xn(xl _x_l)H 1+x

i=1

T 1
= (xl_x—l)gl_'_xi-

Alors, Yn € IN* la formule (3.8) est vrai.

5. De4,0ona
Pourn =2
X —Xo = (X1 —X_1) L
2 0= (X1 _11+x1'
Pourn =4

3
1
Xy — Xy = (X1 —x1) H

L 1+ xi'
i=1

54



Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

Pour 2n
2n—1

1
Xon — Xop—2 = (X1 — X_1) H
i=1

1 +-Xi.

Par somme tous les cotés a gauche et tous les cotés a droit, on trouve

n 2j-1
1
Xon — Xo = (X1 _x—l)ZH 1+
1

j=1 =1

Donc pour toutn € IN, on a

n

2j-1
in—xo=(x1—x_1)2ﬁ1ixi-

j=1 =1

Alors
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

f) On suppose quep =g =0.De(e)ona

Donc

Et comme

Donc

alors

On a

et

X 0 2j-1 1 .
Yo|1-x) -
- 1+ X; !
=1 i=1
Et
o 2
1
-y
! [ +Xo 1+ x;
j=0 i=1
xo =0,
0 2j-1 1
o Ly
X1 - 1+ X;
=1 i=1
Et
X_1 = O,
9
1+x wig 1
o 1§
X0 - L 1]+ x;
j=0 i=1
Xo+ x5 < x4
Xo < X1,
1 1
— >
Xo X1
2j-1
o S 1+ x;
9i
Y[ - e
~ 1+x X0



Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

Donc
1+ xy—x0 _ 1
Xo0 - xo,
- L 1+ xi'
=1 i=1
Alors
2 1 0o 2j-1 1
Y=Ll
j=1 i= X j=1 i=1 +Xi
1 1
Xo X1

Qui est une contradiction.
Alors
p=0 et g#0.

g) De (f)ona

si
2
Xo + X <x_,
donc
lim x,, = 0 et lim xp,,1 # 0.
n—-oo n—00
Et si
X1+ x5 < xp = lim x, # 0 et lim xp,,41 = 0.
n—oo n—oo
Alors si

Xpps1 + X0 1 <Xy = (@#0etp=0)ou(qg=0etp#0).

no+1
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

Par contre
o 2
pP=49= 0= Xng < Xnge1 + Ko +1+
Donc
X _m <x
no+2 = no+1-
1 + xn0+1

3.3 Exemples numériques

Dans cette section, nous considérerons quelques simulations numériques pour véri-
fier nos résultats théoriques. Ces exemples montrent différents types de comportement
de solution du I'équation (3.3) les sous suites (x2,)n>0 €t (X21+1)nz0-

Tous les graphes de cette section sont dessinés par MATLAB.

Exemple 3.3.1 Supposons I'équation (3.3) avec les condition initial de xo = 1 et x_; = 20.

(Voir la figure 3.1.)

Exemple 3.3.2 Considérons les suites (Xon)n=0 €t (X2n+1)nz0, tel que xo,x_1 > 0, on Supposons

xo = 1 et x_y = 20. (Voir la figure 3.2)

Exemple 3.3.3 Considérons les suites (Xo,)n>0 €t (X2n+1)nz0, tel que xo,x_1 > 0, on Supposons

xo =1 et x_y =1/4. (Voir la figure 3.3.)
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Notes sur une équation aux différences d’ordre deux

Diagramme des solutions de suite x(n)
10 T T T

Ficure 3.1 — Le graphique du 1’équation (3.3) avec xg = 1 et x_; = 20.

Diagramme des solutions de suite x(2n) Diagramme des solutions de suite x(2n+1)

0.1 : ‘ 9.17 : ‘
0.09f {  oief 1
0.08} {  9isf
007} 1 914f
0.06} {913t

& 0.05f xé 9.12f
0.04} 1 91t
0.03f , ] 9.1}
0.02f { 909t
0.01f {  9.08f

0 : : : 9.07 ‘ :
0 10 20 30 40 0 20 40 60
n n

Ficure 3.2 — Le graphique des suite (X2,)x50, €t (X2441)n>0. avec xo = 1 et x_q = 20.
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Diagramme des solutions de suite x(2n) Diagramme des solutions de suite x(2n+1)

0.8 0.14 T
0.12}
0.75¢
011
0.7t
0.081
S e
> XN
0.06
0.65F
0.04
0.6
0.02
0.55 - - - 0 - -
0 10 20 30 40 0 20 40 60
n n

Ficure 3.3 — Le graphique des suite (x2,)n>0, €t (X2n41)us0. avec xo = 1 et x4 = 1/4.

60



Conclusion et perspectives

Cet mémoire rassemble l’étude d"une equation aux différences et un systeme d’équa-

tions aux différences.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons présenté la forme générale de la solution du

systéme de deux equations aux différences d’ordre supérieur

1

—_— , n=0,1,2,...
6_yn—k

Xn+l = r Yn1 =

6 — Xn—k

en termes des nombres de Balancing. Comme perspective nous allons essayer de étudier

le systeme
1

Xn = n = :0/1121---
= Yok Yn+1 A—x. n

A > 0, ou la solution est donné en fonction des nombres de Balancing généralisés.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons étudiée la convergences des solutions de

I'équation aux différences suivante

Xn-1
Xn+1 = n—/x—llx() > O/n = 0/1,2
1+x,

Comme prespective nous allons essayer d’étudier une généralisation deux dimension-
nelle, autrement dit le systéme d’équations aux différences suivant
Xn—-1 Yn-1

’ n =T 2011/21---
1+ y, * 1+ x, "

Xn+1 =
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