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Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire porte fondamentalement
sur I'étude de la stabilité au sens d'Ulam-Hyers d'une équation
différentielle fractionnaire sous certaines conditions. Par ailleurs,
on va montrer comment adapter les hypothéses et les conditions de
contraction de Banach a notre étude afin d'assurer |'existence et
l'unicité ainsi que la stabilité de la solution d'une équation
fractionnaire. Enfin, trois exemples illustratifs sont fournis pour

vérifier la validité et la capacité des schémas de la stabilité étudies.

Mots-clés: Equation d'ordre fractionnaire, dérivation au sens de

Caputo, stabilité d'UIam-Hyers, contraction de Banach.



Abstract

The work presented in this memory focuses on the study of the
stability in the sense of Ulam-Hyers of fractional-order differential
equation under certain conditions. Moreover, in order to ensure
the existence and uniqueness as well as the stability of the solution
of a fractional equation, we will show up to adapt the hypotheses
and the condition of contractions of Banach to our study. Finally,
three illustrative exemples are provided to verefy the validity and

capacity of the stability studied.

Keywords: Fractional-order equation, Caputo derivation, Ulam-

Hyers stability, Banach contraction.
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NOTATION

C([a, b], R)

C"([a, b], R)

()

C
D

GDp

a

Espace des fonctions continues de [a, b] a valeurs dans RR.

Espace des fonctions n fois continuement différentiables.

La fonction Gamma.

La fonction Béta.

Partie réelle d"un nombre complexe.

Intégrale fractionnaire d’ordre p.

Dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Riemann-Liouville.

Dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Caputo.

Dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Griinwald-Letnikov.

o Rpp=Rpy, SCOr=Cor, COP=COP, I = P=D.
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INTRODUCTION GENERALE

Ans la littérature, on trouve souvent le concept de la dérivation d’ordre non entier (frac-
D tionnaire) qui est la généralisation de la dérivation classique. Le concept d’utilisation
la dérivation et l'intégration fractionnaire sont souvent associés aux noms de Riemann-
Liouville, alors que l'interrogation sur la généralisation de ces concepts est plus ancienne.

Avec une concentration particuliere des physiciens aussi bien que des ingénieurs, des
travaux de recherches remarquables ont été consacrés a la théorie de calcul fractionnaire. Ils
ont assuré que 'utilisation des opérateurs de dérivations et d’'intégrations fractionnaires est
bien souhaitable pour la description de la mémoire et des propriétés héréditaires de divers
matériaux et procédés. En effet, on a constaté que plusieurs études théoriques et expérimen-
tales montrent que certains équations thermiques (diffusion de la chaleur) [1], physiques (
électricité) [2] et rhéologiques (viscoélasticité) [3] sont soumis a des équations fractionnaires.

D’autre part, le concept de la stabilité d'une équation fonctionnelle apparait lors-qu’on
remplace cette équation par une inégalité qui agit comme une perturbation de 1'équation.
Ainsi, la question de la stabilité des équations fonctionnelles est de savoir comment les so-
lutions de I'inégalité différent de celles de 1’équation fonctionnelle donnée ? Une attention
considérable a été accordée a 1’étude de la stabilité d’Ulam-Hyers et d’Ulam-Hyers-Rassias
de toutes sortes d’équations fonctionnelles, pour plus de détails sur ces information voir les
références [4, 5, 6, 7].

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrive en général dans ce contexte particulier. 11
porte fondamentalement sur la stabilité au sens d’Ulam-Hyers d"une équation différentielle
fractionnaire sous certaines conditions. Afin de vérifier la validité des méthodes étudiées,
nous présentons quelques exemples illustratifs.

La suite de ce mémoire est organisée de la fagon suivante :

Le premier chapitre est consacré a la présentation de quelques définitions de base du



calcul fractionnaire.

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse a la résolution d"un probleme aux limites d"une
équation différentielle d’ordre fractionnaire.

Le dernier chapitre est consacré a 1’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers d'un pro-
bléme aux limites pour une équation différentielle fractionnaire sous certaines conditions.
Nous présentons également quelques exemples illustratifs pour vérifier la validité du schéma
de la stabilité étudie.

Enfin, ce mémoire est cloturé par une conclusion.

Vi



CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

Dans cette partie, on va essayer de présenter quelques définitions et quelques résultats
classiques de calcul fractionnaire notamment la fonction Gamma, la fonction Béta, la fonction

Mittag-Lefler et la transformée de Laplace.

1.1 Fonctions spéciales et transformée de Laplace

1.1.1 Fonctions spéciales

¢ Fonction Gamma

Définition 1.1.1. [8]

La fonction Gamma d’Euler est I'une des fonctions spéciales qui définie par l'intégrale suivante :

I'(z) = f t#te'dt, Re(z) > 0, (1.1)
0

ot I'(1)=1et I'(0*) = +o0.

TV

=0 i : ‘ : :
2t ! ‘ ! ! !
4 . /\
P i ! i i
-3 -2 -1z

6 -5 4

Il Il Il Il
0 1 2 3 4

Ficure 1.1 — Graphe de la fonction IT'.



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Exemple 1.1.1.
1
Ona F(E) = /1. En effet :

1 +00 » , +00 e_t
r(—):f t7e” :f ~_dt.
2 0 0 \/E

On pose u = Vt, alors t = u? et dt = 2udu, ainsi :

+00 e_t +00 e_u2
—dt=2 f udu
0 Vi 0 u

—+00
_12
= f e "“du.
0

+00
Sachant que f e du = g (integrale de Gauss), il vient que :
0

Lemme 1.1.1.

Pour tout z € C tel que Re(z) > 0, nous avons :
1.T(z+1) =z[(2).

2.I'n)=(m-1)!, Vn € N

1 n)!'\r
3.F(1’l+§)zw, VYn € IN.
Démonstration.

1. Soit z € C avec Re(z) > 0, nous avons :
I'z+1)=2zI(z), z>0. (1.2)

Cette derniere égalité peut etre facilement démontrer en utilisant I'intégration par partie, on

adonc:
+00
[z+1)= f e~ dt
0

+00
= lim [—e‘ttz]x +zf e ' ldt
X—+00 0 0

=zl(z).

2. En utilisant (1.2), nous obtenous pour tout n € IN":
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r@)=1r1) =1
r3)=2r@)=21I(1) = 2!

r@) =3.I3) =3.2.1.I() = 3!

Imy=mn-DIn-1)=mn-1)n-2)(n-23)..2.1.I(1).

Donc :
I'n)=m-1". (1.3)

3. D’aprés (1.2), pour tout n € N :

F(n+%)=(n—%)1"(n—%)

= (1~ )~ D~ 3)

;(n—l)(n—g)...(n_2”—1)F(n_2n—1)

2 2 2 2
1 3 1 1
=(n- 5)(”— E)"'(E)F(E)

= %(271 -1)(2n - 3)...r(%)

_(@m)@2n-1)2n—-2)---3 X2

212n)(2n —2)2n —4)---2
(2n)!

Vn

T 22— 1)(n—-2)---1 i
_ @) Vr
o2l
Ce qui reste vrai quand n=0, donc :
1. @nm)'vn
I'(n+ E) = ,Vn € N.

¢ Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est préférable d’utiliser la fonction Béta au lieu de certaines

combinaisons des valeurs de la fonction Gamma.



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Définition 1.1.2. [8]

La fonction Béta est définie par l'intégrale suivante :

1
B(z,w) = j; 11 - 1)*ldt, (1.4)

ot : Re(z) > 0 et Re(w) > 0.

Proposition 1.1.1.

La fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta sont liées par la relation suivante :

_ '@ (w)

B(Z, '(/U) = m

(1.5)

Démonstration.

Pour Re(z), Re(w) > 0,ona:

+00 +00
I')I(w) = f f 15 e+ gt s,
0o Jo

Soit le changement de variables suivant :

Alors :

0<x<+4+00 car0<t<+00 = 0<s<t+5< +00.

sit=0 = x=00uy=0

0<y<1carq | t t
sit=+0c0 = y=lim — = lim - =1.
to>+c0 F+ 8 t—+o00 f
Et,
odts) _|x Y
- = = x.
Ay, x) |-x 1-y




CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Ainsi : dtds = xdydx.

Il s’ensuit que :

+00 1
I (@) = f f () (1 — ) e xdydx

f“ f (] = ey
([ el

=I'(z + w)B(z, w).

Donc:
')l (w)

B(Z, ZU) = m

Remarque 1.1.1.

La fonction Béta est symétrique, c’est a dire :
B(z,w) = B(w,z), VY Re(z), Re(w) > 0.

Démonstration.

D’aprés la définition de la fonction Béta, on a :

1
B(z,w) = f 11 - 1“4t
0

Onpose:u=1-t = t=1-uetdt=—-du.Onaalors:

1 0
f 1 =Yt = —f (1 — u)y* u du
0 1
1
= f (1 = u)y* u du
0

= B(w, 2).

Proposition 1.1.2.

Pour tout z, w € C, tel que Re(z) > 0, Re(w) > 0, nous avons :

1. B(z,w) = —B(z 1, w) =

).

2.B(z,w) =B(z+1,w) + B(z,w + 1).

(1.6)
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Démonstration.

e En utilisant (1.2) et (1.5), on obtient :

zZ+w z+w z[(2)[(w)
B 1 = =B .
z @+ 1w z (z+wI(z+w) 2 w)
De la méme maniere, on trouve :
Zr wB(z,w + 1) = B(z, w).
e De la propriété (1.6), on a:
z
B 1 =——3B . 1.7
E+1,w) = ——B(w) (17)
Et,
Bz w + 1) = —2B(z, w) (1.8)
’ Cz+w '

En additionant (1.7) et (1.8), on trouve :
B(z,w) = B(z+1,w) + B(z,w + 1).

Lemme 1.1.2. [8, 9]
Pour tout z € C, tel que Re(z) > 0, nous avons :
2z—1

2 1
= I'z)I(z+ E).

I'(2z) =

Cette formule est appelée formule de duplication de Legendre.

Démonstration.
Ona:

_ T2 (w)

Blz,w) = I'(z+w)
1
= f 11 - H*ldt.
0

Siz =w,alors:

_I'9I(z)

Bz 2) = I(2z)

1
= f (t(1 - 1)) 'dt.
0
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+1 1
On pose t:xT :>x:2t—1etdt:§dx.

2
Bz 2) = 11:((2)

1 z—1 z—1
x+1 x+1 1
_L( 2 ) (1 2 ) 2
~ lfl (x+ 1)2—1(1 _x)z—ldx
S 2J,\ 2 2
22 T3 f (x + 111 = x)* tdx

= (1—x%)*ldx
22z—1 j:l

0 1
= 21-2Zl 1(1 — x?)* ldx + fo (1- x2)z—1dxl : (1.9)

0 1
Puisquef (1-x%)= f (1 —x?). Alors :
-1 0

1
B(z,z) = 21_222f (1 - x?)* dx.
0

Etona:
1 1
B(%,z) = fo (27 (1 - 23" 2xdx = 2 fo (1 — 22 dx.

Alors :

_T@I(z)

B@2) = T
= 21‘22B(1 z)
:Tknuu>
I'(z+ )

Donc :

I'x)I[(z2)I[(z+ %)

I'(2z) = T
2T()I(3)

2% (2)I(z + %)
\r
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¢ Fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler est une griéralisation de la fonction exponentielle, ce qui est

donne une grande importance pour le calcul fractionnaire .

Définition 1.1.3.
La fonction Mittag-Leffler d un seul parametre [10] est définie par :

E.(2) = ; Fakrny Re@>0a>0,

avec : z € C.

a=1
a=2
a=2.5
2 = -
=
3
i
2k -
4 I I I I I
-30 25 20 -15 z 10 5 0 5

Ficure 1.2 — Fonction de Mittag-Leffler a un seul parametre.

Cette fonction peut étre généralisée a deux parametre [11] :

0 o
Ea,ﬁ:;m, ((X>O,ﬁ>0)'

—a=1, f=1
—a=1, f=2
I —a=2 g=2 ]
2 |- -
=
T ]
0
iy J
2 I I I I I I
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

Ficure 1.3 — Fonction de Mittag-Leffler a deux parametre.

(1.10)

(1.11)
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Exemple 1.1.2.

Voici les fonctions de Mittag-Leffler pour quelques valeurs spéciales de a et f3 :

El,l = Z

Propriétés 1.1.1.

La dérivée pour n = 1 de la fonction Mittag-Leffler d deux parametre est :

dEa/ﬁ (Z) 1 ,8 -1
iz = EEa/ﬁwc—l (z) - TEa/ﬁ+a (2).
Démonstration.
dEa/ﬁ (Z) _ i i Zk
dz  dz i I'(ak + p)
i kzk1
B — I(ak + B)
B i (k + 1)z*
e I(ak +a+p)
_lia(k+l+%—%)2k
a I'(ak+a+p)
Iy @k+a+(B-1)-(B-1)F
a I'(ak + a+ p)

1 v (ak+a+p-1)7

ﬁ—li zt
atd T(ak+a+p) a L I(ak+a+p)

12 (ak +a+p—1)ZF 5—12 zk
_akZOF(ak+a+ﬁ+1—1) a kZOF(ak+a+ﬁ)

k

lZ z _‘B—li Zk
_akZOF(ak+a+ﬁ—1) o kZOF(ak+a+ﬁ)

1 -1
= aEa/ﬁﬂl—l (Z) - ‘BTEOZ/‘B+DL (Z)
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Remarque 1.1.2.

La dérivée d’ordre n,n = 0,1, 2, ... de la fonction Mittag-Leffler a deux parametres est donnée par :

(n) (k + n)!Zk .
Ee ( )= Zk'r(ak+an+ﬁ)

1.1.2 Transformée de Laplace

Dans cette section, nous présentons la définition et quelques propriétés de la transformée

de Laplace.

Définition 1.1.4.
Soit f une fonction d’ordre exponentiel o (c’est d dire il existe deux constantes positives M et T telles

que : |f(t)| < Me“) pour t>T), alors la fonction de la variable complexe définie par :

= L{f(t), s} = fo - exp(—st)f(Hdt, z € C, (1.12)

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f .

e L'inverse de la transformée de Laplace est définie par la formule suivante :

f(t) = L"HF(s),t} = % f}/+°° e'F(s)ds, t € Ry, (y = Re(s) > 7o), (1.13)
y

—00
o1l g est l'indice de convergence de l'intégrale.

Proposition 1.1.3.

e La transformée de Laplace et son inverse sont des opérateurs linéaires, c’est a-dire Vo, p € R :

L{af(t) + pg(t), s} = aL{f(t),s} + BL{g(t),s} = aF(s) + BG(s).
L™YaF(s) + BG(s), t} = aL™Y{F(s), t} + BL™YHG(s), t} = af(t) + Bg(D).

e Le produit de convolution de deux fonctions f(t) et g(t) est donnée par :

(790 = | ft- Do (114)

o La transformée de Laplace de produit de convolution est donnée par :

L{(f(t) * g(1)), s} = F(s)G(s). (1.15)

10



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

e La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n de f(t) est donnée par :

,A

n—

L"), s) = 'Fs) = ) s* 0. (1.16)
0

o~
Il

Exemple 1.1.3.
Considérons la fonction g(t) =tV

La transformée de Laplace de la fonction f est :

L{g(t),s} = L{tp—l’s} = f e_Sttp_ldt.
0

Une intégration par partie p-fois, on obtient :

Feo ~Dp-2).17-1
f epp-igp = PP —2) [—1e‘5’*]
0 § 0

sp—1
_(p-1! [__1€_St]+m
I T 0
_Iw
==
Donc : o
Lips) = & 5 L 1. (1.17)

1.2 Dérivation et intégration d’ordre fractionnaire

Dans ce mémoire, les symboles d"une dérivée fractionnaire ont été normalisés comme

suit :
ar
W’ p >0
D=1 1 p=0 (1.18)

t
de(‘P), p <0,

ou aZ)’: désigne 1'opérateur de dérivation d’ordre p, a et t sont respectivement des limites
inférieure et supérieure de cet opérateur.

Il existe plusieurs définitions pour des intégrales et des dérivées fractionnaires. Malheureu-
sement toutes les définitions considérées, en générale ne sont pas toutes équivalentes. Nous
rappelons dans ce travail celles qui sont les plus célébres a savoir dérivation au sens de

Riemann-Liouville, Caputo, et Griitnwald-Letnikov([8, 9].

11



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

1.2.1 Dérivation et intégration au sens de Riemann-Liouville
a - Intégrale d’ordre fractionnaire

e Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b]. On considere I'intégrale :

me=fmw.

La primitive seconde de f définit comme suite :

X u

Iﬁf(x):f ff(x)t;lx du

a a
En permutant 1’ordre d’intégration, on obtient :

u X

Iﬁf(x):f fdu f(bdt.

a t

X

109 = [t

a

Le n'®™ itéré de 'opérateur I peut s’écrire :

T f(x) = f dx, f dx,... f f(xn)dxn— 1)| f (x— )" f(tdt, VneN.

a

Cette formulle a un sens méme quand n prend une valeur non-entier.

On définit I'intégrale fractionnaire de la maniere suivante :

Définition 1.2.1.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre p au sens de

Riemenn-Liouville de f l'intégrale suivante :

RDT f(x) i) f (x— sl f(s)ds, (x> a, Re(p) > 0). (1.19)

Proposition 1.2.1.
Soit f € C([a, b], R) et soient p,q € C tels que Re(p) > 0 et Re(q) > 0, on a alors :
1RO PRO™1f)=RD- 0 £,

12



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

d _Rqy-(-1)
2.2 (CDLEN=ED ().

Démonstration.

e On montre la premiére égalité :

KD (DT () = %p) f (x = sy (D f)(s)ds

1 h _ ( -
= Wu‘f(x—s)’” 1[(5—15)‘7 Lf()dtds.

En utilisant le Théoreme de Fubini, on pourra permuter 1’ordre d’intégration et on obtient :

5D;p(59;qf(x))=m f £(t) l f (x—s)Pl(s—t)qlds}dt.

En effectuant le changement de variables s = t + (x — t)y.

SOOI = o f 0 f [ = (1~ PP [y Oz - Dyt

= 1 — )p+a-1 R e Y R
T f syt [ - gytyaa

D’aprés la définition 1.1.2 et la relation (1.5), on aura :

"D ED f(x) = o+ f FB)(x =yl =R D £(x).
e On montre la deuxiéme égalité :
gy &L (e

—_ -1
F(p)d {f(x f) f(t)dt]

Puisque (x — t)P~! et f(t) sont continues, donc "application :

= (x = (D),

13



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

est continue, on a alors :

d ] Cd
(DT ) = 15 [ 2=ty fo

= f (D~ 172 f 0y

(P_ _ap-2
= G-Drp-1) f (e =ty f (bt

— _ f\p2
r(p— 5 f (x — P2 f(t)dt

=R D_(p_l)f(x).

Exemple 1.2.1.

On considére la fonction f définie par :

f=(t-af telab), BER, (B> -1).

Ona: ,
RqyP —R ¢y Py _ ﬁ:L — sV (s =q)f
D) =L D=0 = o [ =5y sy

Soit le changement de variable suivant :
s=t—r(t—a)=ds=—(t—a)dr.
Ainsi,
-1 (9
2D (t—a) = —) f [r(t — )P [t — a — r(t — a)]P(t — a)dr

f(t a)’ PN (1 = r)fdr

F(p)
= ﬂ(t—a)p+ﬁB(P,ﬁ+1)
1"( ) Fp+p+1)

14



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Donc :
I'B+1
fl)t_’” (t—a)f = (B+1)

— T 1)(t —a)y’*b. (1.20)

Exemple 1.2.2.

Considérons la fonction f(t) = t1, on a alors :
_ 1 [
XD f(t) = i) j; t — )" f(r)dr
1 t
=) f(; (t — 7)PD7idr,

En utilisant le changement T = xt, on obtient :

¢ 1
%}7) f (t — )P Vridr = %f (1 — x) Pyt gy
0
p+q
! f (1 —x)P Vxidx

" T(p)
fp+q 3
= TpyPPat
— tlﬂﬂlﬂ.
I'p+g+1)
c
Si f(t) =c,onaalors: RD," = F(p+1) .

b - Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2.
Soit f une fonction intégrable sur [a, b], alors la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

de la fonction f d’ordre p notée XDV est définie par :

RDPf (RD (n— P)f)

dn
=7 (nl S f — 8L f(s)ds,

a

T

oit Re(p) > 0et n =[Re(p)] +1
e Sip =n—1, nous avons une dérivée conventionnelle d’ordren — 1 :

kD) = D )

dt”

-0 (1.21)

= fO0).

15
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o En particulier : XDV f(t) = f(¢t).

Propriétés 1.2.1.
e L'une des propriétés trés importantes de la dérivée au sens de Riemann- Liouville pour p > 0 et
t<aest:

RGO f(1) = f(b). (1.22)

e Si la dérivée fractionnaire RO f(t), (n — 1 < p < n) est intégrable, on a alors :

LD EDLFB) = O = Y [FD) f(1)]iea (-0 oot (1.23)

= Ip-j+1)
o La dérivée n-iéme de la dérivée fractionnaire de f au sens de Riemann- Liouville d’ordre p pour tout

n € IN" est donnée par :

i LD () = DL f10). (1.24)

Par contre la dérivée fractionnaire d’ordre p de la n-iéme dérivée est donnée par :

S FOa)(t - a)
)= s f( 1.25
(df”f( )) 10 L T(j+1-p—n) (129
Donc l'opérateur de la dérivation fractionnaire RO de Riemann-Liouville commute avec Fm si et
seulement si fP(a)=0, (j=0,1,...,n—1).
Exemple 1.2.3.
Soit la fonction : f(t) = (t —a)f, tea,b], BeR, (B>-1)ona:
RpP(t—a)f = — (R@ "t - a)f).
En utilisant (1.20), on obtient :
d" rg+1)
R —aqf = — — g)"thr
Dt -a) dtr (F(,8+n—p+1)(iL 2
= fg+l) a4 t —a)ttbr,
Ir+n—-p+1)dt
D’autre part :
Pt = A - - g LAFD  a
T t—a)'=AA-1D..+A-n+Dt—-a)"™" = Th—n+ 1)(t a) ™. (1.26)

16
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Ainsi, J r( 5 D
L ny T(+B—p+ ~
%(t—a)ﬁ P = TG—p+1) (t—a).
1l s’ensuit que :
['p+1) -

ROt @ﬁ_rw_p+na—mﬁﬂ (1.27)
e Pourp=1:

RDlt—-af = F(ﬁ(;)l)( —a)f!

= B(t—a).

e Pour =0

ROt —a) = ng;%t—mw

Ce qui montre que la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.

Lemme 1.2.1.
Soient Re(p) > 0,n = [Re(p)] + 1 et f : [a,b] — R une fonction donnée. Supposons que XD} f(t) = 0,

alors :

- T'k+1) .
f) = 2: T+ 1+p— =,

ot les Ci, k =0,1,...,n — 1 sont des constantes réelles.

1.2.2 Dérivation au sens de Caputo

Dans cette section nous présentons la définition et quelques propriétés de la dérivation

au sens de Caputo.

Définition 1.2.3.
Soient f € C"([a, b]) et p > 0. La dérivée fractionnaire de la fonction f au sens de Caputo est définie

par :

DU f() = Zﬂ”m@ﬁﬂﬂ) (1.28)

f fO)(E = )" s,

" T(n-p)

oun—-1<p<nett>a.
ePourp=neNona: SDIf(t)= fO@).
En paticulier, SDVf(t) = f(t).

17



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

a-Relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et Caputo

La relation entre la dérivée au sens de Caputo et la dérivée au sens de Riemann- Liouville

est donnée par :

n—-1 %)
SDLf(H) = FDUf(D) - Z r(kf_—;a_?_l)

k=0

(t —a)>.

Démonstration.

Soit le dévélopement limite de Taylor de la fonction f au point a :

— n-1
fo = s+ 2@+ S @+ S0 @ R,y
n—1
B (t —a)k
_kﬂrw+nﬂW”+R””

ou

n-1
fa ﬂmew:mww)

On utilise la linéarité de 1'opérateur de Riemann-Liouville, on trouve :

FDLf() Eﬂf(Zr(kﬂ) @)+ R_)

n— 1 (t _ Cl)k
— F(k 1) fk(a) +y @fRn_l
n-1 k
) Z‘ r (Il;( ;-1#)1) (lt“(k +1) f ©a) +5 DI £t (d'aprs(1.26))
k=0
n—1 p
- X a0 E0
k=0
n—-1
_ (t —a)<P
S LiEprny @ OO

Remarque 1.2.1.
Si f® =0pourk=0,1,..,n—1,onaalors: SO f(H)=RD!f().

Exemple 1.2.4.

Calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction suivante :

fit)=(t-a), p>p

18



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Ona: 1 .
_ v Y0 _

COVf() = RDVf(t) - kZ; NG a) .

Et,
f®@a) =0, Vk=0,1,...,n—1.
Donc :
SOt —af = FD[(t-a)
I'(g+1) _
fgpent "

Sip <p,onaalors:

CON(t—a)f =0.

Remarque 1.2.2.
Soitp > 0.
1. Si f € C([a, b]), alors :
D) = (D).

2.Si f € C*([a, b)), alors :

®(a
D CDLf(E) = £t) - Z Do
oEn particulier, pour 0 <p < 1l,0ona:

DD f() = f(t) = f(@a). (1.29)

Propriétés 1.2.2.
1. La dérivée d"une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

2.SoitmeN"etn—1<p<n,onaalors:

CDNGDf() = SO f(1).

- m+n-1 f(k) (Ll)
DICDLFO) =D O+ Y =7 7D

k=n

(t — a)=t+m),

En particulier, si f®(a) = 0pourk =n,n+1,--- ,n+m—1,onaalors :
DI GDLfB) = L DLGDYf(1) = 7D f(1).

19



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Démonstration.

1.Si f(t) =c= f"(t) =0, donc:

1 ("
Cay . _ _
”D}:C—F(n—p) u (t—T)P‘”“dT_O'
2. Montrons que : SOV (D" f(1) = SO £ ().

Ona:
SOUDIFE) = D" DIDI(E)

= D" D ()

= (D).
3. Montrons que : D"(SD! f() = SO £ ().
Ona:
e . . 1 () ~
”Z);n(u 'Z)ff(t)) = 111);}11[51 fo(t) - I;O F(k——p-i-l)(t - a) P]
_ - i1 fR(g) . )
= D/ f() - kgo r(k_—lf]’((;g(l))a@t (t —a)<
m+ el a (it
= XD, iﬂf(t)_kgg r(k—(P(k;f- m)+1)(t_“)k (p+m)
= ROMPf(t) - k§0 T é; _:6:1) gy (t — a)<=+m
m+n-1 f(k)(ﬂ) oem
- L Te—prmant -y
+ m%_l f(k)(a) (t — a)f=(m)
ken k= (p+m)+1)
Rqyt+p e fO@) k(p-+m)
= uZ)t f(t)_ k§‘0 F(k—(p+m)+1)(t_a)
+ m%_l f(k)(a) (t — g)f=(+m)
ken T(k—(p+m)+1)
Cqyntp i fO@) k=(p-+m)
= uZ)t f(t)+ k§n r(k_(p+m)+1)(t—ﬂ) .
Alors :

DFGDLfB) =D (),

si et seulement si f®(a) = 0 pour toutk =n,n+1,--- ,n+m—1.

1.2.3 Dérivation et intégration au sens de Griinwald-Letnikov

Soit f une fonction continue sur R.

On définie la dérivée d’ordre 1 de la fonction f par :

df _ . fO-fE=1)
h

fi=— =lm (1.30)

20
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De méme, la dérivée d’ordre 2 de f est donnée par :

d’ ‘)= f'(t=h

(SO fa— )~ -2
h—0 h h h

_ i [~ 2f(E = h) + f(E - 2h)

= |lim .
h—0 ]’12

De (1.30) et (1.31), on obtient :
oy = - i SO 437G 20— f1-3h)

anr T s 13

£ = dt{ = lim Z( 1)k(Z]f(t—kh),

ou,

_nn-1)n-2)---(n-k+1)
B k! ’

k

est la notation pour le coefficient binomial.

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

Donc la dérivée d'une fonction f au sens de Griinwald-Letnikov est donnée par la formule

générale suivante :

¢ D f() = lim % ZH)"[ Z ]f(t — ki),
k=0

oul0<p<neth= t—Ta.
Puisque :
1 P | = —pA-p)2-p)---k=-p-1)  Tk-p)
k] k! - I(-p)T(k+1)
on a alors :

N Dk-p)
f@ff(t)—lhgrolh”g;mf(t—kh)-

Par conséquent, 'intégrale de f est donnée par :

L'k +p)

SODTf(H) = hthZ TG+ T f(t—kh) = = e f (t — 1) f(r)dr.

21
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CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Si f est continue, on a :

_P _ -1
D710 = = [ (t= 0y e

Par partie :
{u:f:> u =f

vV=(-1y"! => 0= _?1(1?—7)7”

Cayp 1 Tﬂﬂ“—TVr 1 tf%ﬂﬁ—TV
D S0 = (P)[ p +F(P)f at

1 [f@-ar] v
F(p [ ; l F(p+1)ff (7)(t — T)Pdt

[f(a)(t —a)'], r( +1)ff(”()(t—”[)pd’[

Si f € C", en utilisant I'intégration par parties, on obtient :

r

)
1
I(p+1)

f(k) + 1 t n+p-1 g(n
D) = Z F(k+P+1)( b a) F(n+P)j;(t_T) " m

Et,

1 t _ \n—p-1 g(n)
I —P)L(t T) f(t)dr.

Exemple 1.2.5.

(1.38)

(1.39)

En générale, la dérivée d’'une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov n’est nulle ni

constante. En effet :
Soit f(t) = c et soit p un nombre non entier. On a donc f®(t) = 0, pour k = 1,2, --

dans le cas fractionnaire, on a :

. k
COf(t) = Z'j&(t—ﬂ)k‘”+

S Thk—p+1) [t =0 O (0)dr

1
I'(n—p)

_ w—mw v /@) .

T =p) j: (t —7)" P fO(7)dT

=0

c(t—a)?
Ird-p)

22
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Exemple 1.2.6.
La dérivée de la fonction f(t) = (t — a)f au sens de Griinwald-Letnikov.

Soit p un nombre non entier (0 <n—1<p <n)et soit B >n—1,alors ona f®(a)

k=01, ,n—1.
Et f)(t) = %(T —a)f™, d’oix :
I +1) - )
A I [

En utilisant le changement de variable T = a + x(t — a), on obtient :

‘B+1) t n—p— -n
SOt —a)f = NCEE n+1)£(t—7) Y7 —a)Pdr

I‘(ﬁ+1)(t_aﬁp n—p-1,.-n
T = pT(B= n+1)f(1 X) xPdx

_ T+ —pp-n+1)

Tn-prg-n+n ¢

rg+1)

— W 7 (4 _)BP
fg-prpl "

Remarque 1.2.3. Linéarité

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire, c’est-a-dire :

DI(Af(E) + Bg(1) = AD"f(t) + BDIG(H),

= 0, pour tout

ot DF désigne n’importe quelle mutation de la différentiation fractionnaire considérée dans ce mémoire.
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CHAPITRE 2

RESOLUTION D’UN PROBLEME AUX LIMITES

Dans cette section, on s’intéresse a la résolution d"un probleme aux limites d'une équation

différentielle d’ordre fractionnaire suivante :

2.1)

{ COPy(t) = f(t, y(t)," DPy(t)), te]=[0,T, T>0,0<P<1
ay(0) + by(T) =

ol f : JX RXRR — R une fonction continue et a, b, c sont des constantes réelles aveca+b # 0.

2.1 Equivalence entre probleme de Cauchy et I’équation in-
tégrale de Voltera

Lemme 2.1.1.

Soient 0 <p < 1let f :[0,T] = R une fonction continue, et soit :
Oyt = ft), Vte], (22)

ay(0) + by(T) =, (2.3)

alors y est une solution du probleme (2.1) si et seulement si y est une solution de I'équation d’intégrale

de voltera suivante :

1 [ _
y(t) = TP) L (t - S)p 1f(S)dS — Tb

—_ 1 —
F(p f (T =5\ f(s)yds—c (2.4)
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Démonstration.

En appliquant 1'opérateur 7¥ au deux membres de 1'égalité (2.2) et en utilisant la formule

(1.29) du Remarque 1.2.2, on obtient :
v = y(0) + Q L [[a-or e
= yo + ) jo‘ (t —s)P ' f(s)ds. (2.5)
Sit=T,ona: .
y(T) =yo+ %P) j; (T — sy~ f(s)ds.

En utilisant la condition (2.3), on trouve :

Yo = ) f (T — sy’ f(s)ds — c]

a+b

Par suite :

f (T — sy~ f(s)ds — c]

1 .
y(t)=Tp)jO‘(t—S)p 1f(5)d5—m[r(p

2.2 Existence et unicité de la solution

Lemme 2.2.1.
Soit f(t,u,v) : | x RX R — R une fonction continue, alors le probleme (2.1) est équivalent au

probleme :
y(t) = A+ 17g(1), (2.6)

ot § € C(J, R) satisfait I"équation fonctionnelle :

g(t) = f(t, A+ I7g(t), (1)),

et,
1

Ta+b [ I(p) f (T=or 1g(5)dsl

Démonstration.

Soit y la solution du probleme (2.6). On va montrer que y est également une solution du

probleme (2.1). En effet, on a :
y(t) = A+ 17g(h).
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Ainsi,
y(0) = A,
et,
1 (7 .
TN=A+— T —s)P~" ¢(s)ds.
YD =A+ s | (T-9r7g0)
Donc:

—ab T _ ac b? ! _
o0+ 0y(T) = s [ sy + 55 - e [ r=syigens

be b
—+

T
t— i) J; (T — s)P ' g(s)ds

=cC.

Donc :
ay(0) + by(T) = c.

D’autre part, on a:

COPy(t) =C DP(A + IPg(t))
= g(#)
= f(t,y(t)," D'y(t)).

Théoreme 2.2.1. (Théoreme d’existence et d'unicité)
Supposons que les deux conditions suivantes sont vérifient :

o(H,) 1l existe deux constantes K > 0 et 0 < L < 1 telles que :
|f(t,u,v) = f(t,,0) < Klu — | + Ljv — 9| Vte etV u,i,v,oelR.

o(H)

KT? 14
1-Drp+1) (1 e b|) <1 (2.7)

alors le probleme (2.1) admet une unique solution.
Démonstration.

Pour quantifier notre objectif, on va essayer de transformer le probléme (2.1) en un probleme

de point fixe. Pour cela on considere 1'opérateur :

N :C(J,R) = C(J,R)
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définie par :
t
1
= _ —_ g1
Ny(t) = A, + ) ‘Of(t sy gy(s)ds,
ou,
gy(t) = f(t/Ay + ngy(t)z gy(t))/

et,

1
=D [ I(p) f (T =) gy(e)s|.

Il est clair que les points fixes de 'opérateur N sont les solutions du probléme (2.1).
L’opérateur N est bien défini. En effet, si y € C(J,IR) alors (Ny) € C(J,R).

Pour démontrer que N admet un point fixe, il suffit de démontrer que N est un opérateur
contractant.

Soient x,y € C(J,R) ett € ], on a alors :

INY() - Nx(t f F— sy gy (5) — gu(o)lds
|bT T
e f (T - 5,00 - 8.9 28
et,
(®) = 21 =1, (B 20(8) — £t x(8), (D)
< Kly(t) — x(t)| + L|gy(t) — (D).
Ainsi,

18y(H) = &x(D)] < —Iy(t) — x(b)]. (2.9)

En remplagant (2.9) dans (2.8), devient :

INyG)—AMONfzZr:%ﬁzﬁg!}r—gwﬂy@)—x@wk

T
|bIK o )
T A=Dla+0l(p) Of (T =8y ly(s) — x(s)lds

KT s IbIKT?
SA-Drp+ )Y T TS D+ bl + 1)

1y — x|leo.-
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Donc :

KT? ||
INy — Nx|oo < l(l DT ) (1 + P bl)llly = | co-

D’apres (2.7), N est un opérateur contractant, donc le théoreme de point fixe de Banach 3.3.1,
nous permet d’affirmer que 1’opérateur N admet un unique point fixe, ainsi que le probléme

considéré ayant une unique solution.

C.Q.ED.
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CHAPITRE 3

STABILITE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE
FRACTIONNAIRE SOUS CERTAINES CONDITIONS

Dans cette partie, on s’intéresse a la notion de stabilité d"Ulam-Hyers [4, 5, 6, 7]de "équa-

tion différentielle fractionnaire suivante :
Oy = flt,y), Dy, te]=[0,T], T>0,0<p<1 (3.1)

ol f : ] X RX R — R une fonction continue.

3.1 Types de stabilité

3.1.1 Stabilité au sens d’'Ulam-Hyers

Définition 3.1.1.
L’équation (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers s'il existe un nombre réel c; > 0 tel que pour tout

¢ > 0 et pour chaque solution x € C'(J, R) de I'inégalité :
COPx() — f(t,x(0),C Dx(B) < e, te],
il existe une solution y € C'(J,R) de I'équation (3.1) vérifiant :

Ix(t) —y(t) < cre, te].

3.1.2 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers généralisée

Définition 3.1.2.
L’équation (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisée, s'il existe une fonction ¢ € C(R,,R,),

Y£(0) = 0, telle que pour tout € > 0 et pour chaque solution x € C'(],R) de I'inégalité :
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“DPx(t) - f(t, x(1),C DPx(t)| < e, te]
il existe une solution y € C'(J,R) de I'équation (3.1) vérifiant :

Ix(t) —y(@)| < Pee), teT

3.1.3 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers-Rassias

Définition 3.1.3.
L’équation (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers-Rassias par rapport a ¢ € C(J,R,), s'il existe un

nombre réel cs > 0, tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution x € C'(J,R) de l'inégalité :
ICOPx(t) — f(t,x(1),C DPx(V)| < ep(t), te€],
il existe une solution y € C'(J,R) de I'équation (3.1) vérifiant :

x(t) - (O] < cpeqp(t), te]

3.1.4 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers-Rassias généralisée

Définition 3.1.4.
L’équation (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers-Rassias généralisée par rapport a ¢ € C(J,R,), s'il

existe un nombre réel cy, > 0, tel que pour chaque solution x € C'(J,R) de I'inégalité :
CDPx; — f(t, x(t), DPx)| < @(t), te],
il existe une solution y € C'(J,R) de I'équation (3.1) vérifiant :
Ix(t) — y(t)| < crpp(t), te].

Remarque 3.1.1.
Une fonction x € C'(J,R) est dite solution de I'inégalité :

[COPx(t) — f(t,x(t),C DPx(t))| < e, te]

si et seulement s’il existe une fonction g € C(J, R)(qui dépend de la solution y) vérifiant :
1.lgHl<e Vte]
2.CDPx(t) = f(t,x(t),C DFx(t)) + g(t), te].

3.2 Etude de la stabilité

Cette section est consacrée a I'étude de stabilité au sens d’Ulam-Hyers de 1'équation

différentielle fractionnaire (2.1).
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3.2.1 Stabilité d’'une équation différentielle fractionnaire avec des condi-

tions aux limites

Nous allons étudier la stabilité du probléme :

{ COPy(t) = f(t, y(O.SDY(B), te] 0<p<1 o)

ay(t) +by(T) = ¢,

ou a, b, c sont des constantes réelles, aveca + b # 0.

Théoreme 3.2.1.
Supposons que les deux conditions (H,) et (Hy) sont satisfaites, alors le probleme (3.2) est stable au

sens d'Ulam- Hyers.

Démonstration.

Soient ¢ > 0 et x € C'(J,IR) une fonction vérifiant :
“DPx(t) - f(t, x(1),S DPx(t))| < e, Vie], (3.3)
et soit aussi y € C!(J,R) 'unique solution du probléme de Cauchy suivant :

COry(t) = f(t, y),C D'y(t), te] 0<p<l
y(0) = x(0),
y(T) = x(T).

En utilisant les lemmes 2.1.1 — 2.2.1, on obtient :

1 t _
yt) = A, + ) 0f(t‘ — )P gy (s)ds.

D’autre part, si y(0) = x(0) et y(T) = x(T), on aura A, = A,.
En effet,

T
b
A, — o=l —g)y1 X —
4, - Al ‘(H - Of (T =577 (3:65) ~ 8,(5))ds

T
14 _
< PERIAT)) Of(T— sV gy (s) — gx(s)lds
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De l'inégalité (2.9),

ce qui montre que,

ainsi,

il vient que :
T

|bIK N
(1= L)la +bIT(p) 6[ (T =) ly(s) — x(s)lds

A, — Al <

|b|IK

= T XD =0,

y(t) = A, +m (t —s)' " gy(s)ds.

En intégrant I'inégalité (3.3), on obtient :

avec,

1 t _ et?

x(t) — A, — Tp)of(t—s)” 1g,c(s)ds < o +1)
eTpP

< -

“Tp+1)

t) = f(t, A + TP (1), gx(1)).

On a donc, pour tout t € J:

lx(t) — y(®)| =

IA

t

"0~ A= s f (t-sy- 1gx<s>ds+r() (4 5V (5:65) ~ g s

t

1

x(t) — Ay — I )Oj‘(t—s)”_lgx(s)ds

FR
+F(P) ‘Of(t S 1gx(s) — gy(s)lds.

En utilisant (2.9), on trouve :

eTP

K 1 _
)~ ¥0l S s *+ Ty -9 O — vl
0
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En appliquant le lemme de Gronwall 3.3.1 (voir Annexe), il s’ensuit que :

eT? yK t TP
lx(t) — y(t)| < T+ + a=orp) Of(t—s)P 1p(p+ 1)ds

eT? 1 yKT? 3
Tp+1) [ TaA-Dre+ 1)] =

<

ol ¥ = y(p) une constante.

C.Q.FD.
Remarque 3.2.1.
Si on pose Y(¢) = ec, alors P(0) = 0 et donc le probléme (3.2) devient stable au sens d’Ulam-Hyers
généralisé.
Théoréme 3.2.2.

Supposons que les deux conditions (Hy), (H,) sont satisfaites. On suppose également que :

o (H5) il existe une fonction croissante ¢ € C(J,R,) et il existe A, > 0 telles que :
Dot < Applt), Vi€,

alors le probleme (3.2) est stable au sens d’Ulam-Hyers-Rassias.

Démonstration.

Soient ¢ > 0 et x € C'(J,R) la solution de l'inégalité suivante :
CDPx(t) = f(t, x(t)," D'x(1)) < ep(t), te], (3:4)
et soit aussi y € C!(J, R) la solution du probleme de Cauchy suivant :

“Ory(t) = ft,y(), " DPy(t)), te] 0<p<1
y(0) = x(0),
y(T) = x(T).

En utilisant toujours les lemmes 2.1.1 — 2.2.1, on aura :

1 t _
w0 =4+ s Of (t = sy, (6)ds,

ou g, € C(J,R) satisfait I'équation suivante :

gy(t) = f(£, Ax + 17 g,(1), 84(1)),
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et,

1
a+b

x:

-1
F(p) f(T S gx(s)ds|.

Par intégration de 'inégalité (3.4), on obtient :

€ a1
< f (t =5 p(e)ds

< eAyp(t).

1 t _
"0 -4~ f (t - sy (s)ds

D’autre part, on a:

_ - __Lt_p—l _t_p—l —_
() =y O] = [x() ~ As =~ s Of (t-s) gx<s>ds+r( ) f (= 5"~ (8x(5) = 8y(5))ds

IA

"5 f (t - 5V lgu(s) - gy(6)lds.

"0 -4~ 1 [e-9tgoms
0
De (2.9), il vient que :
|X(t) — y(t)l < 8/\(p90(t) + GTI}(P» B[(t - S)p_llx(S) — y(S)ldS
On obtient alors :
Ix(t) — y(t)] < edpp(t) + J%K)?((Pm 0f(if — syl p(s)ds,

ol 1 = y1(p) une constante.

En utilisant (H3), on obtient :

n1eKAG() (1 y1KA

x(t) — y(B)] < edyp(t) + -5 o L(’)) eAp(t).

Ainsi pour toutt € | :

KA
() - (o)l < [(1 + I L@)A(,,] ep(t) = ceq(t).

C.Q.ED.
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3.3 Exemples

Exemple 3.3.1.

Soit le probleme de Cauchy suivant :

Cp3
COy(t) = %(cos y(t) — siny(t)) + FDEy )l vt e[0,1]

5+ [CDiy(b) (3.5)
y0) =1, y1)eR,a+0,b=0.

Posons :
f(t,u,v) = ﬁ(cosu —sinu) + o
10 5+ o

11 est facile de montrer que la fonction f est continue.

Vte[0,1],u,v e R

Soient maintenant u,v,i,0 € Ret t € [0,1], on a alors :

tz t2 5 s

|f(t,u,0) — f(t,7,0) = E(cosu — cos i) + E(sing —sinu) + G +(||Z||)(5|i|)|z—)|)
< ﬁlcosu—cosa|+ﬁlsinu—sinm.;. 5|lo] — ||

0 10 G+ o) + 9D

D P I Clantl
=10 10 25

< —|u—ﬂ|+1|v—77|
<z 5 .
Donc (H,) est satisfaite avec :
1
K=L=—
5/
de plus,
KT? (1+ b )_ 5
(1-DI(p+1) la+bl)  1-Hre)
puisque,
3\ _ Vn
r3)=%

on trouve alors :

LT
(1-L)I'(p+1) la+bl) 2vm

alors (Hy) est satisfaite.
D’apres le Théoreme 2.2.1, le probleme (3.5) a une unique solution, et par le Théoreme 3.2.1 le

probleme (3.5) est stable au sens d’Ulam-Hyers.
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Exemple 3.3.2.

On considere le probleme de Cauchy suivant :

4+ [y + ICD y(t)|

CODIy(t) = ——, tel0,1]
8e!(1 + |y(t)| + [“D2y(t)])
y0)=1, y1)eR, a#0, b=0.
Posons :
Flbuo) = —ERL 0 1m0 e R

— 8et(1 + |ul + [o)’
La fonction f est bien continue.

Pour tous u,v,i,0 € Rett €[0,1] :

31zl — [ul) + 3(2] - [v])

|f(t,u,v) — f(t,@1,0)| =

8e'(1 + [ul + [ol)(1 + |l + |2])

3 -
< @I(Iul — [ul) + ([o] = [v])

< (=il +1o~ai),

d’autre part, pour t € [0,1] ona:

3 3 3
— <<
8el — 8¢t T 8¢

Finalement,
3
|f(t,u,v) = f(t,1,0)] < g(lu — 1| + v — 7).

Donc (H,) est satisfaite avec :
0<K=L= g <1,

de plus,

KT (1+ b )_ 3
(1-L)[(p +1) la+0]] (1 _ %)r(%)

6
S I
5vVn

<1,
alors (H) est aussi vérifiée.
Soit p(t) =13, 0ona:

P+3 T(4)I
o < ETAMO

Ip)Ip+4’
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1
sachant que p = 5 en utilisant les propriétés (2) et (3) du lemme 1.1.1, on obtient :

3212
Tip(t) = ,
@(t) 35 v
ensuite, pour t € [0,1] ona :
<P,
alors : \
32t
Tio(t) < = A,q(1).
Ainsi (Hs) est satisfaite avec ¢(t) = £, et
32
Ay = .
¥ 354m

Par le Théoréme 2.2.1, le probléme (3.6) a une unique solution, et par le Théoréme 3.2.2, le probleme

(3.6) est stable au sens d’Ulam-Hyers-Rassias.

Exemple 3.3.3.

Considérons le probleme aux limites suivant :

L ., Vtelo0,1]
15e1(1 + |y(8)] + DAy (b)) (37)

y(0) +y(1) = 0.

CDIy(t) =

Posons :
1

15et(1 + |u| + |0])’

f(t,u,v) = tel0,1],u,veR.

1l est clair que la fonction f est continue.
Pour tous u,v,i,9 € Rett €[0,1],ona:

1 (] = lul) + (0] — [0])
15et [(1 + |u| + |o))(1 + |@| + |9])

1 _
< Tog il = lul) + (o] = D)

|f(t,u,v) = f(t,1,0) =

1
< —[n - ul + 15—,

d’autre part, pour t € [0,1] ona :
1 1 1

< < .
15e! ~ 15¢t ~ 15€°

Finalement,

£ 1,0) = £t 1,01 < 7017 - + [0 = o,
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1
comme) < K=L= 1 < 1, alors (H,) est satisfaite.

De plus,

KT? ( b ) 5 1
1+ = 1+ =
A-LIp+1)\ " la+b (1_%)“%)( 2)
3
T 14+n

<1,

alors la condition (H,) est satisfaite.
D’aprés le Théoreme 2.2.1, le probleme (3.7) a une unique solution, et par le Théoreme 3.2.1 le

probleme (3.7) est stable au sens d’Ulam-Hyers.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail de ce mémoire, nous avons présenté différentes types de stabilité au sens
d’Ulam-Hyers d'un probléme avec des conditions aux limites d'une équation différentielle
d’ordre fractionnaire.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté quelques notions de base de calcul fraction-
naire, qui nous semblent utiles pour la bonne compréhension de notre travail présenté dans
ce mémoire. La théorie de la dérivation fractionnaire a été introduite a partir de quelques
rappels sur les fonctions de Gamma d’Euler et de Mittag-Leffler et sur les différentes défini-
tions et les propriétés de la dérivée fractionnaire.

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse a la résolution d"un probleme aux limites d"une
équation différentielle d’ordre fractionnaire.

Le dernier chapitre a été consacré a 1'étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers d"un
probléme aux limites pour une équation différentielle fractionnaire. L'utilisation de cette
étude a nous permis de montrer sous certaines conditions adéquates la démonstration de la
stabilisation de telles équations.

Enfin, trois exemples illustratifs ont été fournis pour vérifier la validité et la capacité du

schéma de la stabilité considéré.
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ANNEXE

Définition 3.3.1.
Soient X un espace de Banach et F : X — X. On dit que x € X est un point fixe de F si :

F(x) = x.

Théoréme 3.3.1. (Théoreme de point fixe(Contraction) de Banach )

Soient X un espace de Banach et F : X — X une contraction, c’est-a-dire, il existe 0 < k < 1 tel que :

Yx,y € X:|If(x) — f(Wllx < Kllx = yllx,

alors F a un unique point fixe.

Lemme 3.3.1. (Lemme de Gronwall)
Soient v : [0, T] — [0, o) une fonction réelle et w(.) une fonction non négative, localement intégrable

sur [0, T]. Supposons qu’il existe des constantes a > 0 et 0 < 1 telles que :
t
u(t) <w(t)+a f(t — s)Po(s)ds.
0

Alors, il existe une constante K = K(p) telle que :

u(t) < w(t) + Ka ft(t — ) Pw(s)ds. Vte[0,T].
0
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