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Résumé

Dans ce mémoire,

Nous étudions 'estimateur de quasi-maximum vraisemblance d’un processus
GJR-GARCH avec bruit N(m,1). Pour cela, nous commengons par un apergu
général sur les notions de base et les définitions (processus stochastique, la
loi Normale, processus GJR-GARCH ,...). Par suite, nous étudions la consis-
tance et la normalité asymptotiques de I'estimateur de quasi-maximum de
vraisemblance. Enfin, utilisant le programme R, nous confirmons les résultats
théorique obtenu par des simulations numériques de type Monte-Carlo.

Mots clés :

Modele GJR-GARCH, Fonction vraisemblance, Estimateur Quasi-Maximum
de vraisemblance Normale, Normale(m,1), Consistance forte, Normalité asymp-
totique.



Abstact

This dissertation studies the quasi-maximum likelihood estimator of a GJR-
GARCH process with N(m, 1) noise. We start with a general overview of the
basics and definitions (stochastic process, Normal law, GJR-GARCH pro-
cess,...). Therefore, we study the asymptotic consistency and normality of
the quasi maximum likelihood estimator. Finally, we confirm the theoretical
results obtained by numerical silmulation of Monte Carlo type using the R
program.

Keywords :
GJR-GARCH model, Likelihood function, Normal Quasi-Maximum Likeli-
hood Estimator, Strong consistency, Asymptotic normality.
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Notations générales

Notations

(Q, A, P) Espace de probabilité.

F Filtration (Suite de tribu).

Ensemble et espace

N,Z,R Les entiers positives, les entiers, les nombres réels.
Fonction

VX La fonction d’autocovariance de (X;).

I Fonction indicatrice.

Processus

1.1.d Indépendant et identiquement distribué.
N(1,1) La loi normale de moyenne 1 et variance 1.
.S Presque stirment.

Estimation

arg Argument.

© L’ensemble de stationnarité.

0 L’ensemble des parametres.

6 Estimateur de 6.

0o La vrai valeur de parametre.
Probabilité

EEY La convergence en distribution.

2s La convergence presque stire.



Introduction

Une série chronologique (ou temporelles) est une suite formée d’ob-
servation au cours du temps, I'analyse des séries chronologiques est un outil
utilisé de nos jours pour la prédiction de données futures, ce domaine a beau-
coup d’applications en finance, économie, médecine et démographie. L’idée
est de prendre une réalisation de donnés et de construire le meilleur modele
qui ajuste ces données. Ce modele permet de faire n’importe quelle conclu-
sion sur la série. La théorie des séries chronologiques abordée dans ce travail
est appliquée pour n’en citer qu'une petite partie. On s’intéresse a I’évolution
au cours du temps d'un phénomene, dans le but de décrire, expliquer puis
prévoir ce phénomene dans le futur. On dispose ainsi d’observations a des
dates différentes, c’est—a—dire d’une suite de valeurs numériques indicées
par le temps. Cette suite d’observation d’une famille de variables aléatoires
réelles notées est appelées séries chronologiques. On spécifiait deux types de
modeles pour représenter les séries chronologiques : les modeles linéaires et
les modeles non linéaires.

En 1970, Box et Jenkins ont puble un livre "Time series : forecasting and
control" ([8]), dans lequel ils ont presenté et etudié les modeles Autoregres-
sifs moyenne mobile (ARMA) et les modeles Auto-regressifs moyenne mobile
integre (ARIMA) de bruits Gaussiens et de variance constante. Les deux
processus proposés dependent de leurs passés et celui des bruits. En 1982,
Engel ([22]) a propose le modele Autoregressif conditionnellement heterosce-
dastique (ARC'H) avec bruits Gaussiens. On considére un processus X; tel
que :

q

h? = + Z Oéiéfgfi.

i=1
Ou ¢; est une série non corrélée de moyenne nulle, et de variance condition-
nelle h? qui varié avec le temps.
Le modele GARCH (General Autoregressive Conditional Heteroskedasticity )



a ¢été introduit par Bollerslev (1986). C’est une extension du modele ARCH
initialement développé par Engle (2002). Ces modéles permettent une repre-
sentation autorgressive de la variance conditionnelle d’un processus, ce qui
permet de les utiliser notamment a des fins de prévisions de la volatilité sur
les marchés financiers. Le modele GARCH(p,q)qui s’écrit sous la forme :

q P

hf = + Z Oéih?_i + Z ﬁiht,jé"?,

i=1 j=1
ou h; est la variance conditionnelle a la date t. oy > 0, oy > 0 pour
t=1,...,9q. B > 0 pour j =1,...,p. Avec p, q deux entiers positifs non
nuls et g; obéit & une N(0,1) les modeles GARCH les plus populaires, qui se
divisent en deux catégories : symétriques et asymétriques.
e GARCH asymétriques
L’idée derriere les modeles asymétriques est toute simple : 'effet hétéroscé-
dastique n’est sans doute pas le méme suivant que ’erreur précédente est po-
sitive ou négative. On note parmi les modeles asymétriques, ceux qui sont le
plus utilisés, les modeles EGARCH, AGARCH, NGARCH et GJR-GARCH.
Afin de prendre en compte la modification d’un coefficient selon la survenue
d’un événement, il est courant d’introduire une nouvelle explicative construite
comme produit d’une indicatrice de I’évenement en question et de la variable
initiale. C’est I'idée adoptée par Glosten, Jagannathan et Runkle (1993) qui,
partant de 1’écriture GARCH(p,q)de base, arrivent a introduire le modele
suivant : . »
he = ao+ D (X7 4+ %illx, oo X7) + Y Bihs.
=1 =1

Le modele GJR-GARCH capte l'effet d’asymétrie des perturbations sur la
variance conditionnelle. Dans leurs études sur 'indice de la valeur pondérée
par la capitalisation boursiere de CRSP, Glosten, Jagannathan et Runkle
[Glostenetal, 1993] trouvent que les chocs négatifs provoquent une augmen-
tation de la variance conditionnelle plus forte que les chocs positifs. Cette
relation négative entre les rendements conditionnels et la variance condition-
nelle peuvent étre expliquées par l'effet de levier, ou bien par la volatilité
rétroactive qui suggére qu’'une hausse anticipée de la volatilité accroisse le
rendement exigé par les investisseurs, puisque le titre deviendra plus risqué,
et ceci implique que la valeur du titre diminue immédiatement, toutes choses
étant égales par ailleurs.



Ce mémoire étudie principalement 'estimateur de Quasi maximum de
vraisemblance (EQMYV) pour le modele GJR-GARCH basé sur la distribu-
tion de Normale(m,1) organisé comme suit :

e Dans le premier chapitre nous avons présenté les principales défi-
nitions, propriétés des processus stochastiques des séries chronologiques et
quelques notions de base dans le premier chapitre.

e Dans le deuxieme chapitre nous avons défini ’estimateur de quasi-
maximum vraisemblance Normale. En suit, nous étudions l'existence et la
stationnarité de processus GJR-GARCH. Enfin, nous prouvons la consis-
tance forte et la normalité asymptotique de cet 'estimateur.

e Dans le troisieme chapitre, nous avons effectué une étude numérique
a l'aide de langage R pour vérifier les résultats théoriques obtenus dans le
deuxieme chapitre.



Chapitre 1

Définitions et Notations

Dans ce premier chapitre, nous exposons un petit rappel de quelques
notions de bases concernant les processus stochastiques.



1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Un processus stochastique défini sur T noté (X,); est une
suite de variable aléatoires X; de ) a valeur dans R, de telle maniere qu’a
chaque élément t € T est associée une variable aléatoire X;. On a ainsi deux
cas :

i- Les processus a temps discret quand T est discréte; (T C 7).
ii- Les processus a temps continu quand T est continue; (T C R).
Définition 1.1.2 (L’opérateur de retard)

L’opérateur retard L (L Lag noté aussi B pour Backward ) décale le
processus d’une unité de temps vers le passé :

LX; = Xiq,

Pour tout t > 1.
Si on applique h fois cette opérateur, on décale le processus de h unités de
temps :

L(L(...L(X})...)) = L" X, = X,_},.

L opérateur retard posséde les propriétés suivantes

L'X, = X;_j.; en particulier, L°X, = X;.

X, =C € R pour tout t € Z, alors I’ X, = L’C = C, pour tout j € Z.
LI(LFX,) = P Xy = Xojon.

L7IX, = Xy

(D + IMX, =X, + LFXy = Xy + Xype

1.1.1 La stationnarité

Une des grandes questions dans 1’étude de séries temporelles est de sa-
voir si celles-ci suivant un processus stationnaire. Une série chronologique de
réalisation d’une grandeur aléatoire, un pas de temps donné, est dite station-
naire si ses réalisations sont issues d’'un méme processus stochastique dont
les parameétres (moyenne, variance...) restent constants au cours du temps.

Espérance Mathématique

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle est, intuitive-
ment, la valeur que 'on s’attend a trouver, en moyenne, si 'on répete un

6



grand nombre de fois la méme expérience aléatoire. Elle se note E(X) et se
lit « espérance de X ».

Définition 1.1.3 Soit X un variable aléatoire réelle continue qui admet une
densité de probabilité fy si :

/|x|fx(a:)da: < +400.
R

L’espérance mathématique de X est défini par :

E{X} = / Xdp,

= [ af(@)de,

R

avec §) l'ensemble des variables aléatoires, P la loi de probabilité.

Définition 1.1.4 Soit X un variable aléatoire réelle discrete définit sur un
espace de probabilité (2, A,P) tq : X(Q) = (21, xe, ....) elle est dite intégrable
St :

> || P(X = ;) < +oo.

7

L’espérance mathématique de X est défini par :

Moment d’ordre r

Définition 1.1.5 Soit X une variable aléatoire réelle quelconque et r € N*
on dira que la variable aléatoire réel X a un Moment d’ordre r si X" a
une espéranace finie.

e Dans le cas continue :

E{X"} = ﬂ{xer(m)dﬂ



e Dans le cas discret :

E{X"} =) 2] P(X = x;).
e Le moment d’ordre r centré est donné par :

E{X} = [(X —p)dp,

(z — p)" fxdx,

A O

ou u = FE{X}.

La stationnarité stricte

Définition 1.1.6 Le processus aléatoire X est dit stationnaire au sens strict
si pour tout n € N, pour tout n-uplet (t1,...,t,) € Z" et pour tout h € 7Z, les
vecteurs ( Xy, ..., Xy, ) et ( X s, Xe, ) ont la méme loi de probabilité.

La stationnarité au second ordre (au sens faible)

Définition 1.1.7 Un processus aléatoire (X;)ier est dit stationnaire au sens

faible st :

Var(X;) =0 VteZ
cov( Xy + Xyon) = Vi, heZ.

1.1.2 Le processus bruit blanc (BB)

Définition 1.1.8 Soit (g;)cz un processus stochastique, on dit que () est
un bruit blanc faible si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1.VteZ, E{e}=0.
o? 51 h =20
2.Vt € Z, h e Z, ’}/e(h) = E{gt.é‘t,h} = 0 sinon.
On appelle bruit blanc fort tout bruit blanc faible tel que les variables (g;)
sont (i. i. d) et un bruit blanc gaussien tout bruit blanc fort (;); tel que Vt,

() ~ N(0,02).



Remarque :
e Un BB faible est faiblement stationnaire.

e Un BB fort est fortement stationnaire.

1.1.3 Causalité

Définition 1.1.9 Un processus stochastique X; est dit causal s’il existe une
suite des constantes (o )k>o tel que Y. | ay |< 00, on
kez

Xy = Z OpT—k-
k=0

1.1.4 Les séries temporelles

Définition 1.1.10 Une série temporelle (une série chronologique) est une
suite de valeurs numériques représentant l’évolution d’une quantité spécifique
au cours du temps.

Elle sera notée prochainement par :

X; = ()¢, x est une v.a et t €R

Remarque : Une série chronologique peut étre considérée comme une suite
d’observations ponctuelles dans le temps d’'un processus aléatoire.

Objectifs principaux dans I’étude des séries chronologiques

Il y a nombreux domaines d’application des séries temporelles :

- Démographie : analyse de I’évolution d’une population.

- Anerie : prévision de la consommation d’électricité.

- Finance et économétrie : évolution des indices boursiers, des produc-
tions agricoles ou industrielles.

- Médecine : analyse d’électroencéphalogrammes d’électrocardiogrammes.

- Science de la terre et 1’espace : évolution des taches solaires, phéno-
menes d’avalanches.

- Météorologie : analyse de données climatique.

- Traitement de signal : signaux de communications de radars.
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- Assurance : analyse des sinistres.

- Agriculture : la quantité d’un produit.

- Traitement des données : mesures successives de position ou de direction
d’un objet mobile (trajectographie).

Modélisation d’une séries temporelles

Un modele de série temporelle est une équation précisant la facon dont
les composantes s’articulent les unes par rapport aux autres pour constituer
la série temporelles. On distingue principalement deux types de modeles :

1. les modeles déterministes :Ces modeles relevent de la Statistique
Descriptive. Ils ne font intervenir que de maniere sous-jacente le calcul
des probabilités et consistent a supposer que I'observation de la série a
la date t est une fonction du temps t et d'une variable €; centrée faisant
office d’erreur au modele, représentant la différence entre la réalité et
le modele proposé :

X = f(t, ).

On suppose de plus que les ¢ sont dé-corrélées.
Les deux modeles de ce type les plus usités sont les suivants :

e Le modele additif : Nous considérons dans cette section une série
X = (X;); admettant une décomposition additive

Xt:Zt+St+€t7
Ou Z; est la composante tendancielle, S; la composante saisonniere
et ¢ les composantes ("erreurs au modele") aléatoires i.i.d.

e Le modele multiplicatif :Nous considérons dans cette section une
série X = (X;); admettant une décomposition multiplicative

Xt = Zt(l + St)<1 + Et).

Ou Z; est la composante tendancielle, S; la composante saisonniere
et € représente I'erreur ou I’écart au modele.

10



2. Les modeles stochastiques : Ils sont du méme type que les modeles
déterministes a ceci prés que les variables de bruit ¢; ne sont pas i.i.d
mais possedent une structure de corrélation non nulle : ¢ est une fonc-
tion des valeurs passées (& lointaines suivant le modele) et d’un terme
d’erreur 7,

€& = g(et—la €t—2, -1y 77t)-

1.2 Loi normale ou de Laplace-Gauss

1.2.1 La loi normale centrée-réduite

Définition 1.2.1 Une wvariable aléatoire X a valeurs dans R suit une loi
normale centrée-réduite notée X ~ N(0,1). Si X est une variable conti-
nue et admet pour densité de probabilité la fonction flx) suivante :

1 _

f(:L‘) = \/ﬂe

22
2 )
pour tout z € R.

1.2.2 La loi normale de parametres p et o

Définition 1.2.2 Une variable aléatoire X a valeurs dans R suit une loi
normale de paramétres 1 € R et o >0, notée X ~ N(u,0?). Si X est
une variable continue et admet pour densité de probabilité la fonction f,,,

suivante : )
N Gl
yoll) = —F—=—=¢€ 202 )
o) =

Pour tout z € R.

1.3 Fonction Gamma

Fonction définie par une intégrale et qui fournit notamment la valeur des
moments (espérance mathématique, variance, ....) de plusieurs lois de proba-

11



bilité. Elle possede également un intérét puissant sans d’autres domaines des
mathématiques.

Définition 1.3.1

[(x) = / "t exp(—t)dt, (x > 0).

Pour tout x réel positif, on a la récurrence xI'(x) = I'(x + 1).
Pour tout entier n positif, on a T'(n) = (n — 1)!.

1.4 Méthode du maximum de vraisemblance

Tout les modeles statistiques ne peuvent pas étre traités par la méthode
des moindres carrés car ils n’ont pas tous la structure requise. La vraisem-
blance par contre, offre une approche générale de I'estimation de parametres
inconnus a 'aide de données. La vraisemblance est une fonction des obser-
vations et de parametre dont 'objectif est de trier les différentes valeurs du
parametre selon leur «Likelihood».

1.4.1 Vraisemblance d’un échantillon

La vraisemblance des observations X= (X7, ..., X,,) d'un échantillon aléa-
toire de loi parente la loi de X, note L(xq,...,z,,0) est définie de fagon
suivante :

e Si X est une variable aléatoire discrete :

feO— L(ZE‘I, ...,In,0> = HP@(XZ = xi),
=1

ou O est I’ensemble des valeurs possibles du parametre 6.
e Si X est une variable aléatoire continue :

9 € @ — L(.fljl, ...,l‘n,e) = Hsze(mz),
i=1

Remarque :Les expressions des vraisemblances ci-dessus ne sont valables
que parce que les variables aléatoires X7, ..., X,, sont indépendantes par défi-
nition d’'un échantillon aléatoire.

12



Fonction de log-vraisemblance

Définition 1.4.1 On appelle fonction de log-vraisemblance pour (x1, xa, ..., Ty)
toute fonction de 6 définie par :

Co(x1, .y y; 0) = log(Lp(x1, ..., 43 6)).

Elle n'a de sens que si 0 vérifie L,(z1,...,x,;0) > 0.
La fonction logarithme népérien étant croissante.

1.4.2 Estimateur du maximum de vraisemblance

Définition 1.4.2 On appelle estimateur du mazimum de vraisemblance (EMV )toute
fonction 0,de (X1, ..., X,) qui vérifie

A

L(zy,...,xp, 0,) = maxgeo L(21, ..., Tp, é)

Cette définition ne renseigne en aucune fagon, ni sur 'existence, ni sur 'uni-
cité, d'un tel estimateur. La recherche de L’EVM peut se faire directement
par recherche du maximum de L, ou dans le cas particulier ou la fonction L

est deux fois dérivable par rapport a €, comme solution de I’équation — = 0

) 00
qui vérifie aussi ——<0.

Cependant, la vraisemblance se calculant a partir d'un produit, on pré-
fere remplacer ce dernier probleme par le probleme équivalent pour le log-

. , . . : InL
vraisemblance, puisque la fonction In est strictement croissante, 0 -
0?InL ) . . R
avec W<0 et qui aura une expression généralement simplifiée.

1.4.3 L’estimateur de quasi maximum de vraisemblance

En général, la fonction de vraisemblance pour un processus X n’est pas
calculable puisque le passé du phénomene (Xo, X_1,...) sont généralement
inconnus. C’est pourquoi on utilise la quasi-vraisemblance qu’on obtient en
remplagant le passé du processus par des zéros. L’estimateur de quasi vrai-
semblance maximale (EQMYV) est défini par :

~

6, = argmaxycglog(QLg(X1, ..., X,)).

13



1.5 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1.5.1 Soient (Uy,...,U,) et (Vi,...,V,) des réels(ou des com-
plexes). Alors :

YUV IS (Z | Uk |2> (Z | Vi |2> :
k=1 k=1 k=1

1.6 Convergence presque stirement des variables
aléatoires

Définition 1.6.1 La suite X,, converge presque sturement vers X si :

P(w| lim Xp(w) # X(w)) =0.

Et on note X, —2>— X.
n—>-+00
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Chapitre 2

Processus a puissance
asymétrique GARCH modele
GJR-GARCH

Ce chapitre, nous traitons I’estimation des parametres d’'un modele GJR-
GARCH avec erreur normale (m, 1), la méthode d’estimation envisagée est
la méthode du quasi-maximum de vraisemblance. Dans un premier temps,
nous étudions l'existence et la stationnarité pour ce modele. Par suite, on
va étudier en détail la méthode du quasi maximum de vraisemblance, et
calculer 'estimateur de quasi-maximum de vraisemblance La loi normale,
obtenu sous I'hypothese que(n;)iez suit une loi normale(m,1). Enfin, nous
prouvons la consistance forte et la normalité asymptotique de cet estimateur
paramétrique.

15



2.1 Modéele GJR-GARCH(p,q)

Définition 2.1.1 Un processus X, satisfait une représentation GJR-GARCH (p,q)
si et seulement st :

{ Xt = nt\/h_ta

g p 2.1.1
ht = Qp -+ ;(OQXE_Z + ’Y’iHXt7¢<0Xt2—i) + '21 ﬁihtfi- ( )

Ouvaygy>0,a020, -1 <~ <1, puri=1,..,q, B; =0 pouri=1,...,p,
p

avec og >0, B, >0 et 3 B < 1.
i=1

e On note le vecteur des paramétres par : 0 = (0, A1, .oy Qgy Y1y ooy Vgs B1s -vs Bp)-

o Le résidu normalisé n, est un bruit faible et Iy, ,_, désigne la fonction
indicatrice telle que :

{ Iy, .., =1 s X, ;<0

Ix, ,.o =0 sinon.

Proposition 2.1.1 Soit X; le processus GJR-GARCH définie par ,
P .

si (1 — 3 BiLY)™! existe, alors pour tout t € Z on peut écrire la variance
i=1

conditionnelle hy sous la forme suivante :

he =bo + Y_ b L'(maz(X;,0))* + > b; L'(max(—X;,0))?, (2.1.2)

i>1 i>1

707

p
ou by = (1 — X Bi)tag et les coefficients (b, b; )i>1 sont définis par les re-
i=1

lations récurrent sutvant :
R :
b = > Beb . + oy avec o; =0 pour i > ¢,
k=1

p
by = X Brb_i + (i +7;) avec (a;+v) =0 pour i>gq,
k=1

avec b = b; = 0 pour i < 0.

16



Preuve 1 ( preuve de la Proposition|2.1.1] )
On a pour tout t € Z la variance conditionnelle est définie par :

q p
ht = —|— Z(Oéthz_Z + 7iHXt—i<oX152—i) —f- Z Biht—i- (213)

i=1 i=1
En remplagant X; = max(Xy,0) + min(Xy,0) dans on obtient :

ht = Qg+ i(ai(maac(Xt_i, 0))2) + i(O{z + %)(mm(Xt_l, 0))2 + i Bz‘ht—z\
i=1 i=1 =1

(2.1.4)

Par la multiplication de (1 — i BiLY) et (2.1.4) on obtient :

q

(1-— Zﬁl Yhy = g + z; ai(max(X,_;,0))?) + ;(ai + 7)) (min(X;_;,0))?,
. . (2.1.5)

donc on peut écrire de la maniére suivant :

B(L)h; = ag + O (L) (max(Xy,0))* + O~ (L)(maxr(—X;,0))?,  (2.1.6)

avec

B(L) = <1—iw‘>,

01 (L) = Yol =Y 0L
et ©°(L) = Zq:a,jt% Ze L.

@
Il
—

Comme linverse de l'opérateur B(L) existe alors on a :

he = by + Y _ b L (max(X;,0))* + Y by L (max(—X4, 0))”. (2.1.7)

i>1 i>1

De (2.1.0) et (2.1.7) on peut déterminer les coefficients by et (b, b; )is1 :

AR

17



1>0
B(L)S b Ll = ao+0-(L), (2.1.8)

>0

{ B(L) S biL = ag+©*(L),

implique que
Qo

bo = by = by = B(L) ~ (1= 8) " ao.
=1

Le systeme est équivalent au systeme

(1= % ALY SO L = 3 67 L
=1

i>0 i=0 _
P A . q ) , avec 0y = v,
(1= BL) Y b L' = 0; L
i=1 i>0 i=0
d’ou
) P . ‘
Z bjL’ — Z Z ﬁjb;rLZﬂ = Z 9;'[/
¢20 ' ’ZOJ? . 230 4 , avec 0y = .
SNoby Lt — Y Y Biby L' =Y 0, L
i>0 i>0j=1 i=0

18



De la premiéere équation on a :

b;r = ﬁlbg + aq,
by = Pibf + Baobf + o,
bi = piby + Babi + Bsbd + as,

De la deuxieme équation on a :

by = piby + (a1 +m),
by = [iby + Baby + (a2 +72),
by = [iby + Baby + Bsby + (a5 + v3),

Alors les coefficients (b, b; )i>1 sont définis par les relations de récurrence :

P
b= 5kbj_k, + ay avec a; =0 pour i > q,
k=1

p
by = X Brb_i + (i +7;) avec (a;+v) =0 pour i>q.
k=1

Lemme 2.1.1 Soit 0 < py < 1, en définir U = {0\ By + Bo+PBs+---+ 3, <

po}-
Pour tout 0 € U on a :

b < Cipd 0< i< oo, (2.1.9)

by < Capl 0 <1< oo, (2.1.10)

avec C',Cy > 0 constant plus grand.

19



Preuve 2 ( preuve du Lemme|2.1.1] )

Nous donnons la méme démarche de Berkes 2003
On va montrer ce lemme par récurrence.
e Pour i=0 on a :

[=}

(7)) %)

ST
O

)

bt = by = L. (2.1.11)

Relation vérifié.
ePouri>1 :

Supposons que le Lemme est vérifié pour tout 1 > R = max(p,q) et on va
montrer qui est reste vrais pour i :

De Jon trouve,

+ .« .. .
bi S (50 + 51 + + ﬁp) 112132(1) bzflm

(i—p)

< poCipy”
< Cipg.

Et de (2.1.10 ) :

by < (Bo+Pi+-+05p) lrgl?;(pbifkv

(i—=p)

< poCopy ”
< Cappy.-

Ce qui achéve la preuve.
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2.2 Définition et hypothese

2.2.1 Définition d’estimateur

Soit (71,72, - - ., M,) une trajectoire observée de n ott § C RIT2+P

est I'en-

semble des parametre inconnus du modele, pour estimer # nous considérons
la log-vraisemblance de (X, Xs,...,X,). Si f est la densité de probabilité

de n définit par :
1

Ly —m)2
o) = —=eH "

- Le modele GJR-GARCH(p,q) s’écrit sous la forme :

xt == nthtl/Za
q P
ht) = ag+ Y (X +%lx, o X7)+ D Bihes.
=1 =1

Et comme on a :

f(m,nz ,,,,, nn)(77177727 cee 777n) = H fn(”t)a
t=1

de (2.2.1)) on obtient :

f(771,772 ..... nn)(77177727--~,77n) = H \/ﬂeiﬁ(mim) )

i
N

(23

Nous utilisons I'intégrale pour obtenir la fonction f(Xj,...,X,)

ff(ﬂlﬂh ----- ﬁn)(nlan%"'ann)dnl--~dnn:f

21

(2.2.1)

oo dny,

o dnp.
(2.2.2)



On fait une changement de variable (ny,...,m,) — (X1,..., X,)
ona X, =nh'> telque 1 ~N(m,1),

= = X;hy ',

alors dn, = hy "2dX, Y t=1...n.

Donc devient :

1 _1 _n
%f(mﬂh ,,,,, nn)(7717772a---777n)d771'--dnn == (271_)721%6 t=1 (hg) 2dX1<h9) Zan,
n 1
| ¢ LY e
= x pe =l (R)T2)dX, ...dX,,
(2m)> <tl;[1 ’ )
n 1
1 f_éz(h?))l(xt—m(hé)m n 1
- = pe =1 (h’;) 2)dX;...dX,
(2m)> (tl;[l )
D’ou
L h )T (Xem(h) )
f(le 7Xn) - (271_)%(H(h2) 2)6 =t )
t=1
= (n i(hg)%)e—é(hé)*l(Xt—m(hé)%F_
baie 27
e La fonction vraisemblance :
| IR (Xemm) 3
10) = ——e =0 Ik ). (2.2.3)
(27)2 t=1

22



e La fonction log-vraisemblance :

L(o) = logl(6).

1 %i( ~1(Xy—m(h})?)>?

= gl gt 7 (ﬁ[ht Rl

= —nlog\/_— — Zlog ht Z m(hé>%)27

e Nous définissons respectivement la vraisemblance de loi Normale et le
quasi-vraisemblance de loi Normale par :

n

Soal0), al0) = los(hh) + (1) (X~ m(rf)?)”
SSSa0), a0) = loa(hi) + () (X - mip)

Comme (Xo, X_1,...) sont inconnus, généralement h) ne sont pas cal-
culables pour cela, au lieu d’utiliser la log-vraisemblance on utilise la quasi
log-vraisemblance.

Un EQMYV de loi Normale én est le maximisateur de Zn

)

0, = argmaxycg Ln,

= argming.g Z G;(0)
i=1

23



2.2.2 Existence et stationnarité

Proposition 2.2.1 Le GJR-GARCH définie dans est un processus

causal faiblement stationnaire satisfaisant E{X?} < oo. Si et seulement si

q

i=1 2 i=1
Pour assurer la stationnarité de , nous définissons ’ensemble

e = {9 C R1+2q+p \ (1 + m2) i(a@ + ;’%) + iﬁl < 1}.
i=1

i=1
Dans la proposition suivante, nous établissons une représentation pour h? en
termes de {X? ;}i>1.

Proposition 2.2.2 §i 6, € O, alors il existe une représentation causale
unique de h? donnée par

h =co+ Y e XP (2.2.5)

i>1

ot, il existe 0 < p, p, < 1 tel que,

¢ < Cipt, (2.2.6)
0c; (0 w :
¢i(6) < Cyipl, V1<j<1+4+2q¢+np. (2.2.7)
00y,
Preuve 3 ( preuve de la Proposition )
L’idée de la prewve suit celle du théoréme 1 de Bollerslev (1986)([4)]).
Soit X, est le processus GJR-GARCH (p,q) définit par :
Xe=nn/h(t) — n~N(m1), (2.2.8)
q p
h(t) = a0+ D (X7 4+ Yilly,_ o X7) + > Bibusi. (2.2.9)
i=1 i=1

24



Substituent dans on obtient :

q p
ht) = oo+ Y (e ihe—i + Yy i ihei) + Y Bihui,
i=1 i=1
I 2 I 2 2 P
= ao+ Y (] (o + D (ami s jhi—icj + vl i) + D Bibu—iy)
i=1 j=1 j=1
2 I 2 2 P
+ il coMi—i (0 + Z(ajnt—i—jht—i—j + ’le[m_i_j<077t—z‘—jht—i—j) + Z Bihi—i-j))
j=1 J=1
p q ) ) p
+ Y Bilao+ D (i jhuiog + vl oM hiig) + Y Bihuisj),
i=1 j=1 j=1
“+o0o
= ap > M(t, k). (2.2.10)
k=1
Alors
M(t,0) = 1,

q

p
M(t’ 1) = Z(aln?fz + %I[mfi<o77t2—i) + Z 61'7

i=1 i=1
q

p
M(t,2) = > (ani; + Yilly ocomi-) M(£ 1) + 3 BiM(t, 1),
=1

i=1
q

p
M(tv 3) = Z(O‘int{iM(ta 2) + %Hm—iwnt{z‘M(tv 2)) + Z BiM(tv 2)
i=1

=1

Et en générale

q P

M<t7 k+1) = Z(O‘intz—iM(t_i) k>+%]17h—i<ont2—iM(t_i7 k))+z BiM(t_iv k)

i=1 =1

(2.2.11)
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On a n? est i.i.d, le moment de M(t,k) est indépendant de t alors :

E{M(t,k)} = E{M(s,k)} pour tout k, t, s. (2.2.12)
De on déduire que

E{n}} = Var(n)+ E{n}",
= 1+m (2.2.13)

B, i} = [ o),

1

;(1 +m?). (2.2.14)

De (2.2.11)), (2.2.19), (2.2.15) et on obtient :

E{M(t7 k + 1)} = {Zq: z‘ntQ—iM(t — 1, k) + %]Im—i<077t2—iM(t — 1 k) + iﬁzM(t — 1, k’)},
=1 i=1
= E{Z( ity + Vil o "’Zﬁz}E{M(t k)},
i=1 i=1
7,:1 =1
= ((1+m? i (o + ;% —l—Zﬁz VWHLE{M(t,0)},
i=1 i=1
= (T4+m )Xq:(oci + ;%) + Zﬁi)’““. (2.2.15)

=1 =1
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En fin de (2.2.8), (2.2.10)) et (2.2.15) on obtient :

E{th} = E{nfht},

= Blay Y Mt k2,
= 0By E{ Y M( k).

k=1

= op(1+ m2) i E{M(t,k)},

k=1
q
== 1+m Zaz+ ’Vz +Zﬁz 1-

1=1

Donc E{X}?} < oo si et seulement si :

q
Zaz—i- %4—Zﬁl<1
=1 =1
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2.2.3 Hypotheses nécessaires pour la convergence d’EQMYV-
Normale

L’EQMV-Normale pourrait converger et étre asymptotiquement Normal,
mais cela nécessiter quelques hypotheses supplémentaires sur © et la fonction
h@ .

e Hypothéses H1(compacité) : © est un ensemble compacte.

e Hypothéses H2(Borne inférieur de la variance conditionnelle) : il
existe un constante ag > 0 tel que, V8 € © alors hg(x) > ap pour tout
x € R".

e Hypotheses H3 : E{(n, — m)*} = 1.

e Hypotheses H4 (Identifiabilité) : Le fonction hy est telle que pour
tout 0,0, € © , alors hy, = hy, implique que ¢, = 0s.
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2.3 Comportement asymptotique ’EQMYV

2.3.1 Propriétaires asymptotiques de la quasi vraisem-
blance

Lemme 2.3.1 Supposons que 6y € O et que X; est la solution causal et
stationnaire de (Xi)iez, alors pour tout t € N> :

E| B — b [ < CE{| Xo [} oi”(ht, ©))".

i>t

Avec

ago)(h’;, 0) = .Zlelg max([b; ()], b5 (0)]).

2.3.2 Consistance forte

Théoreme 2.3.1 Supposons que les hypothéses sont H1 — H4 satisfaites,
alors la suite d’EQMV-Normale (8,,) converge fortement, c’est-a-dire

~

0, — 0y p.s.

Preuve 4 ( Preuve du Théoréme|(2.3.1] )

Nous prouvons ce théoréeme en deux étapes dans la premiére étape une forte
loi uniforme des grandes nombres sur 0 satisfaite par —L,(0) qui converge
n

vers L(0) = —E{q(0)} est établi. Par suite, dans la deuziéme étape nous
prouvons que L(0) admet un mazimum unique en 6.

On prouve U’étape(1) par le méme fagon de la preuve du théoréme 1 de
Bardet, Boularouk et Djaballah (2017)([6]), la loi uniforme forte des grands
nombre satisfaite pour la moyenne d’échantillon (;)ien+ est obtenu en prou-
vant que E{|q:(0)|} < oo. Pour tout t € Z et sous U’hypothése H2, on a :
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4:(0)] = [log(hb) + ()™ (X, — m(hb)7)?],
|log(hy)| + (X (hh) ™2 —m)?,

<
< [hpl+ (Xu(hh) "2 —m)?,
< |hg|+(<:§§;—m)2.
Donc :
sup [qu(6)] < hp| + (- —m)’, (2.1
()2

on, E{X?} < oo d’aprés la proposition et E{|h§|} < oo d’aprés
le Lemme 1 de Bardet et Wintenberger (2009) ([1]) ce qui implique que
E{|¢:(0)|} < oo, d’ot on conclut que :

|711Ln(9) _ L)) — 0. (2.3.2)

n—-+o0o

Maintenant nous allons montrer que :
1L, (0) — Ly (0)] —22— 0. (2.3.3)

1
n n—>-+o0o

En effet, pour tout € © et t € N*
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0
= log (Zg) + (Xu(hp) 2 —m)? — (Xu(hp) ™2 — m){
= log (ij) + (X (h) ™7 — Xu(hl) ™2 ) (Xu(Rl) ™% + X,(hf) ™2 — 2m),
< tog (1) + (i) - x00)) (5t + X0,
< Zg =1+ ((h) ™" = (hp) ) X2,
hly —

Alors :

13:(0) — a.(0)] (g — B, ey + [ty — hplag * X7

Clhg — gl (1 + X7),

IA A

avec C' > 0.

D’aprés le corollaire 1 de Kounias et Weng(1969)([19]), il suffit de montrer
que il existe un s € [0, 1]telle que :

S LE(G0) - (0)} < .

s
t>1 t
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De l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec s =1

E{|3.(0) — a.()|} < CE{(1 + X2)*}2 x E{(|h} — h}|)*}2 (2.3.4)

D’aprés la proposition(2.2.1),le lemme(2.3.1), et la relation (2.3.4) on a

E{|X:]*} < oo et E{|5:]*} < oo ce qui implique :

E{|a(0) - :(0)]} < CE{IXo"}2 (X o} (0}, ©

j>t
<X a(e},0)),
j=>t
<Cy p,
j>t
S C/,Ot-
1
Tel que C' = C' x max(Cy,Cy) et p = pf.
Nous avons donc :
Cl
Z<mm — (6 }<Azp (avee A= ——).
i1t t>1 - P

Cette série est fini car 0 < p < 1, par conséquent, nous obtenons :

1"\ p.s
;;Mt — q:(0 |:+;j>0 < E|Ln(0)_Ln(9)| mo
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Comme on a :

S Lu6) O] = | Eu(6) ~ - L(6) + - La(6) — L6)],
< 2AEa(0) = La(O)] + |- La(0) — L(O)
Donc :
izn(e) :p;j L(6). (2.3.5)

Pour prouver ’étape(2) on suppose que L(0) admet deux mazimum 0 et
Oy telle que 6 # 6y, pour 0 € © on a :

L) = —E{a®)},

D’autre par on a :

L(6o) = —FE{q(0)},
= —E{log(hh) + (Xu(hp,) "2 — m)?},
= —E{log(hb,) + (hh,) " (Xe — m(h,)?)*},
= —E{log<h20>+< >2},
= —B{log (h})} —

Par suite en utilisant I’Hypothése H3, nous obtenons :
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Mais pour un ny suivant une distribution de probabilité symétrique, nous
avons pour tout m; € R*, E{(n; — m +my)?*} > E{(n; — m)?} =1, d’ou :

ho\ | lay
L(Qo) — L(Q) > E{ log hg} + hig — 1,
0
hy
> H(hé’).

Avec H(z) = —log(z) — 1 4+ x. Mais pour tout x € [0, 1{U]1, o0, H(z)>0

et H(1)=0. Par conséquent si 6 # 0y, on aH(%) >0 (=0si6=0y). Cela
0

implique, de Uhypothése H4 (identifiabilité), que L(0y) — L(0) > 0 presque

stirement pour tout 0 € ©, 0 # 0y. Dot une borne supérieur de L(0) est

atteinte seulement pour 0 = 0y qui est un mazimum unique.
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2.3.3 La normalité asymptotique

Maintenant, nous donnons le théoreme prouvant la normalité asympto-
tique pour TEQMYV.

Lemme 2.3.2 Soit 0y = (g, 1, ooy Qg Y1y ooy Ygs P ooy Bp) avec Xy une solu-

tion stationnaire de , alors on a :
1 0L,(6h) »p

— > N, . 2.3.
N 1(0,G(6y)) (2.3.6)
Avec G(0y) la matrice définie dans par
9q:(0o) 0q:(0o)
e < . .
G(0o) E{ ST} }pourl i, <p+q+1 (2.3.7)

Preuve 5 ( preuve du Lemme|[2.5.9 )

Le preuve est divisée en deux parties, premiérement nous prouwvons que (0g;(0)/00;; F;) =

h(X_1,...) est une martingale de différences et deuxiémement nous avons
appliqué le théoréme central limite pour les martingales de différences

Pour prouver que (0q,(6)/00;; F;) est un martingale-différences, si ses espé-
rances mathématiques par rapport au passé sont nulles :

) - -l B )
= B =) = G — ),
= 0.
Pligal) = Pl 5 =i e ol =37 Gt = ).
= B{ hflg;lf(" m)? + h; 12?( —m(m —m))|},
= B{|n aht m(n —m) — (m —m)?|},
< h,:lg;f\(um(mmwm—m>2)},
oh
< cr{l5 )
< 0OQ.
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Donc (0q(0)/00;; F) est un martingale-differnces.
Maintenant, pour appliquer le théoréme centrale limite d’un martingale-différence,

nous prownons que B{0} <
E{ggt }2 — E{(htlg};( y —m)? + Ryt 39:(1 —m(n — m))}Q,
= B{( )" (1= n = m)? =l =)}
= B{(n G (1= mn = m) = = m?)’),
- E{(h;lg];:)2((1 —m(n —m) + (g — m)" = 200 — m)* + 2m(n — m)*) },
< (5}
<

et comme on a E{(n; — m)*} < oo, E{(n; — m)*} =1, et
E{(m —m)’} = E{n, —m} =0.

Par suite
0u(0) 12 _ N~ oy 0i(6) )2
B T5g 1 =Xl | <

g, Oqi 2 _,Oh, Oh

{5090 ) {7255 5 (L= (1 = m)* = m(m = m))*},
7 7 1 J
_o0h, Oh

= B{(h 55 )} EL(L = (= m)? —mln. — m))*}:

_,0hy Ohy
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Le théoreme centrale limite pour les différences de martingale implique
que :

_%aLn(QO) D

06 n—>+400

tell que G(0y) définie dans[2.5.7]

> Na(0,G(6)), (2.3.8)

n

Théoréme 2.3.2 (La normalité asymptotique)

Soit X; une solution stationnaire de (2.1.1), avec 6y € ©, E{X}} < o0,
et que les conditions du théoréme vérifiée, si la fonction de probabilité
cumulée de & est continument différentiable alors

Vn(6, — ) _’)%> Ny (0, F7'\GF ™). (2.3.9)
Ou les matrices G(6o) définit dans[2.5.7 et F(6y) est définit par :

52%(90)
60i80j

F(6,) = E{ }pour 1<, j <p+q+1. (2.3.10)

Preuve 6 ( preuve du Théoréme(2.5.9 )

La premiere dérivée de L,, est

aLn - aqt
56, ~ 2 o6,
avec
dq _,0h _,0h 1 -30h 1
90, o, " gg, X mhi)* —mh ap (Xo = m(h))
1 0L(6,) .

De puis 60y € © et @ — by, extension de Taylor de —

N

1 0L,(0,) 1 OL,(6) 10°Lo(0ni) -
Tno06, i 00, Tn odos, V'O~
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Avec n suffisamment grande telle que (0,;) € ©, qui est entre 6, et bp.
En utilise la consistance de 0, et résultat de lemme(m, on déduire que

1,0%°L,(0,
I = —n(agé@i’))lgsfi — F(6).
Tel que F(6y) définie dans(2.3.10)
et
0%q,(0) _, 0%n _30hy Ohy O,

_ ( t) _ (ht)—Qahg ahé [(Q(ht) _( t) 2

90,00; o 00,00, Y 00; 06 706, 00, 700,00
12 _,Oh}, Oh! 1 1

(X —m(hg)2) + ((h) 222 =20) (m(hl) =2 (X; — m(hp)?))]

09, 90
_, Oy Ol _, 0%k

§ t ot ty—1 . t\1
HGUD 55 G~ o)™ gggg,) (k)73 (Xe = m(k)2)
1 a2 90 Oh
o) 5, 50,

et comme on a E{(ht)™ (X, — m(h})2)?} = E{(n; — m)2} =1, et
B{(h%)~2 (X, —m(hb)?)} = B{n, —m} = 0, nous obtenons

0%q;(0) 1, Ohl Oh,
E = (1+-m*)E{(hy) 2 2—L1.
{aejaei} (1-+ 3m*) B{(h) 20, 50, )
F(6y) est une matrice inversible, et il existe n grand qui met F,, est une ma-
2q,(0
trice inversible. En plus, puisque E{Hg;{gejH} < 00, la loi uniforme des
2
grands nombres pour a@@itﬁ(gz Implique que

0L, (0,) aLn(eo))
0 06

~ 71i
\/H(en - 80) - _nFn \/ﬁ(

En utilisant le lemme|2.5.2 on obtient théoreme|2.5.2 puisque ‘%3720”) =0 (§n

(2.3.11)

est un extremum local de L, ),

ﬁ' 00 90

{1 oL, ai"|}%0.
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9G:(0)  Dq:(0) ~ Ohy Ol - _, Ol ~1
| .~ o, = | a?,-‘ht . (X, - mht) +h; a—gm(x mh; )
oh oh 1.2 oh ~1
-1 t 2 t 3 —1 t 2
—(; 50~ o (X0 —mhi) +h, aeim(Xt—mht)),
1y, 0R? ,On? ~1 ~ L0 ,0h?
= 5l(A G — g ) (4 m(Xe —mh)) — (B et — i)
(Xt - mht) )
< ! \(aﬁf - ahf)(1+m(x — mh7)) - (%3 - ah?)(x — mh?)?
= 2a21N06;, 06 ' ! 00, 090,/ v
1 (|0h2  on? S1 (O on} 54
< (’aa ]|1+th mh?)| + % o (X, —mh2)?) .
De la proposition|2.2.2, on peut écrire h? ce la forme causal h? = Y ¢; X? ,,
i>1
o1l
< 7
80k >~ CQZp*7
pour tout § € © et i <0 < oo. Donc
8@ 8q A% "% . 4
20000 — O] < a1+ (X, = )+ (%) S X
[ 1<00
Donc E{’ 20, oo, ‘} < 00, puisque E{X}/} < +o0.

Lemme 2.3.3 Soit 0y = (o, 1, ..oy Qgy Y1y ooy Vg B1y -5 Bp) ) avec Xy une so-
lution stationnaire de , alors on a :

10°L,(0)  9°L(0)
n 06000’ 06000’

s 0?L,(0)
p \ n — —
o — 0 avec 000 E{

82(]0(9> }
0000
(2.3.12)

Preuve 7 ( preuve du lemmem)

Le deuzxieme processus dérivé est stationnaire ergodique (c’est
tezZ

92
une fonction mesurable de Xy, Xy_1,...) par conséquent, il satisfait a une loi

uniforme des grands nombres, si son premier moment uniforme est borné.
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Par conséquent, en utilisant la borne he < agt, il existe ¢ > 0 tel que

82qt(0) ‘

I, Ohl Oht 4, Oh ORY D%,
-1 0 t\—2 0 0 2 ht -2 0
00,;00; h K (o)™ )

t J— PE—
‘(he) 90,00 (7o) 90, 00 6, 96, ~ (ko) 90,00;
t\% 2 t 723%3}13 t\—3 t\%
(X1 = m(RG)2)" -+ ((h) ™ 5 . ) (k)3 (Xe = m(5)?)))

(GG 5ot = ) ) () 56— mini )

1, _,Ohtoh
Fom ) 5, 50,
R, 1, 01, Ol

= | 06,08, * 5"~ (ko) 09; 06; (2000)° ggt ggt (hg)—Qa‘ng%i)
2
(= mins) 4 (G052 Gt — () ) (m0) 4% = m(ri) )|
0%h Ohy (| Oh Ohy (| Oh 9’h 1
= mag atg ‘7 _1H tH tD ( tH : agjagi‘)(Xt_m(ht)2>2'
Nous concluons que E{ |(?;:ta(g> } < oo depuis, tout t € Z,1 < 1,5 < d
tgd=1+j+1 s )
E{X?} < +o0, E{| by |} < +o0, B{ gz } < +OO’E{|8(Z£;J»|} < 4o0.
En conséquence, le LUGN pour 85220)
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Chapitre 3

Etude numériques

Dans ce chapitre nous réalisons les expériences de type Mont-Carlo
sur le comportement du QMLE-Normale (m,1), dans le cas du processus
GJR-GARCH(1,1) définie par X; = n;1/hs, & Paide du programme R pour
différentes tailles d’échantillons. Nous illustrons la consistance du parameétre
0, obtenu A travers le tableau. En fin, en réalisant une représentation en boit
des parametres de processus qui explique la différence entre le RMSE (57(10))

~

et le RMSE (6,,).
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3.1 La consistance

~

Dans cette section, nous illustrons le RMSE (6,,) pour plusieurs tailles
d’échantillons (n = 100,n = 500,n = 1000) avec des valeurs différentes de
la moyenne du bruit blanc (m = —0.3,m = 0.0,m = 0.2,m = 1.0), nous

exposons les résultats dans le tableau |3.1]
Considérerons le GJR-GARCH(1,1) définie par :

1
{ Xt = nih{
hy = g + alXtQ—l + 71]1Xt,1<0X152_1 + Brhia

Avec ap = 1.0, a =0.2, =03, vy =0.2

m=—0.3 m=20 m = 0.2 m=1.0
57(10) §§Lm) 5;0) évgm) §§L0) §1(1m) QASJ) égm)
n=100 g 0.647 0.562 0.467 0.467 0.662 0.612 1.739 0.581
o 0.185 0.169 0.188 0.188 0.162 0.153 0.272 0.079
15} 0.249 0.230 0.248 0.248 0.328 0.319 0.227 0.206
¥ 0.226 0.202 0.226 0.226 0.238 0.225 0.477 0.317
Somme 1.307 1.163 1.129 1.129 1.390 1.309 2.715 1.183
n=500 qg 0.336 0.289 0.304 0.304 0.335 0.317 1.175 0.208
« 0.120 0.106 0.086 0.086 0.073 0.072 0.215 0.032
15} 0.137 0.136 0.158 0.158 0.169 0.168 0.086 0.079
v 0.133 0.117 0.126 0.126 0.146 0.139 0.416 0.184
Somme 0.726 0.648 0.674 0.674 0.723 0.696 1.892 0.503
n=1000 qag 0.250 0.179 0.183 0.183 0.235 0.207 1.026 0.169
o' 0.075 0.067 0.060 0.060 0.055 0.052 0.203 0.024
6] 0.086 0.085 0.092 0.092 0.107 0.102 0.074 0.068
v 0.093 0.079 0.082 0.082 0.100 0.094 0.328 0.150
Somme 0.504 0428 0.417 0.417 0.497 0.455 1.631 0.411

TABLE 3.1 — Racine-erreur quadratique moyenne des 520) et 0, pour les pro-

cessus GJR-GARCH considérés.
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La représentation en boites

Nous représentons les paramétrer (ag, a, 3,7) en boit pour déférant
tailles d’échantillons avec m=0, m=1, dans les figures [3.1] 3.3 res-

pectivement.
n=100 n=500 n=1000
JR .
ﬁ : @ i 3 E
: N i
o ‘ 3 ‘
9 ‘ :
2
@
; g
] ™ ' '
° ‘ c . © '
‘ ‘ 3 :
o _ . .
g
n=100 n=500 n=1000
‘ | : : g s
o : :
o ' '
o ' ! 2 !
o ‘
2 ‘
i
N ] 3
o : :
4 ' '
- ' e '
‘ : 3 ‘
' o ' !
: ° Em— e
o . — o ! o .
g g

FIGURE 3.1 — Représentation en boite de ay.
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n=100 n=500 n=1000
n=100 n=500 n=1000
FIGURE 3.2 — Représentation en boite de a.
n=100 n=500 n=1000
: i : —
n=100 n=500 n=1000
: ) i g

FI1GURE 3.3 — Représentation en boite de [3.
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1
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!
——
. —
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0.0

02 04 06 08 1.0

0.0

FIGURE 3.4 — Représentation en boite de 7.

Il est clair que le RMSE diminue a mesure que la taille de I’échantillon
augmente et les champs des parametres se rapprochent du champ réel pour
la base d’erreur moyenne (m=1) mieux que (m=0), ce qui valide les résultats
théoriques (cohérence des estimateurs).
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Conclusion

Dans cette mémoire, notre travail s’est basé sur I’étude de modele
GJR-GARCH dans le domaine de la modélisation des séries chronologique.
Tout d’abord nous avons mentionné des définitions fondamentales, propriétés
des processus stochastiques et quelques notions de bases.

Par suite nous avons défini le modele GJR-GARCH qui introduit
par Glosten, Jagannathan et Runkle et d’estimateur de quasi maximum vrai-
semblance Normale avec des conditions assurant l’existence et la stationna-
rité. Nous avons proposé des Hypotheses pour montrer les propriétés de la

consistance forte.Nous avons terminé par prouver la normalité asymptotique
de 'EQMV-Normale (m, 1).

Enfin, nous avons présenté une simulation de type Monte-Carlo
pour confirmer les résultats théoriques obtenus. Nous avons fait une com-
paraison entre les deux estimateurs (57(10)7 §n), oll nous avons remarqué que
le GJR-GARCH avec erreurs Normale (1,1) est mieux dans certains cas que
GJR-GARCH avec erreurs Normale (1,0). Finalement, Nous avons fini par

une représentation en boit des parametres de processus.
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