) el JRanall Ay i) 320 ) ganl
République Algérienne Démocratique et Populaire
alad) Gial) g el aslatl) 3 ) 5 9

Ministére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

————
i e Mi

ire de MI

[

Cenire Universit

Centre Universitaire
Abdelhafid Boussouf Mila

Institut des sciences et de la technologie Département de Mathématiques et Informatique
Mémoire préparé En vue de ’obtention du diplome de Master
En: Mathématiques

Spécialité: Mathématiques appliquées

METHODES NUMERIQUES POUR LES
, EQUATIONS
DIFFERENTIELLES FONCTIONNELLES

N

Préparé par : o KHENFRI Reguia
e TORCHE Khoula

Soutenue devant le jury

Boudjamaa LABELD MAA  C. U. Abdelhafid Boussouf, Mila Président
Chafika SEKHANE MAA C. U. Abdelhafid Boussouf, Mila Rapporteur
Hafida LAIB MCA C. U. Abdelhafid Boussouf, Mila Examinateur

Année universitaire: 2021/2022

o
0
?
¢
0
¢
¢
0
?
¢
¢
0
?
¢
0
¢
¢
¢
?
¢
¢
0
¢
¢
0
¢
¢
¢
0
0
¢
0
¢
¢
¢
¢
¢
¢
0
0
0
¢
¢
0
?
5
¢
0
?
5
¢
¢




n

REMERCIEMENT

Nous remercions Allah avant tout car a lui seul revient les
louanges.

Nous adressons nos sincéres remerciements a notre
encadreur, Madame sakhane chafika pour avoir accepté de
nous encadrer, pour son enseignement, son support et pou
son accompagnement a travers ses conseils et notes qui ont

été tres utiles dans la réalisation de ce mémoire.

Je tiens a remercier professeur Hafida Laib de pour nous
avoir soutenue et encourageée tout au long de la préparation de
cette memoire, et pour avoir inspirée et guidée durant le
cheminement de ce travail.

Nous remercions les membres du jury pour I’honneur qu’ils
nous ont fait en acceptant de siéger a notre defense et de
revoir notre travail.

Enfin merci nous famille, notamment a nous parents dont
I’affection et les encouragements nous ont rendue la vie
vraiment plus agréable, nous remercions également ceux qui
nous ont aide de pres ou loin a réaliser ce travail.




Al bl Y alaall (e A £ 63V Apaae 5 4 ki Al Ho Liad | 3 SAdl) 028
i 5al ae dlalail) Vel (e padll 4a s o g Al ALl dlalal)
AR o lalatl) sl 5 aball laladll cYaladl)

Aladil o 288 dgaaal) ) ) 8 Lol Jadl Ao g g 3sa g Al o Liad 4 plail) A jal) 4
¥ olaal) (e sl 3] g ) ) A S 25 S a3 5k

Abstract

In this note, we have studied theoretically and numerically certain types of
functional differential equations, or integro-differential equations, in particular
differential equations with constant delay, neutral differential equations and
differential equations as the case may be.

In the theoretical study, we studied the existence and uniqueness of the
solution. In the numerical study, the aggregation method of Taylor polynomials
was used to find the approximate solution for this type of equations.

Résume

Dans cet mémoire, nous avons étudié théoriquement et numériquement
certains types d'équations différentielles fonctionnelles, ou d'équations intégro-
différentielles , en particulier les équations différentielles a retard constant, les
équations différentielles neutres et les équations différentielles dépendant de
I'état.

Dans |'étude théorique, nous avons étudié I'existence et l'unicité de la
solution, dans I'étude numérique, la méthode d'agrégation des polynémes de
Taylor a été utilisée pour trouver la solution approchée pour ce type
d'équations.
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INTRODUCTION

Les équations différentielles sont apparues historiquement tout au début du dé-
veloppement de 'analyse, en général a ’occasion de problémes de mécanique ou de
géométrie.

Une théorie classique dans la modélisation mathématique d’une transformation
physique est de supposer que le comportement futur du systéme peut étre résumé,
dans le cadre déterministe, par son seul état présent, sans dépendre de son évolu-
tion antérieure. Cette supposition conduit a une modélisation sous forme de systéme
d’équations différentielles ordinaires. Mais il existe de nombreux cas ol cette théorie
est mise en imperfection, et il est alors nécessaire de prendre en compte d’autres phé-
nomeénes, ce qui entraine alors pour l'analyse du systéme un surcroit de complexité,
Parmi ces raisons figure le phénomeéne de retard.

Les équations différentielles & retard sont étudiées de puis au moins 200 ans par
E.schmitt(1911),il a été analysé dans les années cinquante; et 'une des premiéres
approches est présenté par 'Krasovskii’ (1977), qui généralise la deuxiéme méthode
de ’Lyaponov’. Ensuite de nombreux auteurs, ont développé différents problémes,
concernant 'analyse de la stabilité des équations différentielles, avec un argument
retardé.

On peut les rencontrer dans plusieurs domaines d’applications, notamment en
économie, physique, médecine, biologie, écologie,...etc. La signification du retard dans
un tel ou tel modéle peut étre différente : le temps de gestation en biologie, le temps de
réaction en conduite automobile, la période d’incubation d'une maladie contagieuse,
le temps d’accumulation, le temps nécessaire pour la maturation des cellules ou la
transformation d’un type de cellules en un autre et la dynamite inventé par ’Alfred
Nobel” dispose d’un dispositif (la méche) pour retarder le déclenchement de son
explosion, son utilisation, serait difficile sans cet artifice. D’aprés cet exemple, on
remarque que le retard peut étre utile, il peut méme étre absolument nécessaire .

Les équations différentielles & retard peuvent étre classées comme linéaire ou
non linéaire, autonome ou non autonome. Le retard est généralement une constante



positive, une variable dépendante continument du temps ou de 1’état ou distribué
et se traduit comme un temps nécessaire pour quel systéme répond a une certaine
évolution, ou parce qu’'un certain outils doit étre atteint avant quel systéme ne soit
activé.

Dans ce mémoire on s’intéressera aux équations différentielles fonctionnelles a
retard et plus précisément aux résultat d’existence et d’unicité de la solution ou
bien de trouver la solution approcher de certaines classes d’équation différentielle ou
d’équation intégro-différentielle.

Equations différentielles a retard (EDR) avec des données initiale continues est
défini par : y'(t) = f(y), t € [0,a] avec f est une fonction continue et y,(0) =
y(t+6), 6e[-1,00on7>0,y:[-7,0] —R", a>0,y € C([—7,0,R")

Ce mémoire se compose de trois chapitres :

Le premier chapitre, étudier les équations différentielles a retard constant et dé-
pendant de I'état (définition, existence et unicité de la solution et des application).

Dans le deuxiéme chapitre, consacrer les équations différentielles a retard de type
neutre (définition, existence et unicité de la solution et une méthode numérique pour
trouver la solution approcher).

Le troisiéme chapitre, sur les équations intégro-différentielles a retard ot nous
présentons la méthode de collocation basée sur les polynémes de taylor pour trouver
la solution approcher.



CHAPITRE 1

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FONCTIONNELLES A RETARD

Ce chapitre est consacré a I'étude des équations différentielles fonctionnelles a
retard de type constant et de type dépendant de 1'état.
En présentant quelques notions théoriques relative a ’existence et 'unicité de solution
(voir [10], [12], [19], [16]).

1.1 Définitions générales

Définition 1.1.1.
Soit E un espace de Banach et A : E — E, un opérateur. On dit que A est une
contraction(ou contractant), s’il existe une constante 0 < k < 1 tel que :

Az — Ayllp < kllz - ylle Vr,y € E.

Théoréme 1.1.1. (Ascoli)

Soit E un espace métrique compact, soit H un sous espace de C(E) qui est 'en-
semble des fonctions continues de E dans E. On suppose que H est uniformément
équicontinue i.e : Ve > 0,36 > 0

tel que :

d(y1,y2) <0 = |f(y1) — f(y2)| <e.

alors E relativement compact dans C(E).

Définition 1.1.2.
On dit que la fonction f : R* — R est localement lipschitzienne par rapport a y si



pour ¥(to,yo) de il existe un voisinage de (to,yo) dans lequel f est lipschitzienne
dans ce voisinage.

Définition 1.1.3.
Sotent E et F' deux espaces topologiques, une fonction h : E — F' est dite compact
si ltmage de tout borné de E est relativement compact dans F.

Définition 1.1.4.

Soient E et F' deux espaces de Banach et f : E — F une fonction :

[ est dite compacte si l'image f(E) est relativement compacte dans F'.

f est dite complétement continue si elle est continue et l'image de tout borné de E
est relativement compacte dans F.

Définition 1.1.5.

f:R™ — R™ est Fréchet dérivable(ou différentiable au sens de Fréchet ) en y il existe
une forme linéaire L : R™ — R™ telle que f(y+h) = f(y)+L(h)+|h|e(h), Vh € R",
ot e(h) = 0 quand h — 0. On pourra noter f'(y) = L la forme linéaire.

Définition 1.1.6.
Une équation différentielle a retard (EDR) est une équation de la forme :

yl(t) = f(t,y(t),ve),
{ Yio (0) = (0). (1.1)

Ou y(t) € R™ est l’état du systéme (1.1) a Uinstant t, f est une fonction continue
sur R avec f(t,0) =0

L’équation (1.1) indique que la dérivée de [’état y(t) a linstant t dépend du temps
présent t et de U'état y,(0) € C définie par y(0) = y(t + 0), pour tout 6 € [—,0].

Et pour lesquels le domaine de définition C' est un sous espace de C([—,0],R").

Remarque 1.1.1.
La condition initiale yy, peut ainsi étre représenté par une fonction continue ¢ de la
forme suivante : y(to + 0) = ¢(0) pour tout 6 € [—7,0].

Exemple 1.1.1.
Si a,b et ¢ fonctions continue :

1. Equation différentielle a retard lincaire : %(t) =g(t)+alt)y(t)+b(t)y(t+0).

. d
2. Equation différentielle a retard non linéaire : d—‘;{(t) = g(t) + a(t)y*(t) +
b(t)y )y’ (t+0) + c(t)y(t)y(t +0) .

3. Si g(t) =0 Uéquation (1)et (2) sont dites homogeéne.
4. sia,c =0 Uéquation (1) et (2) sont dites autonome.



Exemple 1.1.2.

Dans cet exemple, on explique une signification d’un retard dans les modéles de
prédateur-proie :

La chauve souris, a la chasse, étant aveugle, elle émet des sons, pour utiliser les
parois des grottes, afin de localiser sa proie. L’écho obtenu par le rebondissement de
ces cris représente le retard qui dépend de ’état, qui est le prédateur.

1.2 Equation différentielle fonctionnelle a retard constant

1.2.1 Notations et définitions

Définition 1.2.1.
On appelle équation différentielle a retard constant toute équation de la forme :

y' () = f(ty(t), y(t = 7)), (1.2)

ot f: R* — R, une fonction continue et T un nombre réel positif que Uon appelle
le retard.

Remarque 1.2.1.

Pour déterminer la solution de l’équation différentielle (1.2) sur un intervalle

[to, to + 7], il faut connaitre y(t) sur un intervalle antérieur [to — 7,1¢]. c-a-d pour ¢
une fonction continue sur l'intervalle [ty — T,10] @ valeurs dans R, y(t) = ¢(t).

1.2.2 Existence et unicité

Soit le probléme de Cauchy suivant :

{ y'(t) = f(t,yt),y(t — 7)), pour t>0 (1.3)
Ylto—T,to] = Qo(t)v pour 1€ [_7_7 0] et pe C([_Tv 0] 7R) '

Théoréme 1.2.1. [16/

Si f : R® — R est continue alors le probleme (1.3) admet au moins une solution, si
de plus f est localement lipschitzienne par rapport auzr deux derniéres variables alors
cette solution est unique.

Théoréme 1.2.2. [16/

Soit f : R* — R une fonction continue localement lipschitzienne par rapport  la
troisieme variable, Yty € R, on se donne une fonction ¢ : [ty — 7,to] — R continue
alors, le probleme (1.3) admet une solution unique sur tout intervalle [to — T, o] avec
a € (0,400l

Définition 1.2.2.

Une fonction définie sur [ty — 7,+00[ & valeur dans R différentiable sur [to, +oo]
est une solution de l'équation (1.2), si est seulement si elle vérifie les conditions
sutvantes :



1‘ y[tofT,to] == 90
2. y'(t) = f(t,y(t),y(t —7)),  Vt& [to,+oo]
Autrement dit :

o), te[to— 7 t,
y(t) = o(t) _|_/ f(s,y(s),y(s—7))ds, te€lto—T,+00[.

to

Exemple 1.2.1.
Soit ’équation différentielle a retard constant.

y'(t) = —y(t — 5)-

qui admet comme solution y(t) = sint.
Cette solution s’annule pour t = km, tel que k € 7Z, mais elle n’est pas identiquement
nulle.

1.2.3 Application d’équation différentielle & retard au dyna-
mique de population

Les équations a retard jouent un role cruciale dans la modélisation de nombreux
domaines. [16|Dans cette paragraphe nous présentons un exemple d’application d’une
phénomeéne biologique.

Considérons une population composée d’individus jeunes et adultes. Soient :

P(t) : La densité d’adultes & un temps t.

7 : La longueur de la période juvénile pour chaque individu.

« : Taux de mourir.

[ : Taux de survie des juvéniles.

Alors, la dynamique de la population P peut étre décrite par ’équation différentielle
a retard suivante :

P'(t) = —aP(t) + fP(t — 7). (1.4)

P(t — 1) : Signifie que les nouveaux nées deviennent adultes avec un retard, alors la
variation de la densité de population P comprend des valeurs courantes, ainsi que
des valeurs au passé. Pour intégrer I’équation (1.4) en certains temps t € [0, 7], on
nécessite de prescrire la valeur P(t — 7). Alors on doit considérer une fonction sur un
intervalle de longueur 7, pour cela on prescris P sur l'intervalle [—7, 0], ensuite, on
pose P(0) = p(#) pour 6 € [—7,0] Ou ¢ est une fonction donnée.

Explicitement, on a alors pour tout t € [0, 7],

P(t) = p(0) exp(—at) + 7'/0 exp(—a(t — P)o(s — 71))ds.



1.3 Equation différentielle fonctionnelle a retard dé-
pendant de I’état

1.3.1 Notations et définitions

Définition 1.3.1.
On appelle ’équation différentielle a retard dépendant de l’état une équation de la

forme :
y'(t) = f(t,y(t), y(t —7(y(1))), t=>0, L5
y(t) = (t), te[—a,0]. :

ot f : R* — R une fonction continue.
et 7:R—[0,400], —a = meag(T(y)) et ¢ € C([—a,0,R)
y

1.3.2 Existence et unicité

Soit I’équation différentielle a retard dépendant de 1'état de la forme (1.5),
On supposons que f et 7 vérifient les hypothéses suivantes :

1/ f est localement lipschitzienne par rapport a y(t) et y(t — 7(y(t)))).
2/ 7 est localement lipschitzienne.

3/ f est bornée sur les bornes.
Alors :
Pour un nombre positif T, soit E l’ensemble des fonctions continues de
[—a, T a valeurs réelles muni de la norme infinie, £ est un espace de Banach.

Proposition 1.3.1.
Soit C, 1 le sous ensemble de E défini par :

Cor=1{ yel , ys)=p(s) Vsel[-a,0]
[yl <p et |y(t) —y(s)| <plt—s| Vi, s€[-a,T]}

Pour tout (p,p) € R?, Cy, 1 est compact.

Démonstration.
Pour démontrer C,, - est compact, il faut montrer que C,, 1 est relativement compact

et fermé.

Etape 1 : C, 1 est relativement compact :
D’apreés le théoréme d’Ascoli, C,, r soit borné et uniformément equicontinu.

1. Il claire que Cy, 1 est borné par construction.



2. Pour tout y € Cy, 1 et pour tout ¢,s € [—a, 7] on a :

ly(t) —y(s)| < plt — s, (1.6)
Pour tout £ > 0, et pour [t — s| < <
p
Alors(1.6) donne

ly(t) —y(s)| <e.
Donc Cy, r est relativement compact.

Etape 2 : C, 7 est fermé :
On prend une suite y,, dans C, 1 qui converge vers y i.e.

lim yn(t) = y(t)

n—>-+o0o

, Et on montre que y(t) € C,r
Alors, pour n € Non a :

yn(s) = p(s) Vs €[-a,0],

Par passage a la limite, on trouve :

lim y,(s) =p(s) Vse€[—q,0],

n—>-+oo
Alors
ly(t) —y(s)| = [y(t) = yn(t) + yn(t) = yn(s) + yn(s) — y(s)|
< [y() = yn(@)] + [Yn(t) = yu(s)| + [yn(s) — y(s)]

D’aprés la définition de limite, on obtient :
ly(t) —y(s)| <e/2+u|t —s|+e/2=ec+ R|s —t]|,¥e > 0,VR > 0,Vu > 0
Ainsi

[y(t) = y(s)| < plt — |

Et nous avons

| lim g,

n—-+4o0o

Iyl

IA

lim gl

p.

IN

Alors y € C, p donc Cy, 1 est fermé.
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Théoréme 1.3.1. [19]

Supposons que les hypotheéses 1/, 2/ et 3/, sont vérifiées, alors pour toute fonction ¢
dérivable avec |¢'| < R pour tout R > 0. Alors, le probleme (1.5) admet une solution
unique.

Exemple 1.3.1.
Considérons le probleme suivant :

y'(t) = —2sin(y(t — ((~y+1)/2))) vt>0
, y(t) =exp(—t) Vt<0

alors = 7(y(t)) = (—y+1)/2 et f{t,y(1),y(t —7(y(1)))) = =2sin(y(t - ((-y+1)/2))),

1
o(t) = exp(—t) et a = %%XT(@) = max T(exp(—t)) = g=a=g

1. Il est claire que f € C* par rapport d y donc il est localement lipschitzienne.
2. T est localement lipschitzienne.

3. Comme la fonction siny est borné par 1 pour tout y, alors f est borné par 2
Alors les hypotheése 1/, 2/ et 3/ sont vérifiée, de méme p(t) = e~ est une fonc-
tion dérivable est borné par 1, Alors d’aprés le théoreme (1.8.1) cette équation
admet une solution unique y(t).

1.3.3 Application d’équation différentielle a retard dépendant
de I’état

Pour bien comprendre cette application on propose de définir les notions suivantes|16] :

Hématopoiése
Hématopoiése est une phénoméne trés actif qui assure chez un adulte sain la

production quotidienne de plusieurs certaines de milliards de cellules sanguines, elle
se déroule dans la moelle osseuse.

Cellules souches hématopoiétiques

Les cellules souches hématopoiétiques notées CSH sont des cellules de base
qui se transforment en différents types de cellules sanguines, qui ont des fonctions
distincts. En se développant, les cellules souches deviennent des cellules blastiques qui
sont des cellules sanguines immatures. Avec le temps les cellules blastique prennent
la place des cellules normales.

Moelle osseuse

Substance molle et grasse contenue a l'intérieur des os. Lieu de la formation
des cellules souches de I’hématopoiéese ainsi toutes les différentes cellules sanguines.

11
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FIGURE 1.1 — Cellules souches hématopoiétiques

Modéle de Mackey-Glass

Le premier modéle mathématique de la dynamique des CSH est due a Mackey
en 1978, qui a été utilisé pour comprendre des différents maladies sanguines telle que
les leucémies qui sont définies comme des cancers des cellules sanguines en formation
qui générent des différentes maladies selon le type de ligné affectée. Il est donné sous
la forme suivante :

/ y(t B T)

) = aytt) + 5T
ou y(t) représente la densité des globules blancs matures en circulation dans le sang
au temps t et 7 est le temps de retard entre la production des cellules immatures dans
la moelle osseuse et leurs maturation pour la libération dans la circulation sanguine.
a :Taux de destruction des cellules sanguines.
[ :Taux de production des cellules sanguines.
n : Désigne la sensibilité de taux de production.
Les équations a retard interviennent dans des nombreux domaines d’applications des
mathématiques ou il y a un mélange temporel entre I'action sur le systéme et la
réponse du systéme a cette action, telle que la biologie et parmi les travaux réalisés
dans ce domaine est I’étude de dynamique des populations cellulaires, notamment la
modélisation de dynamique des cellules souches hématopoiétiques notées (CSH), qui
s’appuie principalement sur des systémes d’équations a retard dépendant de 1’état.
Le modéle mathématique proposé pour 1’étude de cette maladie est composé de n
équations non-linéaire a retard Dépendant de 1’état, correspondant chacune & un ni-
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veau de maturité de plus en plus élevé des cellules hématopoiétique. Les cellules les
moins matures sont des cellules souches hématopoiétique, les cellules les plus matures
sont des cellules différenciées(globules blancs). Durant les premiers stades conservent
une capacité a s’auto-renouveler. Chaque équation est du type :

d

%yl(t) = —0; + 5z(yz(t))yl(t)

+2(1+ ) /0 exp 1 £:(a) Bi(yi(t — 1)yl — r)dr

+2ki_4 /“1 exp " fi1(r)Bica (Yioa (t — 7))yi—a (t — 7)dr.
0

ou y;(t) représente le nombre ou la densité de cellules au stade i de différentiation au
temps t. Les caractéristiques de chaque stade de différentiation :

7; . est la durée du cycle cellulaires.

k; : est la probabilité de s’auto-renouveler ou de se différencier.

~; et §; : représente les taux de mort.

(1 — k;) : est la probabilité de s’auto-renouveler lors d’une division.

B; : le temps moyen de séjour.

Ce modéle a mis en évidence 'importance de la régulation des taux de différentiation
a chaque niveau de maturité et des durées de cycles cellulaires, de légéres variation
pouvant déstabilisé (au méme stabilisé) la population totale ou la population des
cellules matures(qui est d’un certain point de vue, la plus importante, puisque celle
sur la quelle porte généralement les mesures cliniques).
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CHAPITRE 2

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FONCTIONNELLES NEUTRE

Ce chapitre est consacré a 1’étude des équations différentielles fonctionnelles
neutre, en présentant quelques notions théoriques relative a l’existence et 1'unicité
de solution(voir [10], [12], [14]).

2.1 Définitions de I’équation neutre

Définition 2.1.1.
Supposons que ) est un sous ensemble ouvert de RxC' d’éléments (t,p). Une fonction
D : Q — R" est dite atomique au point B de ) si D est continue ainst que sa

premiére et seconde dérivée au sens de Frechet par rapport a ¢ et D, est continue.

ey

Définition 2.1.2.
Supposons que 2 C R x C' est ouvert, f: Q — R", D : Q — R" sont donnés des
fonctions continues avec D atomique a zéro. La relation :

SD(t ) = f(t ) 2.1)

est appelée équation différentielle fonctionnelle neutre EDFN(D, f). La fonction D
sera appelée opérateur de différence pour la EDFN(D, f).

Définition 2.1.3.

Pour une EDFN(D, f), une fonction y est dite solution de la EDFN(D, f) s’il
eriste 0 € R, a > 0, tel que :

y € C([o —7],R") (t,y) € Q, t€lo,o0+d]
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D(t,y;) est continiment dérivable et vérifie ’équation (2.1) sur [o,0 + a].

Pour un 0 € R, ¢ € C, et (0,9) € Q, on dit y(o,¢, D, f) est une solution de
Iéquation (2.1) de valeur initiale ¢ en o ou simplement une solution passant par
(o,0) s’il existe un a > 0 tel que y(o, ¢, D, f) est une solution de l’équation (2.1)
sur o — 1,0+ a] et y,(o,0, D, f) = .

Définition 2.1.4.

Si D(t, ) = Do(t)p — g(t), f(t,¢) = L(t)p + h(t) ou Dy(t) et L(t) sont linéaires
en @, la EDFN(D, f) est dite linéaire. 1l est linéaire homogene si g = 0, h = 0 et
linéaire non homogéne si soit g #0 ou h #0. Une EDFN(D, f) est dite autonome
si D(t, ) et f(t, o) ne dépendent pas de t.

Exemple 2.1.1.

Si Dy = ¢(0) pour tout ¢, alors D est atomique a 0. Donc, pour tout f continue
f:Q — R le couple (D, f) définit une EDFN. Par conséquent, EDFR sont
EDFN .

Exemple 2.1.2.
Si T >0, B est une matrice constante n X n,
D(p) = ¢(0) — Bo(—7), et f: Q — R" est continue, alors le couple (D, f) définit
une EDF N, c’est-a-dire I’équation
d
(@) = By(t = 1)) = f(t,m)-
est une EDFN.

Exemple 2.1.3.
SiT >0,y est un scalaire, Do = p(0) — @*(—7) et f : Q — R est continue, alors
le couple (D, f) définit une EDFN ; c’est-a-dire ’équation
d
Llute) — 7t~ 7)) = ).
est une EDFN.

Exemple 2.1.4.
Si T >0,y est un scalaire, D(¢) = ¢(0) —sing(—7), et f: Q — R est continue,
alors le couple (D, f) définie un EDFN,
d :
S y() —siny(t —7)] = f(t.4,). (2.2)

Remarque 2.1.1.
Notez que lorsque y est continiment différentiable, (2.2) équivaut a

g — (cosy(t — 7))yt —7) = f(t,ys)-

Cela montre que notre définition de EDF N nécessite que la dérivée de y entre dans
l’équation de maniere linéaire. En fait, les termes impliquant y qui multiplient
doiwvent se produire avec le méme retard.
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2.2 Existence et unicité

Théoréme 2.2.1. [10] (Ezistence)
Si Q est un ouvert dans R x C et (0,p) € Q, alors il existe une solution de la
EDFEN(D, f) par (o, ¢).

Théoréme 2.2.2. [10] (Unicité)
St Q) C R x C est un ouvert dans et f : 0 — R"™ est Lipschitzien en ¢ sur les

ensembles compacts de ), alors, pour tout (o,p) € Q, il existe une unique solution
de la EDFN(D, f) par (o,¢).

2.3 Solution d’équations différentielles neutre d’ordre
superieur

Dans cet partie, nous étudions une méthode numérique pour la résolution
d’équations différentielles d’ordre k a retard constant 7 > 0 et & coefficients variables
de la forme :

YO0 = gt) + 3 LBy (1) + S My (0"t — 7). (23)

pour ¢t € [0,7T] et y(t) = ¢(t) pour t € [—7,0].

Les fonctions g, {L,}"Z5, {M,}*=} : [0,7] — R sont suffisamment lisses. De

v=0>
plus, nous supposons que

P(0) = 9(0) + 3 Lu(0)p(0) + 3 M, (0)p(—7).

L’existence et 1'unicité de la solution lisse peuvent étre trouvées dans |[5].

Les équations différentielles a retard (E D R) sont devenues cruciales dans la modé-
lisation mathématique de plusieurs domaines des sciences et de I'ingénierie. Comme
cas particulier dans le modeéle épidémique, Ghosh et al.[8] ont développé un modéle
en présence de vaccination pour les individus nouvellement entrants et considérant
un délai pour que les individus infectés deviennent infectieux. De plus, Liu et al.[15]
ont développé deux modéles mathématiques décrivant les épidémies de COVID —19.
Le premier est un modéle ODE, tandis que le second est un modéle EDR avec un
délai chez les individus nouvellement infectés avant qu’ils ne deviennent infectieux.

Plusieurs méthodes numériques ont été proposées pour approximer la solution des
EDR, notamment les méthodes spectrales et pseudospectrales, les méthodes aux dif-
férences finies, les méthodes aux éléments finis et méthode d’interpolation Hermite .

Nous proposons d’utiliser la méthode de collocation de Taylor (MCT), qui se
caractérise par les principaux avantages suivants :

(i) la méthode M CT est directe, et la solution approchée est donnée en utilisant des
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formules explicites.

(ii) cette méthode a un ordre de convergence .

(iii) de plus, aucun systéme algébrique n’a besoin d’étre résolu, ce qui rend 1'algo-
rithme proposé trés efficace et facile & mettre en oeuvre.

2.3.1 Description de la méthode

Nous supposons que 7' = r7 ot 1 € {1,2,3,...}. Soit Iy une partition uniforme
de l'intervalle I = [0, T défini par t;, = it +nh,n=10,1,..,N,i =0,1,..,7— 1, ou le

pas est donné par h = — . Définir les sous-intervalles o7, = [t/; 1} 4],

-
N
n=0,1,.,N—1,i=0,1,..,7r—let o' = [th',tN"]

De plus, notons 7,1 I’ensemble de tous les polynémes réels de degré n’excédant
pas m + k — 1, avec m > 1. L’espace spline des polynomes réels de degré m + k — 1

est défini comme suit :

Sk () = {u € C*HILR) - up = u

oi € Tmyk-1,n =0,1,.,N=1,i=0,1,..,r—1}

C’est I'espace des polyndmes par morceaux de degré (au plus) m + k — 1, tel que
m+k >k > 1. Sa dimension est rNm + k, c’est-a-dire égale au nombre total des
coefficients des polynomes u’ , n =0,...,N —1,i = 0,1,..,r — 1. Pour trouver ces
coefficients, on utilise le polynéme de Taylor sur chaque sous-intervalle.

Supposons d’abord que I’approximation de y dans l'intervalle o) est le polynéme

up(t)= )

ot y(0),7=0,...,m+k — 1 est la valeur exacte de yY) en 0,
En différenciant ’équation (2.3) 7 — fois, on obtient pour 7 =0,1,...,m — 1,

0) .
th: teay, (2.4)

ol
=
e

-1

J J
yUR(0) = g9 (0) + Z y(0) + Z 0)) (=7,

=0 v 1=0

I
=)
I
<)

v

tel que 3 (0) = ™ (0) pour tout v =0,1,...,k — 1.
Deuxiémement, I’approximation de y est u® (n € {1,2,..., N — 1}) sur l'intervalle o
tel que

t—12); teop (2.5)

n’

ol 1y, est la solution exacte de ’équation intégro-différentielle, pour ¢ € ol

i80) = g(t) + 3 Lu(0alh(e) + 3 Mot (t - 7). (2.6)
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tel que u;% (to) = uo(v) (to) pour tout v =0,1,....k — 1.
Maintenant, Pour tout j = 0,1,...,m + k — 1 la formule de calcul des valeurs des
coefficients 4, peut étre obtenu en employant des arguments similaires a ceux

utilisés pour obtenlr les valeurs de y¥)(0) ci-dessus, on obtient la formule suivante :

k—1
B (8) =g () + 303 () L6 (8l ()
it v=0 =0 (2.7)
DD () MI(89) (e — ),
v=0 =0
pour 3 =0,1,..,m — 1 tel que u;% (to) = uo(v) (to) pour tout v =0,1,....k — 1.

Troisiemement, pour que y soit approximé par uf (n € {0,.., N —1} et pe{1,2,..,r—1})
sur 'intervalle aﬁ, y doit étre approché par ul,(0 <k <n et 0<j<p)sur chaque
intervalle o}, tel que,

—'(t — Py teod? (2.8)
=

ou iy, est la solution exacte de I’équation intégro-différentielle :

k-1 k-1
. v )
A1) = g(8) + Y Lu(®)a(8) + Y My(t)ul " (t = 7), (2.9)
v=0 v=0
pour t € Un,u(();(tp) = p_1<v> (ty) et A(”) L(th) = i(tﬁ) pour tout v =0,1,....,k— 1.
Les coefficients u( 7) ) (th) pour j =0,1,....,m 1, est donné par la formule suivante :
k-1

(y+k) (tP) = gV () + (g) LID (7)) 4l A(l+v) (t?)
0 (2.10)

2> DM gt ().

np 1
0 =0

M“‘

01
1

>
<.l

v

tel que ﬁgjl)) (th) = uﬂ”viliv) (t) et 7(12, (t7) = ﬁ(j)l (t2) pour tout v =0,1,....k — 1.

2.3.2 Analyse de convergence
Les trois lemmes suivants seront utilisés dans cette section.

lemme 2.3.1. (Inégalité discrete de type Gronwall [5] )
Soit {kj}?:o une suite non négative donnée et la suite {e,} satisfait g < py et

n—1

en <pot > kigi, n>1
=0
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avec pg > 0.Alors €, peut étre borné par

n—1
en < po €xXp <ij) , n>1.
j=0

lemme 2.3.2. [9]
Supposons que la séquence de nombres non négatifs satisfait {e,}, o

n—1

En SAsn_1+BZa€,~+K, n>1,
i=0

ou A, B et K sont des constantes positives, alors

€0 K
n<— Ry — )Ry + (1 — Ry)RY
En = Ry — Ry (R YRy + (1 1) ]R2 R

o, R =(1+A+B—-C)/2,Re=(1+ A+ B+ ()/2,

[Ry — Ry,

Donc, C =+/(1— A2 +B2+2AB+2B et 0< R <1< R, .
Avant de commencer le résultat principal, le lemme suivant est nécessaires :

lemme 2.3.3. [14]
Soient g, {L,}"~ Mo et {M, }kf(l) étre m-fois continament différentiable ¢ et étre m + k
fois continiment différentiable sur leurs domaines respectifs. Puis, il existe un nombre
positif a(m) telle que pour toutn =0,1,.., N—1,p=0,1,..,r—1, et j=0,1,..,m+k,
on a,

6910ty < alm).

a condition que h soit suffisamment petit, ot tigo(t) = y(t) pour t € o).

Le théoreme suivant décrit 'ordre de convergence de la méthode.

Théoréme 2.3.1. [14] Soient g, {L,}_] o et {Mv}i;é étre m-fois contindment dif-

férentiables sur leurs domaines respectifs. Suppose que u € Sf:;;)_l (Ily) dans les
équations (2.4), ..., (2.10) définissent une unique solution approchée u. Ensuite, [’er-
reur résultante fonction e ==y — u satisfait :

||€||Loo(]) S Chm,
C' est une constante finie indépendante de h.

Démonstration. En utilisant une généralisation plus simple des techniques employées
dans le cas des équations intégro-différentielles linéaires d’ordre élevé en utilisant la
méthode de collocation de Taylor (voir, par exemple, [13]). ]
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2.3.3 Exemples numériques

Des exemples numériques sont donnés pour illustrer les résultats théoriques
obtenus dans la section précédente. Dans chaque exemple, nous calculons 'erreur
entre y et la solution de collocation de Taylor u. Nous comparons nos résultats avec
d’autres méthodes bien connues : méthode multi-étapes [11]|, méthode spline donnée
dans |7]. Les résultats dans ces exemples confirment les résultats théoriques obtenus
dans la théoréme 2.3.1.

Exemple 2.3.1. Considérons I’ODE linéaire pour la charge instantanée q(t) au
temps t sur le condensateur dans un circuit série LRC donné par

1
3
La solution exacte q(t) = 4_1(1 — e 1%(cos(10t) +sin(10t))) et L, R, C, E(t),i(t) sont
respectivement linductance, la capacité, la résistance, la tension imprimée et le cou-
rant. Nous résolvons le probléme pour L =1, R = 20,C = 0.005 et E(t) = 150 .

Les erreurs absolues pour m = 7,m = 10 et h = 0,1 sont comparées a [’erreur
absolue de la méthode Multistep [11] dans le tableau 1.

Tableau 1 : Comparaison des erreurs absolues de I'exemple 2.3.1

t | Multistep method[17] | Present method | Present method
m=7 m =10

0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 1.61 x 10— 2.92 x 1071 1.10 x 10=°
0.2 1.11 x 1073 1.00 x 10— 448 x 10°
0.3 3.52 x 107* 7.05 x 1077 222 x 107°
04 2.25 x 1073 1.62 x 107 3.31 x 107%
0.5 2.81 x 1073 7.12 x 107* 5.20 x 107
0.6 7.93 x 1077 6.86 x 10~ 2.52 x 107
0.7 1.50 % 10— 1.94 x 10— 7.57 x 1077
0.8 2.92 x 10~* 3.35 x 107° 9.15 x 1078
0.9 243 x 107* 4.92 x 10-° 454 x 1078
1.0 5.71 % 10— 1.63 x 10° 8.09 x 10— %
1.1 9.21 x 107° 9.39 x 10°° 4.59 x 107%
1.2 1.48 % 10— 3.09 x 1077 3.81 x 1078

Exemple 2.3.2. Considérons [’équation différentielle de retard linéaire du second
ordre

y'(t) =-5 sin(t%ecos(t) —W(cos(t) - Sig(t))y(t) — (6 + sin(t))y'(t)
+sin(t — Z)y(t — Z) +y'(t — Z)’ t € [0,2]

cos(t

et o(t) = O pourt e [—%, 0]. La solution exacte y(t) = e Les erreurs absolues

pour m = 11, h = 0,1 et h = 0,2 sont comparées a l’erreur absolue de la méthode
Spline [7] dans le tableau 2.
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tableau 2 : de comparaison des erreurs absolues de 'exemple 2.3.2

t h=0,2 t h=0,1
Spline method [10] | Present method Spline method [10] | Present method

02]1.15x107° 347 x 1072 [0.1]232x10 2 8.51 x 10~ 1°
0.4]5.80 x 10~ 1.92 x 10~ 0.2 [ 5.07 x 10~12 2.95 x 10~ 12
0.6 ] 4.78 x 10~ 1° 018 x 10- [03]1.24 x10° 2.10 x 1011
0.8]1.76 x 10~ 8.08 x 10~ 04225 x 101! 5.70 x 10— 11
1.0 | 4.42 x 1077 6.76 x 10~ [0.5]7.68 x 10~ 6.21 x 101
1.2]2.29 x 103 5.96 x 10~ 0.6 | 1.97 x 1017 5.80 x 101
1.4]5.37 %1077 4.15x 10711 0.7 1.12 x 1010 4.58 x 10~ 11
1.6]1.93 x 1077 1.83x 107" [0.8[6.16 x 10~ 2.90 x 1011
1.8 ] 2.57 x 1010 0.85 x 107 09544 x 10~ 3.22 x 1011
2.0]1.25x107° 7.82 x 1077 1.0 | 9.26 x 1011 5.90 x 1011

Exemple 2.3.3. Considérons le DDE d’ordre 7

YD(E) = glt) + y(t) + /(1) + sin(O)y© (6) + by (¢ — )

1 1
(= 1yt = ) + 1O - ),

2

g est choisi de sorte que la solution exacte soit

y(t) = 141

et

t=0,0.5,..,4 sont présentés dans le tableau 3.

Tableau 3 : des erreurs absolues de I'exemple 2.3.3

2

t €0,4]

et les erreurs e pour (m, N) = {(3,3), (4,4), (5,5), (7,7)} a

t m=3N=3  m=4,N=4 | m=5,N=5|m=T,N=7
0.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0
05]537x10719 [155x 1071 [214x 107 [1.83 x 1012
1.0 [ 1.09 x 10— 1.51 x 10~ 0.34 x 107 | 6.12 x 10~
1.5]211x10°° 2.66 x 103 5.79 < 10719 | 4.90 x 10— %°
2.0 1.70 x 10> 2.08 x 107 7.06 x 10719 | 5.35 x 1010
2.5 | 8.81 x 107 1.06 x 10—° 2.61 x 1077 2.12 x 10~
3.0 | 3.50 x 10— 4.20 x 1075 212 x 1078 4.53 x 1079
3.5 | 1.19 x 1073 1.42 x 1072 0.35 x 10~° 3.58 x 1077
4.0 | 3.69 x 103 4.41 x 10—3 3.26 x 107 2.46 x 1072
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CHAPITRE 3

EQUATION
INTEGRO-DIFFERENTIELLES A
RETARD

3.1 Equation intégro-différentielle

Les équations intégro-différentielles (E.I.D) est une branche importante en ma-
thématique moderne et suivient fréquement dans beaucoup de domaine appliqués,
qui incluent mécanique de l'ingénieur, physique, chemie, astronomée, biologie, éco-
nomie, théorie potentielle et électrostatique [5],[17].

Une (E.ILD) est une équation composée de deux opérateurs intégral et différentiel
qui impliquent la fonction .
soit I’équation intégro-différentielle linéaire :

PU0) + s D) + ot g0+ S [l 0™ 05 = 1(0)

ou ay, as, ....,a, sont des constantes, f(y),kn(y)(m = 0,1,...;s) des fonctions don-

nées, ¢(y) la fonction cherchée.

La fonction ¢(y) est assujettie a des conditions initiales de la forme

£(0) = @0, ¢'(0) = &, ..o D(0) = "

Les équations intégrales les plus fréquemment utilisées sont sous les trois principales
classes, nommeées équations intégro-différentielles de Volterra, équations intégro-différentielles
de Fredholm et équations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm
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3.1.1 Equation intégro-différentielle de Fredholm

L’équation intégro-différentielle de Fredholm apparait sous la forme :

AP () = fly) + A / Ky, D) o(t)dt.

™) indique la dérivée n—ime de @(y). Autres dérivés de ordre de moins peuvent

" sur le coté gauche.

ou ¢
apparaitre avec o

Exemple 3.1.1.

/ 1 '

dw) =1-gut [ e, p(0) =0
0

et

©"(y) +¢'(y) =y —siny — /02 ytp(t)dt, ©(0) =0, ¢'(0)=1.

3.1.2 Equation intégro-différentielle de Volterra

Equation intégro-différentielle de Volterra apparait sous la forme :
y
) = 1)+ [ ket

ot ™ indique la dérivée n — ime de ¢. Autres dérivés de Pordre inférieur peuvent
apparaitre avec o™ sur le coté gauche.

Exemple 3.1.2.

1 Y
H) =1- g —ve+ [ teldt, p(0)=0
0
et

©"(y) + ' (y) —l—y—(Siny+cosy)—/0yw(t)dt, ©(0)=—-1, ¢'(0)=1.

3.1.3 Equation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm

Equation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm apparaissent dans la litté-
rature sous la forme

Yy b
() = f) + A / k() p(t)dt + A / k() p(t) .

A1 et Ay sont des paramétres numériques, k; et ks les noyaux de 1’équation intégrale,
f est la fonction donnée ¢ est la fonction inconnue.
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3.2 Equation intégro-différentielle a retard

Equation intégro-différentielle a retard est un type d’équations intégro-différentielles.
Formellement, 'approche de collocation décrite pour les problémes de valeur initiale
dans les EDO est facilement étendue aux équations intégrales ou aux équations
intégro-différentielles de type Volterra [5] :

y(t) = g(t) +Vy(t), tel=]to,T],

ou

y'(t) = ft,y@t)) + V,(t), tel

ou V désigne un opérateur intégral de Volterra donné par

Vit) = [ (t.s,y(s))as

to

et pour retarder les problémes, par exemple pour

y'(t) = f(t,y(0),y(0t)) + Wey(t), tel

Ici, le retard 7(t) dans la fonction de retard 6(t) = ¢t — 7(t) peut étre non nul,
7(t) > 79 > 0 pour t € I, ou nul, lorsque 6(t) =gt =t — (1 —q)t (0 < g < 1) avec
to = 0. L’intégrale de retard Wy a la forme :

t
W@—/ kat, s,y(s), ' (£))ds.
o(t)

3.3 Solution numérique des équations intégro-différentielles
a retard par une méthode de collocation

Dans cet partie, nous étudions une méthode numérique pour la résolution
d’équations intégro-différentielles a retard de la forme :

S0 =)+ [ kitopls)ds 1)

pour t € [0,7T] et y(t) = ¢(t) pour t € [—7,0], ou les fonctions g,k et ¢ sont
suffisamment lisses. L’existence et I'unicité de la solution de (3.1) se trouvent par
exemple dans [5]. Il y a eu un intérét croissant pour la solution numeérique des équa-
tions intégro-différentielles a retard. Brunner [5] a appliqué la méthode de collocation
polynomiale pour approximer la solution de (3.1). Wu et Gan [18] ont utilisé des mé-
thodes linéaires multi-étapes basées sur une régle de quadrature pour trouver une
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solution numérique d’équations intégro-différentielles a retard de Volterra singuliére-
ment perturbées. La méthode polynomiale de Taylor pour approximer la solution des
équations intégrales a été proposée. S. Yalginba|20] a appliqué la méthode de Taylor
pour la résolution de certaines équations intégrales de Volterra-Fredholm. Akyiiz-
Dascio et glu et Sezer|2] et Darania et Ivaz 6] ont utilisé la méthode de Taylor
pour trouver une solution approchée des équations intégro-différentielles de Volterra-
Fredholm. Notre but est d’approximer la solution de (3.1) dans l'espace Sm , espace

des fonctions splines polynomiales continues de degré m, en utilisant des polynomes
de Taylor.

3.3.1 Description de la méthode

Dans cette section, nous supposons sans perte de généralité que T = 77, ou
r € N*. Soit ITy une partition uniforme de I'intervalle [ = [0, T'| défini par
' =47 +nh,n=0,1,..,N,i =0,1,..,r — 1, ott le pas est donné par h = 7/N. On
définit les sous-intervalles : 0" = [t ; fl+1],n =0,1,...,.N—1,i=0,1,....,r—1
De plus, on note 7, ’ensemble de tous les polynomes réels de degré n’excédant pas
m. On définit I'espace spline polynomial réel de degré m et de classe de continuité
comme suit :

Sp(y) ={ uwe C(,R),u, =u

i €Ty =0,1,.,N=1i=0,1,....r—1}.

Il est facile de voir que ST(S)(HN) est un espace vectoriel réel, et sa dimension est
donnée par
dim (Sﬁg)(HN)) =rNm+ 1.

On cherche une approximation u dans l’espace spline ST(,S)_I(H ~) de la solution y de

(3.1). Par la continuité de u, les polynomes u', satisfaire v’ (t') = u’ (') pour
=1,...N-1 et uh(t)) = u’’ 1(75“) pour ¢ = 1,...,7r — 1. Trouver les coefficients des

polynomes u', n =0,...,N —1,i =0,...,r — 1, on utilise un polynéme de Taylor sur

chaque sous-intervalle 0.

D’abord, nous approchons la solution exacte y dans I'intervalle ¢ par le polynéme

W) = ij y(j)(o)tj; te ol (3.2)

Pour trouver 4%)(0), on différencie (3.1) j-fois

1

y () =g () + ( / k(t, 5)¢( )(j +j2[ g

=0
/ SV k(t, s)y(s)ds,
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alors

0 ()
1700) =0+ ([ ke ops) ©
) ke o] 0w 0),

pour j =0,1,...,m, ot y(0) = ¢(0).
Deuxiémement, nous approchons y par le polynéme v’ (n € {1,2,..., N —1}) sur
Iintervalle ¢° tel que

(-1  teol (3.3)

ou 1, est la solution exacte de I’équation intégro-différentielle

Walt) =90+ [ K 9es)is+ Y [

t

k(t, s)u?(s)ds—i—/t k(t,s)tno(s)ds,

2
(3.4)
pour t € a° tel que T, 0(t2) = u®_,(t2).

n n

Les coefficients ,(1)0 (to) sont donnés par la formule suivante

0 @)
a0 () =g @)+ ([ kesets) ()
) t—T
SIRC - G120 o0 X [ G e o
n [51 k(t,t)uno(t)} () + /t Skt $)u0(s)ds
=0 =0 i
0 0 ) .
=g (tn) + k(t, s)p(s)ds (tn)
t—1
j—1j—1—1 i
+ e [k n] " ()l (1)
=0 =0
n—1 m ﬁ(l()) (tO) tzQ+1
i 7 () 0 0
+ZO; 0 /to 5k, 5) (s —9)' d

(3.5)
pour j € {0,1,...,m} et G, (t2) =u)_, (10).
Troisiémement, pour que y soit approche par uf(p € {1,2,...,r — 1}) sur linter-
valle o, y doit étre approché par u; (0 <k < N —1) et (0 < j < p) sur chaque
intervalle ai tel que

()

m A
Zu

Jj=0

t — 2. teob (3.6)
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ou 1y, est la solution exacte de ’équation intégro-différentielle

oalt) = 9(t) + [

t—1

P
th t

k(t,s)up_l(s)ds—i—/ k(t, s)lg,(s)ds, (3.7)

to
pour ¢t € oy tel que g, () = u‘?vill (th), ot u* = u sur l'intervalle o' = [té, téﬂ] pour
i€ {0,1,2,.,7 —1}.

(9)

Les coefficients g, () sont donnés par la formule suivante

0,p
GG+ ' (i ()
+ 1 j—1—1 7 ~ —1
LU =g @) =30 ) ket @) el ()
=0 [=0
N—-1 m ~(l) p—1 1
u: e i1 .
+ Z =it ) '( ) / 5§])k:(t§,s) (s — tf_l)lds
i=0 1=0 i !
Sh (0 )
—1—1 ) ~
+ O [0k o] @) al o)
=0 [=0

(3.8)
pour j € {0,1,2,...,m} et dg,, (th) = uB ", (th)
Enfin, sur Uintervalle of (n € {1,2,..., N — 1}), le polynéme u? est défini par la
formule suivante

A

Z P t—tﬁ)f; te o, (3.9)

§

ol iy, est la solution exacte de l équation intégro-différentielle

W (t) = g(t) —i—/tj k(t,s)uP~'( d8+2/ )ds+/ttk(t, §)ln p(s)ds,

n

(3.10)
pour t € o® tel que d,, () = ul_, (t?)
Les coefficients uﬁf;, (t2) sont donnes par la formule suivante :
(J+1) P J (4P — ' j—1—i (%) G=1=i=D) P A(l) p—1
N-1 (ilTO o1 -1
~ 5 i1 () 59 560 p1
+ DT |, ok ) (s —t77") ds
1=0 =0 i
Jolji—i . (—1—i—1)
=303 ) [0k )] (tn) @l (t5)
i=0 =0 0
n—1 m () oy P
Uiy (8F) [T ) p p
2.5 | OTk(E, ) (s = 10)' d
=0 1=0 i
(3.11)

pour j € {0,1,....,m} et Gy, (t0) =ub | (7).



3.3.2 Analyse de convergence

Les trois lemmes suivants seront utilisés dans cette section.

lemme 3.3.1. [5/
Soit {k;}_, une suite positive donnée, et la suite {e,} satisfait

n—1

en <pot Y kici, n =0,
=0

avec pg > 0. Alors, €, peut étre borné par

n—1
€n < poeXp <Zk]) , n > 0.
=0

J

lemme 3.3.2. [1/
Si{fntns0:19ntns0r €t {€nt,aso 0Nt des séquences non négatives et

n—1
5n§fn+zgi5i7 nZOJ
=0

alors

lemme 3.3.3. [9/
Supposons que la séquence {5n}n20 de nombres non négatifs satisfait

n—1

sngAen_l—l—BZsi—l—K, n>0
i=0
ou A, B et K sont des constantes non négatives, alors
€0 K
n< — (R — )Ry + (1 — Ry)RY| + =— |Ry — R}/,
5_R2_R1[<2 )Ry +( 1) 1]+R2—R1[2 il

ol

Ry=(1+A+B++/(1—A?2+B>+2AB+2B) /2.

R = El+A+B\/(1A)2+BQ+2AB+ZB /2,
Donc, 0 < Ry <1<R

2.

Le lemme suivant sera crucial pour établir la convergence de la solution d’approxi-
mation.
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lemme 3.3.4.
Soient g, k, et o m-fois continiment dérivables sur leurs domaines respectifs. Alors,

il existe un nombre positif a(m) tel que pour toutn =0,1,.... N—1,p=0,1,...,r—1
et j=0,1,....m+1ona
@) | e (o) < c(m)

a condition que h soit suffisamment petit, ot g (t) = y(t) pour t € ay.
Démonstration.
La preuve se décompose en deux étapes.
Premiere cas : Il existe une constante positive aq(m) telle que

||U ||Loo 0'0) < ozl(m)

Smt al = ||u ollz=(09) < ai(m), alors on a, pour tout j =0,1,...,m + 1.

a) < max { ||y || z=(00),j = 0,1, ...,m + 1} = a1 (m). (3.12)
Par contre, pour n > 1, en dérivant (3.4) j-fois, on obtient, pour tout
j=1,....m

1 n—1

alt™ < e+ (mb% + b%) ak 4 hd1 Z ar,

<.
|

ou

i+ / bt el ) !

1 je1—i ) (j—1—i—1) )
b = max{("}7) | [51 k(t, t)] lzooo0), 5 = 1, ...my

1 =0,..,7—1; 0,...5 —1—1d},

l
t .
b = maX{H/ 169 k(t, )|ds]| oo (00), 5 = O,l,...,m},
0

€1 = max

et

()k(t,s)(s—v)lH 'ij,...,m;l:O,....,m},

L>(c0%x00) 7

1
d; = max { I

ce qui implique que, pour tout j > 2,

n—1 m

G,zl <Cl+ mb1+62 Za —i—hdlZZa

i=0 k=0
n—1

<cl—i— mb1+b2 ZCL —i—hdlzzaf (3.13)
k=0

=0
7—1 n—1

S C1 —|—b1ag+bl CLk +hd1 Zaf
k=1 1=0 k=0
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Maintenant, pour chaque n > 1 fixé, on considére la suite y; = a’, pour
j=1,2,...,m+ 1. Alors, d’aprés (3.13), la suite (y;) satisfait pour tout

j=2,...m+1
Jj—1 n—1 m
Yj Scl+b1a2+blzyk+hd1 Zaf.
k=1 i=0 k=0
De plus, pour j =1, on a de (3.4),
n—1 m
vy =a. <c —i—b%ag—l—hdlZZaf
| im0 k=0
§61+b1a2+hd1 Z(I,’f
i=0 k=0

Ainsi, d’aprés le lemme 3.3.1, pour tout j =1,2,....m+1,

n—1 m
y; <a exp(blm) + b exp(blm) al + hdy exp(bym) Z Z a¥
P P =0 k=0
n—1 m+1
<cy+bya) +hdy» Y af.
i=0 k=0
m+1 m—+1
Considérez la séquence z,, = Z Y; = Z a’, pour n > 0.
= j=1
Alors, d’aprés (3.14), la suite (z,) satisfait
n—1 m+1
Zn < (m+1)eg+ (m+ 1)bgal + h(m+1)dy a¥
M bv P i=0 k=0
C 3 3
’ n—1 m+1
< c§+b3a3+hd32a +hds Y Y af
= (i k=0
< ¢} + bzal —i—hdg,Za +hdy > 2.
=0 =0

De plus, a partir de (3.12), on obtient

20 < (m+ 2)aj(m) = c.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Soit c3 = max(cy, c3). Alors, d’aprés (3.15) et (3.16), on a pour tout n > 0,

n n—1
Zn S 03+bgag+hd32ag +hd3ZZZ
1=0 =0
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Alors, par le lemme 3.3.2, on obtient

n n—1 J
Zn <3+ bgag + hdg Z a? + Z hdg <C3 + bga? + hdg Z CL?) eXp(ng)
i=0 j=0 i=0
< c3(1 + 7dzexp(rds)) +(bs + hds)a

~~
Cq

1
+h (dg + dsbs exp(Tds) + 7d3 exp(7ds) ) al

n

L 1=0
S Cy + (b3 + ng) CL?Z —f- hd4 Z a?.
) =0
4
(3.17)
Par contre, en intégrant (3.4) de t2 a t € o2, on obtient
n—1 m
ay < lup_y () | + hey + hbjay, + h*d Z ar
i=0 k=0
n—1 n—1
S |U (to) |+h01+hb1(l +h d1 a0+h2dlzzi.
i=0 =0
De plus, a partir de (3.3), on obtient
|y (t%) | <ap+ hzafz—l
=0
Ainsi,
n—1
a <a® |+ hz,_y + hey + hba® + h dlza°+h2dlz
=0 =0
En utilisant (3.17), on en déduit que
n—1
al <ad +h <C4 + byal_| + hd, Z a?) + hey + hbyal)
n—1 n—1 = n—1
SIS ( VA S )
' =0 k=0
(1 + hb4) a, 1 + h (04 +c + Td104) —|—hb1a
o
n—1
+h? (dy + dy + diby + Tdvdy) Y af.
=0

d5
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Cela implique que

n—1

(1= hby)ad, < (14 hby)al_; + hes + hPds Y _ af.

=0

Donc, pour tout h € [0,1/b;], on a

14 hb, R2ds 2 hes
0 - 0 0 '
YA R E;Q 1

Alors, par le lemme 3.3.3, on obtient pour tout n € {0,1,...., N — 1}

0
0 aO n n hC5 n n
< -1 1-— —
a, = R21_ Rl [(R2 )R2 +( Rl)Rl] + (R2 — R1)<1 — hbl)[RQ Rl]
al(m) n n hC5 n n
Ry —1)R 1—-R)R Ry — RY|.
_RQ_Rl[( 2 ) 2+( 1) 1]+(R2_R1)<1_hb1)[ 2 (1])
3.18
ou
1 + hby + h2d; (b1 + b4)* + h?d2 + 2d5(1 + hby) ds
R =11 —h 2 2
! <+ 1=y (1= by )? 2w |
o= (14 1+ hby + h%ds h (b1 + b4)* + h2d2 + 2d5(1 + hby) Lo ds P
2 1 — hby (1 — hby)? 1—hb )

Puisque 0 < Ry <1 < Ry, alors pour tout h € [0,1/b;], on a
RM<1<R'<RY=R}n=01.,N-1,

ce qui implique, d’apreés (3.18), que

Ro— DR} + (1—R)) hR}

al < ai(m (7 2 +c 2 :

n S am) (R — Ry) *(Ry — Ry)(1 — hiby)
1

Alors, il existe hy € |0, b—] et a3 (m) > 0 tels que pour tout h € [0, hy],
1
al <ai(m),n=0,1,...,N —1,

ce qui implique, d’apres (3.17), que pour tout j =1,2,..,m + 1 et
n=20,1,...N —1,

@ < 2z, < cg + byat(m) + dyai(m)T = o (m).
Par conséquent, la premiére étape est terminée en définissant

a1 (m) = max (o (m), o (m)) .
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Deuxieme cas : Il existe une constante positive a(m) telle que

J,HLOO( py < a(m) pour tout n =0,1,... N—1,7=1,2,..m+1et
p=1,...,r—1. ‘

Sment a] - Hu ”LOO(aﬁ) et § = max{aip,j =1,2,..m+1,i=0,1,..,N — 1}
pour p=0,1,..,r — 1.

De maniére similaire a la revendication 1, en différenciant (3.7) j-fois, nous
obtenons pour tout j =1,2,..,m + 1,

j—1

0p <1t biép 1+d1zaop,

=0

ou ¢1, by, d; sont des nombres positifs.
Par contre, en intégrant (3.7) de &) a t € o{;, on obtient

ag’p <co+ bgfp_l + hdgag’p,

ol 3, by, dy sont des nombres positifs.
Dong, il existe hy € [0, hy] et des nombres positifs cs, b3, d3 tels que pour tout
h €10,hs] , on a
7j—1
< C3 —f—bgfp 1 +d32a0p,
pour tout j € {0,1,...,m+ 1}.
Alors, d’aprés le lemme 3.3.1, pour tout j € {0,1,...,m + 1},

0}, < csexp(ds(m +1)) + by exp(ds(m + 1)) 1.

-~

Vv
1
c by

Ainsi, pour ¢4 = max(a;(m), c}) on obtient pour tout p =0,1,..,7 — 1,
j€{0,1,....m+ 1},
a{)p S Cc4 + b4§p_1. (319)

Ensuite, en différenciant (3.10) j-fois, on obtient pour tout n =1,.., N — 1, et
7=0,1,....m—+1,

n—1 m+1

CL{L7 <C5+b55p 1+e5Zanp+d5hZZazp,

1=0 [=0

ol ¢s, b, €5, d5 sont des nombres positifs.
Alors, d’apreés le lemme 3.3.1, pour tout j € {0,1,...,m + 1},

al,, < csexp(es(m + 1))+ bsexp(es(m +1)) &1 + es exp(es(m + 1)2&0

n.p
o b e
n—1 m+1
+ds exp(es(m + 1)) h Z Z al .
pe =0 =0
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m+41
Considérez la séquence y,, = Z a’ n=0,1,..,N —1;donc, par I'inégalité

n,p’
Jj=0

précitée, la suite (y,) satisfait pour tout n =1,..., N — 1,

o < (m+Deg+ (m+Dbg&pr + (m+ Degal) , + (m+1)dgh Y af,
~ 4 ~— — —

-~

c% b% er
n—1
+(m+ 1)ds thi.
ﬁ/—/ i=0
7
(3.20)
De plus, a partir de (3.19), on obtient
Yo < (m+ Deg+ (m+1)by §pr. (3.21)
M e

Soient ¢; = max {07, 07} et b; = max {1)7, b2}
Alors, a partir de (3.20) et (3.21), on obtient pour tout n =0,1,..., N — 1,

n n—1
UYn < C7 + b7fp_1 + 67(127]) + d-h Z agp + d-h Z Ys.
i=0 i=0
Ainsi, d’aprés le lemme 3.3.2, on obtient

Yn S 57(1 + Td7 eXp(Td7)Z+£77(1 + Td7 exp(7d7)) fp,1 + (67 + Td7) &?zp

o bs es
n—1
+h (d7 + dyey exp(rdy) + Td2 exp( 7d7 Z i p-
&g 1=0
(3.22)
D’autre part, en intégrant (3.10) de t? a ¢t € of, on obtient
n—1 m
a?l,p < b () | 4 heg + hbolp—1 + hega + doh? Z Z a;p
=0 1=0
n—1
< ub_y ()] + heg + hbo&,y + hegal) , + d9h2 , + doh? Zyz,

pour tout n =0,1,..., N — 1, oll cg, by, €9, dg, sont des nombres positifs.
De plus, a partir de (3.9), on obtient

m
|UZ71 ) < a’g,fl,p +h Z aihl,p
§=0
S a’y(f)L—Lp + hyn—h
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alors

n—1

» S5 1, hyno + heg + hboGyy + hegal , + doh® Y~ al, + doh® > i,
1=0 i

ce qui implique, en utilisant (3.22), que

n—1
(1— heg)ag,p < ag_l,p +h (cs + bg&p—1 + egag_Lp + hdg Z a2p> + heg + hbop—1

=0

n—1 n—1 n—1
+dyh? Zaw +doh® ) <c8 + bs&p1 + esal, + hds Zagp>

i=0 k=0
<(1 +heg) a,_ 1p+h(08+69+7'd908) +h (b8+b9+7dgbg)5p 1

C10 blo

n—1
+h? (ds + dy + dyes + Tdods) Z al
~ i=0

d1o

Lp*

Donc, il existe hg € [0, hs] tel que pour tout h € [0, hs, on a

n—1
2 S 1+ heg ag_l h(Clo + blofp 1 h2d10 Z .
P 1— h€9 P 1— h€9 1 — h€9 P’

a

Alors, par le lemme 3.3.3, on obtient pour tout n € {0,1,.., N — 1},

0
0 o p n n h(cio + b1o&p-1) n n
< Ry —1)R 1—-R))R R — R
anp—R2 Rl [( 2 ) 2+( 1) 1]+(R2—R1)(1—h69)[ 2 1]7
ou
1 + heg + h2d10 (68 + 69)2 + h2d%0 + 2d10(1 + h@g) d10
=11 —h 2 2
= <+ 1 — heg (1 — heg)? T b /2

14 heg + h2d10 (68 + 69)2 + h2d%0 + 2d10<1 + heg) d10
Ry= |1 h 2 2
? ( L By P (1 — hey)? T T in /

Ainsi, comme dans (3.18), il existe hy € [0, hs] et R > 0 tels que pour tout
h € [0, hy], on a

Cbgp < g pR + (010 + blofp 1)

ce qui implique, en utilisant (3.19), que pour tout n € {0,1,...... N — 1} et
pe{0,1,.....r — 1},

dp p < (€14 C10) R+ (ba + bio) REy1.

n7p

'
c11 b11
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Alors, a partir de (3.22), on obtient pour tout n € {0,1,......; N — 1},
je{l,...,m+1} et pe{0,1,......;0 — 1},

a{z,p <yn < (cs+escr + TdBCU),—i_EbS +esbi + TdeHpril.

-~

1 1
Cl2 bis

Soient c15 = max(cyy, cjy) et bio = max(byy, by,).
On en déduit que, pour tout p € {0,1,......;7 — 1},

& < cip+ by
p—1

< ¢ + b2 Z &

i=0
Alors, par le lemme 3.3.1, on obtient pour tout p € {0,1,.....,r — 1},
ned0,1,....N—1}, et j€{0,1,....,m+ 1},

af‘%p <&, < crpexp(rbz) = a(m).

Ceci achéve la preuve du lemme 3.3.4.

Le théoreme suivant décrit 'ordre de convergence de la méthode.

Théoréme 3.3.1.

Soient g, k, et ¢ m-fois continiment différentiables sur leurs domaines respectifs.
Alors,(3.2)-(3.11) définissent une approzimation unique u € ST vy, et la fonction
d’erreur résultante e := y — u satisfait

el < CR™

a condition que h soit suffisamment petit, ou C est une constante finie indépendante
de h.

Démonstration.
La preuve se décompose en deux étapes.

Premiére cas : Il existe une constante a indépendante de h telle que
|€°]| o 00y < ah™, ot Verreur €” = e|,0 qui est défini sur o), par
e2(t) = €2 (t) = |y(t) — u(t)| pour tous n € {0,1,..... N — 1}.
Soit t € o . Alors, on a du Lemme 3.3.4, pour h suffisamment petit,

||y(m+1

)HLOO(Ug) m+1 C((m) hm+1

B0 = by(t) — (0] < = < i 11
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En général pour n € 1,2, ..., N —let t € 0°, on a d’aprés (3.4),

t

V)=inolt) = 3 [ hlt.s) (o) = ul() dst [ K9 ((5) = o) .

1=0 ? t%
Cela implique que
n—1
1y = ol (on) < Pho Y [1€] | Lo (o0) + holly — tinoll o o9)
=0
oit kg = || k|2 (6° x &©).
D’autre part, pour t € 02,
t
1) = fn(®) = 9(82) — aalt2) + [ (/1) — (o) s
tn
t
)+ [ (W)~ i (s) ds
t?’l
Il s’ensuit que
1y = tnollzoo00) < lenillzoe ) + Al — i ollo(o00)-
Ainsi, en utilisant (3.23), on obtient
1, h2k:0 —
ly — Un,oHLoo(ag) < 1_—}%”%71!@0(0 h2k; Z He HL°°(0

Par conséquent, d’apres le lemme 3.3.4,

lenllze@o)y < Ny — @nollzoe@o) + @m0 — ull oo (o0)

X a(m) o
< ”y — umoHLoo(Ug) -+ mh( +1).
Puis,
. 1 . h2k:0 —
lenllLoe(0n) < 1_—h2k0||6n71||L°°(02 1= h2k, Z e ||L°°(a°)
a(m) pm+D)
(m +1)! '
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Ainsi, d’aprés le lemme 3.3.3, pour tout n € {0,1,......, N — 1},

a(m)

—h(m-i-l)
HegHLoo(oU) " " m+1)! n n
Jebllsmon) < 2R — R+ (1 - Ry + P
() ey [ = 1S + (1= Ry) Y]+ [R5 — )
- (m + 1)' RQ — Rl ’
(3.24)
ou
1+ h2k, ke \° h2kq h2kq
S I U Y Y (LI R 2 2
i T Tk, \/ <1—h2k;0 e e T e, |/
1wk
1 —h2ky’
1+ h2k, h2ky \° h2k, h2kg
Ry = [14 000 fo( R0 )y 2 2
2 +1—h2k0+\/ <1—h2k0 MR T ET e p e
1+ vk
1 —h2k
(3.25)

Parce que 0 < Ry <1 < Ry, alors
RM<1<R'<RY=R}n=01..,N-1

ce qui implique, d’apreés (3.24), que

a(m)

. o |(B=1RE+ (- R)|+ R
||€n||L°°(crg) < mh (1 —h ko) .

2Vko

On en déduit qu’il existe R; et hy tels que pour tout h € [0, hy].

||€9L||Loo(0-%) S élhm
Ainsi,

||60||Loo(0.0) = n—OmaXNfl ||€2||Loo(a-2) S thm (326)

........

Par conséquent, la premiére étape est complétée en prenant a = R;.

Deuxiéme cas : Il existe une constante C' indépendante de h telle que
lellpee@y < Ch™. Définir I'erreur €?(t) sur o? par e”(t) = y(t) — uP(t) et sur of,
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par ef(t) = el (t) = y(t) — ub(t) pour tous n € {0,1,....., N — 1},
pe{0,1,.....r—1}.

D’abord, soit ¢t € ofy. Alors, on a d’apreés (3.7),
t

)= i, = [ ke s+ [ K )0(s) — doy(s))ds

p
tO

tel que (1) — o, (1) = y(th) — '~ (t5) = "~ ().
Ainsi,

ly — 7fbo,zaHLoo(ag) < HepiluL‘x’(UP—l) +hlly - %,pHLw(og)
< €z or-1y + hio (Tll€" ™ | Lo (or-1) + hlly — topll e on)) -

Cela implique que

“ 1+ hT]{ZO p—1
|y — uo,pHLoo(ag) > 1——h2kOH€ ”Loo(ap—l)-

Par conséquent, d’apres le lemme 3.3.4,

HegHLw(gg) <|ly - fbo,pHLw(gg) + [0, — ugHLw(og)

~ a(m) m—+1
<lly— UO,p||L°°(ag) + mh .

Puis,
1 + h’i’ko

- a(m) m
HegHLw(ag) < 1——h2k‘0”6p 1||L<>O(a-p71) +——=h + (327)

(m+1)!
Ensuite, soit ¢ € of pour n € {1,2,.....,n}. Alors, on a de (3.10),

. N to = nolooet, »
V=i 0= [ Hese s+ Y [T ks
t-r i—0

+/t k(t,s)(y(s) — tnp(s))ds

p
n

tel que y(t}) — tnp(th) = y(t7) — w1 (67) = e 1 (7).
Alinsi,

1y = tnpllimony < bl )+ Ally = @l

< Heﬁ—ﬂ\Lw(ggfl) + hkO(THepleLw(oP—l) + hlly — ﬁn,pHLoo(az)

n—1
+h > Nl or))-
i=0
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Cela implique que

1 p hk(ﬂ'

||y — ’I:Ln’pHLoo(0-5) S —1 — thO ||6n71HL00(0'Z_1) +1 _ thO ||€p—1||L°°(O'P*1)

tho n—1

hgk Z He HL°°

Alors, d’apreés le lemme 3.3.4,
lenllo@ny < Ny = tnpllpoeor) + ldnp — vl on)

1 hkoT
p -1
< 1— h2k0 Hen—1||L°°(Jﬁ71) + 1_—thOHGP HLoo(o.p—l)

h%o S _a(m) >
th Z ||e ||L°°(O’p) + (

Il résulte du lemme 3.3.3 que, pour tout n € {0,1,......,. N — 1},

n n) —

[(Ry = )Ry + (1 — R1)RY]

R, — Ry

ﬂH@’HH 1) + _alm) o

1— h2k PR T i 1) I
° WA iRy - Ry

Ry — Ry

(R, — 1)R} + (1 — Ry)

< el P B
m

]{;07—”61071”[/00(0?71) ( — W2k )((Ti)hm )

+ Rﬁ’

2v'ko 2

ol Ry et Ry sont définis par (3.25).
Alors, il existe Ry et hy tels que pour tout h € [0, ks,
lenlloe(on) < (llefllzooog) + 1 o (on-1) + h™) Re,

ce qui implique, par (3.27), que pour tout h < ha,

1 + hkot . a(m) _
P p 1 m+1 m
||€n||L°°(UZ) < <(1 h2k0 + 1> He ||L<>o(a.p— ) + —(m 1>‘h +h R2

1+ hokot . a(m) -
< —F—+1 P o (gp—1 —_— 1)A™ :
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~ 1+ hok - .
Ainsi, pour Ry = max { (1—1__—;%!2; + 1> Rs, (%hg + 1) Rg} ,on obtient

e | oo or) < R3H€p71HL°°(oP—1) + Rsh™.

Nous en déduisons que

p—1
1€l poeory < Ry Y [l€'[| oo (or) + Bsh™
=0
(3.28)
p—1
< Ry Y [y + Ralt™
=0

ou R4 = max{fm’l, ég}
Alors, a partir de (3.26) et (3.28) et en utilisant le lemme 3.3.1, on obtient

€7 || oo (ory < Ryh™ exp(rRs). (3.29)

Ainsi, la preuve est complétée en prenant C' = Ry exp(rRs).

3.3.3 Exemples numériques

Pour appuyer I'analyse de convergence, nous donnons les deux exemples sui-
vants avec 7 = 1. Toutes les solutions exactes y sont déja connues. Dans chaque
exemple, nous calculons l'erreur pour différentes valeurs de N et m entre y et la
solution de collocation de Taylor u définie par (3.2)-(3.11).

Exemple 3.3.1.
Considérons l’équation intégro-différentielle de retard

y'(t) = g(t) + /t1 k(t,s)y(t)ds, te]0,3], (3.30)

avec @(t) = sin(t) + 1 pour t € [—=0.5,0], k(t,s) = cos(t + s+ 1)+ 2 et g est choisi de
sorte que la solution exacte soit y(t) = sin(t) + 1.

Les erreurs absolues pour (m, N) € {(4,4),(5,5),(7,7),(8,8)} at=0,0.5,....,3
sont présentées dans Tableau I. La figure 3.1(a) représente les solutions approzima-
tives et exactes pour m = N =5, et la figure 3.1(b) représente les erreurs maximales

e(m,Ny = max {|y(t) —u(t)[,t = 0,0.5,...., 3}
avec (m, N) = (4,4),(5,5),(7,7),(8,8).
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Exemple 3.3.2.
Considérons [’équation intégro-différentielle de retard

avec @(t) = cos(t) exp(—t) pourt € [-1.0],k(t,s) = (t — s) exp(t — s), et g est choisi

S0 =o0)+ [ kesuonts, e .6

de sorte que la solution exacte soit y(t) = cos(t) exp(—t).

Tableau | : Erreurs absolues pour la solution

t m=4N=4 m=5N=5 m=7N=7 m=8N=28
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.5 0.104 % 1077 0.1x 1078 0.1x 1078 0.1x1077
1.0 0213x 1077 0.7x 1078 0.1x 1078 0111 = 1078
1.5 0.303x 1073 0.13x 107 0.1 1078 0.9 1077
2.0 0.412 % 103 0.26 x 107 0.3 1078 0217 x 108
2.5 0.619% 1077 047 = 1077 09x 1078 0.6 %1077
3.0 0.1 x 1074 0.89x 1077 0.15x 1077 0.3x107°
a b
(a) (b)

Ennet sohiien

O  Asprearrate sodador|

FIGURE 3.1 — Résultats numériques pour [’exemple 3.3.1
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Tableau 1l : Erreurs absolues pour la solution

t m=5N=5 m=6N=6 m=8MN=8 m=9N=9
0 0.0 0.0 0.0 0.0

1 0.805 = 1078 0143 x 1077 0.253 = 1077 0.535x 10710
2 0.215%x 107> 0.208 % 1077 0.592 % 107° 0.197 % 1077
3 0.418 x 1072 0363 % 1077 0.123 %1078 0.98 = 10710
4 0.788 % 107 0.686 x 1077 0.208 % 10® 0.5983< 1077
5 0.148 x 10~* 0.130x 1078 0.402 x 1072 0.113x 1078
6 0.281 x 10~* 0.246 x 1070 0.764 % 1078 0.214x 1078

. (b)
axic

.
—=H

25

xit)

FIGURE 3.2 — Résultats numériques pour [’exemple 3.5.2

Les erreurs absolues pour (m, N) € {((5,5),(6,6),(8,8),(9,9)} at=0,1,.....6
sont présentées dans le tableau 1l. La figure 3.2(a) représente les solutions approxima-

tives et exactes pour m = N = 6, et la figure 3.2(b) représente les erreurs maximales
e(m,Ny = max {|y(t) — u(t)|, ¢
avec (m, N) = (5,5),(6,6),(8,8),(9,9).

Les résultats de ces exemples confirment les résultats théoriques ; de plus, 'erreur
absolue diminue a mesure que N et m augmentent (voir, par exemple, les colonnes
2 et 3 des tableaux l et 11 ).

=0,1,....,6}

Les figures 3.1(b) et 3.2(b) indiquent que lorsque N et m augmentent, les erreurs

diminuent rapidement, et d’aprés les figures 3.1(a) et 3.2(a), on observe que la solu-
tion numérique ne peut étre distinguée de la solution exacte pour grandes valeurs de
m et N.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté une étude théorique et numérique pour

certaines classe d’équations différentielles fonctionnelles (EDF) ou intégro-différentielles
fonctionnelles (EIDF). plus précisément, les équations différentielles fonctionnelles
neutres, les équations différentielles fonctionnelles a retard constant et équations dif-
férentielles fonctionnelles dépendant de 1’état.
Dans I'étude théorique, on présente quelques notions théorique relative a I'existence
et 'unicité de solution et pour I’étude numérique, nous avons utilisé une méthode de
collocation basée sur les polynomes de Taylor pour construire la solution numérique
de ce type des équations.
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