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Résumeé

Notre objectif dans ce mémoire est de faire une étude générale du pro-
bleme d’optimisation avec contraintes et c’est a travers [’étude de [’existence et
de 'unicité de la solution en premier lieu, puis nous avons présenté les condi-
tions nécessaires et suffisantes d’optimalité des premier et de seconde ordre pour
les contraintes d’égalité et d’inégalité, et enfin nous avons défini quelques méthodes
qut permettent de trouver la solution optimale :

Méthode du Gradient Projeté, Méthode de Lagrange-Newton pour les contraintes
en €égalité, Méthode de Newton projeté pour les contraintes de borne, Méthode de
Pénalisation, Méthode de programmation Quadratique Successive (S.Q.P), Mé-
thodes d’UZAWA .

Mots clés : optimisation avec contraintes, Méthodes de résolution d’un

probleme d’optimisation avec contraintes.



Abstract

Our objective in this memory is a general study of an optimization pro-
blem with constraints and it is through the study of the existence and the uniqueness
of the solution first, then we presented the necessary and sufficient conditions op-
timality for first- and second-order for the equality and inequality constraints, and
finally we defined some methods which allow to find the optimal solution as :

Projected Gradient Method, Lagrange-Newton Method for Equality Constraints,
Projected Newton Method for Bound Constraints, Penalization Method, Method of
Successive Quadratic Programming (S.Q.P),Duality Method : UZAWA Methods.

Keywords : constraints optimization, solution Method for constrained op-

timization problem.
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Introduction

Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant a modéli-
ser, a analyser et a résoudre analytiquement ou numériquement les problémes qui
consistent a minimiser ou maximiser une fonction sur un ensemble.

L’optimisation joue un role important en recherche opérationnelle (domaine
a la frontiére entre linformatique, les mathématiques et l’économie), dans les ma-
thématiques appliquées (fondamentales pour 'industrie et l'ingénierie), en analyse
et en analyse numérique, en statistique pour [’estimation du maximum de vraisem-
blance d’une distribution, pour la recherche de stratégies dans le cadre de la théorie
des jeux, ou encore en théorie du contrdle et de la commande.

Beaucoup de systémes susceptibles d’étre décrits par un modele mathéma-
tique sont optimisés. La qualité des résultats et des prédictions dépend de la per-
tinence du modele, du bon choix des variables que [’on cherche a optimiser, de
Uefficacité de l'algorithme et des moyens pour le traitement numérique.

L’optimisation consiste en la recherche du minimum (ou du mazimum)
d’une certaine quantité, appelée coit ou objectif. Dans ce mémoire, on suppo-
sera que le codt dépend de n wvariables réelles, rassemblées en un vecteur x =
(x1, , ,x,) € R™, et qui fournissent une valeur f(x) ou f est une fonction de
R™dans R. En général, les variables x = (x1, , ,x,) ne seront pas autorisées a
prendre n’importe quelle valeur, mais devront satisfaire des contraintes que [’on re-
présentera par un sous ensemble C C R™. On écrira les problemes d’optimisation

sous la forme générale suivante :

(P)  min f(z)

zeC
On dit que probléme (P) admet une solution s’il existe un choiz de variables
x* e C tel que
Vee C f(z*) < f(x)

On dit alors que z* est un minimiseur (ou point de minimum) de f sur C, et

que f(x*) est un minimum de f sur C.



Introduction

Parma les classification des problemes d’optimisation on trouve :
Optimisation programmation linéaire.
Optimisation convexe.
Optimisation différentielle (ou lisse).
Optimisation SDP (semi-définie positive).
Optimisation non-différentielles (ou non lisse).
Optimisation multicritére (ou multiobjectif ).
Optimisation en dimension infinie.
Optimisation discréte (ou combinatoire).
Sans contraintes. Avec contraintes.
On s’intéresse dans ce mémoire au probléme d’optimisation avec contraintes

a sa forme générale et nous avons opté le plan du travail suivant :

— Le premier chapitre commence par présenter des notions mathématiques fon-
damentales, on définit et on introduit les outils fonctionnels de base nécessaire

pour l'optimisation avec contraintes.

— Dans le deuxieme chapitre nous nous intéressons a [’étude de quelque ré-
sultats théoriques ( existence et unicité des solutions ) aussi les conditions

d’optimalité.

— Dans le dernier chapitre, nous consacrerons de quelques méthode de résolu-

tion classique les plus utilisées dans la pratique.



Chapitre 1

Généralités et outils de base

Dans ce premier chapitre, nous apportons le bagage mathématique né-
cessaire Pour le traitement du probleme considéré dans ce mémoire. Il s’agit de

quelques définitions de topologie, calcul différentiel et de la convezité.

1.1 Rappel de calcul différentiel

Quelques Notations

15/
1. Pour tout n € N*, R" désigne ’espace euclidien R x R x ... R ( “produit n
fois”).

En général un vecteur x € R™ sera noté x = (x1,2s,...2,)" (vecteur co-
lonne).
2. On note ey, e, ...¢€, les éléments de la base canonique de R™, ou e; est le

vecteur de R™ donné par :

0 si j#i
(e); = 0y = Vi, j=1,2...n (1.1)
1 si j=1

(symboles de Kronecker).



Généralités et outils de base

3. Pour tous x,y € R™ on note par < x,y >€ R le produit scalaire de z et y,

qui est donné par
n
<3y >=Y Ty
i=1

4. Pour tout x € R™ on note par ||z|| > 0 la norme euclidienne de x, donnée

|z]| = V< x> =

Pour tous r € R™

et r > 0 on notera par B(x,r) la boule ouverte du centre x et rayon r, donnée
par

B(x,r) ={y e R", |ly — || <r}.
5. Sia,b € R" on note [a,b] le sous-ensemble de R™ donné par
[a,0] ={a+t(b—a)=(1—1t)a+tb,te€[0,1]}.

L’ensemble [a, b] est aussi appelé le segment reliant a a b.

Remarque 1.1.1. /5]
o [a’ b] = [b’ CL]
e Sia,b € R avec a < b alors on retrouve le fail que [a,b] désigne

lintervalle des nombres x € R tels que a < x < b.

6. On a < Mz,y) =< z,My) Vz € R"y € R" M € M, ,(R). (M,

désigne ’espace des matrices de m lignes et n colonnes ).

7. Rappelons aussi l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

| <z y>[<|zllyll Yo,y ecR"

Gradient et Hessienne :

[5] Soit Q@ C R™ un ouvert et f: Q — R.
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1. On dit que f est de classe C™ sur Q (f € C™(Q)) si toutes les dérivées

partielles jusqu’a 'ordre m existent et sont continues.

2. Pour tout x € Q et tout i € 1,2,...,n on note (quand 3)

(c’est la dérivée partielle de f en x de direction x;.)

3. Pour tout x € Q on note (quand 3)

of of  of

T
R™ V Q
Oxy Oxy 8:Un) R, VrE

Vir) = (

(le Gradient de f en x).
On note aussi

af of of

Ji(x) = (axl’a@'”’ax ) €R", Yz €Q

(la Jacobienne de f en ). On a
V="

4. Pour tous x € ) et h € R™ on note (quand 3)

(c’est la dérivée directionnelle de f en x de direction h) ot on a noté :
9(t) = f(z +th).

Remarque :[5]

of ., _9f
Nous rappelons aussi la formule :

or
oh

(x) =<V f(x),h >,V € Q, Vh € R".
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5. Pour x € Q on note (quand 3) H¢(z) = la matrice carrée € M,,(R) donnée

par
r
8ZE¢8$J’

H(z) ou V2f(z) = s’appelle aussi la matrice Hessienne de f en .

H(z) = (V2 f(x))y; = (z), Yi,j=1,2,...n

Remarque : Si f € C*(Q) alors Hy(x) est une matrice symétrique Vo € Q

(c.a.d Hy(z) = (Hy(x)")).

Proposition 1.1.1. [5/(Gradient de la composée) Supposons qu’on a deux ouverts
Q C R" et U C R et deuxr fonctions f : Q@ — R et g : U — R avec en plus
f(2) C U (on peut alors définir go f: Q — R). Supposons que f, g sont de classe

C*. Alors go f est aussi de classe C' avec en plus

Vigo f)(x) =4 (f(x)Vf(z), Yz €.

Propriétés 1.1.1. lien entre V et V?

. La i - éme ligne de V?f(x) est la Jacobienne du i - éme élément de V f.

. Ona
Hi(z)h = V2 f(x)h =V < Vf(x),h >,Vz € Q,Vh € R".
Eneffet :
0 B —~ f _ o2 _
5 < V@)= o (Z 5 2)hs) = > G, (2)h; = V2 f(2)h; = Hy(x)h,.

Quelques exemples importants :

15/
1. Si f:R™ — R est une fonction constante alors Vf = V2f = 0.

2. Soit f:R™ — R définie par

f(x)=<a,z >, VxeR"
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ot a € R"™ est un vecteur donné (c’est a dire, [ est une fonction linéaire).

0
Alors on calcule facilement : —— = ay,, donc
éhck

Vf=a

(le Gradient est constant).

Cect nous donne

Hy =0.
. Soit f:R™ — R donnée par
fz) =< Az,z >, VzeR",

ot A € M, (R) est un matrice carrée, réelle, de taille n (c’est a dire, f est la
fonction quadratique associée a la matrice A). Alors pour unp € {1,2,...n}

fixé, on peut écrire
n 9 n n n
fla) = Z Aijaivy = App,+ > Apmpzit Y. Apriryt > Ajjzix;
. 2,7=1 j=1,j#p i=1,i#p i,j=1,i#p,j#p
ce qui nous donne

af n n n n

or. 2AppTp+ 4 Z Apjz; + Z Aipz; = 2 Apjzj+ Z Apri = (Az)y +
P j=1,5#p i=1,i#p j=1 =1

(AT2),.

Nous avons donc obtenu :
Vf(z)=(A+ ANz, Ve R"

On peut aussi écrire

of
(91:1-

= Z(A+AT)ikxk, Vi=1,...,n.

k=1

On a alors immédiatement :
o*f

8@8%

(.CL’) = (A+AT)ij, VZ,j: 1,...,n.

c’est a dire

Hi(z) = A+ A", Vz eR"

10



Généralités et outils de base

(donc la Hessienne de f est constante).

Remarque En particulier, si A est symmétrique alors
V < Az, x >= 2Ax, Yo € R".

V? < Az, x >=2A, Yz € R™.

formules de Taylor

Proposition 1.1.2. [5/
Soit Q@ C R™ ouvert, f:Q =R, a € Q et h € R" tels que [a,a+ h] C Q. Alors :

1. Si f € CYQ) alors
i) fla+h)=fla)+ [} < Vfla+th),h>dt
(formule de Taylor a l'ordre 1 avec reste intégral).

ii) fla+h)= fla)+ <Vf(a+0h),h > avec 0 <0 <1

(formule de Taylor - Maclaurin a l'ordre 1)

iii) f(a+h)= fla)+ <Vf(a),h>+o(||h])
(formule de Taylor - Young a lordre 1)

2. Si f € C*Q) alors
i) fla+h)=fla)+ < Vfa),h>+ [ (1—t) < Hf(a+th)h,h > dt (formule

de Taylor a lordre 2 avec reste intégral).

i) fa+h) = f(a)+ < Vf(a),h>+3 < Hf(a+6h)h,h > avec 0 < 0 < 1
(formule de Taylor - Maclaurin & ’ordre 2)

iwi) fla+h) = fla)+ < Vf(a),h>+35 < Hf(a)h,h > +o(||h|?)
(formule de Taylor - Young a l'ordre 2).

Remarque : Dans la proposition précédente la notation o(||h||*) pour k € N*
signifie une expression qui tend vers 0 plus vite que ||h||¥ (c’est a dire, si on la

divise par ||h||¥, le résultat tend vers 0 quand ||h|| tend vers 0).

11



Généralités et outils de base

Dérivée au sens de Gateaux

Définition 1.1.1. [10] Soient E et I deux espaces vectoriels normés
Soient v un vecteur unitaire de E et f une fonction définie sur E a valeurs dans F
On dit que f est dérivable au sens de Gateaux au point x € E suivant le vecteur v

%

fl@+itv) — f(=)
t

élément de F et non une application linéaire de E dans IF).

lim

existe lorsque t — 0 (on notera cette limite df,(z) qui est un

v — df,(x) est linéaire continue.

1.2 Notions de topologie

Ensemble ouvert et ensemble fermé et borné

Définition 1.2.1. /2] Soit C C R™ et v(x) un sous ensemble ouvert de R™ contient

C, on dit que v(x) est un voisinage de C.

Définition 1.2.2. [//( point intérieur)
Soit C CR"™ et x € C : On dit que x est intérieur a C s’il existe un voisinage de
x contenu dans C. D’une maniére équivalente, = est intérieur a C s’il existe € > 0
tel que :

Vye C, |lz—vy| <e.

L’ensemble des points intérieur de C' est appelé intérieur de C' et noté Int(C) ou

.

Définition 1.2.3. [2/(Ensemble ouvert )

Un ensemble C C R™ est un ouvert si et seulement si CV = C

Définition 1.2.4. [2/(L’adhérence)
On dit que C' € R™ est un point d’adhérence d’un sous ensemble C' C R™ :

Yo(x),v(z) NC # ¢.

12



Généralités et outils de base

L’ensemble de tous les points d’adhérence d’un ensemble est appelé fermeture ou

cloture noté cl(C) ou C.

Définition 1.2.5. [2[(Ensemble fermé)

C C R™ est un ensemble fermé si et seulement si C = C.

Définition 1.2.6. [2/(Ensemble compact)
Soit C' un sous-ensemble de R™ . C' est compact si pour toute suite (xy)y
d’élément de C, il existe une sous-suite convergente vers un élément de C'.

C est compact si et seulement si C' est fermé et borné.

Définition 1.2.7. [1/(Ensemble borné)
Soit C C R™ est un ensemble borné si : 3M > 0 tel que : Vo € C, ||z| < M.

1.3 convexité

1.3.1 Définitions

Ensembles convexes

[5] Une partie C de R™ est conveze si pour tout couple de points x et y de C'le
segment [z,y] est entierement dans C, formellement :

Une partie C C R™ est (un) conveze si

Ve,y e C, VA€ [0,1] e+ (1—-NyeC

convexe strictement convere NON-CONVETE

13
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Proposition

[11]

On a les propriétés élémentaires suivantes :

1. Si C1,Cy sont deux convexes de R™ et \i, Ao deux réels, alors \iC7 + AaCs

est un convezxe de R"™.

2. 8t (C))jes est une famille quelconque de convezes de R", alors Njc;C; est

un convexe de R".

3. Si C est un convere de R" et f : R® — R"™ est une application affine, i.e.
f(x) = Ax + b pour certains A € My, xn(R) et b € M, (R); alors f(C) est

un convexe de R".

Combinaison convexe

[11]

Soient xy, ...,z un nombre fini de points de R™, et Ay, ..., \p des réels tels que
A0 Vi=Tk et Y N=1

On dit que
k
xr = Z )\jl‘j

j=1
est une combinaison convexe des points x1, ..., xy. Plus généralement, si S C R"™ est
un sous-ensemble quelconque, on dit que x € R™ est une combinaison convexe de
points de S s’il existe un nombre fini de points de S dont x soit une combinaison
conveze.
Remarque

Dans le cas particulier de deux points x1 et xo, toute combinaison convexe

des x1; x5 peut s’écrire sous la forme
r=Ar;+ (1 —Nzo, X€]0,1]

14



Généralités et outils de base

qui intervient dans la définition de [’ensembles convezes.

Proposition

[11]
Un sous-ensemble C' de R™ est convexe si et seulement si il contient toutes les
combinaisons convexes de points de C.
Remarque

Lorsqu’un ensemble de R™ n’est pas convexe, on peut considérer le plus petit
ensemble conveze le contenant, c’est la notion importante suivante d’enveloppe

convere.

Enveloppe convexe

[11]
L’enveloppe convexe d’une partie E C R™ est le plus petit convexe contenant E.

C’est aussi 'ensemble des combinaisons convexes des points de E. les points de

[’enveloppe convexe sont combinaison convexe d’au plus n + 1 points de E.

Polyédre convexe

15/
On appelle polyédre lintersection d’un nombre fini de demi-espaces de R™ | i.e.
I’ensemble des points vérifiant un systéeme d’inéquations linéaires toutes dans le
meéme Sens.
Un polyédre borné est aussi [’enveloppe convexe d’un nombre fini de points, appelés
sommets (nous admettrons cette équivalence, non triviale). Les solutions d’un sys-
teme de p inéquations linéaires a n inconnues définissent donc un polyédre dans R™.

d’ou 'tmportance de la théorie des polyédres pour ['optimisation sous contraintes

15
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dinégalité.

1.3.2 Points extrémaux

Définition 1.3.1. [5/ Un point x € C d’un conveze C est dit extrémal si il n'est

pas le milieu de deux points inclus dans C.

Exemples :[5]

— Tous les points du cercle bordant un disque.

— Les sommets d’un polyédre (i.e. on montre que les points extrémauz d’un
polyédre dans R™ sont intersection d’au moins n hyperplans frontiéres).

— Les points extrémaux de [’ensemble des matrices bistochastiques sont les ma-
trices de permutation, i.e. les matrices formées de 0 et 1 qui ont un seul
terme non nul sur chaque ligne et chaque colonne.

Le résultat sutvant est essentiel pour l'optimisation sous contraintes d’inéga-

lité d’une fonction linéaire :

Proposition 1.3.1. Le maximum d’une fonction convexe sur un convexe compact
est atteint en au moins un point extrémal.
(résultat admis). En particulier le mazimum d’une fonction linéaire sur un polyédre

borné est atteint en un point sommet.

1.3.3 Fonctions convexes
Définitions

* Fonctions convezes[11]
Soit C' C R™, un ensemble conveze.

La fonction f: C — R" est dite conveze si, et seulement st
Ve,ye CVA€[0,1]: fQAr+ (1 =Ny <Af(2)+ (1= A)f(y)

16
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* Fonctions strictement convexes[11]
Vo,y,x #y,€ CYAE0 1 fAr+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =N f(y)

* Une fonction est (strictement) conveze si et seulement si sa restriction a tout
segment inclus dans C est (strictement) conveze : pour établir la converité
on peut donc toujours se ramener a une fonction d’une variable.

* Si f(x) est convexe Uensemble {x/f(x) < ¢} est convexe (la réciproque est
fausse).

* f(x) est conveze si son épigraphe {(x,r),z € R",r € R/r > f(x)} est un
conveze de R" x R (ce qui revient & dire intuitivement que son graphe est le
bord d’un convexe)..

* fest concave si —f est conveze.

A

la convexité de fonction f.

Exemple 1.3.1. La fonction f définie sur R*f par :
flz,y) =2 +y* + 2y — Inx — Iny

est une fonction strictement convexe.

17
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FIGURE 1.1 - la fonction f.

18
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1.3.4 Optimisation et convexité

[5] Rappelons d’abord quelques propriétés d’ezistence des minimums d’une fonc-

tion continue.

Définition 1.3.2. [5/Une fonction est coercive si im0 f(2) = +00

Une fonction continue admet un minimum sur tout ensemble compact (donc en
particulier sur les parties fermées bornées de R™). On en déduit que sur un espace
de dimension finie une fonction continue coercive admet au moins un minimum,
mais elle peut admettre plusieurs minimums et d’autres types d’extrémums. Sur
un espace de dimension finie une fonction convexe est continue, si elle est coercive
elle admet donc au moins un minimum. Plus généralement le fait que la fonction

est convexe permet de préciser l’existence et la nature de ses extrémums.

Proposition 1.3.2. [5] Si f(x) est une fonction convexe différentiable sur R"
Viz)=0&VyeR" f(z) < f(y)

Le fait que la différentielle est nulle en un point, condition nécessaire pour le mini-
mum d’une fonction quelconque, est donc ici une condition suffisante d’existence

d’un minimum global.

Proposition 1.3.3. [5/Un minimum local d’une fonction convexe est global. L’en-

semble des minimums d’une fonction convexe est convezxe.

Proposition 1.3.4. [5] Une fonction strictement convexe sur un convexe C a au
plus un minimum sur C.

En résumé, la propriété que nous utiliserons le plus

Théoréme 1.3.1. [5] Une fonction strictement conveze sur un convexre compact

C admet un minimum unique.

Théoréme 1.3.2. [5] Une fonction strictement convexe et coercive sur un espace

de dimension finie admet un minimum unique.
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1.4 points critiques

Définition 1.4.1. [13] (Points critiques)
Soit f: R™ — R une application différentiable. Tout point x € R™ vérifiant :

est appelé point critique (ou point stationnaire) de f.

Théoréme 1.4.1. [13] Soit f une fonction de classe C*. Soit X* = (xo, Yo, 20,-.-) €
R™ un point critique de f(X) = Vf(X*) = 0. La matrice Hessienne Hy(x*) au
point X* = (zo, Yo, 20,...) est symétrique dont les valeurs propres {\;}iz1, € R

etA <A< <A, < <

si{\i}izin > 0= f admet un minimum local au point critique X* = (xo, Yo, 20y ---)-

la matrice Hy(x*) est dite définie positive.

si {\i}ticin < 0= f admet un mazimum local au point critique X* = (xq, Yo, 20, - - -
la matrice Hy(x*) est dite définie négative.

si {Aiticin = 0 = il faudra analyser la série de Taylor a des ordres < 3 pour
pouvoir conclure sur le comportement de f au voisinage du point critique.

si Vg # 1 tel que \; = 0, pour conclure sur la nature du point critique, il faudra
déterminer le signe de la trace soit : Ty, .

Comme il a été mentionné précédemment, la matrice Hessienne H¢(x), est symé-
trique donc elle est diagonalisable. Le signe est conservé par changement de base.
Cela signifie concrétement que les signes de {\;}iz1, de la matrice diagonale sont
identiques a ceux des éléments diagonauz de la Hessienne. Par conséquent, il n’est
pas nécessaire de calculer les valeurs propres pour conclure sur la nature d’un point
critique. Du fait de la conservation du signe, aprés changement de base, nous nous
baserons uniquement sur la matrice Hy(z*). Nous en déduisons les cas de figure

ci-dessous :

i) si |H(z*)| > 0= les {\;}iz1,, ont le méme signe.

20
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si la trace Ty, > 0 alors les {Ai}iz1n > 0. De la formule de Taylor , il en découle
f>0= f(zog+ da, yo+ 0b) > f(xo, yo) alors la fonction f prend des valeurs
supérieures au voisinage [xo + da, yo + 6b]. La fonction croit, nous concluons que
le point critique (xg, yo) est nécessairement un minimum local.

si la trace Ty < 0 alors les {A\itiz1n < 0. De la formule de Taylor , il en découle
f < 0= f(xo+ da, yo+ 0b) < f(xg, yo) alors la fonction f prend des valeurs
inférieures au voisinage [xo + da, yo + 0b]. La fonction diminue, nous concluons

que le point critique (xo, yo) est nécessairement un minimum local.

si |Hp(z*)| < 0= les {\;}iz1,n sont de signes contraires alors la fonction f admet

un point selle.

si |He(x*)| = 0= V5 #1i, \j =0. Pour conclure sur la nature du point critique,
il faut déterminer le signe de la trace de la Hessienne.
si la trace Ty, > 0 alors f admet un minimum local.

si la trace Ty, < 0 alors f admet un maximum local

Pour le cas d’une fonction de trois variables X € R3, d’apres la théorie déve-
loppée précédemment, un déterminant |Hp(x*)| > 0 signifie un produit positif des
valeurs propres H?:l Ai > 0. Par conséquent nous pouvons dégager deux séquences
de signes (+,4+,+) ou (—,—,+) sachant que d’aprés le théoréme ci-dessus nous
obtenons toujours A\ < Ay < A3. Afin de conclure sur la nature des points critiques

nous devons calculer la trace de la Hessienne
si la trace Ty, < 0 alors le point critique est un point-selle.

si la trace Ty, > 0 c’est un cas ambigu. Il faudra calculer les valeurs propres.

st H?:1 Ai > 0 alors f admet un minimum local.

S% H?:1 Ai > 0 alors si toutes les valeurs propres sont positives, f admet un mini-
mum local. Si au moins une des valeurs propres est négative alors il s’agit d’un

point-selle.

Une autre maniére de vérifier si H¢(x) est définie positive (existence d’un minimum
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local), ou définie négative (existence d’un mazimum local) est de considérer :
H¢(z) est définie positive = VX #0 € R": XTH;;(f)X >0 (1.2)

Hy(z) est définie négative = VX #0€R": XTHy;(f)X <0 (1.3)

Une matrice Hi(xz) € Myxn(R) ne vérifiant aucunes de ces propriétés est dite
indéfinie. Un moyen pratique de vérifier si une matrice est définie positive est de

calculer les n-déterminants des sous-matrices de H(x),

soit :
11 a2 Q13
@11 Aaiz2 Gi3 Q21 Q22 Q23
ailr aig
Ay =lan| Dy = A3 = |ay azy agg| ------ Ap=las az ass
ag1 A2
a31 az2 a33
an1 A2n A3pn

- Si{AiYicin > 0= Hj(f) est définie positive.
- Si{AiYizin < 0= Hj(f) est définie négative.

Concluons cette analyse sur la nature d’un point critique par le théoreme ci-

dessous.

Remarque 1.4.1. [13/

Faudra-il encore vérifier que Hy(x) est semi-définie positive = VX € R" :
XTH(x)(f)X > 0 et Hy(x) est semi-définie négative = VX € R": XTH(x)X

IN

0. Par ailleurs, une matrice symétrique vérifie A = AT, ses valeurs propres sont
réelles.
De plus si A est définie positive alors elle est inversible et ses valeurs propres

{\i}iz1. sont positives.

22
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— Ces n-déterminants sont appelés les mineurs principaux dominants.

Théoréme 1.4.2. [13] (conditions suffisantes d’optimalité) : Soit f : R™ — R une
application de classe C* sur R". Si X* € R™ est un minimum local (respectivement

un maximum local) de f alors :
VAX")=0
Condition d’optimalité du premier ordre et de plus,
Hy(F(X7)) = V2F(X)

Condition d’optimalité du second ordre est définie positive (respectivement définie
négative)

La condition du premier ordre sur le gradient de la fonction, V f(X*) = 0, permet
d’identifier un point stationnaire sans que l’on sache s’il s’agit d’un minimum,
d’un maximum ou d’un point de selle. La condition du second ordre portant sur le

Hessien de [, H;j(f(X*)), détermine la nature de ce point critique.

Définition 1.4.2. [13/(Définition du point-selle)
Soient Dy et Dy deux sous-ensembles et f : Dy x Dy — R. Nous disons que le point

critique (zs, ys) € Dy X Dy est un point-selle de f sur Dy x Dy si :

v (.T, y) € Dl X D2 : f(x& y) S f(xsa ys) S f($7 yS) (14)

Dans ce cas f(xs, ys) est appelée la valeur-selle de f(x, y). Autrement dit, y
f(zs, y) atteint un mazximum en ys sur Dy et © — f(x, ys) atteint un minimum
en Ty sur Dy.
Comme exemple d’application, considérons :
f:l-2;2/x[-2; 2]—R
—_—— ——

Dy Do

(ﬁ, y) '—>f(m,y) :xQ_yQ
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Exemple 1.4.1. f est le fonction définie sur R? par :

flz,y) =3z —2* — 2 + ¢

on recherche des points critiques alors on résoud le systéme : (Conditions néces-

saire)
0
@:o 3—-32>=0 =71
of(z, = =
fa_yy)zo —dy +4y° =0 y=Flou y=0

donc les points critiques sont :(1;0), (1;1), (1;—1), (=1;0), (—=1;1), (=1; —=1).
on étude la nature des points critiques : (Conditions suffisante)

la matrice Hessien est :

Pflxy) *f(z,y)

2 —6x 0
H(z,y) = 6)21(?(3j ) 321?56 o | THE=1 0 1242
oyx
(1;0) — H(1;0) = det H(1;0) = 24 > 0 alors le point (1;0) est
extrémum — tr H(1; ) = —10 < 0 donc mazimum local.
(1;1) — H(1;1) 06 Z = det H¢(1;1) = —48 < 0 alors le point (1;1) est

point selle.

(1;-1) est point selle.

—-1:0) —» H(-1:0) = = det H¢(—1:0) = =24 < 0 alors le point
( ) ) ’ f ) p

—6 0 :
(1;-1) — H(1;-1) = = det Hy(1;—1) = —48 < 0 alors le point
(-1;0) est point selle.

(“131) = H(~1:1) = (6
0
1

0 .
) = det Hy¢(—1;1) = 48 > 0 alors le point (-1;1)
8
est extrémum — tr H( )=

14 > 0 donc minimum local.

6 0
(-1;,-1) —» H(-1;-1) = ( = det Hf(—1;—1) = 48 > 0 alors le point
0 8
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(-1;-1) est extrémum — tr He(—1;—1) = 14 > 0 donc minimum local.
Exemple 1.4.2. f est le fonction définie sur R? par :
fla,y) = 32° —xy® + 2y° — 8

on recherche des points critiques alors on résoud le systéme :

Of(.y) _
of (x,y) o Conditions nécessaire
Ay

922 — 2 =0 922 —y? =0 922 — 92 =0
= =
dy — 2xy =0 y(4—2x)=0 y=0oux=2
siy=0=922-0>=0=2=0
=
sizr=2=9x22 -1 =0=y=7F6
donc les points critiques sont : {(0;0), (2;6), (2; —6)}

la matrice Hessien est :(Conditions suffisante)

Pf(z,y) 0°f(z,y)

0x? oxy 18z =2y
H g :> H Y =
(z,y) Pf(x,y) *f(x,y) (@) —2y 4—2x
oyx Oy?

Etude de la nature de chacun des points critiques

0 0
e (0;0) - H(0;0) = - = det H¢(0;0) = 0 on ne peut pas conclure, il faut

développer les calculs jusqu’a 'ordre supérieur.

36 —12 .
o (2;6) — H(2;6) = = det Hy(2;6) = —144 < 0 alors le point (2;6)
-12 0
est point selle (col).
36 12
e (2,—-6) — H(2;-6) = = det Hy(2;—6) = —144 < 0 alors le point
12 0

(2;-6) est point selle (col).
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Chapitre 2

Minimisation avec contraintes

On s’intéresse dans ce chapitre au probléme d’optimisation avec contraintes,dont
on va présenter sa forme générale, théorémes d’existence et d’unicité et les condi-

tions d’optimalité.

2.1 Formulation du probléme

/3] Soit f : R™ — R. On appelle probléeme de minimisation avec contraintes

le probléeme suivant :
min f(z),
reC,C CR"”

ot (' est l'ensemble des contraintes, C' domaine non vide et fermé de R™.

Le probleme (P) s’écrit aussi sous la forme générale suivante :
min f(z),
(P) h2<x)2072:177p7

9i(x) <0, j=1,....q,

e Les fonctions f,h;,i =1,p et g;,j = 1,q définies de C dans R sont de classe C';
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Les conditions hi(z) = 0, i = 1,p,g;(z) <0, j = 1,q et x € R™ sont appelées

contraintes du probléme (P).

Définitions

[3]
On appelle solution réalisable ou admissible tout vecteur x vérifiant les contraintes
du probléme (P).
L’ensemble C = {z €: hj(z) = 0,Vi = 1,p et gj(x) < 0,Yj = 1,q} est appelé
ensemble des solutions réalisables ou admissibles.
On appelle solution optimale du probléme (P) (ou minimum global) une solution
réalisable x* qui minimise f(x) sur ’ensemble de toutes les solutions réalisables,

c.a.d :

Ve e, f(a") < f(z).

On dit qu’un point x* est un optimum (minimum) local de f si, et seulement si, il

existe un voisinage V(z*) de x* tel que x* soit un min global de f sur V(z*) :
VeeV(z")NnC, f(z*) < f(x).

Un minimum est dit strict si les inégalités dans les définitions précédentes sont
strictes.

Si pour x € C et pour j € {1,2,...,q} on a g;(z) =0, on dit que la contrainte g;
est saturée ou active en .

Une contrainte qui n’est pas active est dite inactive. On note I(x) l’ensemble des

indices j correspondants aux contraintes actives en x :

I(z)={je{1,2,...,q} : gj(x) = 0}.
Un vecteur d est une direction de descente s’il existe T tel que :

flz+td) < f(z), te]0,7].

27



Minimaisation avec contraintes

e Soit f:R" >R, CCR" xze€C

d est une direction admissible si AN > 0 tel que : x +Ad € C,V 0 <A< X

Exemple 2.1.1. Considérons le probleme ci-dessous :

min f(z,y),
gi(@y)=(r+1)*+(y—-2?-4<0,
(Fo) § go(,y) = —y + 2z + I <0,
g3(z,y) =y+2—3<0,
(z,y) € R?
1. considérons les directions dy = _01 et dy = et le point 2° = )

(voir Figure 2.1)

2. Quelles sont les contraintes actives en x

0

?

g1(2°) =g1(1,2) =(1+1)2+(2—-2)2—4 =0, g est active

92(2°) = g2(1,2)

—2+2x14+1=0, g est active

g3(2°%) = g3(1,2) =24+ 1—-3=0, g3 est active

I(z%) =1(1,2) = {1,2,3}

3. dy est-elle une direction admissible pour f en 2° ?

Il faut avoir (Vg;(2°),do) < 0,Vj = 1,3 car g1, ga€t g3 sont actives.

20 +1
Vai(z,y) = ( ) = Vi (1,2) =
2(y —2)
3
v92($7y) = 51 = v92(172) =
1
Vgg(x,y) - = vg3(172) - 1

(Vgi(1,2),do) = <—1 O)
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C:domaine des
5 - solutions réalisables — g

FIGURE 2.1 — Domaine des solutions réalisables
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<Vm02%%>=(—10) =<0

1
(Vgs(1,2),do) = (—1 o) = ~1<0
Donc dy est une direction admissible pour f en z°.

. dy est-elle une direction admissible pour f en 2° 2

(Vgi(1,2),dr) :<1 O) 3 =4>0

Donc dy n’est pas une direction admissible pour f en x°

2.2 Reésultats d’existence et d’unicité

Théoréme 2.2.1. [3/(Existence)
Supposons que f est continue, que C' est un sous-ensemble fermé non vide de R"

et que l'une des conditions suivantes est satisfaite :
. Soit C' est borné;
. Soit f est coercive.

Alors le probleme (P) admet au moins une solution.

Preuve 2.2.1. [3] Soit (2,)nen une suite minimisante dans f(C') i.e d’élément de
C' telle que limy, o f(x,) = inff(C) comme C est fermé et borné, il existe une
sous suite etraite (x,(n)) qui converge vers un x* € C cette suite exraite vérifie :
Tom) — &5 et f(Tom)) = infyecf(y) or f est continue, d’ou par Unicité de la

limite, il suit f(x*) = infyecf(y) avec z* € C et f réalise son minimun sur C.OJ

Théoréme 2.2.2. (Ezistence et unicité)[3]
Soit f une fonction continue et strictement convexe et soit C' est un sous-ensemble
non vide, convexe et fermé de R™.

St C' est borné ou si f est coercive, alors il existe un unique ™ € C' solution de

(P).
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Preuve 2.2.2. /3] supposons que f admette au moins un minimum m et soit
x1 # xo dans C réalisant ce minimum : f(x1) = f(x2) = m par strict convezité de
la fonction f on a alors :

T, + To 1

5 )< 5(f($1)+f(952>) =m

f(

ceci contredit le fait que m et le minimum donc x1 = xo = x*.

2.3 Conditions d’optimalité du 1°" ordre

2.3.1 Conditions d’optimalité du 1°* ordre générales

Théoréme 2.3.1. (Condition nécessaire du 1° ordre)[1]
St f est une fonction gdteaux différentiable et si C' est un conveze et fermé de R,

alors toute solution x* du probleme (P) vérifie la propriété suivante :
Ve e C,(Vf(z"),z —a*) > 0. (2.1)
Preuve 2.3.1. Soient x* une solution du probléeme (P) et x € C, alors :
Vo e C, f(a) < f(a).

C' est conveze, alors

+t(x—2) e C, Vte[0,1].

Donc
Ve e O, f(a" +t(x —2")) — f(z") > 0.
D’ou
* t _ * _ *
veeC, vie o, L& N N=J@)
Alors

Ve e C, vVt €[0,1], lim

t—0+ t

Par conséquent,

Ve e C, (Vf(z"), v —a*) > 0.
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Théoréme 2.3.2. [3/(C.N.S. du 1¢" ordre dans le cas convexe)
Soient f une fonction convexe et gdteauz différentiable et C est un conveze et
fermé de R™. Soit x* un élément quelconque de C'.

La conditions (2.1) est nécessaire et suffisante pour que x* soit solution du probléme

(P).

Preuve 2.3.2. [3] La condition est nécessaire (voir Théoréme 2.3.1). Il reste a
montrer qu’elle est suffisante.

Soit x* un élément de C', comme f est convexe, alors :
Ve e O, f(x) 2 f(a") +(V[f(z%),z —a").

Puisque (V f(z*),z—a*) > 0, alorsVz € C, f(x) > f(z*). D’ou x* est une solution
du probleme (P).

2.3.2 Conditions d’optimalité du 1°* ordre, cas en égalité

[8] Lorsqu’on a que des contraintes d’égalité, le probleme (P) se réduit a la
forme suivante :
min ()
(Pe){ hi(z) =0, i=1,...,p,
x € R"™.

Théoréme 2.3.3. [3/(C.N. du 1°" ordre - Contraintes en égalité)

On suppose que :

f, hi pour i =1,p, sont de classe C* dans R" ;

Le probléeme (P.) admet une solution x* ;

Les p vecteurs de R™ : Vhy(x*), Vhy(z*), ..., Vh,(x*)sont linéairement indépen-
dants (et donc p < n).

Alors il existe p réels \], A5, ..., A, tels que
p
V() + Y A Vhi(z*) = 0. (2.2)
i=1
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Preuve 2.3.3. /3] Analogue a celle du théoréme de Karush-Kuhn-Tucker qui sera

démontré par la suite.

Définition 2.3.1. [3/(Multiplicateurs de Lagrange)

Les réels AT, A5, ..., A, duthéoréme 2.2.3 sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Exemple 2.3.1. cas R?
min, f(z,y) =y
On veut résourdre : h(z,y) =42> +y> —4=0

(z,y) € R?
Le Lagrangien pour ce problem est

L(x,y,A) = f(z,y) + Ah(z,y), VAER
L(x,y,A) = zy + A(42” +y° — 4)

Le systéme a résoudre pour trouver les points critiques est donc

d(x,y, A
%IO y+ 8\ =0
Oz, y, \)
VL(x,y,\) =0= 8—y:O = x+2\y=0

O(z,y, \) 2, .2
—77 g 4QJ—|— _4:()
o ! /

y = —8\x y = —8\(=2)\y) = 16)\?%y y(1—16)1%) =0

= yr=-2\y = yr=-2\y = yTr=—-2)\y
402 + 2 —4=0 402 + 2 —4=0 4a? + 12 —4=0

alors pas de solution dans ce cas
4002+ (0> =0+#4

o SiA==%1 (car1—16X*=0) :

v =—2(F3y) = £3y v =3y

42 +y? =4 A+3y)?+y* =4
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x:j:%y _ x:i%y
y? =2 y=+v2

dans ce cas on obtient 4 condidats (v/2/2,v2) ; (V2/2, —v2) ; (—=v2/2,v2) ; (—V2/2, —V/2)

Le tableau suivant permet de déterminer la nature des points critiques :

=

(0, 90) <§,ﬁ> <§7—¢§> <‘Tﬁ,ﬁ> <‘Tﬁ7— 2)
f(xo,y0) | 1 -1 -1 1
V2

2
les deux points critiques (%, —V/2), (—7, V2) sont des points minimau.

Exemple 2.3.2. cas R?
(
Min f('rlyx27 x?)) = 23:% + l’% + 41’%

) hi(z1,72,23) = 21 + 225 — 23 = 6
On veut résourdre :

hQ(.fEl,.’L’Q,x;g) = 2331 — 21’2 + 31’3 =12

L (.Z'l, Ta, .1’3) € RB

les conditions de Lagrange :

(

2
Vf(fﬂl,.’ll'g, xg) + Z )\thi(l’l,LEQ,.fL'g) = 0.

=1

M € R

)
4z 1 2 0
2oy | M| 2 [ FA|=2]=1]0
813 —1 3 0

(.1'1—|—2.T2—£L'3—6>:O.

(2331 — 2372 + 3373 — 12) = 0.

|\ X2 €R.
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41‘1:0 1’1:0

— SiM=0etX=0alors: ¢ 2x0o=0 == a,=0

8ZL’3:0 ZL’gZO
h1(0,0,0) =042 x 0 — 0 = 0 # 6 non réalisable.

41’1"‘)\1:0 1‘1:%
2$2+2)\ :O LEQZ%
— Si A #£0 et Ay =0 alors : ! — 9.5
8(E3—)\1:0 x3:;_g
\$1+2£C2—ZC3—6:0 \)\1:%
h(gs, 25 52) = 5= + 2 X 33 — 52 = 2L # 6 non réalisable.
( (
4.731—|—2)\2:0 xlzg
209 —2X =10 1y = =X
— Si A =0 et Ay #£0 alors : — %
8373—3)\2:0 ngz%
\2$1—2$2+3$3—12:0 \)\2:72—%6
hi(52, 52, 38) = 2+ 2 x 28 — 38 = =50 £ 6 non réalisable.

— A # 0 et Ay # 0 alors On pose la matrice suivant :

1 2 -1 0 0)\ (= 6
2 -2 3 0 0 || 12
40 0 1 2||al=1]o0
02 0 2 —=2||m 0
00 8 -1 3/ \hy 0
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(

71 = 5.044
2y = 1.19
75 = 1.43
A = —T7.52
Ao = —6.32

\
hy(5.044,1.19,1.43) = 5.044 + 2 x 1.19 — 1.43 = 6 réalisable alors hy est active.
ha(5.044,1.19,1.43) = 2 x 5.044 — 2 x 1.19 + 3 x 1.43 = 12 réalisable alors hy est

active.
la valeur de la fonction f au point (5.044,1.19,1.43) est :
f(5.044,1.19,1.43) = 2 x 5.044% + 1.19? + 4 x 1.43% = 60.48

2.3.3 Conditions d’optimalité du 1°F ordre, cas en égalité et
en inégalité

[3] Considérons un probléeme d’optimisation sous forme générale :

(

min f(x),

hi(x)=0,i=1,..., p
(P) |

gi(x) <0, j=1,..., ¢q

\xER”.

Théoréme 2.3.4. [3/(Conditions d’optimalité non qualifiées)
On suppose que f, h; pour i =1,p et g; pour j = 1,q sont de classe C*. Soit z*

une solution de (P).

Alors il existe \* = (A}, A3,..., A5) € RP, p* = (uy, py, ..., pp) € RE et pug € Ry

36



Minimaisation avec contraintes

tels que :
e Vje{0,1,...,q},: puj=>0; (2.3a)
o Nhi(z*) =0 pouri=1petg;j(z*) <0 pour j=1,g; (2.3b)
o Vie{l,....q} 1 p gi(z") =0; (2.3¢)
o UiV f(x*) + Z NV R () + Z WiVg;(z*) = 0. (2.3d)

Preuve 2.3.4. La preuve consiste a remplacer le probléme (P) avec contraintes

par la suite de problemes sans contraintes :

min fi(x) = f(z) + ka(z),

reR"

(Px)

ot o : R" — R est une fonction de pénalisation des contraintes et k > 0. a est

choisie de fagon a avoir (P) et (Py) équivalents (c.a.d. ayant les mémes solutions).

Pour tout entier k, considérons le probleme :

min fi(x),
xr € B(z*, p).

(Pr)

o

fule) = Fl2) + 5 S It SZ Palle—a,  (24)

avec g (x) = max(0, g;(x)) et B(x*, p) est une boule fermée (compact) centrée en

x* et de rayon p > 0.

Remarque 2.3.1. Les fonction g; sont de classe C*, alors (g7 )? est différentiable

et
d(gh)?
) ) = 2% ()5 ()
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e Le probléme (F;) a au moins une solution z;

[3] En effet, fr est continue, elle atteint donc son minimum sur le compact
B(z*, p).

e La suite (z;) converge vers z*

[3] La suite (xy) est dans le compact B(z*, p) et on peut en extraire une sous-
suite, noté (xy), qui converge vers & € B(x*, p).
Comme fr(xr) < fi(z*) = f(a*) < 400 car xp est le mimnimum de f, sur

B(z*, p), nous avons alors

S ) +Zgj ) < 2[£) — f) ~ o= 2] (25)

=1

[f(z*) — f(xr) — ||zp — *||?] étant borné, donc

k—+o0

et

Vji=1,q, lim gf(x;)=g;(z)=0.

k——+o0
Alors T est une solution réalisable.

D’autre part :
fla) + llox — 2| < filaw) < fa7)
q
car £[hi(xr)]? + 5 3" [g] (2)]? > 0 (cest une somme de carrés).
j=1

Comme x* est une solution du probléme (P), alors

(@) + ||z — 2" < f(z¥) < f(@).

Donc ||z — x*||> = 0. Par conséquent, T = x*.
Ce raisonnement peut étre fait pour toute valeur d’adhérence de la suite (xy).

Donc la suite (xy) converge vers x*.
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e Condition d’optimalité pour (F)

[3] Comme (xy) converge vers x*, elle est dans B(x*,p) a partir d’un certain
rang et donc xy est un minimum local (sans contraintes) de fy. Par conséquent,

V fi(z) = 0 pour k assez grand, c.a.d.

f(zk —|—kZ (2g) Vhi(xy) —I—kz 95 (xr)Vg;(zr)] + 2(zp —27) = 0. (2.6)

7=1
Posons
p q %
S = (12 Y I + 2 Yo ()]
i=1 J=1
— (e —
o =3 N = —khls(:k), pour i =T1,p et uf = kgjs(kk)a pour j =1,q.

La relation (2.6) devient :

A9 () + SN a)] + S Vg )] + (o —a) =0, (27)

i=1 k
Comme le vecteur (A, ..., Xe ué, pf, ... pk) € RE x Ry X RY est de norme 1, on
peut en extraire une sous-suite convergente vers (\¥, ..., )\’;, pk ks ,u’;) #0 et

passer & la limite dans (2.7). Alors, on aura :

piN f () + Z NV h(2*)] + Z Vg (a)] =0 (2.8)

car toutes les fonctions considérées sont continues et Sy, > 1. Notons que

w;>0,Vj=0,4q.

e Relation (2.3c)

[3] Si gj(z*) < 0, alors g;(x) < 0 & partir d’un certain rang et pf = 0. Par

conséquent, en passant & la limite p; = 0.

Remarque 2.3.2. [3] Quelques remarques importantes :

1. Les réels A} et p; sont les multiplicateurs de Lagrange.
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2. La relation (2.3b) est une relation de réalisabilité, c.a.d. que tout point x véerifiant

(2.3b) est une solution réalisable.
3. La relation (2.3¢) est une relation de complémentarité.

4. Les conditions du théoréme (2.3d) sont dites non qualifiées car le réel u peut étre
nul et on n’a pas de renseignements sur le minimum de [ puisqu’elle n’apparait
nulle part dans la relation d’optimalité. Donc il est important de donner des condi-

tions qui permettent d’assurer que p; soit non nul.

De telles conditions sont dites conditions de qualification ou de régqularité. Lors-

qu’elles sont vérifiées le probleme est dit qualifié.

Définition 2.3.2. [3/(Point réqulier ou condition de qualification 1)
On dit qu’un élément x* € R™ est régulier pour les contraintes h; pour i = 1,p et
gj pour j =1,q :

e s’il est réalisable : hi(z*) =0 pouri=1,p et g;(z*) <0 pour j =1,q

e si les vecteurs Vhi(x*) pour i = 1,p sont linéairement indépendants

o ct si on peut trouver une direction d € R\ {0} tel que

On dit aussi que x* vérifie la condition de qualification de Mangasarian-Fromowitz
que nous noterons (2.5.2).

La condition (2.3.3) suivante est plus forte que la condition (2.3.2).

Définition 2.3.3. [3/(Condition de qualification 2)

On dit qu’un élément x* € R™ est régulier pour les contraintes h; pour i = 1,p et
gj pour j =1,q :

e s’il est réalisable,

e ct si les vecteurs Vhi(z*),Vg;(x*) pour i = 1,p et j = 1,q sont linéairement

mdépendants
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(
min f(x,y) = 42* + 5y* + 62y — 62 — 6y + 3

y—z+2=0
r+y—1<0
Exemple 2.3.3. considérons le probleme :

x>0

y=>0

| (z,y) €R?
le point (0,0) n’est pas active
f est un fonction continue et strictement convexe.

—1 1 —1 0
Vh(z,y) = X , Voi(z,y) = ' , Vga(z,y) = . , Vgs(z,y) =

la famille {Vh(z,y), Vai(z,y), Vga(z,y), Vgs(z,y)} sont libres.

Théoréme 2.3.5. [3/(Conditions de Karush-Kuhn-Tucker)
On suppose que f,h; pour i = 1,p et g; pour j = 1,q sont de classe C*. Soit x*

une solution de (P).

On suppose que x* est un point régulier pour les contraintes h;, i = 1,p et g;, j =

L.

Alors il existe \* = (X[, A3, ..., A5) € RP et p* = (uy, p3, ..., py) € RY tels que :
o Vie{l,....q}, uj>0; (2.9a)
o hi(z*) =0 pouri=T1,p et g;(z*) <0 pourj=1,¢; (2.9b)
o Vje{l,....q}: pjgi(z") =0; (2.9¢)

+ZA*wL Z *Vg;(z*) = 0. (2.9d)
=1

Preuve 2.3.5. On montre que sous les hypothéses de régularité (2.3.2), le réel g
donné dans le théoréme (2.3d) est non nul.

On a (AT, N5, .oy A5y g, (3, 3, -5 py) # 0. On suppose que pg = 0 et suppo-
sons aussi que i =0, Vj € I(x*).
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p

Alors le vecteur \* = (A}, A3,..., A5) # 0, on a alors ) \;Vhi(z*) = 0. Ce
i=1

résultat contredit l'indépendances linéaire des Vh;(z*),i =1, p.

Donc il eziste jo € I(x*) tel que p3, # 0.

Nous avons, en prenant la direction d donnée par (2.3.2) :
p q
0="> X(Vhi(a*),d) + > _ i(Vg;(x*),d) < 113, (Vgj,(z*), d) <0,
i=1 j=1

d’ot la contradiction.
L’ensemble des contraintes (2.9a)-(2.9d) sont appelées conditions de Karush-Kuhn-
Tucker, notées K.K.T.

Définition 2.3.4. (Lagrangien)
On appelle lagrangien du probleme (P) la fonction définie de R™ x RP x R? dans
R par :

p q
Llz A p) = f@)+ > Nhi(x) + > pig;(x).
i=1 j=1
Remarque 2.3.3. La relation (2.9d) s’écrit
Vo L(z", N, ") =0,

ou V, désigne le gradient du lagrangien par rapport & la premiere variable.

Dans le cas convexe, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.3.6. (C.N.S. dans le cas conveze)
On suppose que f,h; pouri=1,p et g; pour j = 1,q sont de classe C* et que f et
95,7 = 1,q sont convezes et h;,i = 1,p sont affines. On suppose aussi que x* est

un point régulier. Alors,
(" est solution de (P) )< (les conditions (2.9a)-(2.9d) sont satisfaites).

Preuve 2.3.6. [3/ On montre que si les conditions (2.9a)-(2.9d) sont satisfaites

alors x* est une solution du probléme (P).
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De (2.9b), on déduit que x* est réalisable. Comme toutes les fonctions sont convezes,

alors le lagrangien est convexe par rapport & la variable x et la condition (2.9d)

est équivalente a dire que x* est un minimum de L(x, \*, u*). On obtient donc :

Ve e R" : L(x*, N\, pu*) < Lz, A", 1*)

Sixz e C, alors hi(x) =0 et g;(x) <0 de sorte que

P q 4
Z Arhi(z) + Zﬂ;gj(x) = Zujgj(w) <0,
i=1 i=1 j=1

puisque p; > 0 d’apres (2.9a).

De plus avec la relation de complémentarité (2.9c), on voit que

L(z*, A p%) = f(a7),

Finalement, on obtient

f@®) = L& X p5) < L2, A p7) = f27) < f(a).

Ce qui preuve que x* est solution du probléeme (P).

Exemple 2.3.4. On veut résourdre :

(

min f(x,y) = 4x* + 5y* + 62y — 62 — 6y + 3
r+y<1
x>0

y=>0

| (z.y) € R
)

min f(z,y) = 4x* + 5y? + 6xy — 62 — 6y + 3

r+y—1<0

On écrit les contraintes sous la forme générale : ¢ x > ()

y=>0

| (z.y) € R?
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les contraint

fonction
1.50 — gl
1.25 — g3
1.00 A \
075 TS
B N C: ensemble
des solution
] réalisable
> 050 %,
H
0.25 "
1Y
N
0.00 +
—0.25
—0.50 4
T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 15

FIGURE 2.2 — la fonction f et les contraintes g;

les condition de KKT

on a
(

3

=1

\ w1, g, ug >0

wigi(x,y) =0, i=1,3
\

8r + 6y — 6 1 —1 0
+ Uy + Usg + us =0
10y + 6x — 6 1 0 —1
uy, ug,uz = 0

w(r+y—1)=0
ug(—x) =0

(us(=y) =0
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e siu; =0¢cetuy=0c¢etu3=0

|o

—
=

réalisable

e

10y + 62 —6 =0 Y =

[y
=

d’apres le théoreme de Weierstrass le pt(%, 1—31) est minimum global.

6 _ -2
11 €t uz = 55 < 0 refuse.
6
8

o uy=uz3=0etuy>0=2=0ey=

o siu; =u=0etus>0=y=0etz= etU3:%3<OT'€f'U,S€.

o Uy =u3 =10 etu1>O:>x:§ ety:%etu1:%4<0refuse.
o siu; >0etuy >0etuz=0=y=1letr=0etu;=—-4<0etuy=u; =-4<0
refuse.

o siuy >0etug>0etuo=0=>x=1ety=0 et u; =uz =—2 <0 refuse.

o siu; =0 etuy >0etug >0 =>y=0etx =0ce€tu =u3 =—-6 <0 et
Uy = u; = —4 < 0 refuse.
e stup >0 etuy>0etuz>0=uy=—uz etu; =6 et x =y =0 et refuse.

2.4 Conditions d’optimalité du second ordre

Les conditions d’optimalité du premier ordre permettent de déterminer les bons
condidats a la solution de (P). Les Conditions d’optimalité du second ordre vont

permettre dans un premiers temps de restreindre encore le nombre de candidats.

Théoréme 2.4.1. [9/(Condition nécessaire du second ordre)
On suppose que f, h;, @ = 1,p et g;, j = 1,q sont de classe C?, que x* est un
minimum de f sur C' et que la condition (CQ1) est vérifiée.
Alors il existe \* = (A, A3,..., A;) € RP et p* = (u3, ps, ..., py) € RY tels que :
e Les relations (2.9a)-(2.9d) de K.K.T. sont satisfaites
o Pour toute direction d € R™\ {0} vérifiant :

(Vg;(z*),d) =0, pourje It(z*); (2.10)

(Vgi(z*),d) <0, pourjeI(z*)\ I (z*);
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ot I(z*) ={j €{1,2,...,q} : g;(z*) =0 et u; >0}, on a
(Hp L(x*, N, p)d,d) >0, (2.11)

avec

Ho, L(z*, N, i) +ZAHh +Zuj 0

désigne la seconde dérivée de L au point (z*, N*, p*).

Définition 2.4.1. [3/(Contraintes fortement actives)

L’ensemble I (x*) est l’ensemble des contraintes fortement actives.

Lorsque I*(x*) = I(x*), c.a.d. gj(z*) = 0 < p5 > 0 on dit qu’il y'a stricte
complémentarité.

Le résultat suivant donne une condition suffisante du second ordre.

Théoréme 2.4.2. [3/(Condition suffisante du second ordre)

On suppose que f,h;, i = 1,p et g;, j = 1,q sont de classe C*. Soit x* € R"
vérifiant les conditions de K.K.T. avec les multiplicateurs de Lagrange \*, p

Si la matrice hessienne du lagrangien au point (z*, N\*, p*), V2 L(z*, \*, u*),

est définie positive sur le sous-espace
T={deR"\ {0} : < Vh(z*),d) =0, i =1,p et < Vg;(z*),d) =0,j € I"(z*)}

alors x* est un minimum strict de f sur C.
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Chapitre

Algorithmes

Dans ce chapitre nous allons introduire une classe importante d’algo-
rithmes de résolution des problémes d’optimisation sous contraintes. Bien entendu,
nous ne pouvons pas étre exhaustifs; nous présentons les méthodes "de base” les
plus classique. et avec cela, la plut part de ces algorithmes exploitent les condi-
tions d’optimalité dont on a vu qu’elles permettaient (au mieux) de déterminer
des minima locauz. La question de la détermination de minima globaux est difficile
et dépasse le cadre que nous nous sommes firés. Néanmoins, nous décrirons dans
la section suivante, un algorithme probabiliste permettant de "déterminer” x un

minimum global.

3.1 Meéthode du gradient projeté
[6] Dans le cas d’optimisation sans contraintes, [’algorithme du gradient
s’énonce comme suit :
20 € R™ un point initial donné,
D) = z®) 4 B q®) g®) e R\ {0}, p®) e R*,
ot p®) et d®) sont choisis de telle sorte que :

Fa®H) < f(2®),
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Dans le cas avec contraintes, on ne peut pas étre sur que =) reste sur l’en-
semble des contraintes C. Il est donc nécessaire de se ramener sur C, et ceci grace

a une projection sur C, l'opérateur associé étant noté llg ou C est convexe fermé

et non vide :

Il : R" — C
T —r Hc(x)

On obtient ainsi l'algorithme du gradient projeté, qui est identique a celur du
gradient a la projection pres :
Initialisation :
k=0, choiz de 9 et e > 0.
Itération k :
Tant que le critére d’arret est non satisfait :
) = k) — R f ()
20+ = [T, (k+1)
k=k+1

Fin tant que

Théoréme 3.1.1. [6/(Convergence).
Soit f une fonction de classe C' définie de R™ dans R. On suppose que f est
elliptique de dérivée lipschitzienne. Alors, si on choisit le pas p*) dans un intervalle
(81, Ba] tel que 0 < By < P < % (o o et M sont respectivement les constantes
d’elliplicité

(Vf(@) = Vi) (@ —y) = alz -yl

et d’inégalité lipschitzienne

S (@) = fFWl < M|z —yl)).

La suite (a:(k))k définie par la méthode du gradient projeté converge vers la

solution du probleme
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Exemple 3.1.1. [6] Pour des contraintes de type x > 0, l'opérateur de projection
est

HC(IE) = max(xi, O)i=1,...,m-

Pour des contraintes de type a < x < b, l'opérateur de projection est

b, st x>,
He(z) = x, st oa<x<b,

a, st x<a.

3.2 Meéthode Lagrange-Newton pour des contraintes
égalité

Cas d’un probléme quadratique avec des contraintes affines
égalités
[6] Considérons un probléme quadratique avec contraintes affines de type éga-
lité :
min %xTQx —cl'z,

Ax =10

ot () est une matrice carrée de R d’ordre n xn, ¢ un vecteur de R™, A une matrice
de R d’ordre m x n et b un vecteur de R™.

Les conditions de KKT de premier ordre nous donnent

V.(327Qx — "z + A\ (Az — b)) =0,
Ar =0,

ou A € R™ est le vecteur multiplicateur de Lagrange associé aux contraintes

Az =b.
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Par conséquent, le couple optimal (z*, \*) est la solution du systéme :

Qz* —c+ AT =0,
Axr* =b.

Ce systéme peut s’écrire comme suit :

Q AT x* c
A 0 A* b
AT
St la matrice est inversible, le systeme admet une solution que [’on peut
A 0

calculer par une des méthodes de résolution des systemes linéaires.

Cas d’un probléme non quadratique

[6] Considérons un probléme non quadratique suivant :

min f(z),
g(z) =0

ot f :R" - R et g: R* = R™ sont de classe C?.

Les conditions de premier ordre de KKT s’écrivent comme suit :
V.L(z,\) =0,
g(x) =0,
ou A € R™ et L(x,\) = f(x) + A g(x) est le lagrangien du probleme.On résoud ce

systeme d’équations non linéaires par la méthode de Newton. C’est l’algorithme de

Lagrange-Newton énoncé comme suit :
— Initialisation : k = 1, Choiz de (z@ \®)) € R" x R™.

— Itération k
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— Tant que le critére d’arrét est non satisfait, faire

Résoudre le systéme linéaire suivant :

Vag(z®) 0 y®) g(z®)
ot H, . L(x® \®)) est le hessien de L par rapport a .

Poser

L+ — (B L g
AR+ — A 4 gy (B)
k=k+1.

— Fin tant que

3.3 Meéthode de Newton projetée

Cas de contraintes de type x > 0
[6] Considérons le probléme suivant :

min f(x)

>0

(3.1)

ot f est de classe C? sur R™ . Si H®) designe la matrice hessienne de f en x®,

une itération de la méthode de Newton est de la forme suivante :
D) — (k) [H(k)]_l(Vf(x(k)).
On peut affiner en introduisant un pas o'®) >0, ce qui donne :
2B — (k) o (R) [H(’“)]*l(Vf(x(k)).
Si on projette sur ’ensemble des contraintes, on obtient :
[x(kﬂ) — ) _ ok [H(k)]*l(Vf(x(k))ﬁ
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ot xt = max(z;,0)1<i<n. On a le théoréme de convergence suivant :

Théoréme 3.3.1. [6/On suppose que f est convexe et est de classe C* et que le

0
/ (x*) > 0, Vi € I,(z"),
a7

(I1,(z*) est l’ensemble des indices actifs). On suppose de plus que l’on peut trouver

probleme (3.1) a une solution unique z* vérifiant

my et mg deux réels strictement positifs tels que :
ma|2)|? < 2TVE fx)z < mo2|?,

dans chacun des cas suivants :

pour tout z € {z/f(x) < f(zO)}, d'une part;

z dans une boule centrée en x* et z # 0 tel que z; = 0 pour i € I,(x*),d autre part.
Alors la suite %) engendrée par Ualgorithme converge vers x* et le taux de conver-
gence est superlineaire. On peut alors généraliser l’algorithme précédent au pro-

bléme a contraintes bornées.

Cas de contraintes de bornes

[6] Dans ce cas, le probléme se présente comme suit :

min f(z)

a<zxz<b
Nous appliquons les itérés de la méthode de Newton projetée comme dans le cas
du probleme (5.1), en utilisant la projection suivante :
(k+1) — (k) _ o (F) [H(k)]_l(Vf(l‘(k))]ij

ou pour tout z € R, 2Pm7 = To(2) désigne le vecteur :

bi sib; <z,
Proj 4
[2]; ™ =2 sia; <z < b,

a; stz <aj;.
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3.4 Meéthodes de pénalisation

Principe de la méthode

[6] Le principe est de remplacer la fonction objectif originale du probléme par
une fonction de pénalité. La fonction de pénalité est composée de :
la fonction objectif originale du probleme d’optimisation avec contraintes, et
un terme supplémentaire pour chaque contrainte.
Ce terme est positif si le point courant x viole les contraintes et nul dans le cas
contraure.

Donc on remplace le probléme avec contraintes suivant :

flx) — min,
(@) (3.2)
reC CR",
par un probléme sans contraintes suivant :
f(x) + La(x) — min,
() + fala) .

r € R",

ot o : R" — R est une fonction de pénalisation des contraintes et pn > 0. Le but est
de trouver des fonctions « telles que les problemes (3.2) et (3.3) soient équivalents.
Nous supposons que o vérifie les propriétés suivantes :

. La fonction « est continue sur R™.

. Vx e R", az) > 0.

o) =0 xel.

Nous donnons quelques exemples de pénalisation pour différentes contraintes :

. Pour une contrainte x > 0, on a la fonction a(z) = ||z~||* ¢
. Pour une contrainte h(z) = 0, on a la fonction a(x) = ||h(z)|]

. Pour une contrainte g(x) > 0, on a la fonction a(z) = ||g(z)~||?

ot || — || est la norme euclidienne de R"™ et x~ = max(—zx,0).
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La méthode de pénalisation dans le cas de contraintes éga-
lités
Dans le cas de probleme d’optimisation avec contraintes de type égalité,la fonc-

tion pénalité utilisée est la fonction quadratique.

Le probleme a résoudre est le suivant :

f(z) — min, (3.4)
gi(z) =0, 1<i<m.

La fonction quadratique de pénalisation q(xz, ) pour (3.4)est :

oz, 1) = f(2) + i > dt)

ot > 0 est le paramétre de pénalisation.
En tendant wvers zéro, nous pénalisons les violations des contraintes.
Le principe est donc : on considére une séquence de valeurs de {ux} avec py —

0,k — +oo et on calcule le minimum xy de q(z, ug) pour chaque k.
Exemple 3.4.1. [6] On considére le probléme suivant :

min x; + Ta

3+ 23 =2.
La fonction de pénalisation quadratique associée est :

1
q(z,p) = o1 + 22 + ﬂ(xf + a5 —2)%

Pour up =1, on trouve le minimum de q est (—1.1;—1.1) ;
Pour p= 0.1, on trouve le minimum de q est (—1;—1);

La solution du probleme est donc (—1;—1).
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La méthode de pénalisation dans le cas de contraintes mixtes

[6] Considérons le probléme d’optimisation avec contraintes mixtes suivant :

f(z) = min,
gi(z) =0, 1<i<m,
h;(z) >0, 1< <l

On définit la fonction q de pénalisation comme suit :
o) = F)+ o= 3 g20) + o5 )
7 20 l 2p ’

ot y~ = maz(—y,0).

Algorithme de la méthode de pénalisation quadratique

[6] Soient g > 0,69 > 0, et le point initial x§ donnés.
Tant que ||Vq(x, ux)|| > ex faire
Trouwver le minimum approzimatif de q(., ux), en partant de x3 ; soit le minimum
Tk ;
Choisir le nouveau paramétre de pénalisation puy.41 € [0, ).
Choisir le nouveau point xj,_

Fin Tant que

Théoréme 3.4.1. [6/

Supposons que chaque solution xy est un minimum global exact de q(x, ug) dans
lalgorithme précédent et que puyp — 0. Alors, chaquen point x* limite de la séquence
{zx} est une solution du probleme (3.4).

preuve. Soit x une solution globale du probleme (3.4), alors
(@) < F@), Ve gi(s) =0,1<i <m.
Puisque xyminimiseq(., ux) pour chaque k, alors on a
q(zn, ) < q(T; ),
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d’ot
Fla) +—Zgl x) < f(T +—Zgz (3.5)

alors

Zg?m) < 2pu(f(T) — flan))- (3.6)

Supposons que x* est un point limite de {xy}, donc il existe une sous-séquence
IC telle que

lim x, =2z".
ke, k——+oo

En passant aux limites dans (3.6), k — +o00,k € KC, on obtient

m

PV ACS —hmZgz o) < lim 24 (£(7) = f(2)) = 0;

i=1
d’ot, gi(z*) =0, 1 <i<m.z* est alors réalisable.

D’un autre coté, ayant k — oo,k € K dans l'equation (3.5), ux non négative
et g2(zr), 1 <i < m non négatives, on a

flz*) < f(z” —i—hm—Zgl z) < f(T).

kel 2,U,k

Ayant x* réalisable et f(x*) < f(T), alors on conclut que x* est un minimum

global.

Théoréme 3.4.2. [6]

Si les €, de l'algorithme précédent vérifient

lim Er — 0
k—o00

et les parametres de pénalisation vérifient ur, — 0, alors tous les points limites x*
de la séquence {x} pour lesquelles les gradients Vg;(x*) sont linéairement indé-
pendants, on a z* est un point de Karush-Kuhn-Tucker du probléme (5.4). Pour
ces points, on a une infinité de sous-séquence K tel que

limx;, = 2*
kek
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lim —gi(zx) /e = A, 1 <i<m, (3.7)

ot \* est le vecteur multiplicateur qui satisfait les conditions de KKT.

preuve.

Soit q(wy, ) = f(ax) + 5= 2 g7 (), d'od
=1

V(g pix) = V f(2) gilx Tp).

En appliquant le critere d’arrét de [’algorithme, on obtient :

IV £(x W) G| < = (3.8)
d’ot
H fjgmwgm)u < plen + [V f(we))
Quand k — 0o pour k; K, on a
e+ [V F @)l = IV @)

d’ou, comme p — 0, on a

p(er + [V f(z)]]) =0

On obtient alors
Zgz )Vgi(a") = 0.

Par hypothése, on a Vgi(x ), 1 < i < m linéairement indépendants et
gi(x*) =0, 1 <i<m, douz* est réalisable. On va maintenant démontrer la
condition de KKT et montrer que la limite (3.7) du théoréme 3.4.2 se produit.

On dénote la matrice des gradients des contraintes par A(x),

Az) = (Vgi(r))1<i<m

et




Algorithmes

on a alors comme dans (3.8) :

Aler) N = (Vgila)) ((~ton = Vi) = Vaglae ) (3.9)

Mk ) 1<i<m
IVetlon 0l <

Si on multiplie I’équation (3.9) par A(xy), on a

Mk = (Aze) AT (20)) " Az) (V f (@) = Vaa(zr, p).
Dot
ilciglc e = N = (A AT (%) A"V f(2*).
Conformément a l’équation (3.13), on a
Vf(a*) — AT (z")\* =0,
d’ou \* satisfait les conditions de KKT. Donc x* est un point de KK'T.

Exemple 3.4.2. [6/Considérons le probléme de minimisation suivant :

min x,
z? >0,
z+12>0,

pour lequel ©* = —1 est la solution. Ecrire la fonction de pénalisation q(x, )
associée a ce probléeme et trouver les minimums locaux
Montrer que pour chaque séquence {uy}i telle que pp — 0, il existe une séquence
de minimums locaux x(ug) qui convergent vers —1.
Solution :
On définit la fonction de pénalisation q(x, ) comme suit :
) =2+ 5 ()P 4 5 (1))

20 2u

avec

(z%)” = max(0, —z?) = 0, Va,

(x+1)" = max(0, -1 — x)
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— Six>—1, alors (x+1)" =0. On a alors q(z, pn) = .
— Six < —1, alors (v +1)" = —x — 1. On a alors q(z,pn) = v + i(m +1)2.

Dans les deux cas, on trouwve que min q(x, i) est atteint pour x — —1.

3.5 Meéthode de programmation quadratique suc-

cessive (S.Q.P)

Contraintes d’égalité

[12] Considérons un probléme d’optimisation (différentiable) avec contraintes
d’égalité :

min f(z)

s.c.: hi(x)=0,i=1,...,p.

ot f:R" = Reth : R" - R0 =1,....,p, sont supposées au moins différen-
tiables.
D’apres ce qui a été vu au chapitre 2, les conditions d’optimalité de Lagrange

s’écrivent :

V(@) + i)xl-Vhi(x)

VL(x;\) =0 soit : =0

h(z)
Pour résoudre ce systeme d’équations, utilisons la méthode de Newton dont une

itération s’écrit ici :

Rl _ ok
HILY (" X") = —VL(z"\Y), (3.10)
)\k—i-l _ )\k
soit :
H[L) (2% NF) Vh(aM)T) [2H =2k (VL% \F)
Vh(z*) 0 AR K h(zt)
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ot Vh(x) désigne la matrice jacobienne de lapplication h : R™ — RP définie par :
Vh(z)" = [Vhi(2)|...|Vhy(z)].

Posons :Hy, = H[L|(zp; M), d = 2% — 2% et p = ML Llitération (5.10) s’écrit

H,  Vh(aH)T d Vo L(2%; \F)
Vh(z®) 0 RS B Ao
et est bien définie a condition que la matrice H[L](z*; \*) soit inversible. Ce sera
le cas st :
. Les colonnes Vhy(x), ..., Vh,(x) sont linéairement indépendants : ¢’est [’hypothése

de qualification des contraintes.
. Quel que soit d # 0 tel que (2¥)d = 0, dTHpd > 0 : c’est la condition suffisante
d’optimalité du second ordre dans le cas de contraintes d’égalité.

Revenons a Uitération (3.10). Elle s’écrit encore :

p
Hyd + 3 (i — MNYVhi(2F) = =V, L(2*; \F)

=1

Vhi(x®)Td + hi(z*) = 0, i=1,...,p
P
Or : V, L(z%; \F) = V f(zr) + D MV R (2%), dou
i=1

=1

Vhi(z®)Td + hi(2*) = 0, i=1,...,p

On reconnait dans le systéme ci-dessus les conditions d’optimalité de Lagrange du

probléme quadratique suivant :

mindeRn Vf([)?k)Td + ldTde
(QP) ’
s.c. hi(z") 4+ Vhi(z*)Td = 0.

Le probleme (QPy) peut étre vu comme la minimisation d’une approximation qua-

dratique du Lagrangien de (Pg) avec une approximation linéaire des contraintes.
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Comme son nom l'indique, la méthode SQP (Sequential Quadratic Programming)
consiste a remplacer le probléme initial par une suite de problemes quadratiques

sous contraintes linéaires plus faciles a résoudre. L’algorithme est le suivant :

Algorithme SQP avec contraintes d’égalité.[12]
Données : f : R" — R, h : R* — RP différentiables, xo point initial, \g — RP
multiplicateur initial, € > 0 précision demandée.

Sortie : une approximation xi de la solution.
1. k:=0;
2. Tant que ||V L(x%; \p)|| > ¢,

(a) Résoudre le sous-probléme quadratique :

mindeRn Vf<l’k)Td + ldTde
(QF:) :
s.it. hi(x®) + Vhi(zF)td = 0.

et obtenir la solution primale dy, et le multiplicateur N associé a la contrainte
d’égalité
(b) i :l’k—i-dk; >‘k+1 = /\/; k=Fk+ 1,‘

3. Retourner xy,.

Contraintes d’inégalité

[12] Intéressons nous maintenant aux problemes avec contraintes d’égalité et

d’inégalité :
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Selon le méme principe qu’avec contraintes d’égalité seules, on linéarise les contraintes

et on utilise une approximation quadratique du lagrangien :
L(z; A, ) = f@) + N g(2) + p" h(z), avec: Aj=20,j=1,....q.
Algorithme SQP avec contraintes d’égalité et d’inégalité.
Données : f :R" - R, g: R* — RY h : R* — RP différentiables, xq point initial,

Ao € RY et o € RP multiplicateurs initiauz, € > 0 précision demandée.

Sortie : une approrimation x* de la solution.
. k=0;
. Tant que ||V L(z*; \o)|| > ¢,

(a) Résoudre le sous-probléme quadratique :

minge e V f(2)Td + %dTde
(QP%){ s.t. g;(a*) +Vg;(@")Td=0,i=1,...,q,
hi(x®) + Vhy(2®)Td =0,i=1,...,p.
et obtenir la solution primale dy et les multiplicateurs X' et ' associés aux
contraintes d’inégalité et d’égalité respectivement.
(b) 2"t =ap +d N =N b =ik =k +1;

. Retourner xy,.

3.6 Meéthode d’Uzawa

[6] L’idée générale de la méthode est de considérer le Lagrangien L au lieu de
la fonction f. Ce choix est motivé par, au moins, deux raisons :
La fonction de Lagrange L englobe la fonction f et les cotraintes g et h; donc L
représente bien le probleme ;
Ensuite, nous avons vu qu’une condition necessaire du premier ordre pour que x*
soit un minimum de f sous les contraintes est que x* (associé aux multiplicateurs

de Lagrange) soit un point critique de L.
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Notre probleme a considérer est :

min f(x)

gi(z) <0 1<i<m,

Le Lagrangien du probléeme est :
l m
Lz, p, ) = f(z) + Zﬂjhj(iﬂ) + Z Aigi(x).
j=1 i=1

Définition 3.6.1. On appelle point-selle de L sur R™ x RY x R™™ tout triplet

(z*, ¥, \*) € R" x R! x RT™ wérifiant [’équation suivante :
L(x*, i, \) < L(z*, ", \*) < L, w*, N9, V(x, 1, A) € R" x R x RT™,
On a alors le résultat suivant :

Théoréme 3.6.1. [0/
Supposons que f, h et g soient des fonctions de classe C et que le triplet (x*, u*, \*) €
R x R! x R*™ soit un point selle de L sur R x Rt x RY™. Alors, ce triplet vérifie

les conditions de KKT.

Théoréme 3.6.2. [6/

Supposons que f, h et g soient des fonctions convexes et de classe C*. Alors, le
triplet (z*, u*, \*) € R™ x R! x R*™ est un point selle de L sur R" x R! x RT™ si et
seulement s’il vérifie les conditions de KKT. L’algorithme d’Uzawa se base sur ces
théoremes. Il consiste a chercher un triplet (z*, u*, \*) € R™ x Rl x RT™™ wérifiant

les conditions de KKT de la facon suivante :

. Pour (pu*, \*) fizé dans R! x R™™ nous allons chercher le minimum sur R" de la
fonction définie ainsi :

x — L(z, p*, \").
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2. Pour x* fizé sur R", on cherche le mazimum sur R' x R*™ de la fonction définie
ainst :

(i, A) = L(x™, p, N).

En faisant ces deux calculs simultanément, on obtient [’algorithme d’Uzawa sui-

vant :
Initialisation — Poser k = 0;
— Choisir p'® € R' et A0 ¢ RT™
Itération k : Tant que le critére d’arret n’est pas satisfait, faire

a) Calculer ) € R™ solution du probléme :

min L(z, p®), \(®)

r e R"™

b) Calculer p*+1 et XD comme suit :

k+1 k '
i = i+ phy (@), tsisi,
A = max(0,00 4 pg (), 1<i<m

ot p > 0 est un réel fixé.

Théoréme 3.6.3. [6/(Convergence)

On suppose que f est de classe C1 et elliptique, que h est affine, g est convexe
de classe C1 et que g et h sont lipschitziennes. On suppose de plus que la fonction
de Lagrange L posséde un point selle (z*,pu*, \*) sur R® x R x RT™. Alors, il
existe p1,py avec 0 < py < po tels que Vp € [p1,po] la suite (2))yso générée par

l’algorithme converge vers x*.
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