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Notations

N : ensemble des entiers naturels

Z : ensemble des entiers

Sh . groupe symétrique

A, . groupe alterné

G, . stabilisateur de =

Q, . orbite de =z

Cq (z;) . centralisateur de x; dans G
Z(Q) : centre de G

2(G) : ensemble des parties de G

G’ . groupe dérivé de G

G™ : dérivé n-ieme de G

H<LG . H sous-groupe de G

H<xG : H sous-groupe normal dans G
HCG : H sous-groupe caractéristique de G
G~7 : G isomorphe avec Z

o(G) : ordre du groupe G

(z) : sous-groupe enjendré par x

|E| . cardinal de 'ensemble F

[z, ] : comutateur de z et y

PSL(n,F) : groupe projectif spécial linéaire




INTRODUCTION

La théorie des groupes est la branche la plus ancienne de I’algebre moderne. Ses origines se
trouvent dans I’ceuvre de Joseph Louis Lagrange (1736-1813), Paulo Ruffini (1765-1822), et
Evariste Galois (1811-1832) sur la théorie des équations algébriques. Leurs groupes consis-
taient en des permutations de variables ou de racines de polynomes, et en fait, pendant
une grande partie du X7X¢ siecle, tous les groupes étaient des groupes de permutations
finies.Néanmoins, bon nombre des idées fondamentales de la théorie des groupes ont été
introduites par ces premiers travailleurs et leurs successeurs, Augustin Louis Cauchy (1789-
1857), Ludwig Sylow (1832-1918), Camille Jordan (1838-1922) entre autres.

Ces dernieres années, une série d’articles a été publiée sur le comportement des groupes de
rang infini dans lesquels chaque sous-groupe propre de rang infini a une propriété appropriée.
Dans ce mémoire on étude la structure des groupes dans lesquels chaque sous-groupe propre
de rang infini contient un sous-groupe abélien d’indice fini.Cette classe a été considérée par
F. de Giovanni et F. Saccomanno dans " Groups whose proper subgroups of infinite rank are
abélien-by-finite " [9] .

Dans le premier chapitre on a étudie quelques notions fondamental : les groupes symé-
trique .5, les groupes alternés A,,, les opérations d’un groupe sur un ensemble et les groupes
cycliques.

Dans le deuxieme chapitre on a concentré sur les groupes finis en particulier les théoremes
de Sylow et ses applications .

Dans le troisieme chapitre on a étudie 'article de; F. de Giovanni, F. Saccomanno

"'groupes dont tous les sous groupes de rang infini sont abéliens-par-fini".



CHAPITRE 1

NOTIONS FONDAMENTAUX

Dans ce chapitre on a énoncé quelques notion de base de la théorie des groupes, on a

adopté [4] comme référence de base.

1.1 Le groupe S, et A,

1.1.1  Groupes symétriques S5,

Pour tout entier n > 1, le groupe symétrique .S, est le groupe des permutations (bijection
de {1,2,...,n} dans {1,2,...,n} ) de 'ensemble {1,2,...,n}, noté N,,.
Plus généralement, S, peut étre considéré comme le groupe des permutation de tout ensemble
fini de cardinal n.

Rappelons que S, est un groupe fini d’ordre n!, non abélien pour n > 2.

1.1.1.1 Notion de c-orbite (ou orbite suivant o)
A/ Support d’une permutation :
Définition 1.1. Soit o € S, le support de o est l’ensemble : supp(c) = {i € N,; o(i) #i}.

Remarque 1.1.1. 1. Dans S,,,0 = e si seulement si supp 0 = &

2. Quel que soit ¢ # e dans S, la restriction de ¢ a supp(c) est une permutation de

I’ensemble supp(o).



En effet, soit i € supp(c); posons o(i) = j.
si j n’appartenait pas a supp(c), on aurait o(j) = j; o étant injectif, o(i) = o(j)
impliquerait i = j, ce qui est contraire a 'hypothese i € supp(o).
La restriction ¢’ de o & son support est donc une application injective de 1’ensemble
fini non vide supp(c) dans lui-méme ; par suite, ¢’ est une permutation de I’ensemble
supp(o), en vertu du théoreme suivant : < Si £ et F' sont deux ensembles finis non
vides de méme cardinal, alors, pour une application f de E dans F', on a :
f injective < f surjective;
donc, en particulier :
f injective = f bijective >.
3. D’apres la remarque précédente, supp (07) = supp (o) ; on en déduit :

supp (o*) C supp (o), pour tout k € Z.

Proposition 1.1. Dans tout groupe S,,, deux permutations dont les supports sont disjoints

commutent.

preuve : La propriété étant immédiate pour n = 1, supposons n > 1 et considérons o, # o9
dans S, tels que
supp (01) (| supp (02) = @

. Si 'une des deux permutations est I'identité, la propriété est vérifiée ; supposons les deux
supports non vides.
Soit i € supp(oy), alors i & supp(o2) et o1(i) ¢ supp (02), par suite :

gr009(i) =01(i) et og00(i) = 01(3).
De méme pour i € supp(cs), on a :

g1003(i) =09(i) et o900y (i) =09 (i).
D’autre part, s’il existe i € N, tel que ¢ ¢ supp(o1) U supp(oz), alors o1 0 05 (i) =i et
g9 0 01 (1) = 1.

On en conclut que o7 0 09 = 05 0 77. O]

B/ Notion de o-orbite (ou orbite suivant ). A toute permutation o € S,,,on associe

la relation binaire %, définie dans N,, par :
1 Xy k= 3Irel, o'(i)=rk.

Il est facile de vérifier que %, est une relation d’équation d’équivalence dans N,, et que la

classe d’équivalence modulo %, d'un élément i € N,, est :



Q(1) = {o"(i); reZ} (1.1)

Définition 1.2. Pour tout o € S,, et tout 1 € N,,,

Q5 (i) s’appelle la o-orbite de i (ou lorbite de i suivant o).

Remarque 1.1.2.

1. Supposons n > 1 et 0 # e dans S, tel que o(c) = p, on a alors :
(o)={o"r € Z} ={e,o0,...,0" " };

par suite, en notant |2,(7)| le cardinal de la o-orbite de ¢, on a, pour tout i € N, :

1< 12,0 <p (1.2)

Sii ¢ supp (o), alors Q,(i) = {i}, donc |Q,(7)] = 1.
une o- orbite de cardinal 1 sera dite ponctuelle.

Sii € supp(o) , on a nécessairement 2 < [Q,(i)] < p.

2. Si {iy,1i9,...,7;} est une famille de représentation des o-orbites distinctes de N,,, les

{Q,(i4) 11<q<t forment une partition de N,,, d’ott

n= Y 19(iy) (1.3)

1<q<t

1234567
Exemple 1.1.1. Soit 0 =
5216 3 47

QU(l) = {17 573}7 90(2) = {2}7 QU<4) = {476}7 90(7) = {7}

1.1.1.2 Cycles dans S,. Transpositions

Considérons la permutation :

1 234567
1436 257

Le support de v est {2,4,5,6} et on remarque que :
7(2) =4, (4) =6, (6)=5 et 7(5) =2.
On dit que, dans le groupe Sz, v est un cycle de longueur 4 et «y est noté (2,4, 6,5). La notion

générale de cycle dans 5, est la suivante :



Définition 1.3. Une permutation v € S,, est un cycle de longueur r (1 < r < n dans N)
s’il existe un ensemble ordonné de r entiers distincts dans N, : 71, J2, ..., Jr, tels que :

Y1) = Jo, Y(U2) = Jas s YUr-1) = Gy Y(Gr) = G

et pour tout k € Ny, \ {j1, ja, ..., Jr }, 7(K) = k.

un tel cycle sera noté v = (Ji, Ja, vy jr)-

lensemble {j1, j2, ..., Jr } est le support de .

Définition 1.4. Un cycle de longueur 2 dans S, (n > 2) est appelé transposition. Si
T=(J1, Jo), ona 7(j1) =Jo, T(jo) =51 et 7(k)=k, pour tout k € N, \ {1,752}
une transposition dans S, est donc une permutation qui dans N,,, échange deux éléments et

laisse invariants tous les autres (lorsque n > 3).

Exemple 1.1.2.

1. Sy ={e,7} ou 7 est la transposition qui échange 1 et 2.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2. Dans 53, les permutations 7, = , To = , T3 = , sont
1 3 2 3 21 21 3
1 2 3 1 2 3
des transpositions et o1 = , Oy = sont des cycles de longueur 3.
2 31 3 1 2

Remarque 1.1.3. Pour n > 2 dans N, le nombre des transpositions dans S,, est égale au

—1
nombre de couples (i, j) € N,, x N,, tel que i # j; ce nombre est donc C? = 71(712)
Définition 1.5. Dans S,, (n > 2), le cycle de longueur n :

1 23 .. n

Y1 = (1,2, ,n) =
2 34 .01

est appelé permutation circulaire des entiers 1,2, ...,n.

Remarque 1.1.4.

1. Dans S, (n > 3) un cycle de longueur n n’est pas nécessairement la permutation circu-

laire.
1 2 3 4

Par exemple, dans Sy : v = est le cycle (1,4, 3,2) différent de (1,2,3,4).
4 1 2 3



2. Dans S,,, un cycle de longueur r (1 < r < n) sera appelé un r-cycle.
Proposition 1.2. Dans tout groupe S,,, un r-cycle est un élément d’ordre r.

preuve : Soit v = (j1, J2, ..., Jr) un r-cycle dans S,,.

- Sir =1, alors vy = e, donc o(y) = 1.

- Supposons 1 < r < n; pour tout k (1 < k<r),ona:

Y(k) = Jevrs V2UR) = Jkss o Y TFGR) = G Y (k) = i

D’autre part, si 7 < n et i ¢ supp(y), alors (i) = i. Les r éléments 7ji, ja, ..., J, étant

distincts, 7 est le plus petit entier positif tel que 4" =e, d’ou o(y) =r. O

Corollaire 1.3. Si 7 est une transposition dans S,, alors 7> = e donc 7 '=r.

Remarque 1.1.5.

1. Dans tout groupe symétrique S, 'inverse d'un r-cycle est un r-cycle . En effet, si

Y= <j17.j27 "'7j’/‘)7 alors /yil = ,yr‘fl = (j?"aj?"—la 7.71)

Cependant, pour p entier tel que 2 < p < r — 2, 4? n’est pas nécessairement un cycle.

par exemple, dans Sy si ;1 est la permutation circulaire :

1 2 3 4
Vi = n’est pas un cycle.
3 4 1 2
2. On déduit de ’exemple précédant qu'un produit de cycles n’est pas nécessairement un
cycle.

On remarquera cependant que pour 1 < n < 3, tout élément de S,, est un cycle.
1.1.1.3 Décomposition d’une permutation en un produit de cycles ou en un
produit de transpositions

Remarque 1.1.6. Dans un groupe 5,,, on dira que deux cycles sont disjoints, si leurs sup-
ports sont disjoints.

D’apres la proposition 1.1, deux cycles disjoints commutent.
Théoreme 1.4. Tout permutation o # e dans S, s’écrit sous la forme :

0 =100 .. (1.4)

ot s € N* 71,72, ..., Vs sont des cycles disjoints, tous différents de e et la décomposition (1.4)

est unique a ['ordre des facteurs pres.



preuve : Soit o # e dans S, ; le support de ¢ étant non vide, il existe au moins une o-orbite
non ponctuelle Q,(7).
Si Q, (i) = {i,0(i),...,0771(i)} avec 2 < p < n; posons i = ji, 0(i) = jo, ..., P71 (i) = j,
et notons v le cycle (i, j2, - Jp)-
La restriction de o a {j1, ja, ..., jp} est égal a la restriction de v & son support. Ainsi, & toute
o-orbite non ponctuelle €2, on peut associer un cycle v dont le support est €. Soit {€2, }1<4<s
la famille des o-orbites non ponctuelles distinctes dans N,,. A tout o-orbite (), associons,
comme plus haut, le cycle v,, dont le support est €2, les g-orbites €2, (1 < ¢ < s) étant deux
a deux disjointes, les cycles 7, (1 < ¢ < s) sont deux a deux disjoints, donc ils commutent
entre eux.
Posons ¢/ =y, 0y 0 ... 07, et comparons ¢’ et o.
Soit

jie U

1<g<s
il existe I (1 <1< s) tel que j € . Puisque 0/q, = y0,, on a o(j) = v(j).

D’autre part, on peut écrire

/
o'=yo I
1<g<s

q#l
pour q # I,74(j) = j, d'ott o' (j) = n(j).
De plus, s’il existe

keN,\ U Q

1<g<s

on a o(k) =k et aussi ¢/(k) = k. On en conclut que o = o’.

Supposons que ¢ = 7; 0 74 o ... 0 7% soit une autre décomposition de o en un produit de
cycles disjoints, tous différents de e. Pour tout p (1 < p < ), notons €2, la 7,-orbite non
ponctuelle; les cycles 7, étant disjoints, les o-orbites non ponctuelles sont alors les (2,
pour 1 < p < r. La décomposition de N,, en g-orbites étant unique, on en déduit que r = s
et qu’il existe une permutation 7 dans le groupe symétrique S telle que Q;) = Q) et par

suite v, = Yr(p) ; d’ott I'unicité de la décomposition (1.4) a I'ordre des facteurs pres. O

Remarque 1.1.7.

1. Compte tenu de son unicité, la décomposition d’une permutation o sous la forme (1.4)

sera appelée : décomposition canonique de ¢ en un produit de cycles.



2. D’apres le théoreme 1.4 tout groupe S, est engendré par ’ensemble de ses cycles.

Exemple 1.1.3. Soit ¢ la permutation du groupe S7 considérée dans l'exemple 1.1.1. La
décomposition de N7 en o-orbites implique 0 =y, 09 ou 7 = (1,5,3) et 72 = (4,6).
on écrira

o=(1,53)(4,6).

Remarque 1.1.8. Soit 0 € S, si {€; }1<4<¢ est la famille de toutes les o-orbites distinctes,
alors, en associant éventuellement a toute o-orbite ponctuelle le cycle e de longueur 1, on
obtient, par la méthode du théoréme 1.4, une décomposition de o en produit de t cycles
disjoints :

0="7070..0%

telle que

> long(y,) =n

1<gst

car pour tout ¢ (1 < g <), long(v,) = |9l

Proposition 1.5. Soit 0 # e dans S, (n > 2); sio =" 0%0...07s est la décomposition
canonique de o, alors l'ordre de o dans le groupe S, est égal au PPCM des longueurs des

cycles v, (1 < g < s).

preuve : Pour tout ¢ (1 < g < s) posons €, = supp (y,) et ry = long(y,) = |€]. Soit {
le PPCM des 1,4, dans N*. Quel que soit ¢ (1 < ¢ < s),l est multiple de r,, donc 'yfl =e;
or, les 7, commutent donc

ol=~lorbo..oql =e;
on en déduit que, si k = o(0), alors k divise .
D’autre part, vq/0, = 0/q,, d’'ou fy(’;/Qq = (Vg0,)" = a%q = ¢; Q,, ¢tant le support de fy(’;, on
a %’; = e; par suite, k est multiple de 74, quel que soit ¢ (1 < ¢ < r), donc [ divise k. On en

conclut que k = [. O

Théoreme 1.6. Pour tout n > 2 dans N, toute permutation o € S, se décompose de

maniére non unique, en un produit de transpositions non permutables, en général.

preuve : n > 2 implique qu’il existe au moins une transposition 7 dans S,. e = 72, donc e
est produit de transposition.
Sachant que toute permutation o # e dans S,, est un produit de cycles (théoreme 1.4), il

suffit de prouve que tout cycle est un produit de transposition.



Soit v = (j1, Jo, ---, Jr) dans Sy, tel que 1 < r < n.
Notons (j,,j,) la transposition qui échange j, et j, tels que 1 < p < ¢ < n; en écrivant
(4ps Jq) (s Jm) & la place de (jp, 4q) © (Ji, jm), posons :

Y = (J1, J2) (G2, Ja ) (r—1: Jr)-
Pour tout k(1 < k <r—1), ona () = jkr1 = Y(Jx); de plus 7' (j.) = 71 = 7(jr). S’
existe k € N, \ supp(), alors (k) = k = v(k).
On en déduit que ~' =+, d’ou

(1> 25 s Jr) = (s 2) (2, Js)--- (r—1, ) (1.5)

De la décomposition canonique d’une permutation ¢ en un produit de cycles, on peut
donc déduire une décomposition de ¢ en produit de transpositions, mais cette derniere n’est
pas unique si n > 3, car, étant donné une transposition quelconque (7, k) dans S,,, on vérifie

facilement que

(5. k) = (1,5) (1, k) (1, 5) (1.6)

D’autre part, si j, k, [ sont trois entiers distincts dans N,,, on a (j, k) (k,1) # (k,1) (7, k) ;
on en déduit que dans une décomposition d’'une permutation o € S,, (n > 3) en un produit

de transpositions, deux transpositions distinctes non disjointes ne sont pas permutables. [

Exemple 1.1.4.

_ 1234567
1. Soit v = ;7 est le cycle (2, 4, 6, 5) , dans Sy.
143 6 2 57

En appliquant la formule (1.5), on obtient :
7= (2,4) (4,6) (6,5).

2. Soit o € S7 la permutation de 'exemple 1.1.1, dont la décomposition canonique (1.4)
a été déterminée dans 'exemple 1.1.3 0 = (1,5, 3) (4,6).
Compte tenu de la formule (1.5), on a o = (1,5)(5,3)(4, 6).
D’apres la relation (1.6) on peut écrire
(5,3)=(1,5) (1,3) (1, 5),
on en déduit que o = (1,3) (1,5) (4, 6).

Proposition 1.7. Tout groupe symétrique S, (n = 2) est engendré par l’ensemble des
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(n—1) transpositions de la forme (1,1), telles que 2 < i < n.

Ce résultat se déduit de la formule (1.6) et du théoréme 1.6.

Proposition 1.8. Tout groupe symétrique S, (n > 2) est engendré par les (n — 1)

2
transpositions de la forme (i,1+ 1) , telles que 1 <i < n— 1.

preuve : 1l suffit de montrer que dans S,, toute transposition (p, q) telle que
1 < p < ¢ < n est produit de transposition de la forme (7,7 + 1).
On raisonne par récurrence sur (¢ — p).

- Pourg—p=1,ona (p,q) = (p,p+1).

- Pour ¢ — p > 1, on vérifie que :

(p,g)=(¢—1,9)(p,a—1) (¢ —1,9);

I’hypothese de récurrence implique alors le résultat énoncé. O

1.1.1.4 Signature d’une permutation

Définition 1.6. Soit 0 € S,, (n > 1); si t est le nombre des o-orbites dans N,,, on pose :
e(o) = (=1)"" (1.7)
et (o) sera appelée signature de la permutation o.

Remarque 1.1.9.

- Sio=e,alorst =n, donce(e) = 1.

- Si 7 est une transposition dans S,,, alors t =n — 1, d’ou

e(r) = -1 (1.8)

- Si 7y est un r-cycle dans S,,, onat=n—r-+1, dou

e(y) = (-1 (1.9)

Lemme 1.9. Soit 0 € S, (n > 2); alors, quelle que soit la transposition T € S, on a :

e(o oT)=—¢(0) (1.10)
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preuve : Supposons T = (i, j).
On remarque que si €,(k) est une o-orbite ne contenant ni ¢, ni j, alors Q0. (k) = Q,(k).

Considérons alors les g-orbites contenant ¢ ou j.

Premier cas : 7 et j sont dans deux o-orbites distinctes; soit :
O, (1) = {i,0(i), ..., (i)}
0u(j) = 1, 0(7), - 0 ()}
Déterminons Q.. (7)
ogoT(i)=0(j); alors :
pour 1l <r<qg—1, (co7) (i) =0"(j) et (oco7)i(i)=j;alors oco7(j)=0(i) =
(o0 7)) = o (i),
doncpour 1 <s<p—1,(co7)5(i) =0%(i) et (0o7)T™P(i)=1i;
par suite : Q0. (1) = {i,0(j), ..., 07 (j), 4,0(%)...,aP71(i) }.
Les éléments des o-orbites distinctes de ¢ et de j se trouvent donc regroupés dans une
méme o o T-orbite .
Deuxiéme cas : i et j sont dans une méme o-orbite; soit : Q, (1) = {4, 0(7),...,cP (i) }.
Jj #ietje Q,(i) implique qu’il existe un unique entier r tel que 1 < r < p—1 et
o' (i) =J.
On détermine Q0. (7).
oo(i) =0o(j) =o""(i),

d’ot, pour 1 <l <p—r, (co7)(i)=0"(j) et (0oT)P"(i) = i; par suite,
Qoor (i) = {i, 0" (3), ..., a? (i) }.

On constate que j ¢ Q,0,(i) et de o o 7(j) = (i) on déduit

Qoor (i) = {4, 0(i), ... (i) }.

La o-orbite contenant ¢ et j se trouve scindée en deux o oT-orbites distinctes, contenant
respectivement 7 et 7.

On en conclut que si t est le nombre des o-orbites distinctes, dans le premier cas, le
nombre des o o T-orbites distinctes est t — 1 et dans le second cas, il est ¢t + 1, d’ou

g(coT)=—¢(0).
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Théoréme 1.10. Soit 0 € S, (n > 2);

Si o est un produit de k transpositions, alors :
g(o) = (=1)F (1.11)

et si0 =T 0T0...0T, = T, 0Tho..oT sont deux décompositions de o en produit de

transpositions, alors les entiers k et [ sont de méme parité.

prouve : Pour toute transposition 7 € S,, on a £(7) = —1 (remarque 1.1.9) ; par suite, la
formule (1.11) se déduite facilement de la relation (1.10) du lemme 1.9. D’autre part
TIOT20...0Tp =T, 0TyO...0T|

implique (—1)* = (—1)!, donc les entiers k et | sont nécessairement de méme parité. O

Remarque 1.1.10. D’apres ce qui précede, associer a tout o € S, sa signature (o) on peut

définir une application

e: S, = {-1,1}

o e(o).

considérons {—1,1} comme un groupe multiplicatif (sous-groupe de (Q*, x)), on dé-

montre le résultat fondamental suivant :
Théoreme 1.11. Pourn > 2 dans N, application

e: S, —{-1,1}

o (o).
est un épimorphisme de groupes.

preuve : La condition n > 2 implique la surjectivité de € ; vérifions que € est un morphisme
de groupes. Soient o et ¢’ dans .S, telles que :
0=T10T0...07T et o' =71{oTjo..oT]
oules 7; (1 <i<k)et T (1 <7 <) sont des transpositions.
Onaalorscoo’ =1 om..om, =71 07,0...07/, d’ou, en appliquant la formule (1.11) :
e(goo) = (1" = (—-1)*(-1)
et par suite

g(coa’) =¢e(o) e(d).
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Définition 1.7. Une permutation o € S, est dite paire si (o) = 1 et impaire si (o) = —1.

Remarque 1.1.11.

1. Tout transposition est une permutation impaire.

2. Une permutation o € S, (n > 2) est paire ( respectivement impaire) si et seulement si
elle est produit d’un nombre paire (respectivement impaire) de transpositions.

1

3. Quel que soit o € S, et o, 07! sont de méme parité, c’est-a-dire que e(c) = (o7 !);

en effet, e(c™!) = (¢(0)) ™! dans le groupe {—1,1}.

Exemple 1.1.5.

1. Soit o dans S7 la permutation considérée dans I’exemple 1.1.1; le nombre ¢ des o-orbite
distinctes est 4, d’ott ici n —t = 7 — 4 = 3. En appliquant la formule (1.7) on obtient
e(0) = (—1)3 = —1; 0 est une permutation impaire, ce qui est confirmé par le calcul de
(o) a partir d'une décomposition de o en produit de transpositions (exemple 1.1.4), on
aoc = (1,5)(5,3)(4,6) ,en appliquant la formule (1.11) on obtient e(¢) = (=1)3 = —1;0

est une permutation impaire.

1 23456789
2. Soit dans Sy.

4 756 81 9 3 2
Déterminons les o-orbites :

Qu(1) = {1,4,6}: 0(2) = {2,7,9}: 0.(3) = {3,5,8}.
Il y a 30 — orbites distinctes, d’aprés la formule (1.7), (o) = (=1)°2 =1, d’olt 7 est

une permutation paire.

1.1.2 Groupe alterné A,

Soit le groupe symétrique .S,,, notons A,, : 'ensemble des permutations paires de .S,,.
Pour n=1,ona A; =5, = (e).
Pour n > 2, A, = {0 € S,;e(0) = 1} est le noyau de I’épimorphisme ¢ : S,, — {—1,1}.
A,, est donc un sous-groupe de S,,.
On a(A,= kere et e surjectif) = Sn ~ {—1,1}, par suite, [S, : 4,] =2, dou 0(4,) = —

A, 2
puisque 0o(S,,) = n!; on en déduit 1’énonce suivant :
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Proposition 1.12. Pour tout n > 2, l’ensemble A,, des permutations paires de S, forme un

!
sous-groupe de S,, d’ordre %

Définition 1.8. Pour tout n € N*, le groupe A, des permutations paires de S, est appelé

groupe alterné de degré n.

Remarque 1.1.12. Pour n > 2, les deux classes de S,, modulo A, sont A, et TA, =
{Too0;0 € A,} ou T est une transposition quelconque de S,,.

A, =kere =T1A,=A,71={0coT;0 € A,}.
TA, est 'ensemble des permutations impaires de 5, et cet ensemble n’est pas un sous-groupe
de S,,.

1.2 Actions de groupe

1.2.1 Action d’un groupe sur un ensemble
Définition 1.9. On dit qu’un groupe G opére sur l’ensemble E s’il existe une application
GxFE—FE
(9,2) = g
appelée action de G dans E | telle que

i. g1(92- x) = (g1 - g2) T pour tout g1,g92 € G et pour tout x € E (associativité mizte).

i. ex = x pour tout v € E (neutralité).

1.2.2 Sous-groupe d’isotropie ou stabilisateur. Orbite

I) Définitions et Exemples

Soit G un groupe opérant sur un ensemble F, grace a ’application :

GxFE—FE

(9,) = g

1. Pour tout = € E. on associe G, = {g € G;g9.x = z}.

On vérifie facilement que G, est un sous-groupe de G.
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Définition 1.10. E étant un G-ensemble, le sous-groupe G, de G, associé a tout

x € E et défini ci-dessus, est appelé sous-groupe d’isotropie de x ou stabilisateur de x.

2. On considere dans E' la relation binaire pg définie par :

rpcy < dJge Gy =g.x (1.12)

Les conditions (). et (ii.) de la définition 1.9 implique que pg est une relation d’équi-

valence dans E.

Définition 1.11. E étant un G-ensemble, la classe d’équivalence modulo pg d’un élément
x de E est appelé orbite de x suivant G ou G-orbite de x.

La G-orbite d’un élément x de E sera notée €1, :

Q, ={g9.2;9 € G} (1.13)

Exemple 1.2.1.

1. G opere sur G par translation a gauche; pour tout x € G, on a
G, ={g9 € G;gx =z}, donc G, = (e)
Q. ={gr;9 € G} = Gz, donc , =G.

2. G opere sur GG par conjugaison ; pour tout x € G,
G.=1{9 € G;grg~! = 2} = Cg(x), le centralisateur de = dans G.
0, = {grg'; g € G} = (classe de conjugaison de z dans G)

On en déduit que pg coincide, dans ce cas, avec la relation de conjugaison dans G.

3. G opere sur Z((G) par conjugaison (Z(G) : 'ensemble des parties de G) , alors pour
SeP(G)et S+,
Gs={g € G;9Sg~' = S} = Ng(9), le normalisateur de S dans G.
Qs = {gSg~'; g € G} =(classe de conjugaison de S dans 2(G)).
Gy =G et Qy={0}.
pc coincide avec la relation de conjugaison dans Z(G).
4. Soit o € S,, (n > 1 dans N). Supposons o(c) = r dans le groupe S,, et posons G = (o).
En considérant G comme opérant de fagon naturelle sur N,, = {1,2,...,n}, on a, pour
tout ¢ € N, :

O = {oF(i);1 < k < r}. Q; coincide avec ce que 1'on a appelé la o-orbite de i.
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IT) Propriétés des stabilisateurs et des orbites

Théoreme 1.13. Soit E un G-ensemble ; alors, quels que soient x ety dans E, on a

rpay = G, et Gy conjugués dans Z(G).

preuve : On suppose que G opeére sur E par I'application

GxE—FE

(9,2) = g.x

zpcy < Jg € G,y = g.x,
montrons alors que G, = gG,g~ .
Soit ¢’ € Gy, on ay = gy, d'ou g.x = ¢'.(g.z) et par suite x = g~'¢'g.x.
On en déduit que g~'¢'g € G,, donc ¢' € gG,g7*, ce qu'implique G, C gG,g~".
Réciproquement, soit g; € ¢G,g~ ", alors :

9 g € Gy =g g =,

d’ou g19.x = gz, c’est-a~dire g1.y = .
On a donc g; € Gy, par suite gG,g7' C G,
G, est donc conjugué de G, par g. O]

Théoréeme 1.14. E étant un G-ensemble, pour tout v € E, on a :

=[G G, (1.14)

1Q2,| désignant le cardinal de €.

preuve : On suppose que GG opére a gauche sur F.

Pour démontrer (1.14), montrons qu’il existe une bijection de €2, sur (GQ) :

g
0, = {g.z;9 € G}; posons Q, = (& )y = {9Gaig € G}
Soit

A Q= Q,

g.x — gG,

- X est une application : en effet, supposons g.x = ¢’.x; on a alors x = g~ '¢’.x, donc

g ¢ € G, ce quiimplique ¢G, = ¢'G,;
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- la définition de A implique sa surjectivité;
- X est injective : en effet,
901G = G0 = g7 ' 92 € G,y
9i'g2 € Gp = g7 'gow = 1,
donc ¢1G, = oG = 1.0 = go.x

En conclusion, A est une bijection, d’ou 1'égalité (1.14).

]

Corollaire 1.15. Soit G un groupe opérant sur 2 (G) par conjugaison ; pour tout S € P (G),

on a;

Q5] = [G': Na(9)] (1.15)

Corollaire 1.16. Soit E un ensemble fini et G un groupe opérant sur E. Si {x;}1<i<r est

une famille de représentants des G-orbites distinctes, alors :

Bl = Y6 G, (1.16)

i=1
preuve : FE étant fini, chaque G-orbite est un ensemble fini et le nombre des G-orbites est
fini. Si {z;}1<;< est une famille de représentants des G-orbites distinctes de F, les €2, (1 <

i < r) forment une partition de F, d’on

B =2 9%,
i=1

L’application de la forme (1.14) donne alors

T

B =2 1G: G.]

=1

Corollaire 1.17. Soit G un groupe fini opérant sur lui-méme par conjugaison.

Si{x; }1<icr est une famille de représentants des classes de conjugaison distinctes dans G :

r

o(G) = S[G : Colay)] (1.17)

i=1
ot : Cg(x;) est le centralisateur de x; dans G.

La relation précédente est appelée < équation de classes > du groupe fini G.
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Remarque 1.2.1. Soit G un groupe opérant sur lui-méme par conjugaison ; Z(G) étant son
centre :
r € Z(G) & Cqx) =G,
c’est-a-dire
r€ Z(GQ) & [G:Cqx)] =1,
ou encore,

zeZ(G) & Q, = {z}.

Définition 1.12. Si E est un G-ensemble, toute G-orbite réduite a un seul élément est dite

ponctuelle.

Théoréme 1.18. Soit G un groupe fini de centre Z(G).
Soit {x; }1<i<r une famille de représentants des classes de conjugaison distinctes et non ponc-

tuelles de G, alors :

o(G) = 0o(Z(G)) + >_[G : Cg(z:)] (1.18)

i=1
preuve : On remarque que, si GG est abélien, toutes les classes de conjugaison sont ponc-
tuelles et G = Z(G), la formule (1.18) est vérifiée.
Supposons G non abélien; Z(G) # G implique qu’il existe des classes de conjugaison non
ponctuelles dans G.
Soit, comme dans le corollaire 1.17, {x;}1<;<, une famille de représentants des classes de
conjugaison distinctes de G'; alors ( en changeant éventuellement 'ordre des indices) il existe
E(1<k<r)tel que

x; ¢ Z(G) pour 1 <i<k

et r, € Z(G) pourk+1<i<r
La relation (1.18) s’obtient alors a partir de la relation (1.17), en remplagant [G : Cg(x;)]
par 1 pour k+ 1 < i < r, et chaque classe de conjugaison de z; € Z(G) étant ponctuelle,

nécessairement r — k = o(Z(G)). O

Remarque 1.2.2. Les hypotheses et les notations étant celles du théoreme 1.18, en désignant

par €2, la classe de conjugaison de x; pour 1 < i < k, la formule (1.18) s’écrit :

0(G) = o(Z(C)) + 2219, (1.19)
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et Pégalité |2,,| = [G : Cq(z;)] implique que le cardinal de la classe de conjugaison d’un

élément quelconque de G divise 'ordre du groupe G.

Théoreme 1.19. §i G est un groupe fini d’ordre p™, p étant un nombre premier et n > 1

dans N, alors le centre de G n’est pas réduit a I’élément neutre.

preuve : Si G est abélien, Z(G) = G et 'hypotheése n > 1 implique G # (e).
Supposons G non abélien ; la formule (1.18) implique

k

o(Z(G)) =p" = >_|G : Ca(zi)],

i=1
avec [G : Cg(z;)] > 1 pour tout i (1 < i < k). Or chaque [G : Cg(x;)] divise o(G) = p™; on
k
en déduit que p divise Y [G : Cg(x;)] et, par suite, p divise o(Z(G)); d’ou o(Z(G)) > 1. O
i=1

Corollaire 1.20. Si p est un nombre premier, alors tout groupe fini d’ordre p* est abélien.

preuve : Soit G un groupe d’ordre p?; d’apres le théoréme 1.19 on a Z(G) # (e) ; alors,
Soit o(Z(G)) = p?, donc G est abélien;

Soit o(Z(G)) = p et dans ce cas Z(GG)
G abélien. O

est d’ordre premier p, donc cyclique, ce qui implique

Définition 1.13. On dite qu’un groupe G opere transitivement sur un ensemble E/, si E' n'a
qu’une seule G-orbiter ( qui est nécessairement E); autrement dit, si :

V(z,y) e EXE, g€ G, y=g.ux.
Dans ce cas, on dit que E est un G-ensemble homogéne, ou que G est transitif sur E.

Dans le cas contraire, on dit que G opere intransitivement sur E ou que G est intransitif sur

E.

Remarque 1.2.3. Pour un groupe G opere transitivement sur un ensemble F, il faut et il

suffit qu’il existe x € E tel que Q, = F.

Proposition 1.21. G étant un groupe, quel que soit H < G, G opére transitivement par

G
translation a gauche sur l’ensemble Qg = <> .

H g
De plus, si E est un G-ensemble homogéne, alors il existe H < G tel que E soit équipotent

i Qp.

preuve : D’apres cette exemple : Soit H un sous-groupe de G ; alors G opeére par translation

G
a gauche, sur I'ensemble () des classes a gauche de G modulo H.
g



20

G
En effet, posons Qy = () , Qg est une partie non vide de H(G); vérifions que la
9

Correspondance

GxQu— Qu
(9,xH) — gzH.

est une application.

-1

Supposons H = yH, donc y~'z € H; pour tout g € G, (gy) ‘gz = y g lgr =y 'x

appartient a H, d’ou gxH = gyH.

Ainsi G opere sur Qg par translation a gauche.

G opere sur Qy par I application :

G xQu — Qn

(9,xH) — gxH
HeQget Qu ={9H;g9 € G} = Qp, par suite, G opere transitivement sur Qy. Soit £ un
G-ensemble homogene ; on a E = (), quel que soit x € F.
D’autre part, d’apres le théoreme 1.14, 2, est équipotent a (g) , d’ou E équipotent a
Qcy- e O

Définition 1.14. Soit G un groupe opérant sur un ensemble E. On dit que G opére fideéle-
ment sur E, si
(9geGetgax=x,Nr€EE)=g=¢;
autrement dit, si le morphisme de groupes
v:G — Sk
gy

tel que v4(z) = g.x pour tout x € E est injectif.

Remarque 1.2.4. Si GG opeére fidelement sur un ensemble F, alors G est isomorphe a un

sous-groupe de Sg.

Exemple 1.2.2.

1. G opere fidelement sur G, par translation a gauche.

2. G n’opere pas fidelement sur G, par conjugaison.
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1.2.3 Classes de conjugaison. Normalisateur

Définition 1.15. Soient G un groupe et S # @& dans P (G). On dit que S" € P(G) est
conjuguée de S, s’il existe v € G tel que 8" = xSx™t, ot xSx~! = {zsx™1;s € S}. On vérifie
facilement que la relation de conjugaison est une relation d’équivalence dans P (G), avec la
partie vide comme conjuguée d’elle-méme.

Soit S # @ dans P(G), la classe d’équivalence de S modulo la relation de conjugaison est

Iensemble {xSx~';x € G}, appelé classe de conjugaison de S.

Remarque 1.2.5.

1. Si S et S’ sont conjuguées, non vides, dans Z(G) et telles que S' = xSz~ !, alors S est
I'image de S par 'automorphisme intérieur o, ; par suite, S et S’ sont des ensembles
équipotents ; en particulier, si S est fini, tout S” conjugué de S est fini et |S’| = |S] .

2. Si S ={g}oug € G, la classe de conjugaison de S est dite classe de conjugaison de

1

conjugaison de g; elle est formée par 'ensemble des zgx™", x décrivant G.

1

Tout xgx~" = 0,(g) est dit conjugué de g dans G, et la relation de conjugaison dans

G est une relation d’équivalence.

3. Si H est un sous-groupe de G, tout conjugué de H étant de la forme

H' =zHz ' = 0,(H) est un sous-groupe de G isomorphe & H.

Définition 1.16. Soit une partie non vide S d’un groupe G, on appelle normalisateur de S

dans G l'ensemble

Ng(S) = {r € G; Sz~ = S} (1.20)

On vérifie simplement que, ¥V S # & dans P(G), Ng(S) est un sous-groupe de G.
Si S ={g}, ougeQq,

Ne(g) ={z € G; rgr~t = g} ={x € G; zg = gz}.

c’est-a-dire que Ng(g) coincide avec le centralisateur de g dans G, noté Cg(g) -
Pour S € Z(Q), tel que |S| > 1, le centralisateur de S dans G :
Ce(S)={z € Gyasz™! =s,Vs € S}
est, en général, un sous-groupe propre de Ng(S) et on vérifie que Cqg < Ng(S). La notion de

normalisateur fournit une nouvelle caractérisation des sous-groupe normaux.
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Théoreme 1.22. Soit H un sous-groupe d’un groupe G, alors :
H<G & Ng(H) =G.

Proposition 1.23. Soit G un groupe :
a) pour tout sous-groupe H de G, on a H < Ng(H).

b) Si H et K sont deuz sous-groupes de G tels que H < K, alors :
H< K= K< N¢g(H).

¢) K<Ng(H)= HK <G. et H<HK.

preuve :

a) On remarque que la définition de Ng(H) implique H C Ng(H); d’autre part :
r € Ng(H) & xHz ™' =H,
d’on H < N¢(H).

b) Sil'ona H < K < G, alors :
H<K = kHk™ = H, Vk € K,
dot K < Ng(H).

¢) Soit K un sous-groupe de Ng(H); considérons h € H et k € K; ona k € Ng(H),
donc k=t € Ng(H), par suite k"'Hk = H ; on en déduit qu’il existe ' € H tel que
k= hk = K, d’ou hk = kh', ce qui implique HK C KH.
De facon analogue on montre que KH C HK, donc HK est un sous-groupe de GG
H C Ng(H) et K C Ng(H) implique Hk C Ng(H);
or d’apres a) H est normal dans Ng(H), qui est un sous-groupe de HK, est normal

dans HK.
O]

Remarquons que pour tout sous-groupe H de G, Ng(H) est le plus grand sous-groupe

de G dans lequel H est normal.
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1.3 Groupes cycliques

1.3.1 Sous-groupe engendré par une partie non vide d’un groupe

Définition 1.17. Soient G un groupe et S une partie non vide de G ; désignons par s
l’ensemble des sous-groupes de G contenant S et posons :

(s)= N H

Hes#

(S) est un sous-groupe de G appelé sous-groupe de G engendré par S.

On remarque que dans I’ensemble des sous-groupes de G ordonné par l'inclusion, ( S')

et le plus petit sous-groupe de G contenant S.

Proposition 1.24. S étant une partie non vide d’un groupe G,

on a :
<S>:{[L'1Zl§'2...$n; neN* z,€S ou z;'€S, Vi(lgién)} (1.21)

preuve : Posons H = {;1:1952 T mENS 1, €8 ou x;'eS Vi(l1<i< n)} et mon-
trons que H = (S ).
On remarque que tout x de S appartient a H, d’ou S C H.
Montrons que H est un sous-groupe de G. Considérons x = z125...2, €t ¥ = Y1Y2...Yn
dans H ; alors,
ay™t = x@y. . xay, 'y, oy appartient & H. On en déduit que H est un élément de
I'ensemble ¢, d’ou ( S') C H.

D’autre part, tout sous-groupe de GG contenant S contient nécessairement tous les élé-

ments de H, par suite H = ( S ). O
cas particuliers :
1. S= U H;, ou {H,},.; est une famille de sous-groupes de G ; dans ce cas,

i€l
r €S & 2! €S par suite

<S>:{J,‘1(L’21’n, nGN*, x; € UHZ’ Va(léagn)} (122)

ael



24

2. S={z}, v €G; () sécrit alors ( z ) et

(z)={2"; neZ} (1.23)
Pour z = e, nous conserverons la notation (e), a la place de { e ).

Remarque 1.3.1. Si la loi de composition du groupe G est notée additivement, les formules

(1.21) et (1.23) deviennent respectivement :

(S):{in; n e N*, xiGS,ou—xieS,Vi(léign)} (1.24)

i=1

(z)={nx; ne€Z} (1.25)

1.3.2 Groupes cycliques

Définition 1.18. Si S est une partie non vide de G tell que { S') = G, on dit que S est
une partie génératrice du groupe G, ou que S est un ensemble de générateurs de GG,

ou encore que S engendre G.

Définition 1.19. S’il existe x € G tel que ( x ) = G, le groupe G est dit cyclique.
Plus généralement, s’il existe une partie non vide et finie de G, S = {x1,x9,...,2,},
telle que {( S') = G, on dit que le groupe G est de type fini.

Un groupe fini est nécessairement de type fini, mais la réciproque est fausse.

Exemple 1.3.1. Puisque tout n € Z s’écrit 1 +1+...+1sin >0,
() + (=) +...+(=1)sin<0et 0=14(—1), Z est un sous-groupe cyclique engendré
par 1.

Proposition 1.25. Toute image homomorphe d’un groupe cyclique est cyclique.

prouve : Soit un groupe cyclique G = ( z ) et soit G’ un groupe image homomorphe de G ;

f étant un épimorphisme de G sur G’,
G:{xk; kEZ}:]mf:G’:{(f(x))k; k:EZ},

donc G’ est cyclique engendré par f(z). O
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1.3.3 Groupes cycliques finis

Définition 1.20. On appellera groupe cyclique fint tout groupe cyclique d’ordre fini.
Z

Corollaire 1.26. Vn € N*, le groupe = est cyclique fini.
n

En effet, (Z,+) est cyclique engendré par 1; d’autre part, la surjection canonique

Z Z
w:(Z,4+) — (Z’ +) est un épimorphisme de groupes, donc (Z’ —i—) est cyclique, engendré
n n

par 7 (1) = 1, et comme — est fini d’ordre n, — est cyclique fini.
nZ nZ

Théoreme 1.27. Si G est un groupe cyclique, alors G vérifie l'une des conditions suivantes :
1) G ~7Z; dans ce cas G est cyclique infini.

Z
2) 1l existe n > 0 dans N tel que G ~ 7 alors G est cyclique fini d’ordre n.
n

Preuve : soit un groupe cyclique : G = (x ) = {xk; k€ Z}

Considérons 'application :

Vv 24 —G

k— 2F

La définition de ¢ implique sa surjectivité.
D’autre part, 1(k + 1) = 2% = 2%2!, donc ¥ est un épimorphisme de groupes.On a donc

deux cas :
premier cas : 1 est injectif; par suite, ¥ est un isomorphisme de groupes, dou G ~ Z; G
est donc cyclique infini.
deuxiéme cas : ¢ est non injectif; ker 1 est alors un sous-groupe non nul de Z, donc il
existe un unique n > 0 dans N tel que ker ¢ = nZ.
D’apres le 1" théoreme d’isomorphisme on a :

G

Imwzkerw

Z
donc, G ~ 7 G est cyclique fini d’ordre n. n
n

Proposition 1.28. Si G = ( x ) est un groupe cyclique fini d’ordre n, dont l’élément neutre
est e, alors :

(k€Zeta"=e)=kenZ

et n le plus petit entier strictement positif tel que ™ = e.
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preuve : Si G = ( x ) est cyclique fini d’ordre n, nZ est le noyau

I’épimorphisme ¢ : Z — G tel que ¢ (k) = 2* ; par suite
(kGZet:vk:e)@kEnZ.
n est donc dans N*, le plus petit entier tel que x™ = e. O]

Proposition 1.29. Tout groupe fini d’ordre premier p est cyclique.

prouve : Soit G un groupe fini d’ordre premier p; p étant plus grand que 1, il existe x € G
tel que z # e. Si m = o(z), on a m # 1 et m divise p (théoréeme de Lagrange); par suite

m = p, donc G = ( x ). O

1.3.4 Sous-groupes d’un groupe cyclique
a) Propriété générale :

Théoreme 1.30. Tout sous-groupe , non réduit a [’élément neutre, d’un groupe cyclique

infini est cyclique infini.

Preuve : D’apres le théoreme 1.27 il suffit de montrer que tous sous-groupe non nul de Z
est cyclique infini.

On sait que tout sous-groupe non nul de Z est de la forme nZ, n # 0 dans N.
nZ = {nk =kn; k€ Z},

et k # [ dans Z implique kn # In, donc nZ est un groupe (additif) cyclique infini engendré
par n. 0

Théoreme 1.31. Tout sous-groupe d’un groupe cyclique fini est cyclique fini.

Preuve : D’apres le théoreme 1.27 il suffit de montrer que pour n # 0 dans N, tout sous-

Z
groupe de — est cyclique fini.
nZ

Soit n # 0 dans N et 7 ’épimorphisme canonique Z — 7
n

Z

Soit K un sous-groupe de T étant surjectif, on a K = 7(7 }(K)); or 771 (K) est un
n

sous groupe de Z, donc il existe un unique k£ € N tel que 771 (K) = kZ.

K est alors 'image homomorphe par m du groupe monogene kZ, par suite K est cyclique,

engendré par (k) (proposition 1.25) et K est cyclique fini, puisque K est fini. [
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b) Sous-groupes d’un groupe cyclique fini : Etudions, tout d’abord, les sous-groupes
Z
de —;, pour n # 0 dans N.
nZ
En reprenant les notions de la démonstration du théoreme 1.31, on remarque que, K étant
Z
un sous-groupe de —

nz’
7m(0) = 0 appartient a K ; par suite, on a :

10 C 1K),

c’est-a-dire nZ C kZ ; autrement dit, k£ divise n dans N*.
Déterminons l'ordre du sous-groupe K.

_ 7 Z
Posons w(k) = k; on a K = ( k) dans 7 d’on
n

- Z
o(K) = o(k) dans i

o(k) est le plus petit entier d > 0, tel que dk = 0.
Or, dk = dn(k) = m(dk), puisque 7 est un morphisme de groupes additifs. k divisant n dans

n
N*, o(k) est nécessairement l'entier d = T

On a ainsi prouvé la propriété suivante :
Z
Proposition 1.32. Soient n € N* et w [’épimorphisme canonique Z — 7 Pour tout
n

Z
sous-groupe K de — il existe un unique diviseur k de n dans N*, tel que w(k) engendre K

n nZ
et o(K) = e

Z
Corollaire 1.33. Le nombre des sous-groupes de 7 (n # 0 dans N) est égal au nombre
n

des diviseurs de n dans N*.

Z
En effet, d’apres la proposition 1.32, — n’a pas d’autres sous-groupes que les ( w(k) )
n
ou k divise n dans N*. De plus, si k et k' sont deux diviseurs de n, tels que k # k' dans
n o n
IN*, les ordres des sous-groupes ( 7(k) ) et { w(k’) ) sont respectivement — et ——,

i i donc ces

sous-groupes sont distincts.

Si n > 1, on remarque que n a au moins deux diviseurs distincts dans N*, 1 et n qui

correspondent, respectivement, au sous-groupe plein 7 et au sous-groupe réduit a 1’élément
n

neutre (0).

Z
Exemple 1.3.2. Les diviseurs de 8, dans N, étant 1, 2,4, 8, on peut affirmer que sz a quatre

sous-groupes distincts :

(T)= 2, (2)={2,4,60}, (1) = {10} et (8) = ().
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Proposition 1.34. Soit G un groupe non réduit a l’élément neutre e ; alors G n’a pas d’autre

sous-groupe que G et (e), si et seulement si G est cyclique fini d’ordre premier.

preuve : Soit G un groupe cyclique fini d’ordre premier p; p > 1 implique G # (e) ; d’apres
le théoreme de Lagrange, I'ordre d’un sous-groupe de GG ne peut étre que 1 ou p, donc G n’a

pas d’autre sous-groupe que (e) et G.

Réciproquement, considérons un groupe G # (e) dont les seuls sous-groupes sont G
et (e).
Soit © # e dans G; le sous-groupe ( = ) de G est nécessairement différent de (e), donc

(z) =G, cest-a-dire que G est cyclique.

Si G était infini, G serait isomorphe a Z, donc aurait d’autres sous-groupes que G et (e) ;

par suite, G est cyclique fini .

G n’ayant pas d’autre sous-groupe que G et (e), 'ordre de G n’a pas dans N*, d’autre
diviseur que lui-méme est 1, c’est donc un nombre premier.

]



CHAPITRE 2

GROUPE FINI (THEOREMES DE SYLOW)

Théoréme de Lagrange : l'ordre d’un sous-groupe H de G divise l'ordre du groupe G.
Soit G un groupe d’ordre m, d’apres le théoreme de Lagrange, toute sous-groupe de G a un
ordre qui divise m. Par contre, si d est un entier positive divisant m, il n’existe pas nécessai-
rement un sous-groupe de GG, d’ordre d. Par exemple, le groupe alterné Ay, d’ordre 12, n’a
pas de sous-groupe d’ordre 6.

Nous allons voir dans ce chapitre que le premier théoreme de Sylow peut affirmer que, si le
diviseur d de m est une puissance d’'un nombre premier, alors le groupe G' a au moins un
sous-groupe d’ordre d. Le second théoreme de Sylow donnera une indication sur le nombre

de certains de ces sous-groupes.

2.1 Théorémes de Sylow

2.1.1 Premier théoréme de Sylow

Théoreme 2.1. Soient G un groupe fini et p un nombre Premier divisant [’ordre de G.
Si o(G) = sp™, avec s non divisible par p, alors pour tout entier r (1 < r < n). il existe un

sous-groupe de G d’ordre p".

Il ya plusieurs démonstrations de ce théoréme; celle qui est donnée ici, elle utilise la

notion de groupe opérant sur un ensemble et s’appuie sur le lemme suivant :
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Lemme 2.2. Pour a et b entiers positifs, notons C® le nombre de combinaison de a élément
bab.
Autrement dit, si X est un ensemble fini de cardinal a, le nombre des parties de X de cardinal

b est C°. D’aprés un résultat d’analyse combinatoire :

o ala—1)...(a—b+1) _ al (2.1)
@ b! bl(a — b)! '
Compte tenu des notations du théoréme 2.1, démontrons que pour tout entier r (1 < r < n),
on a
C’f;n = A\p"™", ou A est un entier non divisible par p (2.2)
D’aprés (2.1),
o :sp"'sp”—l_sp”—2u_sp"—(p’”—1)
P p" 1 2 pr—1
r _ospt—1 spt — (p" —1)
cr. — gp T . c
» P 1 -1

(s S n—
Chyn €tant un entier, il suffit de prouver que chaque fraction P

est égale a une
fraction irréductible dont ni le dénominateur, ni numérateur n’est divisible par p.

Pour tout k (1 < k < p" —1), on peut écrire : k = qp®, avec 0 < a < r et q¢ non divisible
sp” — k sp" — a spTa —
par p dans N , alors P _ P aqp _ P q ;
. . k‘ . . qp q . . . .
p ne divise pas q, donc p ne divise pas sp"~* — q, ce qui implique la relation (2.2).

Preuve du premier théoréme de Sylow : Etant donné entier r(1 < r < n), notons .%
I’ensemble des parties de G, le cardinal p".

D’apres le lemme 2.2, % est un ensemble fini de cardinal Cf;n et en tenant compte de (2.2),
on a

| Z| = Ap™~", ou A est un entier, non divisible par p.

Si A € .7, pour toute g € G, |gA| = |A| = p"; par suite, G opére sur .% par translation a
gauche.

Soit {A;}1<i<x une famille de représentants des G— orbites distinctes de %, donc,
k
71 =) _[G:Gal,
i=1
ou, pour toute i (1 < i < k), Gy, est le stabilisateur de A; dans G ; par suite on a :

k
Y IG : Ga) = Ap"", X est un entier non divisible par p.
i=1
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"=+l ne divise par

On en déduit qu’il existe au moins un entier A (1 < h < k) tel que Ap
[G: Gy,

posons alors H = Gy, .

o(G) = sp" = sp” = o(H)|G : H].

par hypothése, p?~7+1

ne divise pas [G : H|, donc, [G : H] = §'p®, ou ¢ divise s
et 0 <a<n-—r, dans N.
En posant s = §'s”, onao(H) =s"p" *;0<a<n—r=r<n—a<n,
par suite, p" divise o(H ), d’ou p" < o(H).
D’autre part, H = G4,, ou A, € 7.
Vg et ¢’ dans G4, on a

gAh = glAh = Ay,

et g # 9 = gr # g'v, Vr € Ay
On en déduit que |Gy, | < |An| = p", c'est-a-dire o(H) < p", ce qui conduit a la conclu-

sion : o(H) = p". O

L’application du théoreme 2.1 dans le cas r = 1, puis le cas r = n, donne les deux

résultats suivants :

Corollaire 2.3. (Théoréme de Cauchy) :
G étant un groupe fini, si p est un nombre premier divisant l’ordre de G, alors G a au moins

un élément d’ordre p.

Corollaire 2.4. si G est un groupe fini d’ordre sp™, ot p est un nombre premier ne divisant

pas s, alors G contient au moins un sous-groupe d’ordre p™.

2.1.2 p-groupe et p-sous-groupe

Définition 2.1. Si G est un groupe fini, on dit que G est un p-groupe, si o(G) = p"™, ot p

est un nombre premier et n € N.

Exemple 2.1.1.

1. (Z/4z,+) est 2-groupe car |Z/4z| = 2°.
2. (Z /77, +) est 3-groupe car |Z /77| = 3.

3. Sy est 2-groupe car |Sp| = 2! =2
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3!
4. Ajz est 3-groupe car |A3| = 7= 3

Définition 2.2. Soit un groupe fini G et un nombre premier p divisant o(G), un sous-groupe

H est un p-sous-groupe de G, si o(H) =p", r > 0 dans N.

Définition 2.3. Si G est un groupe fini d’ordre sp™, ot p est un nombre premier ne divisant

pas s, alors tout sous-groupe d’ordre p" de G est appelé : p-sous-groupe de Sylow de G.

Exemple 2.1.2. Dans (Z/197, +) le sous groupe engendré par 3 est { 3 ) = {0,3,6,9}
on a : |Z/122| =12=3x 22, et |SZ/122| = 22
alors, 37Z /197 est 2-sous-groupe de Sylow de Z/127.

2.1.3 Second théoreme de Sylow

Théoreme 2.5. soient G un groupe fini et p un nombre Premier divisant l'ordre de G ;

alors,
1. tout p-sous-groupe de G est contenue dans un p-sous-groupe de Sylow de G.
2. les p-sous-groupe de Sylow de G sont conjugués.

3. le nombre des p-sous-groupe de Sylow de G est congru a 1 modulo p et divise 'ordre

de G.
La démonstration de ce théoréme s’appuie sur les lemmes suivants :

Lemme 2.6. Soit G un groupe fini d’ordre p™, p étant un nombre Premier et n > 1 dans

N. Si G opére sur un ensemble fini E, alors :
|E¢| = |E| (mod p).

prewve : v € Eg < Q, = {z}.

|E¢| est donc égal au nombre des G-orbites ponctuelles de E.
Soient {€2.. }1<i<k les G-orbites non ponctuelles de E (k € N);
on a :

k
|E] = Bl + > |Qa,].

i=1

Pour tout 7 (1 < < k), |Q,| =[G : Gy,] et || # 1;
on en déduit que |§2,,| divise p" et est de la forme p™, n; > 1 dans N ; par suite |E| — | Eq|
est un multiple de p, d’ou |Eg| = |E| (mod p). O
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Lemme 2.7. soient deux sous-groupes H et K d’un groupe G tels que |G : H| = r(r € N¥)
et o( K) = p", p étant un nombre Premier ne divisant pas r et n > 1 dans N. alors K est

contenue dans un conjugué de H.

G
H
K comme opérant par translation a gauche sur E'; Ex étant ’ensemble des points fixes du

preuve : posons F = ( ) ; F/ est un ensemble fini de cardinal r. Considérons le groupe
g

K-ensemble E, d’apres le lemme 2.6 :
|Ex| =7 (mod p).

p ne divise pas r, par suite, on a Fx # &.
Donc

*H € Fx & K < Gy,

ou G, est le stabilisateur de xH dans I'action de G sur E; or Gop = aHa ™,

dou K < xHzx L m

Lemme 2.8. G étant un groupe fini, si S est un p-sous-groupe de Sylow de G, alors S est

lunique p-sous-groupe de Ng(S).

preuve : posons o(G) = p™s, p ne divise pas s. On remarque que S est un p-sous-groupe
de Sylow de tout sous-groupe de GG contenant S'; en particulier, S est un p-sous-groupe de
Sylow de Ng(S).

Sio(Ng(S)) =p"s, et si K est un p-sous-groupe de Sylow de Ng(S), on a

[Ne(S) : K] =&, p ne divisant pas s'.

De T'application du lemme 2.7, avec H = S,

on déduit qu'il existe z € Ng(S) tel que K < xSz~

alors, xSz = S et oK) =0(S) = K = S. O

Preuve du deuxiéme théoréme de Sylow : comme ci-dessus, on pose o(G) = p"s, p

ne divise pas s.

1. Soit H un p-sous-groupe de G ; si S un p-sous-groupe de Sylow de G, on a [G : S] = s
d’apres le lemme 2.7 : il existe z € G tel que H < Sz~ !; mais o(zSz™!) = 0(S), donc

xSz~ est un p-sous-groupe de Sylow de G.

2. Si S et S’ sont deux p-sous-groupes de Sylow de (G, le raisonnement ci-dessus montre

—1.

qu’il existe z € G tel que §' < xSz~ !; xSx~! étant un p-sous-groupe de Sylow de G,

on a nécessairement S’ = zSx 1.
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3. Soit . I'ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G.
D’apres le résultat précédent, G opere transitivement par conjugaison sur .. Notons

Qg la classe de conjugaison d’un élément S € ., alors :
| = 1Qs| =[G : Na(9)];

par suite, || divise o(G) et, plus précisément, || divise [G : S] = s puisque
(G : Ng(9)] divise [G : S].
D’autre part, S opere sur . par conjugaison ; si . désigne I’ensemble des points

fixes du S-ensemble ., d’apres le lemme 2.6, on a
|| = |-Ls| (mod p).
Or,

S'ec Sse S =ySy Tt e S
S’ e S S < NG'(S/).

Mais, d’apres le lemme 2.8 N (.S’) ne contient qu'un seul p-sous-groupe de Sylow de
S’: on en déduit que

|Ls| =1, d'ou || = 1(mod p)

En résumé et en vue des applications pratiques, on retiendra que, si o(G) = p"s, p

premier ne divise pas s et si n, est le nombre des p-sous-groupe de Sylow de G, alors :

n, =1 (mod p) et n, divise s

Du théoreme 2.5 on peut déduire les résultats suivantes :

Corollaire 2.9. Un groupe fini G a un unique p-sous-groupe de Sylow S, si et seulement si

S est normal dans G.

En particulier, dans un groupe fini abélien GG, pour tout nombre premier p divisant

I'ordre de G, il n’existe qu’'un seul p-sous-groupe de Sylow.
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2.2 Les applications des théoremes de Sylow

Lemme 2.10 (G.Frattini). soit H un sous-groupe fini et normal d’un groupe G. soit S un

p-sous-groupe de Sylow de H, alors G = HNg(S).

preuve : Soit g € G, alors gSg™' < gHg ' = H, et |gSg™ | = |5];

! est un p-sous-groupe de Sylow de H, donc est conjugué de S dans H, c’est-

par suite, gSg~
a-dire qu’il existe h € H tel que gSg~' = hSh™t, d’ott S = h=tgSg~th.
On en déduit que h™tg € Ng(S), donc g € HNg(S),

par suite G = HNg(95). O

Corollaire 2.11. Soient G un groupe fini et S un p-sous-groupe de Sylow G ; alors pour H
sous-groupe de G, on a :

Ng(S) < H= Ng(H)=H

preuve : Ng(S)< H<G=S<H<KG.
S étant un p-sous-groupe de Sylow de G, S est aussi un p-sous-groupe de Sylow de H.
D’autre part, on a H << Ng(H); en appliquant le lemme 2.10 & H considéré comme sous-

groupe de Ng(H), on obtient :
Ng(H) = HNg(S)

et Nog(H) < H implique alors Ng(H) = H.

]

Théoréme 2.12. Soit G un groupe fini tel que o(G) = pq, ou p et q sont deux nombres

premiers distincts, tels que ¢ £ 1 (mod p) ; alors G a un unique p-sous-groupe de Sylow

preuve : Soit n, le nombre des p-sous-groupes de Sylow de G ; d’apres le second théoreme
de Sylow, on a n, = 1(mod p) et n, divise [G : S] = ¢; I'hypothese g # 1 (mod p) implique

donc n, = 1. O

Remarque 2.2.1. Si GG est un groupe fini, non abélien, d’ordre p™, ou p est premier, alors

G n’est pas simple.

Proposition 2.13. Si G est un groupe simple, fini, non abélien et si p premier divise o(G),

alors le nombre n, des p-sous-groupes de Sylow de G est plus grand que 1.
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preuve : Soit S un p-sous-groupe de Sylow de G; on a S # (e) et, d’apres la remarque
2.2.1, S est nécessairement un sous-groupe propre de . Si S était I'unique p-sous-groupe
de Sylow de G, S serait normale dans G (corollaire 2.9), ce qui est impossible, car G est

simple; par suite on a n, > 1. O]

Proposition 2.14. Si G est un groupe fini d’ordre pq, ou p et q sont deux nombres premiers

distincts, alors G n’est pas simple.

preuve : On peut supposer p > ¢; alors ¢ — 1 n’est pas divisible par p; d’apres le théoreme

2.12, G a un unique p-sous-groupe de Sylow S'; on a
() <S<G et S<G (corollaire 2.9),

donc G n’est pas simple. O

Proposition 2.15. Soient p et q deux nombres premiers distincts tels que p Z 1 (mod q) et
q Z 1 (mod p); alors tout groupe d’ordre pq est cyclique.

preuve : Soit G un groupe fini tel que o(G) = pq.
D’apres le théoreme 2.12 G a un unique p-sous-groupe de Sylow S et un unique g-sous-groupe

de Sylow T'; ona S <G et T <1G.

S et T sont d’ordres premiers, donc ils sont cycliques; posons
S=(z) et T={(y).

p et g étant premiers entre eux, SNT = (e).

Montrons que x et y sont commutent :
[,y] = x7 'y oy, alors (S<1Get T<G) = [r,y] € SNT,
d’ou [z, y] = e, et par suite, zy = yz.

On en déduit que l'ordre de zy est pg, d’'ou G = ( zy ) [

Proposition 2.16. Soit p un nombre premier impair.

Si G un groupe fini d’ordre 2p, alors on a :
G~Cy G=~D, (groupe diédral).

preuve : p premier impair implique p > 2; 2 # 1(mod p), donc G a un unique p-sous-groupe
de Sylow S ~ C,,.
Le nombre nsy des 2-sous-groupes de Sylow de G est congru a 1 modulo 2 et divise p,

doncnys =1ounyg =p:
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- si ng = 1, on vérifier que : G ~ C), x Oy = Oy,

- 8l my = p, S étant le p-sous-groupe de Sylow de G, soit y € G\S, alors :
(o(G)=2petyeS)=o(y) =2

G a un unique sous-groupe cyclique S d’ordre p > 2, tel que [G : S] = 2 et tout élément
de G\S est d’ordre 2; on en déduit que le groupe G d’ordre 2p est isomorphe au groupe
diédral D,,.

m

Théoréme 2.17. Soit un groupe fini G # (e), tel que o(G) = pi'ps?...pp*, k > 1 dans
N, les p; (1 < i < k) étant des nombres premiers distincts et les o des entiers strictement

positifs. Si pour tout i (1 <i < k), G a un unique p;-sous-groupe de Sylow P;, alors :

1<i<k
Preuve : Pour tout i (1 <i < k), ona P, <G (corolaire 2.9); on en déduit que
H = P, P, --- P, est un sous-groupe normal de GG et en vérifie que, H et isomorphe au produit

direct des p;-groupes P; (1 <i < k); alors :

H~ [ P=oH)= [] o(P) = o(H)=0(G),

1<i<k 1<i<k

d’ou la relation (2.3) . O

Corollaire 2.18. Si G # (e) est un groupe abélien fini, d’ordre pi*ps?...pp*, k > 1 dans
N, les p; (1 < i< k) étant des nombres premiers distincts et les oy des entiers positifs non

nuls, ;alors G est isomorphe au produit direct de ses p;-sous-groupe de Sylow distincts.

Remarque 2.2.2. Si la loi de composition d'un groupe abélien fini G # (e) est notée

additivement, la relation (2.3) s’écrit :

G=P®P®...0F.



CHAPITRE 3

GROUPES DONT TOUS LES
SOUS-GROUPES DE RANG INFINI SONT
ABELIEN-PAR-FINI

Ces dernieres années, une série d’articles a été publiée sur le comportement des groupes de
rang infini dans lesquels chaque sous-groupe propre de rang infini a une propriété appropriée.
Ce chapitre est une étude de la structure des groupes dans lesquels chaque sous-groupe propre
de rang infini contient un sous-groupe abélien d’indice fini.Cette classe a été considérée par
F. de Giovanni et F. Saccomanno dans " Groups whose proper subgroups of infinite rank are

abélien-by-finite " [9]

3.1 Quelques Notions

3.1.1 Groupes résolubles

Définition 3.1. Soit G un groupe ; a tout couple (x,y) d’éléments de G, on associe l’élément

x Yy oy noté [x,y]. [zy] s’appelle le commutateur de x ety dans G.

Définition 3.2. Soit G un groupe, on appelle groupe dérivé de G le sous-groupe de G en-

gendré par ’ensemble des commutateurs de G ; on le note G'.
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Théoreme 3.1. Soit G un groupe; on a :
1. G'<4G.

G
2. N<G, alors — est un groupe abélien si et seulement si G' C N ;

Preuve :

1. Soit z ,y , z dans G,

d’un part :
ey ylz = 2 ey e,
d’autre part :
z_lxz, z_lyz] = z_1$_1zz_1y_1zz_1:vzz_lyz
= z_lx_ly_lxyz

d’ou

2o ylz = [ Z, 2 My,

On déduit que G’ est normal dans G.

G G
N abélien & ry = yz, Y,y dans N

yr < (yr) ey € N
yr < [v,yl € N

Sl
<
I

Ty =1y
.G
d’ou N abélien & G’ C N.
L]

Définition 3.3. Un groupe G est résoluble s’il existe un entier n > 0 tel que G™ = (e).

Remarque 3.1.1. Si G # (e) est résoluble, et si n est le plus petit entier positif tel que
G = (e),alors Vi (0<i<n—1),ona:GHY < GO,
Et d’apres que GOH) aGW on a -

G:G(0)>G(1)>--->G("):(e)

est une suite de composition de G.
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Théoreme 3.2. Si G est un groupe résoluble, alors tout sous-groupe de G et tout quotient

de G est résoluble.

Preuve : Supposons qu’il existe n € N tel que G = (e).

x Soit H un sous-groupe de G.

H<L<G=H LG
H <G = H? <G®¥,.

Ainsi de suite, on obtient H™ < G™ = (e)
d’ott H™ = (e); H est donc résoluble.

G
x Soit N <G et soit m: G — N I’épimorphisme canonique tel que 7(z) = &, Vx € G.
G
Donc toute commutateur de N est I'image par m d'un commutateur de G.

On en déduit que (i) =7 (G).

(2)
De méme on a (N) = 1(G®) et de proche en proche on obtient :

(&) —=em-@

G
d’ou N est résoluble.

]

Définition 3.4. Un groupe est localement résoluble si tout sous-groupe de type fini est

résoluble.

Définition 3.5. Un groupe G est dit résoluble-par-fini s’il a un sous-groupe normal N

qui est résoluble et le quotient G/N est fini.

3.1.2 Groupe nilpotent

Définition 3.6. Pour un groupe G, une suite de composition

G:G0>Gl>>Gn71>Gn:(e)

sera appelée suite centrale, si c’est une suite normale telle que U Z(

soiti(0<i<n—1)

Définition 3.7. Un groupe est dit nilpotent s’il posséde une suite centrale.
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Suite centrale descendante : G étant un groupe, posons :
=G, Iy =[G,G =G, T3=[Ts,G]
et, d'une fagon générale :
[e1 =Tk, G|, VE € N*
[y < Ty implique [Ty, G] < [I'y, G], c’est-a-~dire T's < T's.
Par récurrence sur k, on prouve, sans difficulté, que :
[y <Tg,VEkeN*

Ainsi, pour tout groupe G, on définit la chaine descendante de sous-groupe :

G=T1>Ty>..2T, >4 > .. (3.1)

Définition 3.8. : On dit qu'un groupe G a une suite centrale descendante de longueur

r(r > 1 dans N), si la chaine descendante (3.1) s’écrit :

G=T1>Ty>..>T,>T1 = (e (3.2)

Dans ce cas, le groupe G est nilpotent.

Suite centrale ascendante : G étant un groupe, posons Zy = (e), Z; = (G).
On sait que Z; est caractéristique dans GG, par suit I'unique sous-groupe Z, de GG, contenant

Z1, tel que 72 =7 (7), est caractéristique dans G.
1 1
De proche en proche, on définit, pour tout ¢ € N, le sous groupe Z;,; tel que
Ziy1 G
7 =2(7)
et Z; 1 est caractéristique dans G.

On détermine ainsi une chaine ascendante de sous-groupe de G :

dans laquelle, pour tout + € N, on a Z; C G, donc Z; < G et Z;1 est le plus grand
sous-groupe de G contenant Z;, tel que
[Zi+17 G] < Z’L

S’il existe un entier s > 0 tel que Z; = G, la chaine (3.3) s’écrit :

(6) = ZO < Zl g g ZS,1 < Zs =G (34)
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Et, d’aprés ce qui précede, la chaine (3.4) est une suite centrale de G.
De plus, si G # (e) et si s est le plus petit entier positif tel que Z; = G, alors, pour tout

i(0<i<s—1),onaZ; <Zy,car Z; = Z;y implique Z; = Z; quel que soit j > i.

Définition 3.9. : On dit qu’un groupe G a une suite centrale ascendante de longueur s (s > 1

dans N), si la chaine ascendante (3.3) s’écrit :

(e)=Zo< 21 < ..< Zs < Zs=G; (3.5)
le groupe G est nilpotent.

Définition 3.10. Un groupe est localement nilpotent si tout sous-groupe de type fini est

nilpotent.

Définition 3.11. Un groupe G est nilpotent-par-fini s’il a un sous-groupe normal N qui

est nilpotente et le quotient G/N est fini.

3.1.3 Quelques définitions

Définition 3.12. Un groupe G est dit simple s’il a exactement deuzx sous-groupes normaux :

étant U'élément neutre et G lui-méme.

Définition 3.13. Un groupe G est dit localement fini si tout sous-groupe de type fini de
G étant fini.

Définition 3.14. Un groupe G est dit localement gradué si tout sous-groupe non trivial

de type fini de G a un sous-groupe d’indice fini.

Définition 3.15. Un groupe est dit hypercentral (également hypernilpotent) si sa série
centrale ascendante se termine a l’ensemble du groupe, ou de maniére équivalente, s’il est

égal a son hypercentre.

Définition 3.16. Un groupe de type fini qui est une extension d’un groupe abélien par un

groupe nilpotent est résiduellement fini.

Définition 3.17. Un groupe de torsion ou un groupe périodique est un groupe dans lequel
chaque élément a un ordre fini. L’exposant d’un tel groupe, s’il existe, est le plus petit commun
multiple des ordres des éléments. L’exposant existe pour tout groupe fini, et il divise [’ordre

du groupe.
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Remarque 3.1.2. Un groupe sans torsion est un groupe dont le seul élément d’ordre fini

est 'identité.

Définition 3.18. Un groupe G est dit de rang fini s’il existe un entier positif r tel que
tous les sous-groupes de G de type fini peuvent étre générés par au plus r éléments ou r est
le plus petit entier positif avec une telle propriété; sinon, si un tel r n’existe pas, le groupe

est dit de rang infini.

Définition 3.19. Un groupe G est dit abélien-par-fini s’il a un sous-groupe normal N qui

est abélien et le quotient G/N est fini.

Remarque 3.1.3. Un groupe G est appelé X-par-Y s’il a un sous-groupe normal N qui

appartient a la classe X et le quotient G/N appartient a la classe Y.

3.2 Groupes dont tous les sous-groupes de rang infini

sont abéliens-par-fini

Dans [9] F. de Giovanni et F. Saccomanno ont étudie les groupes dont tous les

sous-groupes de rang infini sont abéliens-par-fini et ils ont commencé par le Lemme suivant :

Lemme 3.3. Supposons que G soit un groupe infini simple localement fini. Alors G a tous
les sous-groupes propres nilpotent-par-(rang fini) si et seulement si G ~ PSL(2,F) ou G =~

Sz(F), pour un corps infini localement fini F' ne contenant aucun sous-corps propre infini.

Théoréme 3.4. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) dans lequel tout sous-groupe
propre est nilpotent-par-(rang fini). Supposons que G n’est pas un p-groupe parfait. Si G n'a

pas d’images simples infinies alors G est nilpotent-par-(rang fini).

Théoreme 3.5. Soit G un groupe avec tous les sous-groupes propres sont nilpotents-par-
(rang fini) et supposons que G est localement (résoluble-par-fini) et localement de rang fini.

Supposons que G n’est pas localement fini, alors G est nilpotent-par-(rang fini).

Un résultat similaire est également valable pour les groupes dans lesquels chaque sous-

groupe propre est abélien-par-(rang fini).

Théoréme 3.6. Soit G un groupe dont les sous-groupes propres sont abéliens-par-(rang fini).
Si G est localement nilpotent, ou localement fini sans images simples infinies, alors G est

abélien-par-(rang fini).
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Enfin, les auteurs ont un résultat correspondant pour les groupes dans lesquels chaque

sous-groupe propre est (nilpotent de classe c¢)-par-(rang fini).

Théoréme 3.7. Supposons que G est un groupe dont les sous-groupes propres sont (nilpotent

de classe c)-par-(rang fini).

1. Si G est localement résoluble alors G est nilpotent-par-(rang fini) et soit G' est (nilpotent

de classe c)-par-(rang fini) soit G est résoluble.

2. Si G est localement (résoluble-par-fini) et localement de rang fini, mais pas localement
fini, alors G est nilpotent-par-(rang fini) et soit G est (nilpotent de classe c)-par-(fini

rang) soit G est résoluble.

Maintenant, les auteurs étudient des groupes de rang infini dans lesquels tous les sous-

groupes propres de rang infini ont un sous-groupe abélien d’indice fini.

Lemme 3.8. Soit G un groupe dont les sous-groupes propres de rang infini sont abéliens-

par-finis. Si le groupe G/G' est de rang infini, alors tout sous-groupe propre de G est abélien-

par-fini.

Preuve : Soit X un sous-groupe quelconque de rang fini de G. Alors X G’ est proprement
contenu dans G, et donc il existe un sous-groupe propre Y de G de rang infini tel que

XG' <Y .Donc X est abélien-par-fini. O

Théoréme 3.9. Un non-parfait localement gradué minimal non-(abélien-par-fini) groupe est

périodique.

Proposition 3.10. Si G est un groupe minimal périodique localement gradué non (abélien
par fini), alors G/G' ~ Z(p>), pour un p premier, et si G n’est pas un p-groupe, alors G’
est un p'-groupe, et il existe un sous-groupe A ~ Z(p™) tel que G = AG'.

Lemme 3.11. Soit G un groupe de rang infini dont les sous-groupes propres de rang infini
sont abéliens-par-finis. Si G contient un sous-groupe propre qui n’est pas abélien-par-fini,

alors G' = [G', G| et G est soit parfait ou métabélien.

Preuve : Puisque G/G" est de rang fini d’apres le lemme 3.8 et que G'/[G’, G] est une image

homomorphe du produit tensoriel

(G/G) & (G/E),
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il s’ensuit que le groupe nilpotent G/[G’, G| est également de rang fini. Puis [G’, G] doit avoir
un rang infini, et donc tous les sous-groupes propres de G/[G’, G] sont abéliens-par-finis.

Supposons par contradiction que [G', G] soit proprement contenu dans G'. Alors G/[G’, G|
ne peut pas étre abélien-par-fini, puisque G n’a pas de sous-groupes propres d’indice fini, et

donc le théoreme 3.9 et la proposition 3.10 montrent que
(G/1G, G /(GGG ~G/E

est un groupe de type p> pour un nombre premier p. Il s’ensuit que le groupe nilpotent
G/[G', G] est abélien, et cette contradiction montre que G’ = [G', GI.

Supposons maintenant que G’ est un sous-groupe propre de G. alors G’ a un rang infini, donc
c’est abélien-par-fini, et donc il contient un sous-groupe caractéristique abélien A d’indice
fini. Comme le groupe G/A a un sous-groupe de commutateur fini, il est nilpotent-par-fini
D’un autre c6té, G n’a pas de sous-groupes propre d’indice fini, de sorte que G//A est nilpotent
et donc méme abélien par la premiere partie de la preuve.

Par conséquent, G’ = A est abélien. m
Le résultat général suivant est sur les groupes localement (résolubles-par-fini).

Lemme 3.12. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) contenant un sous-groupe
normal propre N tel que G/N soit de rang fini. Alors G admet une image homomorphe non

triviale qui est soit finie soit abélienne.

preuve : Supposons que G n’a pas de sous-groupes propres d’indice fini. Comme G/N est
(localement résoluble)-par-fini par un résultat de N.S. é’ernikov, il est méme localement
résoluble.

Alors il existe un entier positif k tel que G®N /N soit hypercentral, et il s’ensuit que le

sous-groupe commutateur de GG est un sous-groupe propre. O

Le lemme suivant améliore le résultat obtenu par Bruno et Phillips sur la périodicité des

groupes non-(abéliens-par-finis) minimaux non parfaits.

Lemme 3.13. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini. Si tous les
sous-groupes propres de rang infini de G sont abéliens-par-fini, alors G est soit abélien-par-

fini soit périodique.
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Preuve : Supposons pour une contradiction que le groupe G n’est abélien-par-fini ni pério-
dique.

En particulier, G n’a pas de sous-groupes propres d’indice fini et il ne peut pas donc étre de
type fini. Comme les groupes abéliens par finis de type fini sont évidemment de rang fini, il
résulte des hypotheses que tout sous-groupe de type fini de GG est de rang fini.

De plus, il est également clair que chaque sous-groupe propre de G est abélien-par-(rang
fini).

Alors soit G est résoluble, soit il contient un sous-groupe normal abélien A tel que G/A soit
de rang fini d’apres le théoreme 3.7, tel que 'application du lemme 3.12 montre que G’ est
un sous-groupe propre de G.

Il résulte du théoreme 3.7 que G contient des sous-groupes propres qui ne sont pas abéliens-
par-finis. Alors G/G’ doit étre de rang fini d’apres le lemme 3.8, et G’ est un sous-groupe
abélien de rang infini d’apres le lemme 3.11.

Supposons d’abord que le groupe G /G’ n’est pas périodique. Puisque G/G’ est divisible, G
peut étre décomposé en produit de deux sous-groupes normaux propres de rang infini. Alors
G est nilpotent-par-fini, et donc nilpotent.

De nouveau le Lemme 3.11 donne maintenant la contradiction que G est abélien. Donc G/G’
doit étre périodique, et donc G’ n’est pas périodique.

Soit T le sous-groupe constitué de tous les éléments d’ordre fini de G'. Si T est de rang
infini, alors tous les sous-groupes propres de G/T sont abéliens-par-fini, et donc le groupe
non périodique G/T est abélien-par-fini d’apres le théoréme 3.9.

Alors G/T est abélien, une contradiction, car T' est proprement contenu dans G’. Donc T’
est de rang fini, et le groupe G /T est également un contre-exemple, de sorte que sans perte
de généralité on peut supposer que G’ est un groupe abélien sans torsion. Si ¢; et ¢, sont
des nombres premiers distincts, d’apres le lemme 3.8 il existe un sous-groupe G-invariant N
de G’ tel que G'/N est périodique et ¢y, g» appartiennent a 7(G'/N).

Comme G’ est sans torsion, le sous-groupe N est de rang infini, et donc tous les sous-groupes
propres de G/N sont abéliens-par-finis.

D’autre part, G/N n’est pas abélien-par-fini, et son sous-groupe de commutateurs n’est pas

un groupe primaire, ce qui contredit le théoreme 3.9. L’énoncé est prouvé. O]
Maintenant le résultat principal est prét d’étre démontré .

Théoréme 3.14. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini dont les
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sous-groupes propres de rang infini sont abéliens par fini. Alors tous les sous-groupes propres

de G sont abéliens-par-finis.

Preuve : Supposons pour une contradiction que I’hypothese est faux. En particulier, G
n’est pas abélien-par-fini, et donc il n’a pas de sous-groupes propres d’indice fini. De plus, G
est périodique d’apres le lemme 3.13, donc localement fini. Supposons que G contienne un
sous-groupe normal propre K tel que G/K soit simple. Alors G/K doit avoir un rang infini
d’apres le Lemme 3.12 et donc il est isomorphe soit & PSL(2, F') soit & Sz (F') pour un corps
infini localement fini ' ne contenant pas de sous-corps propres infinis comme conséquence
du Lemme 3.3 Par contre, chacun des deux derniers groupes contient un sous-groupe propre
de rang infini qui n’est pas abélien-par-fini .

Cette contradiction montre que GG n’a pas d’images homomorphes simples infinies, de sorte
que le théoreme 3.6 assure qu’il contient un sous-groupe abélien normal N tel que G/N est

de rang fini, et donc G’ est un sous-groupe propre de G par le lemme 3.12 .

Il résulte des Lemmes 3.8 et 3.11 que G’ est un groupe abélien de rang infini. Soit X
un sous-groupe de rang fini de G qui n’est pas abélien-par-fini. Clairement, X ne peut
étre contenu dans aucun sous-groupe propre de rang infini de G, et donc XG' = G. Alors
X/X NG ~G/G n’a pas de sous-groupes propres d’indice fini, et donc il est divisible. De
plus, le sous-groupe normal abélien X NG’ de G est de rang fini, il est donc le produit direct
de ses composantes primaires, et il a un recouvrement par des sous-groupes caractéristiques
finis.

Alors X/Cx(X N G') est résiduellement fini, puisque X/X N G’ ne contient pas de sous-
groupes propres d’indice fini, il s’ensuit que X NG’ est contenu au centre de X, et donc X
est nilpotent.

Considérons maintenant un sous-groupe normal abélien maximal A de X contenant X NG’.
Alors Cx(A) = A, et donc le groupe divisible X/A est isomorphe & un groupe d’automor-
phismes de A. D’autre part, A a un recouvrement par des sous-groupes caractéristiques finis,
de sorte que son groupe d’automorphismes complet est résiduellement fini. Donc X = A est

abélien, et cette contradiction prouve 1’énoncé. O

C’est une question ouverte de savoir si un groupe localement gradué quelconque de rang
infini doit contenir un sous-groupe propre de rang infini. Ceci semble étre le principal obstacle

a 'extension de théoreme au cas des groupes localement gradués. Cependant, les auteurs
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souligneront que cela est au moins possible pour une classe spéciale de groupes localement
gradués, ils pouvont prouver que le théoreme principal reste vrai dans la classe des groupes

fortement localement gradués.

Lemme 3.15. Soit G un groupe fortement localement gradué de rang infini. Si tous les
sous-groupes propres de rang infini de G sont localement (résoluble-par-fini), alors G est

localement (résoluble-par-fini).

Preuve : Supposons d’abord que G soit un groupe non trivial de type fini, de sorte qu’il
contienne un sous-groupe propre H d’indice fini. Alors H est un sous-groupe de type fini de

rang infini, donc il est résoluble-par-fini et donc GG lui-méme est résoluble-par-fini.

Supposons maintenant que G n’est pas de type fini, de sorte que tout ses sous-groupes

de type fini de rang infini sont résolubles-par-fini.

D’autre part, il découle du résultat de Cernikov que tout sous-groupe X de G de rang

fini de type fini doit étre résoluble-par-fini. Donc G est localement (résoluble-par-fini). [

Corollaire 3.16. Soit G un groupe fortement localement gradué de rang infini dont les sous-
groupes propres de rang infini sont abéliens-par-fini. Alors tous les sous-groupes propres de

G sont abéliens-par-finis.

Preuve : Le groupe G est localement (résoluble-par-fini) d’apres le lemme 3.15, et donc

I’énoncé est une conséquence directe du théoreéme 3.14. O



CONCLUSION

Dans ce mémoire nous constatons que si GG est un groupe fortement localement gradué
de rang infini dont les sous groupes propres de rang infini sont abéliens-par-fini, alors tous

les sous-groupes propres de G sont abéliens-par-finis.
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Résumé

Dans le premier chapitre on a étudie quelques notions fondamental :
les groupes symetrique S, , les groupes alternés A,, , les opérations d’un groupe sur
un ensemble, les groupes cycliques.

Dans le deuxiéme chapitre on a concentré sur les groupes finis en particulier les
théoremes de Sylow et ses applications.

Dans le troisiéme chapitre on a étudier la structure des groupes dont tous les
sous groupes de rang infini sont abéliens-par-fini.
Mots-clés

Groupe , groupe fini, sous-groupe, rang fini, abelien-par-fini.

Abstact
In the first chapter we studied some fundamental notions: symmetric groups S,, ,
alternating groups A, , operations of a group on a set, cyclic groups.
In the second chapter we concentrated on finite groups in particular Sylow
theorems and their applications.
In the third chapter we have studied the structure of the groups of which all the
subgroups of infinite rank are abelian-by-finite.

Keywords
group, finit group, sub-group, finit rank, abelian-by-finite.
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