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INTRODUCTION GENERALE

Les systémes dynamiques représentent des phénomenes qui évoluent dans l'espace
du temps, il sont utilisés dans de treés nombreux domaines : physique, chimiques, éco-
nomie, biologie,...etc. Une grande partie des systemes dynamiques non linéaires sont des
systemes chaotiques qui sont développé par Henri Poincaré sur la mécanique céleste et
la mécanique statistique vers 1900.

les systemes chaotiques sont sensible aux condition initiale. Cette sensibilité est parmi
les idées de base du chaos et le signature le plus visible de son comportement ce phé-
nomene est ancien mais en 1963 Edwerd Lorenz décrit un modeéle mathématique simple
de trois équations différentielles. Lorenz a appelé ces systemes présentant la dépendance
sensible sur les conditions initiales comme avoir I'effet papillon.

Le calcul fractionnaire est un sujet mathématique datant de plus de 300 ans. Il a été
introduit le 30 septembre 1695, ce jour-la, Gottfried Wilhelm Leibniz a écrit une lettre a
Guillaume Francois Antoine, marquis de L’Hopital, évoquant la possibilité de généraliser
le sens des dérivées, de dérivée d’ordre entier a dérivée d’ordre non entier. De I'Hopital
voulait connaitre le résultat pour la dérivée d’ordre n = % Leibniz a répondu «un jour,
des conséquences utiles seront tiréesy» et, en fait, sa vision est devenue réalité.

En 1971, le théoricien des circuits Leon Chua publié un article intitulé "Memristor :
I’élément du cercle manquant'. Chua a établie le cadre théorique original du mem-
ristor et affirme qu’il s’agissait du quatrieme élément de circuit de base a ’exception de
la résistance et du condensateur et de 'inductance. En 2008, des chercheurs de HP Labs
on publie un article intitulé "trouve le memristore manquant" et affirmant avoir
trouvé le memristore chua. Depuis lors, il a intrigué les chercheurs de diverses disciplines

a travers le monde. le memeristor est un élément a deux bornes, non linéaire négativement.

Ces dernieres années, Le systeme basé sur les memristors d’ordre fractionnaire est
devenu un sujet briilant dans le domaine de la science non linéaire. Un modele de sys-

teme basé sur un memristor d’ordre fractionnaire avec le memristor caractérisé par une
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fonction linéaire par morceaux croissante de maniere monotone a été introduit pour la
premiere fois dans et des résultats de simulations numériques ont été fournis pour montrer
I'existence du chaos. Un nouveau systeme d’ordre fractionnaire composé uniquement d’un
memristor, d'un condensateur et d’une inductance a été étudié dans et un memristor avec
une fonction de memristor polynomiale du quatrieme degré a été utilisé dans le circuit

chaotique le plus simple.

Ce mémoire présente 1’étude de comportement d'un systeme dynamique chaotique
basé sur un memristor d’ordre entier et d’ordre fractionnaire est structure de la maniere
suivante :

premiere chapitre, est on va rappeler quelques notions de systemes dynamiques, la
stabilité et les différents types de la bifurcations en codimension 1. Et on va découvrir et
définir le chaos, présenter Exposants de Lyapounov.

Le deuxiéme chapitre, sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire,
nous citons par exemple la fonction Gamma, la fonction Béta et Mittag-Leffler. Trois
approches sont présentées, I'approche de Griinwald-Letnikov, I'approche de Riemann-
Liouville et celle de Caputo pour la généralisation des notions de dérivation entiere.

le troisieme chapitre, on va proposer un nouveau systéme memristive en remplacant
la diode dans la circuit de chua avec un memristor contrélé en flux caractérisé par un non
linéarité quadratique et conductance négative.

Ainsi, dans ce chapitre une analyse dynamique détaille est effectué en utilisant des mé-
thodes théoriques et numériques dans les deux cas entier et fractionnaires, et plus spéci-

fiquement I’étude de la stabilité, les attracteurs et exposant de Lyapounov.



Chapitre 1

Notions générales sur les systémes

dynamiques chaotiques

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions sur les systémes dynamique, la
stabilité d'un systeme linéaire et non linéaire, et la bifurcation en codimension 1 (neoud-
col, transcritique, fourche et la bifurcation de Hopf sous-critique). Nous présentons aussi

le systéme chaotique et leurs propriété, la Route vers le chaos et I’exposant de Lyapounov.

1.1 Systeme dynamique

Définition 1.1. Un systéme dynamique est un modéle permettant de décrire [’évolution
au cours du temps d’un ensemble des objets en interaction, il est défini par un triplet
(X, T, f ) constitué de l’espace d’état X, du domaine temporel T, et d’une application de
transition d’état f : X xT — T, qui permet de définir a partir d’un vecteur de conditions
initiales, 'état du systeme a tout instant.

Donc, on peut définir un systeme dynamique comme une description d’un phénomene
physique qui évolue au cours du temps (systéme continu), ou par rapport d une autre

variable (systéme discret).

Un systeme peut étre :
— Cas continu : dans le cas ou la composante temps est continue le systeme dynamique

est présenté par systeme d’équation différentielles de la forme :

dx
_— = t
dt f($7 7p)7

ou x € R", est le valeur d’état et p € R™ est le vecteur des parametres.
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— Cas discret : dans le cas ou le temps est discret le systéme dynamique est présenté

par une application (fonction itérative) :

Tp41 = f(xk,p),

ouzr,eR"etpeR™ k=1,..,n.

1.1.1 flot

Considérons le systeme autonome :
) (1.1)
Définition 1.2. La correspondance p; : xo — x(t) qui associe a une donnée initiale x
la valeur de la solution mazimale z(t) au temps t, qui correspond a cette donnée initiale,
est appelée le flot au temps t du champs de vecteurs f.
Le flot du champ de vecteurs est lapplication qui associe d (t,x) la solution maximale
z(t) au temps t qui correspond d la donnée initiale x : (t,x) — p(t,x) = @i(x) = ().
Le flot est dit complet lorsque cette correspondance est définie pour toute valeur de t €

| — 00, +00].

Remarque 1.1. ¢;(z) est vérifié :

— (Régularité du flot)
Si f est de classe OF le flot est lui-méme de classe C¥.

— (Transitivité du flot) Le flot vérifie, pour tous t et s € R

01(Ps) = Poyt-

— QDO(I()) = Xy-

1.1.2 Orbite(trajectoire)

Définition 1.3. Soient (M, ¢')icq un systéme dynamique et x un état de l'espace des
phases. On appelle trajectoire d’un point x de M l’application définie sur G et a valeurs
dans M par :

0:G— M

t — o' (x)

Donc, la trajectoire est une solution du systeme différentiel.
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1.1.3 Portrait de phase

Définition 1.4. Le portrait de phase d’un systéme dynamique est une représentation
graphique de plusieurs trajectoires représentatives dans Uespace des phases. Etant donné
un systeme dynamique, sans résoudre les équations, on peut toujours, d un instant t,
représenter graphiquement (da l'aide de fléches) le champ des @ (le champ des vitesses si
z sont des coordonnées). La lecture de cette représentation graphique sera trés utile pour

avoir une idée du comportement du systéeme.

1.1.4 Propriétés des systemes dynamiques
1.1.4.1 point d’équilibre

Définition 1.5. Un point d’équilibre de (1.1) est un point x* de l’espace du phases véri-

fiant f(x*) =0 (ou pour tout p(t,x*) = x*) sinon on dit que x* est un point ordinaire.

Remarque 1.2. Parmi les points ordinaires on distingue les points périodiques et les
points récurrents.

— Un point ordinaire z* est dit périodique s‘il existe T' > 0 tq ¢(T, z*) = x*.

— Un point ordinaire et non périodique a est dit récurrent si pour tout voisinage V de

z* et tout T' € R il existe t > T tq p(t,z*) € V.

1.1.4.2 Ensembles limites

Ensemble w-limite : Un point a € U est un point w-limite d’un trajectoire (., xo)
de (1.1), §'il existe une suite (t,) — +o0o quand n — 400 tq lim, o ©(t,, To) = a.
L’ensemble de tout les points w-limite d’une trajictoire ~,, est appelé ensemble w-limite

de vz, et noté w(vy,,) ou w(xy).

Ensemble a-limite : Un point b € U est un point a-limite d'un trajectoire (., xo)
de (1.1), s’il existe une suite (t,) — —oo quand n — +o00 tq lim, o ©(t,, o) = b.
L’ensemble de tout les points a-limite d’une trajictoire ~,, est appelé ensemble a-limite

de vz, et noté a(vz,) ou a(zy).

1.1.5 Attracteurs

Définition 1.6. Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les

trajectoires des points de l’espace des phases, c’est a dire un ensemble vers laquelle évolue
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un systeme quelles que soient ses conditions initiales.

Mathématiquement, [’ensemble A est un attracteur si :

1. Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute solution

x(zo,t) = () restra dans U sixg € V.

3. 1l existe une orbite dense dans A.

1.1.5.1 Bassin d’attraction

Le bassin d’attraction d’un attracteur est ’ensemble des points de 'espace des

phases qui donnent une trajectoire évoluant vers 'attracteur considéré, c’est I’ensemble

W=a(V), t<O.

1.1.5.2 Types d’attracteurs

On distenge deux types d’attracteurs : attracteur régulier et attracteur étrangé

(chaotique).

1. Attracteurs réguliers :
Les attracteurs réguliers caractérisent 1’évolution de systeme non chaotique et peuvent

étre de trois sortes :

(a) Le point fixe : c’est I'attracteur le plus simple, il est représente par un point

dans 'espace des phases.

(b) Cycle w-limite (attracteur périodique) : C’est une trajectoire fermé qui

attire toutes les trajectoires proches.

(c) Attracteur quasi périodique (tore) : C’est une trajectoire qui s’enroule le
long d’un tore et remplir sa surface de maniere dense et finira par se refermer

sur elle méme au bout d’'un temps infini.

2. Attracteurs étrangé :
L’attracteur étrange est une forme géométrique complexe qui caractérise ’évolution
des systemes chaotiques, il a été introduit par Ruelle et Takens. Les caractéristiques

d’un attracteur étrange sont :
(a) Dans l'espace des phases l'attracteur est de volume nul.

(b) La dimension de l'attracteur étrange est fractale (non entiére) pour un systéme

continue autonome 2 < d < n, n la dimension de I'espace des phases.
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(c) Sensibilité au conditions initiales (deux trajectoires initialement voisines fi-

nissent toujours par s’écarter l'une de l'autre).

1.1.6 Stabilité

Le concept de stabilité dynamique du systeme caractérise le comportement du
systeme sa trajectoire autour du point d’équilibre. Analyse de la stabilité du systeme
Ainsi, la dynamique permet d’étudier ’évolution de ses trajectoires d’état, lorsque ’état
La valeur initiale est proche du point d’équilibre. Il existe certains concepts de stabilité

des systemes dynamiques, tels que la stabilité de Lyapounov.

1.1.6.1 Classification des points d équilibres

Cas des systemes linéaires
Considérons le systeme linéaire :
T = Az,
ou x = (x1,x2,...) et A une matrice constante inversible. Soient A\; = (A1, A, ... \,,) les
valeurs propres de A.

1. Si les valeurs propres \; sont réelles et de méme signe, le point z* est appelée noeud

instable si A\; > 0, et nceud stable \; < 0.

2. Si les valeurs propres \; sont réelles, non nulles et de signe différent, Le point z* est

appelée point selle.
3. Si les valeurs propres \; sont complexes, le point x* est appelée :
(a) foyer stable si Re(\;) < 0.
(b) foyer instable si Re(\;) > 0.
(c) centre si Re()\;) = 0.

Cas d’un systéme non linéaire

Soit le systeme dynamique suivant :

— = f(x,1), (1.2)
avec f une fonction non linéaire.

Définition 1.7. Stabilité locale simple et asymptotique le point d’équilibre xo du systéme

(1.2) est :

10
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— stable au sens de Lyapounov si :
Ve > 0,30 > 0: ||x(to) — x| < = ||z(t,z(ty) — x) — o] <€,V > 1.
— asymptotiquement stable si :
36> 0: ||z(to — z0)|| <0 = nli_r}noo||:v(t,x(t0)) — 9| = 0.

— exponentiellement stable si :

x Un équilibre qui n’est pas stable est dit instable.

La stabilité en dimension n quelconque
On sait déja que I’étude de la stabilité dans le cas des systemes non linéaires pose un pro-
bleme tres difficile, en effet, en raison de leur comportement assez compliqué, les méthodes
utilisées dans le cas linéaire ne sont plus applicables. Cependant, Lyapounov et autres ont
remarqué par 1’étude des trajectoires des courbes intégrales au voisinage de 1’équilibre
que dans la majorité des cas, les points d’équilibre des systémes non linéaires peuvent
étre ramenés aux mémes types de points d’équilibre des systemes linaires. Donc 'étude
d’un systéme linéaire est aisée puisqu’elle se résout dans un critére purement algébrique.
De ce fait, la méthode la plus classique pour la détermination de la stabilité non linéaire
du point d’équilibre se réduit a la linéarisation du systeme en ce point. Pour étudier la

stabilité d'un systeme dynamique non linéaire (1.1) on a deux méthodes :

11
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— Méthode indirecte basé sur la linéarisation de la fonction f.

— Méthode directe basée sur I'utilisation d’une fonction appelé fonction de Lyapounov.

1. méthode directe ( méthode de Lyapounov)

Cette méthode basée sur utilisation d’une fonction appelée fonction de Lyapounov.

Théoréme 1.1. (Fonction de Lyapounov et stabilité globale)

Si z* est un point d’équilibre du systéme et si la fonction V de classe C*
V:R" — [0, +o0],

est telle que
- V(z*)=0 et V(z) >0 pour x # x*.
— V décroit le long de toutes les trajectoires (% <0).
av

Alors x* est stable au sens de Lyapounov. Si de plus pour v # x*, - < 0, alors

*

x* est asymptotiquement stable au sens de Lyapounov. Si on suppose encore que
V tend vers Uinfini lorsque x* € R™ tend vers l'infini (en norme), alors toutes les
trajectoires, méme celles qui démarrent loin de x*, tendent vers x* (on dit que z*
est globalement asymptotiquement stable), mais si % > 0 pour x # x* alors x* est
instable. V est appelé fonction de Lyapounov du systéme.

Il n’y a aucune méthode générale pour déterminer une fonction de Lyapounov. Mais
en mécanique et pour les systémes électriques on peut souvent utiliser [’énergie totale
comme fonction de Lyapounov.
Exemple 1.1. Considérons le systeme :
T = —x— ay?
y = —y+32%y
L’origine est un point d’équilibre pour ce systeme. Soit la fonction V définie par
V(x,y) = azx® + by?, avec a et b deux réels positifs & déterminer.
On a V(0,0) =0 et V(z,y) > 0, pour tout (x,y) # (0,0).
et
grad(V(z)).f(z) = —2ax* — 2azy* — 2by* + 6bx*y”.
Poura=3,b=1,0on a:
grad(V (x)).f(z) = —62% — 2y < 0, pour(x,y) # (0,0).
2. méthode indirecte ( la linéarisation)
Le point critique de (1.1) se ramene a 'origine par le changement de variable

X =1z — a et le développement de Taylor de f au point £ = 0 est donné par :

&) = DF(0)z + 21!D2f(0)(a:, .

12
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Lorsque x est tres proche de 0, les termes non-linéaires devient négligeables devant le
terme linéaire et la méthode indirecte de Lyapounov pour étudier la stabilité autour

d’un point d’équilibre 0, consiste a étudier le systéme linéaire :

@ = Az. (1.3)
Avec :
L) .. 0

A=Df(0)=
g0y ... 52(0)
est la matrice Jacobienne de f en 0. Le systéme (1.3) s’appelle le linéarisé du systeme

non-linéaire (1.1) au point d’équilibre 0.

Définition 1.8. Un point d’équilibre a de (1.3) est dit point hyperbolique si aucune

valeur propre de la matrice A = D f(a) n’admet pas la partie réelle nulle.

Définition 1.9. Un point d’équilibre a de (1.3) est appelé puits si toutes les valeurs
propres de la matrice A = Df(a) ont les parties réelles négatives, il est appelé
source si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(a) ont les parties réelles
positives et il est appelé point selle (col) si au moins une valeur propre de la matrice
A = Df(a) ala partie réelle positive et au moins une valeur propre a la partie réelle

négative.

Définition 1.10. Deuz systémes autonomes sont dits topologiquement équivalent,
dans un voisinage de lorigine (ou bien ont la méme structure), s’il y a un homéomor-
phisme H appliquant 'ouvert U contient l'origine a 'ouvert V contenant l’origine
qui transforme les trajectoires du premier systéme dans U vers les trajectoires du

deuxieme systeme dans V et préserve la direction du temps.

Exemple 1.2. Considérons les deux systemes linéaires :

T = Ax. (1.4)
y = Bu. (1.5)
-1 -3 2 0
avec A = et B =
-3 -1 0 —4
' R D A
Soit H(x) = Rz avec R = == etRlzﬁ
1 1 -1 1

Ona B=RAR™'.
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Chapitre 1. Notions générales sur les systémes dynamiques chaotiques

Soit y = H(z) = Rx ou x = R~y alors

y= Rz
= RAzx
= RAR 'y
= By.

Théoréme 1.2. (Hartman-Grobman) :

Soient U,V deuz ouverts de R™ contenant lorigine, f € CY(U) et ¢ le flot du sys-
téme non linéaire (1.1). Supposons que lorigine est un point d’équilibre hyperbolique.
Alors il existe un homéomorphisme H de l'ouvert U contenant l’origine vert [’ouvert
V' contenant ’origine tel que pour chaque xo € U, il y a un intervalle ouvert 1o C R

contenant 0 et pour tout t € I.
At
Ho ¢t(l'0) =€ H(.ﬁ[o),

i,e :H applique les trajectoires du systéme non-linéaire (1.1) vers les trajectoires de

son linéarisé (1.3) et préserve la direction du temps.

Corollaire 1.1. Considérons le systéme (1.1) avec son linéarisé (1.3). Si toutes
les valeurs propres de A ont leurs parties réelles négatives alors a est localement
asymptotiquement stable.

S’il existe en moins une valeur propre de A a partie réelle positive, alors a est

instable.

Exemple 1.3. Considérons le systeme d’un pendule avec frottement :

To=y
y = —ry— 9sin(x)
Avec les points d’équilibres (nm, 0) pour tout entier n, la matrice jacobienne au point
0 1
(nm,0) est : %(_1)%1 .,
et les valeurs propres sont :
r2+(2—1)"+149/l b Ay = —r+ r2+(2—1)”+149/l.

Si n est pair alors les deux valeurs propres sont a partie réelle négative. D’ou le point
d’équilibre est localement asymptotiquement stable.

Si n est impair alors les deux valeurs propre sont réelles de signe opposés :

—r —/r?2 +4g/l —r+/r?2+4g/l
A V 9/ 9/t

<0< N\ =
2 2 2
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D’ou le point d’équilibre est un point selle (instable).

1.1.7 Critére de Routh-Hirwitz dans R?

Considérons le systemes :

i = Az,

avec
a1 G12 a13
A= G21 G2 (23
31 (32 0ass

L’équation caractéristique est :
/\3 =+ (11)\2 + CLQ/\ + as = O
avec les déterminants de Routh-Hirwitz sont :

Hy =|ai| = ay,

aq 1

Hy = = aiaz — as,
as as
aq 1 0

Hs=|a3 ay a | =asHs.
as a4 das

Ainsi les conditions de stabilité du point d’équilibre sont :
H >0, Hy,>0, Hs>0.

Donc le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

1.1.8 Bifurcation

Le terme bifurcation est généralement associé a la notion de changement du type
topologique de la trajectoire d’un systéeme dynamique lorsqu’un ou plusieurs parametres
dont elle dépend varient. C’est une notion tres importante en mécanique ou 1’étude des
systemes d’équations non-linéaires en fonction des parametres caractéristiques est clas-
sique.

Soit le systeme :

ng(x,/ﬁ), reR" pekR (1.6)

15
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Définition 1.11. Soit un systéme dynamique non linéaire de dimension n et de paramétre

de controle p et soit x* sa solution.

Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution z* du systéme (1.6) lors-
qu’on modifie i, et d’'une maniere plus précise la disparition ou le changement de stabilité

et I'apparition de nouvelles solutions.

1.1.8.1 Les types des bifurcations

Il existe plusieurs types de bifurcations, parmi les quelles on peut citer :

1. Bifurcations Col-noeud (saddle-node)
Une fonction linéaire ne change pas le nombre de racines. Le polynéme le plus

simple qui change de nombre de racines en fonction du parmetre p est le polynéme

quadratique :
fla)=p—a”

Si on peut réecrire la fonction f sous la forme :

i=p—az*= f(u,x).
Ou p est un parametre réel.
Trois cas peuvent étre distingués selon les valeurs de pu.
(a) Sip<0:iln’ya pas d’équilibre et & et toujours négative.

(b) Si p =0 : l'origine est le seul point d’équilibre avec :

i=—2?<0, Vaz.

(c) p >0 :il existe deux équilibres : 2% = /@ et 2° = — /L.
%(ﬂﬁi) = —2,/1 < 0 donc z%_ est stable.

%(mi) = 2,/p > 0 donc x* est instable.
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Diagramme de la

Diagramme de la . . i
bifurcation transcritique.

bifurcation Col-nceud.

=1

1 - / ’

Diagramme de la bifurcation Diagramme de la bifurcation
fourche super-critique. de Hopf super-critique.

FIGURE 1.2 — Les types des bifurcations

2. Bifurcation fourche (Pitchfork)

On a I'équation différentielle :

&= pr — 1’ =x(p—2°) = fz,p).
Ou p est un parametre réel.
Trois cas sont possibles :
(a) u < 0 : Porigine est I'unique point d’équilibre qui est stable.
(b) =0 : lorigine est I'unique point d’équilibre et est stable.

(¢) w > 0 : on a trois points d’équilibres, 'origine qu’est instable et deux autres

points d’équilibres 2% = \/p et ¥ = —, /i qui sont stables.
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3. Bifurcation transcritique (échange de stabilité)

Soit I’équation différentielle :

fw, ) = pa + 22,

i est un parametre réel, on a toujours deux équilibres 0 et x* = —p.

On a trois cas :

(a) u < 0 alors 0 est stable mais x* = —p est instable.

(b) p =0 les deux points sont confondus en un seul point qui est semi stable.
(¢) p > 0 alors 0 est instable mais z* est stable.

4. Bifurcation de Hopf

C’est la bifurcation associée a I’équation dans le plans complexe :

() = f(2(t) = (p+iw)a(t)= | 2 [* 2(t).

Pour étudier cette équation, on écrit la variable z sous la forme z(t) = z(t) exp®®.

L’équation s’exprime sous la forme d’un systeme :

!
r = pr—ad

/

0 = w

La premiere équation n’est autre qu'une la bifurcation de fourche de parametre de
controle p.

Nous partons d'un systeme ou le parametre p est négatif. Le systeme possede un
point d’équilibre stable qui correspond ici a un point puits les trajectoires s’enroulent
en spirale vers 'origine. Lorsque 1 = 0 ce point d’équilibre perd sa stabilité. Puis
lorsque p > 0, il se forme une trajectoire périodique stable ou cycle limite.

La bifurcation de Hopf correspond a une instabilité oscillatoire.

1.2 Systeme chaotique

Définition 1.12. Le phénomeéne du chaos est un phénoméne complexe non linéaire, qui
dépend de plusieurs paramétres et qui est caractérisé par une extréme sensibilité aux condi-
tions initiales. Les systémes chaotiques sont des systemes dont les trajectoires évoluent
dans une région bornée présentant un caractére stable mais sans toute fois converge vers
un point fixe ou un cycle limite. Ces trajectoires qui restent denses dans cette région

sont trés sensibles aux conditions initiales. Les solutions des équations différentielles non
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linéaires ne peuvent pas étre calculés avec exactitude analytiquement car il n’existe pas
de méthode de résolution analytique pour ces équations, sauf pour certaines classes par-
ticulieres. FElles sont alors déterminées numériquement et le comportement du systemes
analysé par simulation. Le terme chaos associé a une application itéré a été formellement
introduit par Li et Yorke en 1975, ou ils ont établi un critére simple pour le chaos dans

les équations auz différences unidimensionnelles.

1.2.1 Propriétés du chaos

Les définitions et les propriétés suivantes permettent d’analyse qualitativement

les points marquants des systeme chaotique.

1.2.1.1 La non-linearite

Un systeme chaotique est un systeme dynamique non linéaire par contre un systéme
linéaire ne peut pas étre chaotique. La notion de systeme dynamique est relative a tous
les systeme dont I'évolution dépend du temps. En général, pour prévoir des phénomenes
réels générés par ces systemes, la démarche consiste a construire un modeéle mathématique
qui établit une relation entre un ensemble de causes et un ensemble d’effets. Si cette
relation est une opération de proportionnalité, le phénomene est linéaire. Dans le cas d'un

phénomene non linéaire, 'effet n’est pas proportionnel a la cause.

1.2.1.2 Le déterminisme

Un systeme chaotique a des regle fondamentales déterministes et non probabilistes.
Il est généralement régi par des équations différentielles non linéaires qui sont connues,
donc par des lois rigoureuses et parfaitement déterministes. Un systeme est dit détermi-
niste lorsqu’il est possible de prédire(de calculer), son évolution au cours du temps : la
connaissance exacte de 1'état du systéme a un instant donné, (I'instant initiale) permet le

calcule précis de 'etat de systéme a n’importe quel autre moment.

1.2.1.3 La Sensibilité aux conditions initiales

La sensibilité des trajectoires chaotiques aux conditions initiales est une autre carac-
téristique permettant de reconnaitre un comportement chaotique, puisque la plupart des
systemes chaotiques exhibent la sensibilité aux conditions initiales. En effet, pour deux
conditions initiales arbitraires tres voisines initialement, les deux trajectoires correspon-

dantes a ces données initiales divergent exponentiellement.
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1.2.2 Route vers le chaos

On ne sait toujours pas a 'heure actuelle dans quelles conditions un systéme va
devenir chaotique. Cependant, il existe un certain nombre de scénarios de transition vers
le chaos, qui sont universels. On considere que le systéme posséde un parametres dit
"controle’. Lorsque’on varie ce parametre, le systeme peut passer d’un état stationnaire
a un état périodique, puis au-dela d’un certain seuil, suivre un scénario de transition et

devenir chaotique.

1.2.2.1 Pintermittence vers le chaos

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouées de turbulence. Lors-
que’on augmente le parametre de controle, les bouées de turbulence deviennent de plus

en plus fréquentes, et finalement, la turbulence domine.

1.2.2.2 Le doublement de période

Qui est caractérisé par une succession de bifurcations fourches. A mesure que la
contrainte augmente, la période d’un systeme forcé est multipliée par 2, 4, 8, ..., etc. Ces
doublements de période sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période est infinie, le

systeme devient chaotique.

1.2.2.3 La quasi-périodicité

qui intervient quand un deuxiéme systeme perturbe un systeme initialement pério-
dique. Si le rapport des périodes des deux systemes en présence n’est pas rationnel, alors

le systeme est dit quasi-périodique.

1.2.3 Exposants de Lyapounov

Alexander Lyapounov a développé une quantité pour mesurer la divergence des
trajectoires adjacentes au début, appelée «l'exposant de Lyapounovy, et est souvent uti-
lisée pour déterminer si un systeme est chaotique.

Les valeurs propres de la matrice dynamique A du systeme linéaire permettent de carac-
tériser le point d’équilibre et sa stabilité. L’exposant de Lyapounov est une généralisation
de ces valeurs propres et permet de caractériser I'attracteur €). L’exposant de Lyapounov

est une mesure de la différence entre différentes trajectoires au sein d’un attracteur.
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Soit un systeme dynamique autonome :

Trar = f (). (1.7)

On considere d’abord que ce systeme est de dimension n = 1. Soient deux condition ini-
tiale trés proches xqy et 3:6. La trajectoire issue de la condition initiale xq est z, = f k(xo),
et celle issue de la condition x, est x, = f*(x,).

. . . / , N . N oy 7 .
Si les trajectoires xy, et x) s’écartent a un rythme exponentiel apres k itération, alors :

| @, = |=] g — o | exp(kN), (1.8)
A € R correspond au taux de divergence des deux trajectoires. Il vient :

1 x'—xk
A= —In| 2 1.9
k,n|x0_$0| (1.9)

. . N . . . . . \ . 7z /
Si I’on considere que deux condition initiales sont tres proches, leur différence e =| x,—xy |

tend vers 0 et, lorsque k tend vers I'infini, il vient :

1 L —
Ap = lim - limln | 22—k (1.10)
k—oo k =0 Ty — Xo

Cette relation est équivalente a :
’ /

1
A = lim — limln | — = — , (1.11)
k—oo k e=0 Ty 1Th—1 Tp_g — Th—a Ty — Tp

ce qui se réécrit aussi :

R oL f() — fa)

Finalement, cette relation devient :

1
k

/\L = lim
k—o0

Rl df ()
hi%;h” iz, l, (1.13)

Le terme Ay, est appelé exposant de Lyapounov de la trajectoire zp = f*(x¢) et ne doit
pas étre confondu avec A ou \;, valeur propre d'un systeme linéaire. \;, mesure le taux
moyen de convergence ou de divergence de deux trajectoires issues de conditions initiales
tres proches. S’il est positif, les trajectoires divergent. Tres souvent dans la littérature, si
AL > 0, le systéme est dit chaotique. Intuitivement, cela reflete la sensibilité aux conditions
initiales.

La relation (1.7) se généralise aux systeme de dimension n > 1, qui possédent alors n
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exposants de Lyapounov. Chacun d’entre eux mesure le taux de divergence suivent un
des axes de I'espace de phase. On a alors x, = f*(z) avec zj, = [z\"..2\"]7 € R et
f=Ifi-fa]T. Les n exposants de Lyapounov \z; s’écrivent :

1

—00

Ai(Jg...J1) représente la i éme valeur propre du produit des matrices (Jy...J;). Les Jj
sont les matrices jacobiennes issues de la linéarisation de f autour de x;. Une condition
nécessaire pour qu'un systéme dynamique a temps discret (1.1) soit chaotique est qu’au

moins un de ses exposants de Lyapounov soit positif.

Types d’attracteur par le signe des exposants de Lyapounov
Les exposants de Lyapounov sont une généralisation des valeurs propres pour le points
fixe et des miltiplieurs caractéristique pour les solutions périodiques. Pour un attracteur
non chaotique, les exposants de Lyapounov sont tous inférieur ou égaux a 0 et leurs
somme est négative. Un attracteur étrange possédera toujours au moins trois exposants

de Lyapounov. Dont un au moins doit étre positive (voir le tableau ci-dessus )

Etat stable Flot | Dimension Exposants de Lyapounov
point fixe point 0 0> > X >..> A,
périodique cercle 1 AM=0,0>X>X>..> )\,
période d’ordre 2 | Tore 2 AM=X=00>X>N\>...2 )\,
période d’ordre k | k-tore k AM=X=..= 2 =0,0> X i1 > A2 > ... >\
chaotique non entier A >0,3M<0
hyper chaotique non entier A >0,2>0,3XN<0

TABLE 1.1 — Exposants de Lyapounov et Dimensions.

1.2.4 Dimensions fractales des attracteurs étranges

On remarque qu’il y a un lien, entre les exposants de Lyapounov et la dimension
de I'attracteur, comme nous en avons discute plus tot si tous les exposants sont positifs
la sphere de conditions initiales va remplir tout I'espace, mais s’ils sont tous négatifs la

sphére va se contracter en un point.

Dimension de Mori :

Soient mg le nombre des exposants de Lyapounov qui sont nuls, m le nombre d’exposants
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positifs, Ay la moyenne des exposants positifs, A_ la moyenne des exposants négatifs. La

dimension de Mori est donnée par la relation suivante :

A
Doy +my (14 =1,

P
Dimension de Kaplan-Yorke

Soit jo un entier positif tel que :

Jo+1

Jjo
DAN=0 et Y A<O.
i=1 =1

On définit alors la dimension de Kaplan-Yorke par la relation suivant :

Jo
o1 Ai

|>‘j0+1| '

Dgy = jo +
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Chapitre 2
Systemes dynamiques fractionnaires

En mathématique, le calcul fractionnaire est une branche de 'analyse qui généra-
lise les dérivées fractionnelles & des ordre non entiers. Dans ce chapitre nous présentons
quelques notions de base du calcul fractionnaire, nous commencons par fonctions spé-
ciales : fonction Gamma, Béta et Mittag-Leffler, qui jouent un role important dans la
théorie du calcul fractionnaire. En suite, nous donnons les trois approches du calcul frac-
tionnaire qui sont : L’approche de Riemann-Liouville, I'approche de Griinwald-Letnikov

et ’approche de Caputo.

2.1 Fonctions utiles

2.1.1 Fonction Gamma

Définition 2.1. La fonction Gamma T'(«) est une fonction complexe, qui prolonge la

factorielle a ’ensemble des nombres complexes, on la définie par :

M) = [ T g axp(—t)dt. (2.1)

pour tout o € C, tel que Re(a) > 0 .

Par intégration par parties, on trouve la relation important de I'(a) qui est la suivante :

[Na+1) =al(a). (2.2)
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en particulier :
=1 (2.4)

(1) = /0 T exp(—t)dt = /0 " exp(—t)dt = [ exp(—t)| =

Remarque 2.1. Vn e N*: I'(n + 1) = nl.

Théoréme 2.1. La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1. Pour Re(a) > 0, la relation(2.1) équivaut la relation suivante

(o) = /0 1(111(1))&—16&.
2. Pour a € C\ {0,—-1,-2,-3,...}
Ma+1) =al(«).

3. Pourn € N

4. Pour a« € C\{0,1,2,3,...}
I'l—a)=—al'(—a).

5. La fonction Gamma peut étre représentée par la limite

nln®

N = e T Dat Dot ny ) >0

Exemple 2.1. 1. I'(2) =1L

2. [;F > exp(—t)dt = T'(6) = 5! = 120.

3. Joroot® exp(—3t)dt.

posons 3t = yl’intégrale devient alors :
dy 1

[0 = 5

+0o0o
8 _ _
3 A ymﬁ%@—ﬁﬂm—g

2.1.2 Fonction Béta

Définition 2.2. La fonction Béta (qui est un type d’intégrale, au méme titre que la fonc-

tion Gamma)est une fonction définie par :

B(p,q) = /01 =11 — )9 dt, Re(p) >0, Re(q) > 0. (2.5)
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Cette fonction posséde quelques propriétés :

@®La fonction Béta liée a la fonction Gamma par I’équation suivante :

I'(p).I'(q)
L(p+q)’

Théoreme 2.2. La fonction Béta posséde les propriétés suivante :

B(p,q) = Vp,q : Re(p) > 0, Re(q) > 0. (2.6)

1. B(p+1,q+ 1) est la solution de la Béta intégrale
1
/ (1 — t)idt = B(p+1,q +1).
0

2. Les identités suivantes sont vérifiées :
(a) B(p.q) = B(a.p)-
(b) B(p.q) = B(p+1,q9) + Bp.q +1).
(c) Bp,q+1)=18(p+1,9) + ;LB(p,9).

Exemple 2.2. fg t3(1 —t)7dt = B(9,8) = ( )LL) M

2.1.3 Fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler & deux parametre est définie par le développement en série

suivante :

[e’e] Zk
Eaﬁ(Z) = ];) m, OZ,B > 0. (27)

pour $ = 1, on obtient la fonction Mittag-Leffler dit a un parametre :

00 k;
a > 0. 2.8
kzz [(ak+1) (28)
La fonction exponentielle est déduite de E,(z) en posant o =1 :
©=% 29
Ei(z) =) ——0, 2.9
= D(k+1)

Comme k € N, la fonction Gamma équivaut 4 la fonction factorielle I'(k + 1) = k!, ce qui

donne :

oozk

E\(2) = Z o (2.10)

cette expression n’est autre que le développement en série de la fonction exp(z).
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Théoreme 2.3. La fonction Mittag-Leffler posséde les propriétés suivante :

Pour les valeurs spéciale, la fonction Mittag-Leffler est donner par :

1. EQ(Z): 11 .

—z

2. FEi(z) = exp(z).

2.2 Dérivation et intégration d’ordre fractionnaire

Il existe plusieurs définitions mathématiques de I'intégration et de la dérivation
d’ordre fractionnaire. Ces définitions ne menent pas toujours a des résultats identiques
mais sont équivalentes pour une large gamme de fonctions. Dans cette section, on intro-
duira 'opérateur d’intégration fractionnaire ainsi que les trois définitions les plus utilisées
des dérivées fractionnaires a savoir celle de Riemann-Liouville, Grunwald-letnikov et de

Caputo, en donnant les propriétés plus importantes de ces notions.

2.2.1 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On considere l'intégrale

10 f(z) = / F(t)dt, (2.11)
19 5(x) = [t " f(u)du, (2.12)

En permutant 1'ordre d’intégration, on obtient :

19 f(z) = / Y= 0 (). (2.13)

Plus généralement le n®™¢ itéré de 'opérateur I peut s’écrire :

I(")f(x) = /j dx; /j1 dxs... /jn_l f(z,)dx,
= T i a /az(m — L (1)t

pour tout entier n Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation

du factoriel par la fonction Gamma : (n — 1)! = I'(n).
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2.2.2 Approche de Riemann-Liouville R-L

Définition 2.3. Soit o € Ry avec a € R, et f une fonction localement intégrable définie

sur [a, +oo[. L’intégral d’ordre o de f de borne inférieur a est définie par :

REIYF(t) = F<1a) /:(t — 1) f(7)dr, (2.14)

avec t > a et T'(.) est la fonction gamma d’Euler définie précédemment par [’expression

(2.1). Pour a =0, On a I?, I est 'opérateur d’identité.

Exemple 2.3. Soient a > 0, m > —1 et f(t) = (t — a)™ alors :

A laide de changement de variable 7 = a + z(t — a) on a :

BRI () = F(la) /at(t — 1) N7 —a)™dr
1 a+m ! a—1,m
= gt /0(1—x) " da
1 atm3(m o
:m(t—a) B(m+1,a)
_ PmtD)  patm
_F(a+m+1)(t A

Pour a =0.5, m=1et a=0onaura:

0.5 F(Q) 1.5 \/t_g
() = r(25)t - T(2.5)

Théoréme 2.4. Pour f € C([a,b],R), lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

posséde la propriété de semi-groupe
(ISI2H)(0) = (15 f)(6), a>0, 5>0.

Démonstration 1.1

Soit f € C([a,b],R), alors on a grice au théoréme de Fubini.
ICI0 f(t) = / / Y (s — )P f(r)dsdr

_ W / £(7) / (t — )2 Y(s — )51 f(r)dsdr.

A laide de changement de variable s =T+ x(t —7) on a :
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o B 1 t 1 a1

I = wagreg L SO ) 6= D0 = 0 el = D = s
—71 t )t — )81 ' — ) P dadr
- r<a)r(5)/a [ =) [ - o

On a [} (1 —z)* ‘2P dx est la fonction Béta alors :

1 t
IeTP f(t :7/ )t — 1) dr = I9P £(1).
SO =y [ A7) = £
Définition 2.4. Soit « € Ry avec a € R, n un entier positif et f une fonction localement
intégrable définie sur [a,+o0].

La dérivée d’ordre o de f de borne inférieur a est définie par :

ey AR A IO (2.15)

ot le nombre entier n est choisie de telle maniére que : (n — 1) < a < n.

Pour a« =0, On a D° = D, D est l'opérateur d’identité.

a Dif(t) =

Cette dérivée d’ordre fractionnaire peut aussi se réécrire comme suit :

dn

= S () (2.16)

o Dy f(t)

Exemple 2.4. f(t) = (t —a)™.

Soit o non entier et 0 <n —1 < a <netm > —1, alors on a :

1dn/t<t_ )nfafl( —a)md
['(n—a)dt” Ja ! ’ T’

En faisant le changement 7 = a + s(t — @), on aura :

LDt — ) =

1 d"
T(n—a)dt®
_ F(n+m—a+1)6(n—a,m—|—1)(t_a)m7a

F'n—a)l(n—a+1)

Fn+m—a+1)I'(n—a)l'(m+1)

1
BLDR(t — a)™ = (t—ay e [ sy osmds

- 'n—a)lin—a+1DI'(n+m—a+ 1)(t_a)m_a
Mmoo
~Tm—azpnt 97"

- En particulier, si m = 0 et @ > 0 alors la dérivée fractionnaire de Riemann dune

fonction constante est en générale non nulle, en effet, on a :

C

(FDyC)(t) = Ti—a)

(t—a) .
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2.2.3 Approche de Griinwald-Letnikov G-L

Définition 2.5. La dérivée d’ordre fractionnaire de l'ordre o > 0 de G-L est donnée par :

GEDYF() = Jim S (R~ k) (217)
k=0

avec

(5) = = . (2.18)
La généralisation de cette formule pour a non entier (avec 0 <n—1 < a < n) et comme

gy = otk

nous obtenons

GLDY f(t) = Jim e > N 1)F<_a)f(t — kh). (2.19)

La définition de Grinwald-Letnikov de l’intégration d’ordre fractionnaire se traduit par

[’expression suivante :

Théoréme 2.5. Soit a« >0, n=|ao] et f € C"[a,b], alors :

(t —a)F— 1
—a+1) I'(n—a)

o = 3 5 [yt

Exemple 2.5. f(t) = (t —a)™.

Soit @ non entier et 0 <n—1<a<netm>n-—1, alors on a :

f®(a) = 0,pourk =0,1,...,n — 1,

et
P = o -,
d ou
I'(m+1)

GL D2 f(t) =

a

F'n—a)l'(m—n+1) /a (t =) — )
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En faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a) on trouve :

DR 0" = 25?(; 2 —y / (£ — 7)o (e — a)m
. F(m ) m—a ! n—a—1_m-n
= T(n —a)lm _n+1)(t—a) /0(1—5) s "ds
Fim+1)8(m —a,m—n+1)

I'(n—a)l'(m—-—n+1)
F'm+1)I'(m—a)l'(m—n+1)

T Tn—a)(m—n+)I(m—a+ 1)“_“)7”_&
~ I'(m+1) _ g)ma
“Tm-ntnt Y

A titre d’exemple Vi
ani, _ 12
D=tV = rasy

-En générale la dérivée fractionnaire d'une fonction constante au sens de Griinwald- Let-

nikov n’est pas nulle ni constante.

cIDRf(t) =

2.2.4 Approche de Caputo

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d’ordre fractionnaire, exprimée

par :
SDif(t) =1"" “{dtn F(6)}

B 1 t f(n)(T) )
- T(n—a) /a, (t — 7')0‘—"+1d

avec 1 est un entier positif vérifiant I'inégalité (n — 1) < a < n.

Exemple 2.6. f(t) = (t —a)™.

Soit o non entier et 0 <n—1<a<netm>n—1, alorson a :

I(m+1)

I = B —e D)

(T —a)™ "

d ou
F(m+1)

F'n—a)l(m—n+1

C e f(t) = | (£ — 7)o (r — a)m
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effectuant le changement de variable 7 = a + s(t — a) on trouve :

S )" = zg?(; 2 m——y / (£ — 7)o (e — a)m
. F(m ) m—a ! n—a—1_m-n
Sl vre e (U0 /0(1—5) SN ds
Fm+1)8(m —a,m—n+1)

T—o)lm—nt1 ¢ 9"

F'm+1)I'(m —a)l'(m—n+1)

= T alm—ntlm—azpn 9" "
_ I'(m+1) _ g)ma
“Tm-ntnt Y

- En particulier la dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante est nulle

“DeC =0,YC € R.

2.3 Propriétés générales des dérivation et intégration

fractionnaires

Composition avec opérateur d’intégration fractionnaire

— L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire

TDP(If(t) = f(t),

en général on a :
RDR(I9 (1)) = DPIE(R).
et sip—q<O0,BDPIf(t)=TTPf(t).
— Si f est une fonction continue on a :

“D'ILf = f,

et

ot —o)*

¢ = Z
donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’in-

tégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

— En général la dérivation et 'intégration fractionnaire ne commutent pas.
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Composition avec les dérivées d’ordre entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiere) ne commutent
que si : f*)(a) = 0 pour tout k =0,1,2,....,n — 1.

ar

S EDP () =" D),

mais RDp(ﬁf( b L D"+Pf i a)(t — a)k p—n
dtn k p—n+1)

Composition avec les dérivées fractlonnalres

Soitn—1<p<netm—1<gq<m,alors:

Rpr(RDIf(t) =" DPraf(t) i RDIFf(t) m,
et
EDIRDrf(t)) =" DPraf(t) — Z[RDP"“f (t)]tar((t_; f)kq 1)

par la suite :

deux opérateurs de dérivation fractionnaire #DP et BD4(p # q), ne commutent que si
[BDP=kf(#)];=a = 0 pour tout k = 1,2,...,n, et [EDT*f(t);=, = 0 pour tout k =
1,2,....m

Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et la dérivée de Caputo

Soit p > 0 avec n — 1 < p < n,(n € N*), supposons que f est une fonction telle que
CDYf(t) et 2DV f(t) existent alors :

CDPf(t) =" DPf(t) =
On déduit que si f*)(a) =0 pour £ =0,1,2,...,n — 1 On aura :
D f(t) =F DU (1)

Relation entre la dérivée de Griinwald-Letnikov et la dérivée de Riemann-
Liouville

Si f une fonction de classe C™, on a :

)t —a)ke 1

MDA Z —a+1) + I'(n—a) /at(t B 7—)"*a*1f(”) (7)dr

DZ“f(t)-

Dans ce cas I'approche de Griinwald-Letnikov et ’approche de Riemann-Liouville sont

équivalentes.
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2.4 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo et celle de Riemann-liouville

— L’avantage principal de I'approche Caputo est que les conditions initiales des équa-
tions différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme
comme pour les équations différentielles d’ordre entier, c’est a dire, contient les va-
leurs limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur
t=a.

— Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la
dérivée d’une constante est nulle par Caputo par contre par Riemann-Lioville elle

est

it —a)™

2.5 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

2.5.1 Linéarité

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

DEAS(8) + pg(t)) = ADf(t) + nD%(t).

ou D® désigne n’importe quelle approche de dérivation considérée dans ce mémoire.
Preuve. la linéarité de la dérivée fractionnaire vient directement e la définition corres-
pondante.

La linéarité de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov définie par la formule(2.17),

DY)+ (1) = i 52 SR~ k) -+ gt — )
=\ Jim L i(—w’“(w(t )+ g tim LSS gl — k)

= ADf(t) + nD%g(t).

2.5.2 La regle de Leibniz

Pour n entier on a :
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La généralisation de cette formule nous donne :

oun>p+1et

R = i [ =7 e [ 700 - 0

avec lim,, o, RP(t) = 0.

- Si f et g sont continues dans [a, t] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient :

D*(f(t)g() = Y- ()P (ODT Pg(t).

D% est la dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov et au sens de Riemann-

Liouville.

2.6 Stabilité des systeme fractionnaire

Les théoremes suivants, nous permettent d’affirmer les conditions nécessaires et
suffisantes, pour la stabilité des systemes fractionnaires.

Stabilité des systemes fractionnaires non linéaires :

Théoréme 2.6. Considérons le systéme non linéaire fractionnaire décrit par le modéle

sutvant :
Dx = f(x)

2.21
z(0) = zo (221)

our €R" 0<a<l et f[feR"™une fonction non linéaire continue

1. Supposons que le systéme (2.21) est commensurable. SoientAy, A, ..., A\, les valeurs

of

propres de la matrice jacobienne 5i associée a f au point d’équilibre.

Alors, le systéme (2.21) est asymptotiquement stable, si et seulement si :
T

|arg(A;)| > a2

pour tout =1,2,...n.

2. . Supposons maintenant que le systeme (2.21) est non commensurable, c’est-da-dire
a; # aj, pour tout i # j, et soit m le plus petit multiple commun des dénominateurs
u; de ay, tel que :

_ +
Q,; = ;, (Ul‘,’UZ‘> = ]_, Uj, Vg c 7.
)
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Posons v = % et soient A1, Ao, ..., N\, les valeurs propres de l’équation caractéris-

tique :
det(diag( A1, XMz A\ Men ) — g) = 0.
ox
Alors, le systéme non commensurable (2.21) est asymptotiquement stable, si et seule-
ment St :
|arg(\;)| > fyg, pour tout i=1,2,...,n.

Stabilité des systemes fractionnaires linéaires

Théoréme 2.7. Considérons le systéme linéaire fractionnaire décrit par le modéle sui-

vant :
Dx = A(x)

2.22
z(0) = x 222)

oux € R", 0<a< 1. soient \i, Mg, ..., A, les valeurs propres de [’équation caractéris-

tique, le systeme (2.22) est asymptotiquement stable si seulement si :
|arg(A;)| > %, pour tout i=1,2,.. n.
Le systéme (2.22) est stable si seulement si :
|arg(\;)| > %, pour tout =12 .. n.
an

% ont un multiplicité géométrique

et les valeurs propres critiques satisfont a |arg(\;)|

égale a leur multiplicité algébrique.
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Chapitre 3

Comportement dynamiques d’ un
systeme d’ordre fractionnaire basé

sur un memristor

Dans ce chapitre, On va s’intéresser a | étude d’un nouveau systeme memristive
en remplacant le diode dans le circuit de chua avec un memristor controlé par flux. On va
commencons par La dynamique du circuit basé sur un memristor d’ordre entier. Ensuite,

I’étude de méme systeme dans le cas d’ordre fractionnaire.

3.1 introduction au circuit de Chua basé sur un mem-
ristor :

les circuit de chua sont des circuits autonomes fabriques a partir des composants
standars. Une fléchette [résistance, condensateur, inductance| doit remplit trois condition

pour voir affichage d’un comportement confus :
1. il doit contenir un ou plusieurs éléments non linéaires.
2. une ou plusieurs résistance actives localement.
3. trois élément de stockages d’énergie.

Un circuit électronique simple répondant a ces criteres est un circuit chua. Le memristor
a été postulé comme le quatrieme circuitment par Leon Chua en 1971. En remplacgant la
diode de chua par un memristor caractérisé par une fonction linéaire augmentant par

morceaux. Il a donc pris sa placer a coté du reste de circuit plus familier des éléments
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R

N

Diode

Cl ﬂ\jc Chua
\S

FIGURE 3.1 — circuit de Chua .

tel que la résistance, le condensateur et I'inducteur le fil conducteur qui relie ces quatre

éléments.

3.1.1 Memristor

En électronique : Le memristor est un composant électronique passif. Il a été
décrit comme le quatrieme composant passif élémentaire, aux cotés du condensateur, de
la résistance et de la bobine. Le nom est formé a partir des deux mots anglais memory
et resistor. Un memristor soit un memristor controlé par flux, soit a charge memristor
commandé en charge est une résistance variable a deux bornes caractérisé par une relation
de type f(¢,9) = 0. Le memristor a été prédit et décrit en 1971 par Leon Chua, depuis
1971, le memristor était un composant hypothétique, aucun exemple physique n’étant
connu ainsi difficile la réalisation physique du memristor. En avril 2008 soit 37 ans plus
tard, une implémentation physique du memristor a été reportée dans le journal Nature
par une équipe de chercheurs des laboratoires HP conduite par R. Stanley Williams.

En physique : Le memristor est un élément dans lequel le flux électrique (ou densité de

champ électrique et de courant électrique) ¢, est une fonction de la charge électrique ¢

qui traversé le composant. Soit ¢, = ¢.(q) le taux de changement de flux avec la charge
_ doe

M(q) = 4o > st connu comme memristance ceci est identique aux autres trois éléments

fondamentaux des circuits :

— Résistance R(I) = %.

1 _ d _d
— Condesnateur = d—Z = c(q) = L.

dv
_ do
— Inductence L(I) = "2,
ici q est la charge électrique, I est le courant électrique, v est le potentiel électrique et ¢p

est le flaux magnétique.
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Comme d’autre par :
V= dg% et [ = %. il en résulte la tension v aux limite du memristor est liée au courant [

par la valeur instantanée de la memristance :

v = M(q(t))I(t).

Ainsi a chaque instant donnée un memristor se comporte comme une résistance ordinnaire,

cependant sa résistance M(q) dépend de I'histoire du courant.

3.1.2 systeme memristif

Comme le quatre éléments de base de la théorie des circuit est le fait que les ca-
ractéristiques de ces éléments concernant les quatre variables en génie électrique (tension,
courant, flux, charge) intimement la figure(3,2) montre cette relation graphiquement Pour
affirmer cela, Chua dresse la liste des doublets réalisables avec les deux grandeurs utilisées
pour ’électronique : la tension (v), le courant (i), ainsi que leur intégrale temporelle, le
flux ¢ et la charge (q). Il remarque que les doublets (¢, v) et (g, ) forment deux des lois de
'électromagnétisme et que les doublets (v, i), (g, v) et (¢,7) définissent respectivement la
résistance, la capacité et 'inductance. Le dernier doublet (¢, ¢) n’a pas de correspondance.
C’est ce doublet qui engendre la définition du memristor qu’il sépare en deux cas. Le cas

du memristor controlé en charge qui donne :

et
d¢
M(q) =22
(@) =G4
Le cas du memristor contrélé en flux :
La relation entre la tension (v(t)) et le courant traversant le memristor i(¢) est donc donné

par :

Avec une fonction de memductence W (¢), le taux de variation de la charge dépendant du

flux

dq(¢)
W(p) = ———.
(¢) = 22
Il ya plusieurs modeles mathématiques utilisés pour décrire un memristor.
Dans ce cas, nous utilisons le modele décrit par une fonction non linéaire quadratique

définit comme suivant :

q(¢) = —a¢ + 0.5¢|¢, (3.1)
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ol a et b sont deux parametres positifs, et la fonction memductence donné par :

wig) = 19 o g

de

— \\\—e

Resistor

Inductor Memristor

dp = Mdq

Memristive systems

FIGURE 3.2 — systéme memristifs.

3.2 Chaos dans le systeme d’ordre entier basé sur un

memristor

Dans ce partie, on remplagant le diode de Chua dans le circuit par un conductance
négative et un memristor controle en flux décris par équation (3.1). Parallélement, un
nouveau circuit chaotique basé sur un memristor peut étre congu. Suivant les indications

dans la figure (3.3).
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memristor

o B R A

o
< S m— Y Vi Cy {r : "
R maille '
I ]

C

FIGURE 3.3 — Circuit de chua basé sur un memristor

3.2.1 Les équations du systemes

On applique la lois de Kirchhoff pour obtenir les équation du systéeme :

Z Ientre = Z Iortie-

Noeud A : On a
I = IR - (]G + Im)

avec
Ip = VzRV1
I, = cl%
Iy = W(g)Vi(t)
Ie = —GWi(1)
Alors :

afl =20 4 GU() — W(e)Vi(t) = 41 = 222V — GV (t) — W(o)VA(1)]...

Noeud B : On a
Ip =1+ 1, = 1, =1, — Ig.

avec
IR _ -V

dV-
L = oYy

Alors :
Co % —_ -V V2 +I; =0= dVg = é[%—f—IL](Q)

MailleC:Ona
%+VR+VL:0:>VL:—‘/2—VR.
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avec

Ve = RpI (i)
VL — Ld]é,t(t)

Alors : LYW — v, — Ri1;(i) = 0= 220 = L_vy(t) — RpI.(i)]...(3).

dt dt

D’apres (1),(2)et(3) on obtient le systéme suivante :

MO = AUy GVA(t) — W ()VA(t)]

iy = Gl 82
Pl = L vy(t) — RplL(3)]

o= i)

On faisant le changement de variables suivantes :

‘/lzxa‘/?:y)-llzzszqucil:av%:67%:77G:£702:17R:1'

On peut obtenir un systeme d’équations non linéaire (3.2) devient :

HO) = aly(®) = a(t) + &a(t) = W(w)a(0)

i) = 2(t) —y(t) + =(0) .
) = —Bylt) — 7200

o) = ()

Ou W (w) est définit comme W(w) = —a + blw| et a=1.5 et b=1.

3.2.2 Etude théorique

Nous allons étudier la stabilité du systeme dynamique (3.3) dans 1’équilibre, 'es-
pace de phase est en quatre dimensions.

Les points d’équilibre du systéme

On cherche les points d’équilibre :

z = 0

y = 0

2 =0

w =0

c-a-d :

aly(t) — (1) + &x(t) = W(w)z(t)] = 0
r—y+z = 0
—By—nz = 0
r = 0
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On trouve :
r=y=2=0,w=uwp.

on obtient les points d’équilibres suivants :

E=A{(z,y,z,w)/zr=y=2=0,w=wy}

Stabilité du systéme :

Pour étudier la stabilité, en utilisant la méthode indirecte de Lyapounov qui est basé sur
la linéarisation du systéme autour de 1’équilibre, donc la stabilité de 1’équilibre dépend le
signe des parties réelles du valeurs propres de la matrice jacobienne. La matrice jacobienne

dans chaque point d’équilibre est donné par :

a[-1+&—=W(w))] o 0 0
1 -1 1 0
Jg =

0 -8 —y 0

1 0 0 0
al[-14+&—W(w)] — A a 0 0
1 —1—-A 1 0

Py, =\ — Jg| =

0 -8 ==X 0
1 0 0 —-A

Py, =[a[-14+ &= W(wo)] = A[-A[(=1 = A) (=7 = A) + Bl + aA (=7 = )
Ot [-1+&—W(w)| =Q
Pry = (aQ = N[=A(=1 =X (=7 = A) + ] + aA (=7 = })
=M+ (1 +7y—aQ)N + (—aQ(1+7) + 7 —a+ BN + (—aQ(B +7) — ay)A

= AN+ (1 +7—aQ)N + (—aQ(1+7) +7—a+ A+ (—aQ(B+7) — ay)).

Alors on a :

PJE = /\()\3 +a2/\2 —I— (11)\ —|— CL()), (34)
Ou
ap=—aQ(B+7) —ayeta; =—aQ(l+y)+y—a+Peta=1+7—aQ.

Si nous considérons les parametres suivants :

a=78=10,v=011,£=0.1,a=15,b=1.
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Alors 'équation caractéristique (3.4) peut étre simplifier comme :

Py, = M\ + Tlwo| — 3.090\% + 7.77|wo| — 1.552)\ + 70.77|wo| — 43.232) =0 (3.5)

Pour déterminer I'intervalle de wy qui s’assure que le systeme (3.3) est stable on va appli-
qué le critere de Routh a I’équation (3.5) indépendant de l'influence de la valeur propre
z€ro0.

On va former la colonne de Routh comme suite :

A3 1 7.77|wo| — 1.552
)\2 7|WQ| —3.09 70.77 | Wo ‘ —43.232
)\1 (7|wo|—3.09)(7.77|wo|—1.552)—70.77|wp |+43.232 0

7|wo|—3.09
A0 70.77 | wo | —43.232

TABLE 3.1 — Tableau de Routh du systéme (3.3)

Alors selon le condition nécessaire et suffisante de Routh-Hurwitz pour la stabilté les

paires des racines de 1’équation entre parenthese sont négatives si est seulement si :
7|wo| — 3.09 > 0
70.77|wo| — 43.232 > 0
(7|wo| — 3.09)(7.77|wo| — 1.552) — 70.77|wo| — 43.232 > 0

lwo| > 0.441
= lwo| > 0.61088
lwo| < 0.72554,  |wo| > 1.21639
Donc
lwo| > 0.441
lwo| > 0.61088

wo| < 0.72554, |wo| > 1.21639

Alors la résolution des inégalités ci-dessus donné :

0.61088 < |wp| < 0.72594

ou

lwo| > 1.21639
Remarque 3.1. Pour avoir du chaos, il nécessaire qu’au moins un \; soit positif. Mais
aussi que la somme \; soit négative, puisque dans le cas contraire le volume initial finirait
par remplir tout l'espace dans lequel il est émerge et on aurait plus un attracteurs de

faible dimension ce qui signifie qu’on n’aura pas du chaos déterministe.
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Dans le cas inverse, ces conditions ou bien I'une de ces condition n’est pas satisfaites,
et pour donner la possibilité que le chaos se produise, I'intervalle de wy pour lequel le
polyndéme caractéristique a une ou plusieurs racines avec des parties réelles positives est

le suivant :
lwo| < 0.61088

ou
0.72594 < |wp| < 1.21639

Nous avons calculé ces valeurs propres non nuls );, i=1,2,3. Corresponds aux points fixes

de 'ensemble E pour différent valeurs de wy compris entre 0 et 1.5, ceci explique que le

comportement de systeme dynamique(3.3) dépend de ’état initial de variable d’état w(t).

Les résultat sont représentes dans le tableau (3.2)

Pour |wy| =0 :

A2 —3.00\% — 1.552)\ —43.232 =0

(A —5.0746)(A? + 1.9846\ + 8.5193) = 0
Pour |wy| = 0.5 :

A2+ 0.410%2 42333\ —7.847 =0

(A — 1.5048) (A2 + 1.9148)\ + 5.2146) = 0
Pour |wy| = 0.61088 :
A A2 319450 = 0

A2 4 1.1816) + 43.1945) = 0

lwo A Ao A3
0 5.0746 | —0.9923 — §2.7449 | —0.9923 + 12.7449
0.5 | 1.5048 | —0.9574 — i2.0731 | —0.9574 + i2.0731
0.61088 | 0 —0.5931 — i1.6861 | —0.5931 + i1.6861
0.65 | —0.9221 | —0.2690 — i1.7118 | —0.2690 + 41.7118
0.72594 | —1.9916 —2.0220 2.0220
1 4.0525 | 0.0712 —2.6058 | 0.0712 + i2.6058
1.21639 | —5.4247 —2.8106 2.8106
1.5 | —7.2180 | —0.0960 — i2.9510 | —0.0960 -+ 12.9510

TABLE 3.2 — Les valeurs propre \;(i = 1,2,3) pour I’équilibre

45




Chapitre 3. Comportement dynamiques d’ un systeme d’ordre fractionnaire basé sur un
memristor

3.2.3 Etude numérique

Pour la résolution numérique du systeéme (3.3) on utilise le MATLEB avec les

valeurs des des parametres :
a="70=10,vy=0.11,£ =0.1,a=1.5,b=1. (3.6)
et les conditions initiaux :
(z,y,2,w) = (0,0,107*, wp). (3.7)

3.2.3.1 Les attracteurs

Nous simulons le systéme (3.3) avec les parametres (3.6) et les conditions initiaux
(3.7), on obtient les attracteurs chaotiques qui sont représentés a les figures suivants tan-

dis que chaque figure est exposé a chaque valeur de 1’état initial wy.

(a)oo0=—0.98

N
|
'_\
)]
|
'_\
|
o
]
Nolb
o)
o
'_\
'_\
]
N

FIGURE 3.4 — Attracteur chaotique
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(b)Y, =—0.906

FIGURE 3.5 — Attracteur 4-périodique

(C)coO:—O.SQ

FIGURE 3.6 — Attracteur 2-périodique

47



Chapitre 3. Comportement dynamiques d’ un systeme d’ordre fractionnaire basé sur un
memristor

(d)uy=—0.821

—0.55 : N
—0.6- 4
—0.65- N
—0.7F N

= —0.75 1
—o0.8 4
—0.85- N
—0.9 4

—0.95- 7

-1

FIGURE 3.7 — Attracteur 1-périodique

A partir des figures (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7), on observe qu’il existe une grande varia-
tion pour les attracteurs du systeme (3.3) sous différentes valeurs initiales. En particulier,
une orbite 4-périodique et une orbite 2-périodique sont montrées dans la figure (3.5) et
(3.6) respectivement. De plus, la figure (3.4) représente une attracteur chaotique a simple

et la figure (3.7) présente un périodique.

3.2.3.2 Exposant de Lyapounov

Nous prenons les parametres (3.6) sont fixés, et on prend wy est varié dans l'in-
tervalle [-1.5, 1.5].
En utilisant MATLAB. Les exposants de Lyapounov de systéme (3.3) sont présenté dans
le figure (3.8).
Lorsque la valeur de 1'état initial wy appartient aux six intervalle suivante : [-1.21,-1.1],
[-0.989,-0.907], [-0.005,0.121], [0.236,0.312], [0.89,0.989], et [1.11,1.213] le systeme (3,3)
présente le chaos .

En particulier, si on prend wy est variée, les valeurs des exposant de Lyapounov de systeme
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sont :

L =0,116; L, =0,1105 Ls=—0,03309; L,= —3,843. (3.8)

Lyapunov exponents

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

FIGURE 3.8 — Le spectre de Lyapunov

la dimension Kalpe-york du systeme (3,3)est calculée comme suit :

) 210:1 Ai >0
Dyy = jo+ =210 72
T Nl <0
d’apres la relation (3,8) jo = 3
L L L
Dxy :3+1+|L2|+3 = 3,0688
4

A partir du figure (3.8) on a :

Le spectre de Lyapounov (3.3) a deux termes positives Lq, Lo, et la somme des exposants
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de Lyapounov est négative Y7, L; = —3,13311 < 0. Ce qui montre que le systéme est
(3.3) chaotique.

On remarque que par rapport a des systemes chaotiques conventionnels, le circuit chao-
tique basé sur le memristor a des routes plus compliquée vers le chaos en fonction des

états initiaux.

3.3 Chaos dans le systeme d’ordre fractionnaire basé

sur les memristores

nous remplacante simplement le condensateur d’ordre entier c; par un condensateur
d’ordre fractionnaire sur la figure (3.3).

Autrement dit, en remplagant la dérivée d’ordre entier de y(t) par la dérivée d’ordre

d*y(t)
dte

fractionnaire dans le systeme (3.3), nous obtenons un systéme d’ordre fractionnaire

décrit par :

0= aly(t) —a(t) + &alt) ~ W(w)a()]

eyl () — z

i - (t) — y(t) + 2(t) (3.9)
S = () - ye(t)

d“’Tgt) = z(t)

On va étudie la dynamique du systéeme memristif d’ordre fractionnaire incommensurable
(3.9), les points d’équilibre et la matrice jacobienne pour le systeme (3.9) restent la méme

pour le systeéme (3.3).

3.3.1 Etude théorique

La stabilité du systeme non linéaire d’ordre fractionnaire est tres compliqué, dans
ce qui suit, nous utilisons la méthode de linéarisation locale pour étudier la stabilité du
point d’équilibre du systeme(3.9) pour plus de commodité, la stabilité du point d’équilibre
(0,0,0,0.24) est étudiée, et la stabilité d’autres points d’équilibre peut étre étudiée presque
de la méme maniere.

Pour le systéeme d’ordre fractionnaire incommensurable on trouve :

Dtz = afy(t) —=(t) + Ex(t) — W(w)x(t)]
D®y = x(t) —y(t) + 2(t)

D#z = —By(t) —yz(t)

D%w = z(t)

(3.10)
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Oﬁq1:q3:q4:1,qz:a,telquea:().995:%.

le plus petit multiple de dénominateurs de q;, ¢2, ¢q3 et g4 est m = 200.
D’apres le théoreme (2.6) précédant le systeme(3.10) est asymptotiquement stable si

|arg(A;)| > 75 pour toutes les racines \; de I’équation suivante :

400
AT — =1+ & — W (w)] - 0
, 1 eyl 1
det(daig([A™®, X2, N3\ — ) =
0 -3 N
-1 0 0

En substituant des parametre § = 10, = 7,£0.1,7v =0.11,a = 1.5,0 = 1 et wg = 0.24

A0 952 T 0 0
e D S 0l
0 10 A°+011 0
-1 0 0 A

Alors I’équation caractéristique peut étre simplifier comme :

AT99 4 NG00 9 410399 4+ 0.500400 — 0.277213% — 26.247212° = (.

AP0\ 1 A100 2 4103 4 0.5902° — 02772\ — 26.2472) = 0. (3.11)

La matrice jacobienne de systéme (3.10) est obtenue en substituant les parametres (3.6)

et wp en résolvant I’équation (3.11) d’ordre élevé par MATLAB, on peut trouver qu’il ya

T

200 racines nulles et une racine A = 1,0003 n’est pas satisfait |arg(\;)| > 175

Ainsi, (0.0.0.0,24) est un point d’équilibre instable et cela signifie que le systeme peut

donner lieu au chaos.

3.3.2 Etude numérique

Pour la résolution numérique du systeme (3.10) on utilise le MATLEB avec les

valeurs des des parametres :
a=7=10,7y=0.11,£ =0.1,a=1.5,b=1.
et les conditions initiaux :

(z,y,z,w) = (0,0,107*,0.24). (3.12)
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Nous simulons le systeme (3.10) avec les parametres (3.6) et les conditions initiaux (3.12),

on obtient les attracteurs chaotiques qui sont représentés a les figures suivants :

FIGURE 3.9 — Attracteur chaotique quand o = 0.995
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Conclusion

Nous avons présenté un systeéme basé sur un memristor d’ordre fractionnaire et en-
tier, obtenu directement en remplacons la diode de chua par un memristor flux-contrdlé.
caractérisé par une non-linéarité quadratique et une conductance négative.

L’analyse dynamique est effectuée en utilisant ’analyse de stabilité d’ordre entier et frac-
tionnaire.
Cette mémoire indique comment le dérivé fractionnaire et I’état initial du memristor in-

fluencent les comportements dynamiques des systémes chaotiques traditionnels.
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Résumé

Dans cette mémoire, nous avons présenté un systéme basé sur un memristor d’ordre entier (et
d’ordre fractionnaire ) avec le memristor contrélé par le flux caractérise par une quadratique non-
linéarité. Une analyse dynamique détaillée est effectué au moyenne des méthodes théoriques et
numériques. Pour étudier l'influence produit par caractéristique fractionnaires, on remplace I'un des
conductances d’ordre fractionnaire. Et plus spécifiquement I’étude de la stabilité, le chaos, exposant
de Lyapounov.

Mots clés : Systeme dynamique, chaotique, fractionnaire, circuit, memristor.

Abstact :

In this work, a integer-ordre (and an fractional-ordre)memristor-based system with the flux-
contolled memristor characterized by smooth quadratic nonlinearity is proposed and detailed
dynamical analysis is carried out by means of theorotical and numerical methods. To be more specific,
Stability of each equilibrium set is analyzed for the integer-ordre memrisTive system. Mean-while,
dynamical behavior depending on the initial staes of the memristore. For the fractional-ordre case,
based on the fractional-ordre stability theory, stability analysis is carried out just for a certain
equilibrium point.

This work indicates how the fractionl ordre model and the initail state of The memristor exend the
dynamical behaviors of the traditional chaotic Systems.

Key words :Dynamic system, chaotic, fractional, circuit, memristor.
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