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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les systemes dynamiques a 1’état discret .

au départ Nous avons présenté les notions principales et les théoremes essentiels des

systemes dynamiques , puis nous avons abordé les concepts généraux sur les

systemes dynamiques discrets et quelques concepts a a 1’étude (points fixes, points
périodiques, stabilité, bifurcations .. .) .
Ensuite, nous avons présenté une étude sur le systeme chaotique et ses
caractéristiques, ainsi que sur les attractions chaotiques .

Enfin, comme application de ces concepts, nous avons étudié deux systemes

dynamiques discrets du premier degré (la fonction logistique) , et du second degré qui
est le systéme de Lozi , dans lequel nous avons étudié les points fixes, les points

périodiques, la stabilité et la bifurcation .

Les Mots Clés : : systeme dynamique discret , bifurcation, stabilité, chaos, attracteurs .




Abstract

In this thesis, we study discrete-state dynamical systems.
at the start We presented the main notions and the essential theorems of dynamical
systems, then we approached the general concepts on discrete dynamical systems and
some concepts to be studied (fixed points, periodic points, stability, bifurcations, etc.) .
Then, we presented a study on the chaotic system and its characteristics, as well
as on the chaotic attractions.
Finally, as an application of these concepts, we studied two discrete dynamic
systems of the first degree (the logistic function), and of the second degree which is
the Lozi system, in which we studied the fixed points, the periodic points, the stability

and bifurcation .

Key words : discrete dynamic system , bifurcation , stability , chaos, attractors .
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Introduction Générale

Les systemes dynamiques sont les notions mathématiques qui permettent de mo-
déliser des phénomenes évoluant dans le temps et d’étudier leur comportement , ils
nous aide non seulement a mieux comprendre le monde qui nous entoure, mais aussi
développés et spécialisés au cours du XIX* siecle et ils sont utilisés dans beaucoup de
disciplines scientifiques par exemple : La biologie , économie , médecine , géophysique
, météorologie ...

La théorie des systemes dynamiques est une branche classique des mathématiques
introduite par Newton depuis 1665, ou 1'étude de ces phénomenes et processus doit
permettre la possibilité de prédire et de réguler le comportement du systeme afin d’ob-
tenir les résultats souhaités. Pour développer un modeéle, il faut d’abord définir les
valeurs qui évoluent dans le temps, les états du systeme, puis il faut trouver des états
mathématiques qui décrivent leur évolution. En général, ce sont des équations diffé-
rentielles ( si le temps est continu ) ou aux différences finies ( si le temps du modele est
discret ).

Les systemes dynamiques ont différents comportements convergents avec différentes
valeurs de leurs parametres ( tendre vers un équilibre, un cycle...) tel qu’il existe cer-
taines valeurs pour lesquelles le comportement du systeme change d’un état spécifique
a un autre ( par exemple du systéme était un équilibre et devient un cycle ). Ce chan-
gement d’état qualitatif est une bifurcation.

I existe plusieurs systémes présentant ce comportement ils sont dits chaotiques, ils
sont régis par des lois déterministes dépendent d'un ou de plusieurs parametres et
leur évolution dans le temps est imprévisible. Ces systémes ne répétent jamais leur
comportement et sont tres sensibles aux conditions initiales .

Les systéemes dynamiques sont définis en deux catégories : les systemes dynamiques
continus, généralement exprimés sous forme analytique comme un systeme d’équa-
tions différentielles ordinaires, et les systemes dynamiques discrets, qui sont définis
comme des itérations de mappage d'un espace métrique a lui-méme.

Dans ce mémoire nous étudiant souvent les systéemes dynamiques discrets.
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Nous avons divisé le memoire en introduction générale et trois chapitres organisés
comme suite :
le premier chapitre : est divisé en trois sections. Dans la premiére section, nous présen-
tons quelque notions importantes sur les systémes dynamiques ( systéme dynamique,
systeme autonomes et non-autonomes, espace des phases, flot,...). Les deuxiéme et troi-
siéme sections sont consacrées a la notion de base sur les systémes dynamiques discrets
linéaires et non linéaires.
Le deuxiéme chapitre : est consacré a I’étude des systemes dynamiques chaotiques.nous
donnons quelques définition de chaos , les différents propriétés mathématiques qui
nous servent a caractériser le comportement chaotique, et aussi quelques exemples.
En fin Le troisiéme chapitre : est consacré a I’étude d"un systeme dynamique discret de
dimension un ( la fonction I'ogistique ) , et de dimension deux (le systeme de Lozi) :
Chercher les points fixes et les points périodique et étude de comportement du ces

systeme .



Chapitre 1

Systémes dynamiques d temps discret

1.1 systéeme dynamique

Un systéme dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, envi-
ronnemental ou de tout autre domaine dont 1’état ( ensemble de grandeurs suffisant a
qualifier le systeme ) évolue en fonction du temps. L'étude de 1’évolution d'un systeme
nécessite donc la connaissance :

— de son état initial, c’est-a-dire son état a I'instant t.

—de sa loi d’évolution . [1]

Définition 1.1.1. [2] Un systéme dynamique d’écrit par une fonction mathématique présente
deux types de variables : dynamique et statique, les variables dynamiques sont les quantités
fondamentales qui changent avec le temps, les variables statique encore appelée paramétré du

systeme sont fixe .

Définition 1.1.2. [17] Un systeme dynamique est défini par un triplet (X, T, f) constitué de
'espace d’état X, du domaine temporel T, et d"une application de transition d’état f : XXT — X

, qui posséde la propriété, pour tout x € Xett,s € T:

f(x,0)=x
f(flb),8) = f(x,t+5)
On distingue deux grandes catégories de systémes dynamiques : les systemes d temps continu

et les systemes a temps discret . si T = R* ou R, le systéme est dit a temps continu, et si T=IN

ou Z, le systeme est dit a temps discret.
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1.1.1 Systéme dynamique continu

Dans le cas continu un systeme dynamique est présenté par un systéeme d’équations

diférentielles de la forme [3] :

dx

T X = f(x £, ). (1.1)

OuxeR" et pueR ol f:R"*xR" — R" désigne la dynamique du systeme.

Exemple 1.1.1. Le systéme de Lorenz est défini par les équations suivantes :

dx

=0y =)

%:x(r—z)—y

dz

T =xy—-bz

Ou x, y,z sont les variables d’état du systéme, o,7 et b sont des parametres réels.

L’espace de phase est R? et 'espace des parametres est R.

1.1.2 Systéme dynamique discret

Un systeme dynamique dans le cas discret est représenté par une application (fonc-

tion itérative) sous la forme [3] :
X1 = flxi, 1), xk € R" et peR’, k=1,2,3.. (1.2)

Ou f : R" x Z* — R" indique la dynamique du systeme en temps discret.

Exemple 1.1.2. L'application de Hénon :

Xee1 = Yk + 1 —ax;
Y1 = bx;
Ot a et b sont des parametres réels.L’espace de phase est IR? et ’espace des para-

metres est R2.

1.1.3 Systéme autonomes et non autonomes

Définition 1.1.3. [18] Un systéme différentielle est dit autonome si f ne dépend pas explicite-

ment de t, Dans ce cas on l'écrira :

X = fx, W)

4
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Dans le cas contraire on dira qu'il est non autonome.

Exemple 1.1.3. Soit I'équation

dx ___x
At~ 3+t

Cette équation est non autonome.

Remarque 1.1.1. [18] On peut aussi utiliser le procédé d’extension d’état pour transformer
un systeme non autonome en systeme autonome.

En effet, la non autonomie se traduit par une équation de la forme :

X = f(x,t, ).

11 suffit dés lors d’ajouter I'état x,.1 =t , la forme ce qui rehabilite la forme :

x = f(x, p).
Avec cette fois x € R"™! et Iéquation supplementaire %,,1 = 1.
Exemple 1.1.4. Soit le systeme non-autonome suivant :

X1 = xo + 2t

Xy = X1+ Xo
On pose x3 =t , alors X3 = 1, donc le syseme autonome est :

X1 :X2+2X3
X = X1+ X

X'3:1

1.1.4 Comportement des systéme dynamique

Le comportement dynamique du systéme a un instant donné est lié a 1’évolution

d’un certain nombre de variables d’état qui le caractérisent .
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e Espace de phase
L’espace des phases est I'ensemble des états possibles d'un systéme dynamique, on
peut également le définir comme un espace abstrait dont les axes sont les variables
dynamiques du systeme, et trajectoire de phases toute courbe dans cet espace repré-
sentative d’une évolution du systéeme. Cette représentation graphique rend plus aisé
d’évaluer la stabilité et la complexité d'un systeme dynamique . Ce peut étre un espace

vectoriel, une variété différentielle ou un fibré vectoriel, un espace mesurable...

e Espace d’état
L'espace d’état est 'ensemble des coordonnées qui doivent étre fournies pour la des-

cription complete du systeme, cet espace peut étre discret ou continu.

e Flot

soit le systéme dynamique autonome :

%:f(x,y), xeU' CcR" et pelR’ (1.3)

Définition 1.1.4. [28] Soit x(xo,t), xo € U ,une solution du systeme avec la condition intiale
x(0) = xo.
On appelle flot de I'équation (1.3) , I'application :

¢:U—-R"

Xo H> Py(x0) = x(xo, t)

Autrement dit, étant donné un point (matériel) en x de I'espace du phases, le flot du systéme

permet de préciser la position ¢y(x) du point aprés un déplacement d’une durée t.

Proposition 1.1.1. [4] ¢:(xo) possede les propriétés suivantes :
— ¢i(x) est de classe C'.
— $o(x0) = xo
— Qr15(x0)=s(Ps(x0)).
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x(t) = @(t, xo)

Ficure 1.1 — Représentation du flot

e Trajectoire (orbites)
Soit xy € U une condition initiale et x(x,t) la solution de (1.3). L'ensemble des points
{x(xo,t)/t € R} estla trajectoire (orbite) dans1’espace d’état passant au point xy a l'instant
initial (t = 0). [5] Et on note :

Vxo =1 (x0,t)/t € R}.

Remarque 1.1.2. [5]

- Deux trajectoires identiques émanent obligatoirement du méme état initiale :

Yt qi)(xl, t) = ¢(x2, t) — X1 = Xy

-La trajectoire d’un systeme dynamique autonome ne dépend que de I'état initiale.

e Portrait de phase
Le portrait de phase d'un systéme dynamique est une représentation graphique de
plusieurs trajectoires représentatives dans 'espace des phases. La lecture de cette re-
présentation graphique sera trés utile pour avoir une idée du comportement du sys-

teme. [18]

1.1.5 Attracteurs et bassin d’attraction

Lors de I'étude du comportement asymptotique des solutions d'un systeme dyna-
mique, on trouve des objets dans 1’espace des phases qui attirent un grand nombre de
solutions issues de conditions initiales différentes. Ces objets sont appelés attracteurs

et ensembles attractantes.

Définition 1.1.5. [15] (ensemble invariant)
Un sous ensemble A de l'espace des phases R" , A est dit invariant (resp : positivement invariant)

par un flot ¢ , si pour tout t dans R (resp :[0, +00]) , P;(A) est inclue dans A.
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Définition 1.1.6. [18] (ensemble attractant)

Un ensemble invariant fermé A est un ensemble attractant s’il existe un voisinage U tel que :

fycu

Yx e U, f(x) > A, pour n — +oo

e Attracteurs
un attracteur est défini comme une sous partie fermée de I'espace des phases qui "attire"
toutes les autres orbites vers elle.
* Soit A un ensemble compact, fermé de I'espace des phases. On suppose que A est
invariant par le flot : ¢;(A) C A pour tout t . A est dite stable si pour tout voisinage U
de A, il existe un voisinage V de A tel que toute solution ¢;(xp) = x(xo, ) restera dans

Usixg € V.Sideplus:

(o) =4

>0

S’il existe une orbite dense dans A, alors A est un attracteur. [24]

e Bassin d’attraction

L'orsque A est un attracteur, I'ensemble

w={_Jona)
t<0
C’est 'ensemble des points dont les trajectoires convergent vers A.

est appelé bassin d’attraction de A. [26]

Les types d’attracteurs

I existe deux type attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges ou
chaotiques.

1) Attracteurs réguliers : [2]
Les attracteurs réguliers caractérisent1’évolution de systemes non chaotiques, et peuvent
étre de trois sortes :
a) point fixe : c’est 'attracteur le plus simple, il est représente par un point dans I’espace
des phases.
b) cycle limite périodique : C’est une trajectoire fermé qui attire toutes les trajectoires
proches.

) Attracteur quasi périodique (tore) : C’est une trajectoire qui s’enroule le long d"un
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tore et remplir sa surface de maniere dense et finira par se refermer sur elle méme au
bout d'un temps infini.

La figure suivant représente les différents types d’attracteurs réguliers.

e —
e —
Un point fixe Un Cycle limite

i)

Un cycle limite dans 1 espace naturel Un Tor dans D3 (quasi-périodique)

Q<

Puis dans 1 espace de phase

Ficure 1.2 — Attracteurs réguliers

2) Attracteurs étranges : [2]
Ce sont des formes géométriques complexes qui caractérisent I’évolution des systémes

chaotiques.

- Les caractéristiques d"un attracteur étrange sont :
¢ Dans I'éspace des phases I'attracteur est de volume nulle.
e La dimension d de I’attracteur est fractale (non entier), pour un systéme continue
autonome 2<d<n, avec 1 la dimension de l'éspace des phases.
e Sensibilité au conditions initiales (deux trajectoires initialement voisines finissent

toujours par s’écarter l'une de I'autre).

Ficure 1.3 — Attracteurs étranges de Hénon
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1.2 systeémes dynamiques discrets linéaires

Définition 1.2.1. [16] Un systéme dynamique discret linéaire est définie par une équation aux
différences suivante :
X1 =axx+b
’ i keN (1.4)
Xo donne
oil :
e q,b € R : sont des constantes.
e x; € R : variable d’état.

® Xy : valeur initiale.

1.2.1 point fixe

La notion de point d’équilibre est centrale dans 1'étude de la dynamique de tout
systeme physique. Dans de nombreuses applications en biologie, économie, physique,
ingénierie,. . . ect, il est souhaitable que tous les états (solutions) d'un systeme donné

tendent a son état d’équilibre (point d’équilibre).

Définition 1.2.2. [16] le point fixe d’un systeme dynamique xi.1 = f(x¢) est x* € R tel que :
f) =x

oit f: R — R fonction dérivable . C’est a dire x* est invariant sous f. [20]

- Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou point d’équilibre.

Existence et unicité du point fixe

On suppose que le systeme (1.4) est a I'état d’équilibre [16]i.e: x" =ax"+Db

*

epoura + lona: x* = T Donc il existe un unique point fixe.

epoura=1etb=0,0ona:Vt €N, x1 = x¢ . C-a-d toute condition initiale est un point

fixe.

o poura =1etb # 0, le point fixe n’existe pas .

Finalement, on déduit que :

;a+1

X0 ;a=1et b=0

10
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Proposition 1.2.1. [17] Le point fixe d'un systéeme dynamique i1 = axi + b existe si et

seulementsia+lou(a=1etb=0).

Proposition 1.2.2. [16] Le point fixe d'un systeme dynamique xy41 = axy + b est unique si et

seulement sia # 1.

1.2.2 Stabilité du point fixe

Définition 1.2.3. [17] On dit que le point x* d’'un systeme dynamique X1 = f(xx) (ot

f : R — R une fonction dérivable) , et pour la conditions initiale x, est stable si :
V&> 0,36 >0 tel que |xog—x'| <6 = |f(x0) — x| <& VteN*

Autrement dit, toutes les orbites qui commencent pres du point x* restent dans un voisinage de

ce point.

Ficure 1.4 — Point fixe stable

Définition 1.2.4. [17] On dit que le point fixe x* est localement asymptotiquement stable s’il
est stable et s'il existe V(x") un voisinage de x*(V:(x*) = {y : |x* —y| < &}) tel que Vxp € V

im x; = x*.

n—oo

Ficure 1.5 — Point fixe localement asymptotiquement stable

11
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Définition 1.2.5. [17] On dit que Le point fixe x* est globalement asymptotiquement stable

s’il est stable et im x; = x*,Vxy € R.

n—00

Ficure 1.6 — Point fixe globalement asymptotiquement stable
Remarque 1.2.1. [16] La stabilité globale d"un point fixe implique I"unicité du point fixe et la
stabilité locale implique I"unicité local du point fixe.

Définition 1.2.6. [17] Un point fixe s’appelle instable s’il existe un & > 0O tel que Yr > 0 il

existe un xo € V,(x*) et il existe un t € IN tels que |f'(xg) — x*| > &

T 3 4 & & 71 8 &8 1

Ficure 1.7 — Point fixe instable

- Cela signifie que pour tout voisinage du point fixe x* il existe une orbite qui, en

commengant dans ce voisinage s’éloigne du point x".

12
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1.3 systeme dynamique discrets non linéaire

Définition 1.3.1. [16] Un systeme dynamique discret non linéaire de dimension 1 est définie

par équation aux diférences suivant :

Tt =S R (1.5)

Xo donne

ot :f : R — R une fonction dérivable , et x; € R est le variable d’état.

Définition 1.3.2. [25] Un systeme dynamique discret de dimension 2 est décrit par deux
équations :

xi(k +1) = fi(xi(k), x2(k))

Xo(k +1) = fo(x1(k), x2(k))

Définition 1.3.3. [25] les Systemes dynamiques discrets d’ordre supérieur sont décrits par des

équations aux différences finies d’ordre r > 2 autonomes ou non :

Xirr = f(xk/ Xkt1s +oer xk+?’—1) /k >0 (16)

11 existe une procédure simple qui permet de transformer en un systéme d’ordre 1 tout systeme
dynamique d’ordre supérieur. Pour cela il suffit de définir un nouvel espace de phase formé des
vecteurs de la forme :

Xk

Xk+1

Ye =

Xk+r-1
La dimension de cet espace sera mr. Dans cet espace on définit I'application g : R™ — R™ par
la formule :

81(y)

gy = ngy)

g (y)

Skm+1(y)

au(y) = gk.mirz(]/)

gk.m+m(]/)

13
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tel quek =1, ...,r — 1. Alors I'équation (1.5) est équivalente a I'équation suivante pour y :

Yie1 = §(Vx)

Dans certains cas (surtout linéaires) cette transformation permet d’appliquer aux systémes

d’ordre supérieur, les mémes méthodes d’analyse qu’aux systeme d’ordre 1.

1.3.1 point fixe

Un point x* est un point fixe du systéme (1.5) (ou de I’application f) si :
f) =«

Exemple 1.3.1. .
Soit f : R — R tel que :
f(x) =3x(1 - x)

Les point fixe de f vérifie :

fx)=x =3x(1-x)=x=3x-3x" =x

— -3 +2x=0

= x(-3x+2)=0

donc :

/0}

WIN

Les point fixe sont : {

Graphiquement est comme le montre la figure suivant :

14
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Ficure 1.8 — Les points fixes de I’application f(x) = 3x(1 — x) .

1.3.2  Stabilité du point fixe

Il n’est pas facile de trouver des solutions de systémes non linéaires. Souvent, ces so-
lutions ne fournissent pas suffisamment d’informations sur les facteurs qui controlent
la stabilité du systeme.

Par conséquent, nous avons besoin de méthodes analytiques pour faciliter I'étude du
comportement de ce systéme non linéaire.L’approximation linéaire du systéme non
linéaire est 'un des moyens les plus efficaces d’étudier la stabilité des systemes non

linéaires .

Méthode de linéairisation [17]

Le développement de Taylor d’ordre 1 de f(xx) = x¢+1 au voisinage x* est :

Xe1 = f(x) = f(7) + f/ () — x7) + 0(x — 7).
Donc :

Xin = f/@)0+ f() = f/0 = ax +
ou: a=f'(x) et b= f(x)— f'(x)x".

Alors , on obtient une approximation linéaire de (1.5) au voisinage du point fixe par le

développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction f.

e Nous pouvons utiliser les résultats de stabilité du systeme linéaire pour étudier la
stabilité du systéme non linéaire. Etant donné que le systéme linéaire n’approche du

comportement du systeme non linéaire que dans une voisinage suffisamment petite

15
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d’un point fixe, ’analyse globale du systeme linéarisé ne donne qu'une analyse locale

du systeme dynamique non linéaire.

Proposition 1.3.1. . [17]

e Le point d’équilibre x* de (1.5) est localemenet asymptotiquement stable (attractif) ssi

If'(x)l <1.
e Le point d’équilibre x* de (1.5) est instable (répulsif) ssi |f'(x*)| > 1.

Exemple 1.3.2. Considérons la fonction :

f(x,a,b) = ax® — bx

A point fixe :
f(x,a,b) =x = ax’ —bx = x

= ax’—(b+1)x=0

= x(ax* - (b+1)) =0

—x=0 ou ax*—b-1=0

—x=0 ou x2:b+1

a
b+1

Donc les points fixes sont : x* = {0, + " }

a

A La dérivée de la fonction f(x) est :
f'(x) =3ax*-b

e La dérivée calculée au point x* =0 est : f'(0) =-b.
D’aprés la proposition (1.3.1) on a :
o Si |b| <1, x" est un point attractif .
o Si |b| > 1, x* est un point répulsif .

o . . . b+1
e La dérivée calculée au point x* = +

est : f'(x)=2b+3.
donc :

o Si |2b+ 3| <1, x* est un point attractif .

o Si [2b+ 3| > 1, x* est un point répulsif

Remarque 1.3.1. [17] La stabilité du systéme non linéaire a proximité d’un point fixe x*

ne peut étre étudiée a partir du systeme linéarisé si |f'(x*)| = 1 . A savoir, tout changement

16
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infinitésimal dans la dérivée au point x* entraine un changement dans la nature du systeme

dynamique.
e Stabilité du point fixe non hyperbolique

Définition 1.3.4. [16] Un point fixe x* de (1.5) est dit hyperbolique si on a |f'(x*)| # 1.
Dans le cas au |f'(x)| = 1, c-a-d x* non hyperbolique . on peut utiliser les théoremes suivants

pour étudier la stabilité du point fixe :

Théoréme 1.3.1. [16] Soit x* un point fixe de systeme (1.5) avec f € C3 et f'(x') = 1 et
f"(x*) =0alors :
-si f’(x*) > 0 alors x* est instable .

-si f"(x*) < 0 alors x* est asymptotiquement stable .

- F(=,)

Ficure 1.9 — Point fixe isntable
Exemple 1.3.3. Soit le systeme dyanmique X1 = X; + xp.ona:
fx)=x" < X Hx=x = x=0

Alors, l'unique point fixe de ce systeme est x* = 0
D’autre part ona : f(0)=1; f"(0)=0; f”’(0)=6>0.

Donc d’aprés le théoréme (1.3.1) on déduit que le point fixe x* = 0 est instable.

L]
8

Ficure 1.10 — Point fixe asymptotiquement stable

17
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Exemple 1.3.4. Soit le systéme dyanmique X1 = —xi +x..0na:

f(xX)=x" < x'=0

Alors, l'unique point fixe de ce systéeme est x* = 0 .

D’autre part ona : f/(0)=1; f”(0)=0; f”’(0)=-6<0.

Donc d’aprés le théoreme (1.3.1) on déduit que le point fixe x* = 0 est asymptotiquement
stable.

Théoréme 1.3.2. [16] Soit x* est un point fixe de le systeme (1.5) avec f € C? si f'(x*) =1
et f”(x*) # 0 alors : x* est instable
-si f'(x*) = 1et f”(x") > 0, on dit que x* est un point fixe semi-stable a gauche .

-si f'(x*) = 1et f”(x*) <0, on dit que x* est un point fixe semi-stable a droit .

b

Ficure 1.11 — Point fixe semi-stable a gauche

Teq1 Tep1 = Tt

Ficure 1.12 — Point fixe semi-stable a droite

Définition 1.3.5. [16] La dérivée Schwartzienne d'une fonction f € C® est définie par :

Sf(x) =

@) g(f”(x) )
f@ 2\ f&)

Notons que si f'(x) = =1, alors :

570 = ~f"(0) - 5 [/ 0P

18
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Théoréme 1.3.3. [16] Si x* est un point fixe de le systeme (1.5) avec f € C° , si f'(x*) = -1
alors :
- Si Sf(x*) > 0 alors x* est instable.

- S5i Sf(x*) < O alors x* est localement asymptotiquement stable .

Exemple 1.3.5. Soit le systeme dyanamique X,y = X; +3X; . ona:
f(xX)=x" X2 +30=x & x=0o0ux" =-2
Alors, les points fixes de ce systeme sont : x* =0 et x* = =2

D’autre part on a f'(0) = 3 > 1 Donc d’aprés la proposition (1.3.1) le point fixe x* = 0
est instable .
etona f'(-2)=-1-etSf(-2)=-6<0.

D’aprés le théoreme (1.3.3) on déduit que le point fixe x* = =2 est asymptotiquement stable.

1.3.3 Notion d’orbite

Nous allons étudier dans la suite seulement les systémes d’ordre 1.

Définition 1.3.6. [25] Etant donné le point initial x, on appelle orbite ( ou trajectoire ) du

systeme (1.5) la suite :

Q(xO) = {xOI X1 = f(xO)l cee s X1 = f(xk)/ .. }

Exemple 1.3.6. Soit un (SDD) en dimension 1 défini par la fonction f(x) = x? sur l'intervalle
[0, +o0]

e 1
Prenons pour condition initiale xo = 5

L’orbite correspondante est :

1
xOZEI

%= flw) = g,

%= flu) = oo,

Remarquons que x = f(xi-1) = fO(x0) = (3)* — 0 quand k — +oo.
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Prenons un autre point initial, xo = 2. Alors :
Xg = 2,

X1 = f(xo) =4,
X = f(x1) = 16,

Dans ce cas, x, = f(xi_1) = fP(x0) = (2 — 400 quand k — +oo

Et enfin, si l'on choisit pour point initial xo = 1 on voit que :

k

O(xo) ={1,1,...,x: = (1)*,.. .}

1.3.4 Etude graphique des systémes dynamique

e Systeme dynamique discret de dimension 1
Soit un SDD de dimension 1 défini par une fonction : f : R — R, x(0) = x¢, X541 = f(x,)
On peut visualiser sur le plan (x, y) I’évolution d"une orbite 0(x() en utilisant le graphe
de la fonction f et la droite y = x.

Prenons par exemple la fonction :
f(x) = 4.5x — 3.5x*

Nous allons représenter 1'orbite qui commence dans le point xy = 0.2.

- Tragons d’abord le graphe de la fonction f et la droite y = x.

- Sur le plan (x, y) I'orbite commence dans le point (x,, 0) Nous tracons maintenant une
ligne verticale du point (xg, 0) jusqu’au graphe de la fonction f(x). Le point d’intersec-

tion est exactement le point (xy, x1) avec x; = f(xp). voir la figure suivant :

@) x1 .

!

"R ) 0.5 1 1.5

FiGure 1.13 — L'orbite du systéme x; = 4.5x; — 3.5x; : premier pas
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-Ensuite, nous tragons une ligne horizontale a partir du point (xo, x1) jusqu’au point
(x1,x1) d'intersection avec la droite y = x.
-A partir de ce point nous tragons encore une ligne verticale vers le graphe de la fonc-

tion f(x) pour trouver le point suivant x, = f(x;) , voir la figure suivant :

¥ e T ]
1

i i
e ei1Lxie

-E—.E o os 1 1.5

FiGUrE 1.14 — L'orbite du systeéme x = 4.5x; — 3.5x; : deuxiéme pas

-En continuant ainsi nous pouvons suivre 1’évolution de l’orbite sur autant de points
que nous le voulons.
Cette représentation graphique des systemes est particulierement utile parce qu’elle
permet de voir clairement les point fixes (ce sont les point d’intersection du graphe de
la fonction £ et de 1'orbite y = x). [3]
* autre exemple
lorsque l'orbite O(x;) converge vers un point fixe x* , le diagramme qui démarre a
partir du point (xo, 0) sera une séquence de vertical et horizontal segments en spirale
vers (x*,x"). Cette situation est illustrée dans la figure suivant par un diagramme de
I'application logistique :

f(x) =29x(1 - x)

19
Le point fixé de f est x* = 9 et la condition initiale est xy = 0.1.
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09

08 |
06

04 F q

03 b

0zF

01f

Ficure 1.15 — Le diagramme cobweb du systéme dynamique f(x) = 2.9x(1 - x).

e Systeme dynamique discret de dimension 2

Ecrit par deux équations :

xi(k +1) = fi(x1(k), x2(k))
x2(k + 1) = fo(x1(k), x2(k))

Pour étudier ces systeme on utilise souvent des portrait de phases.

Pour tracer le portrait de phases d'un systeme dynamique défini par l'application
f:R—->R:

fx1, %) = [ fi(x1, x2) )

fa(x1, x2)

on choisit sur le plan une grille de points (x1, x;) assez dense et I’on trace dans chaque

point la direction du départ de I'orbite qui commence dans ce point.

X1
X2

xl—x0=f(x0)—xo

Cette direction pour un point initial :

X(0) =

est définit par le vecteur :

Cela donne un aperqu (voir la figure suivant) de toutes les orbites possibles du systéme.
Sil’on s’intéresse a une orbite particuliére, on peut la retrouver sur le portrait de phases,

ensuivantles directions du champ de vecteurs tracées a partir du point initial de1’orbite.
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X

oaf '
oar

o4 !

FiGure 1.16 — Le portrait de phases d'un systéme dynamique non-linéaire.

On peut observer al’aide d"un portrait de phases les points fixes du systéeme. Ce sont
les points tels que f(x*) = x". Donc, le vecteur de direction du portrait de phases doit
étre nul dans un point fixe. Le comportement des orbites du systéme autour d'un point
tixe est important. Le portrait de phases nous permet une premiere analyse qualitative
de ce comportement. Sur la figure précédant sont tracées quelques orbites commencant
dans des points proches des points fixes.

Sur un portrait de phases on peut également apercevoir des orbites périodiques, si le
systeme en a. Dans ce cas, on peut distinguer des courbes closes formées par un groupe

de vecteurs de directions. [3]

1.3.5 Points Périodiques et P-Cycles

Définition 1.3.7. [2] S’il existep > 1, tel que fP(x) = x, on dit que x est un point périodique
de période p

Définition 1.3.8. [2]Un ensemble {xo,x1,...,x,1} forme un cycle d’ordre p (ou une orbite
périodique d’ordre p, ou encore un p-cycle), si :

f(xk) = g1 pour k=0,1,2,...,p=2 et f(xp,-1) =X, = Xo

p étant le plus petit entier supérieur ou égale a 1 possédant cette propriété. On dira que tout
point du cycle est p-périodique.
Autrement dit, chaque point d'un cycle d’ordre p est un point fixe pour f¥ , Our fP(xy) = xi

pour k=0,1,2,...,p-1 et n'est pas un point fixe pour ' sil < p (I, p sont des entiers).
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Remarque 1.3.2. .
o Tout point fixe, étant point périodique de période p = 1. [7]

Exemple 1.3.7. la paire {xj, x}} est un cycle d’ordre 2 si et seulement si x; et x sont des point

d’équilibre de f> mais pas de f .

Exemple 1.3.8. Soit le systéme dynamique gouverné par I'application logistique

f(x) =ax(1 —x) (0 <a<4). Les points 2-périodiques sont solutions du systéme :

fA(x) =x,
fx) # x.

Si2 < a < 4 ce systeme a deux solutions :
a+1+ Va?-2a-3 of 1 a+1- Va?-2a-3
= 2:

2a 2a

X1

en particulier , pour a= 3.4 alors les deux points périodique sont :

44+ V176 44— V176
Ly B

donc
x1 =084 et x, =045

Grapgiquement  les points d'un cycle de période 2 sont l'intersection entre le graphe de

f* = fo fetladroit y = x tel que f(x) + x comme le montre la figure suivant :

Ficure 1.17 — Les points 2-périodiques de l'application f(x) = 3.4x(1 - x).
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1.3.6 Stabilité des point périodique

Définition 1.3.9. [3] Soit f : R — R une application définissant un SDD d’ordre 1 , et
soit 0(xg) = {x(0) = xo, x1,X2,...,X,-1} une orbite périodique de période p de ce systeme .
On dit que cette orbite est attractive (stable) (ou répulsive (instable)) si chacun de ses point est
un point fixe attractif (resp : un point répulsif) de 'application fP(x).

En dimension un, si {x(0) = xo,x1,X2,...,Xp-1} est un cycle d’ordre p , les dérivées (f¥)’ (xx)

pourk =0,1,2....P—1 sont égales. En effet, la dérivée de fV au point x, s’écrit :

ffxo) = (fofof...of)x)
= (f'" o f)(xo)

donc

(f*) (x0) = (f'"" o f)' (x0)
= (77 (f(x0))- £ (x0)
= (72 0 fY (f(x0))- f(x0)
= (f772) (fA(x0))- f(f(x0))- f'(x0)

= f(xp1) f (p=2) -+ f(x1)- 7 (x0)

p-1
f (xx)-

k=0

Mais xy = x,. On en déduit que cette valeur (fP) (xo) est la méme pour toutes les dérivées
(fPY (xx),k=0,1,2...P-1:

p-1
S=(f1Y () = (F)@) = .. = (FY () = [ | (00
k=0

Cette valeur commune S est appelée le multiplicateur du cycle {xo,x1,x2,...,%,1} , qui est
détermine le type du cycle ( I'orbite O(xo) ) . [17]
Théoreme 1.3.4. [2] Pour f : R — R le cycle {xy, x1, X2, ..., X1} est :

1. Attractif (ou stable) si |S| < 1.

2. Répulsif si |S| > 1.

3. Indifférent si |S| = 1.

4. Super-attractif (ou super stable) |S| = 0.
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Exemple 1.3.9. Soit f(x) = 2x* + 2x + 1
Le point 0 est 3-périodique car : f(0) = 1; f(1) = 2; f(2) = 0.
ona:f(0)=3%f1)=3f@=%.

donc d’aprés le téoreme (1.3.4) :

>1

(fY0) = fO)fM)f @) = =

173
2 2 8

N O1

Alors, 0 est point 3-périodique répulsif .

Exemple 1.3.10. trouver I'exemple (1.3.8) précédent et on appliquons le théoréme (1.3.4) .
-La dérivé de la fonction f(x) est :  f'(x) = a — 2ax = a(1 — 2x)
pour a =34, x; =0.84, x, =045 ona:

£/(x) = 3A(1 - 2x)

f'(x1) = =2.312, f'(x,) = 0.34
Alors :
| (F2) (x0) | = | f/(x1).f"(x2) | = 0.79 < 1

L’orbite est donc attractive .

>Nature des singularités
pour caractériser la nature des points fixes et orbites (singularités), on introduit la
notion des multiplicateurs caractéristiques :
1. Si la dimension de la récurrence p = 1, le multiplicateur d’un point fixe x* est
S = f'(x") etle multiplicateur d"un cycle d’ordre q, (x1, Xy, ..., X;) est S = szl £ (x%)
- Un point fixe ou un cycle est dit attractif si [S| < 1 et répulsif si |S| > 1.
2.Sip >1,les multiplicateur Sy (k = 1,...,k) d'un point fixe x* sont les valeurs propres
de la matrice jacobienne de f(x*) ou d'un cycle d’ordre k sont les valeurs propres de la
matrice jacobienne de f*(x;) qui notées ok, k=1,... n.
e si 0y sont des réels donc : [27]
osi |ox| <1, Vk=1,---,n; il s’agit d"un noeud attractif,donc stable .
osi |Si|>1, Vk=1,2,...,n; il s’agit d"un noeud répulsif,donc instable .
osidkm,1<k<n; 1<m<n telque |ox| <1, |0,,] > 1 il s’agit d"un noeud
col donc instable .
e si oy sont complexe donc :
osi S| <1, Vk=1,---,n; il s’agit d"un foyer attractif, donc stable .

osi [S)>1, Vk=1,---,n; il s’agit d"un foyer répulsif , donc instable .
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Youd al Foper
Ficure 1.18 — Classification des points d’équilibre dans R?

1.3.7 Bifurcation

Soit le systeme dynamique non-linéaire suivant :

Xee1 = f(Xk, ph) (1.7)

Douxr € R, ue R" ke Ret f: R"XR"xIN — R"

Définition 1.3.10. Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution xy du systeme
(1.7) lorsqu’on modifie le parametre de controle i, c’est a dire la disparition ou le changement

de stabilité et I'apparition de nouvelles solutions. [13]

Définition 1.3.11. Une diagramme de bifurcation est une portion de I’espace des parametres

sur le quelle sont représente tous les points de bifurcation. [13]
Exemple 1.3.11. (Diagramme de bifurcation du systeme de Hénon)

le systéeme de Hénon écrit par :

_ 2
Xew1 = Y+ 1 —ax;

Yi+1 = bxy

FiGure 1.19 — Diagramme de bifurcation du systeme de Hénon pour b = 0.3
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Exemple 1.3.12. (Diagramme de bifurcation de I'équation logistique )
I'équation logistique décrit par :

Xpa1 = axp(1 — xi)

Ficure 1.20 — Diagramme de bifurcation de 1’'équation logistique

Types de Bifurcations
Il existe plusieurs types de bifurcations selon les propriétés des secondes dérivées de la
famille des fonctions f(xx, ). Chacune de ces bifurcations est caractérisée par une forme
normale, qui est I'équation générale typique de ce type de bifurcation [19,21,22] Parmi
différents types de bifurcation, pour les systemes dynamique discret, on trouve : [13]
1) Bifurcation de type noeud-col (ou tangente, ou pli) : [13] Cette bifurcation on
se produit lorsque 1'une des deux valeurs propres de Df(x, i) est égale a +1. Sur le
diagramme des bifurcation on observe, dans ce cas une courbe de points fixe continue
tangente a la ligne droit vertical.
Deux point d’équilibre existent (un stable et un instable) avant la bifurcation. Apres la

bifurcation plus aucun équilibre n’existent.

Bifurcation
nceud-5¢ e
Yy

__Tiniis fives sables

«== Ppiits fixes instables

Ficure 1.21 — diagramme de bifurcation nceud-col (ou pli)
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2) Bifurcation flip ou doublement de période : [13] Cette bifurcation a lieu lorsque
I"'une des deux valeur propre de Df(xy, ) est égale a —1. Un point fixe stable d’ordre 1,

devient instable en méme temps que I'apparition d"un cycle d’ordre 2 stable.

2 period 1
- - - -
- -
- period 2
-
”
r 4
period 1, period 1 period 1
R —————— . —— >
i, 1 K
~
~
~ ;
-~ period 2
. —
— - - -
period 1

Ficure 1.22 — Diagramme de bifurcation de doublement de période.

3) Bifurcation transcritique : [13] Sur le diagramme de bifurcation on cela se traduit
par deux branches différentes de points fixes qui se croissent en un point en un point et

par le changement de stabilité des deux branches au passage par le point d’intersection.

Rifurcation
iramseritigue:,

" || LTy e kilis
’ i hixes stabley
.

5 . - |
o Poants lixes inslables

Ficure 1.23 — Diagramme de bifurcation transcritique

4) Bifurcation de Neimark-Saker : [13] Cette bifurcation se produit lorsque D f (xy, 1)

posséde deux valeurs propres complexe égale a exp{+i0} .
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Chapitre 2

Systeme chaotique

Dans 'usage courant, le "chaos" signifie "un état de désordre". mais dans la théorie
du chaos, il est lié a I'imprévisibilité et a I'impossibilité de prédire le développement a
long terme car I'état final dépend fortement de I'état initial.
La théorie du chaos étudie le comportement d"un systeme dynamique tres sensible aux

conditions initiales.

2.1 Définition du chaos

Bien qu'il n’existe pas une définition du chaos adoptée de facon universelle dans
la littérature, on pourrait dire que c’est un phénomene qui peut apparaitre dans les
systemes dynamiques déterministes non linéaires caractérisés par une évolution qui
semble aléatoire et un aspect fondamental d’instabilité appelé sensibilité aux conditions
initiales, ce qui le rend imprédictible en pratique a long terme. [8]

Les Propriétés de ces systeme dynamique est :

+ La non linéarité : Si le systeme est linéaire, il ne peut pas étre chaotique.

+ Le déterminisme : un systéme chaotique a des regle fondamentales déterministes et
non probabilistes. Il est généralement régi par des équations différentielles non linéaires
qui sont connues, donc par des lois rigoureuses et parfaitement déterministes.

+ La sensibilité : le systéme manifeste une haute sensibilité aux changements de condi-
tions.

+ L'imprévisible : en raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent étre
connues seulement a un degré fini de précision.

+ L'irrégularité : ordre caché comprenant un nombre infini de modeles périodiques
instables (ou mouvements). Cet ordre caché forme l'infrastructure des systémes chao-

tiques “ordre dans le désordre”plus simplement. [9]
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CHAPITRE 2. SYSTEME CHAOTIQUE

2.1.1 Chaos dans le sens de Devaney
Soit § un ensemble dans 1’espace topologique R et soit f? la fonction définie par :
f:5—-5
A savoir que :
fF=ffNr=12,..
et
f=1

Soit x* € §, ce dernier est appelé point périodique de période p s'il satisfait :
FP(x) = x°, maisx” # fA(x)pourl <k <p

Sip =1 alors le point x* est appelle un point fixe [9].

Théoréme 2.1.1. (Théoréme de Devaney) : [9] Une fonction f : 5 — S est chaotique si :
o La fonction f est sensible au conditions initiales, dans le sens que pour tout x € S et au

voisinage U de x dans S, il existe un 6 > 0, tel que :

P = fF )l > 6

pour un point y € U et pour p > 0.
e La fonction f est topologiquement transitives dans le sence que pour toute paire de sous

ensembles ouverts U,V C S, il existe un nombre entier p > 0 tel que :
ffnv e

e Les points périodiques de la fonction f sont denses dans 5.

Remarque 2.1.1. [18] Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X. Y est
dense dans X Si, pour n’importe quel élément x € X, il existe un élément y dans le sous ensemble
Y arbitrairement proche de x, c’est-a-dire si la fermeture de Y égale a X. Ce qui revient a dire
que Y est dense dans X si pour tout x € X on peut trouver une séquence des points {y,} qui

convergent vers X.

Les applications de la théorie du chaos
La théorie du chaos est appliquée dans beaucoup de disciplines scientifiques : mé-

decine (analyse du rythme cardiaque, détection de cancer de sein, détecter les cas de
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CHAPITRE 2. SYSTEME CHAOTIQUE

schizophrénie), biologie (analyse de population, consommation du CO2 d’une forét),
communication électroniques,métamatériaux... etc.

En mathématiques, La théorie du chaos décrit le comportement de certains systémes
dynamiques déterministes (c’est-a-dire : I'existence d'une condition initiales, I’existence

et 'unicité de la solution).

2.2 Caractéristique du chaos

2.2.1 Sensibilité aux conditions initiales

Cette propriété a été observée pour la premiére fois par E.Lorenz sur son modele
le météorologique. Elle est connue sous le nom populaire d’effet papillon. La sensi-
bilité des trajectoires chaotiques aux conditions initiales est une autre caractéristique
permettant de reconnaitre un comportement chaotique, puisque la plupart des sys-
témes chaotiques exhibent la sensibilité aux conditions initiales ; pour deux conditions
initiales arbitraires tres voisines initialement; les deux trajectoires correspondantes a
ces données initiales divergent exponentiellement, par suite les deux trajectoires sont

incomparables. [10]

Ficure 2.1 — Sensibilité aux conditions initiales de I’application logistique

2.2.2 Exposants de Lyapunov

L’exposant de Lyapunov sert a mesurer le degré de stabilité d'un systeme et permet
de quantifier la sensibilité aux conditions initiales d'un systéme chaotique.
L’évolution d’un flot chaotique est difficile a appréhender, parce que la divergence des
trajectoires sur l'attracteur est rapide, C’est pourquoi on essaye d’estimer ou méme
de mesurer la vitesse de divergence ou convergence, Cette vitesse s’appelle I'exposant
Lyapunov qui caractérise le taux de séparation de deux trajectoires trés proches.

Le nombre d’exposants de Lyapunov est égal a la dimension de 1'espace des phases et
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ils sont généralement indexés du plus grand au plus petit A1, A5, A3, .... L'apparition du

chaos exige que les exposants de Lyapunov doivent remplir trois conditions : [11,12]
1. Au moins 'un deux est positif pour expliquer la divergence des trajectoires.
2. Au moins I'un deux est négatif pour justifier le repliement des trajectoires.

3. A somme de tous les exposants est négative pour expliquer qu'un systeme chao-
tique et dissipatif, c’est-a-dire qu’il perd de 1’énergie.

La valeur du plus grand exposant de Lyapounov quantifie le degré de chaos du sys-

teme. mais le fait que les trois conditions énoncées ci dessus soient réunies ne suffit

pas a conclure qu’un systeme est chaotique. Il demeure indispensable de confronter

les résultats du calcul des exposants de Lyapunov avec ceux fournis par d’autres outils

d’analyse non-linéaire.

¢ Calcul des exposants de lyapunov
- Cas d’une application discrete unidimentionnelle

Considérons un systeme dynamique discret par une application suivant :

Xk+1 = f(xk)

tel que : f de R dans RR. Choisissons deux conditions initiales trés proches, soit x; et
xo + ¢, et regardons comment se comportent les trajectoires qui en sont issues. Suppo-
sons quelles s’écartent en moyenne a un rythme exponentielle. On pourra trouver un

réel A tel qu” apres k itérations on a : [18]

eexp(kA) = [f*(xo + &) — f*(xo)|

d’ou
kA Eln|fk(X0+€)—fk(x0)|
€
etpour¢ > Oona:
- 1 dfk(XO)
A= E 11’1‘ dxo
_1 | ) dfi)  dfen)
Sk dff () dffA(xo)  d(xo)
~ 1 df(oa) dfloo)  df(xo)
k d(xx-1)  d(xx—2) d(xo)
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CHAPITRE 2. SYSTEME CHAOTIQUE

1 ! df(x;)
"k Z‘ ln' d(x;)

finalement pour k — coona:

af(x;)
d(x;)

avec f'(x;) =

A est appelé exposant de Lyapunov il indique le taux moyen de divergence de deux
trajectoires distinctes, a partir de deux condition initiales tres proches.
¢ Si A > 0 alors il y a une sensibilité aux conditions initiales.
¢ Si A < 0 les trajectoires se rapprochent et on perd l'information sur les conditions
initiales.
Appliquant la formule précédente pour x; = x* tel que x* est le point d’équilibre, il faut

fr(x)

que:A=1In

-Cas d’une application discréete multidimensionnelle

Soit f une application discrete de R” dans R" :

Xk+1 = f(xk)

Un systeme m dimensionnelle possede n exposants de Lyapunov A;,i = 1,2,...,n;
chacun d’entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes du systéme.

Pour le calcule de I'exposant de lyapunov, nous partons d’un point initiale x, € R" Pour
caractériser le comportement infinitésimal autour du point x; par la premiere matrice

dérivée Df(x;) : [20]

oht) i)
ox; ox!
DfGc)=| o oo e
he) o
ox! ox!

Notons : Df(xx-1)...Df(xo) = Hi;l J(x;),avec : Jo = Df(x) par J*(x;), est la matrice
jacobienne de f* au point xq ; 01(f*(x)) . .. 0,(f*(x)) les valeurs propres de J*(x;).on définie

alors Les n exposant de Lyapunov de la maniére suivante :

Ai = %lm In |Gi(fk(x0))|ri = 1/ 2,...,n
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-Pour le point d’équiliber x* la formule précédant devient :

Ai=In|o;(x"),i=1,2,...,n

Types d’attracteur par le signe des exposants de Lyapunov

Les différents types d’arracteur d’un systeme de dimension n en fonction des signes

des exposants de Lyapunov sont représenté dans le tableau suivant : [2]

Attracteur Exposants de Lyapunov
Point d’équilibre Ay <...<A <0
cercle AM=0;4,<..<A, <0
Tore AM=A=0;1,<..<A3<0
K-Tore M= =A=0;1, .. <A1 <0
Chaotique A >0; il/\i <0

i=

TaBLE 2.1 — Attracteurs et exposants de Lyapunov

2.2.3 Dimension fractale

Il existe plusieurs formule pour le calcule de la dimension fractale (dimension de
capacité, dimension d’information, dimension de corrélation,...) pour les attracteurs

chaotiques, parmi celle-ci on peut citer :

eDimension de Hausdorff
La définition d"une dimension non entiére la plus connue et la plus utilisée théorique-
ment est la dimension de Hausdorf.
Soit M un ensemble de R" recouvert par des ensembles A; de petits diametres c’est-a-
dire : [20]

+00
McC UAi,0< 1A < e
i=0

On définit la mesure de Hausdorff d-dimensionnel par :

[ee]

T . d ]
pa(M) = liminf() AT, 1A} < ¢

i=0

35



CHAPITRE 2. SYSTEME CHAOTIQUE

La dimension de Hausdorff de 'ensemble M est le réel dy tel que :

0 ,Si d> dH
pa(M) =
+o0 , sid < dH

Définition 2.2.1. On définit la dimension de Hausdorff par :
Au(M) = sup{d, ps(M) = +oo}

= inf{d, (14(M) = 0}

La dimension de Hausdorff existe toujours. C’est une propriété qui la différencie des
autre dimensions fractales. Le calcul numérique de dy est délicat, parce qu’il difficile le

trouver le recouvrement minimal pour une méthode de calcul [10]

eDimension de Lyapunov
Soient A; > Ay > A3 > ... = A,,, les exposants de Lyapunov d’un attracteur d’un systeme

dynamique et soit j le grand entier naturel tel que :
AM+Ay+A3+..+A4; >0

Alors la dimension de Lyapunov D; définit par Karlan et Yorke est donné [10] par :

f/\i

i=1
LEj T
Tl

eDimension de Kaplan-Yorke

Soit jo un entier positif tel que : [18]

jo j0+1

ZAiEOetZAi<O
i=1

i=1

On définit alors la dimension de Kaplan-Yorke par la relation suivant :

Jo A

i=1""

|/\jo+l|

Dky = jo +
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2.2.4 Attracteur chaotique

L’attracteur étrange (chaotique) est une forme géométrique complexe qui caractérise
I’évolution des systemes dynamiques chaotiques : au bout d'un certain temps, tous les
points de 1’'espace des phases donnent des trajectoires qui tendent a former l’attracteur
étrange D’une maniere spécifique et unique, il appelé étrange en raison de I’étrangeté
de ce comportement.

L’attracteur étrange se caractérise par :

— Sensibilité aux conditions initiales (ne jamais passer deux fois par le méme point.
En d’autre termes, chaque trajectoire est apériodique; deux trajectoires de 1'at-
tracteur initialement voisines finissent toujours par s’éloigner 1'une de l'autre,
ceci traduit un comportement chaotique).

— La dimension de l'attracteur est fractale et non entiere (ce qui justifie ’adjectif

étrange).

— L'attracteur est de volume nul dans I’espace des phases.

Définition 2.2.2. Un sous-ensemble borné A de I'espace des phases est un attracteur étrange
ou chaotique pour une transformation T de I'espace s’il existe un voisinage U de A ; c’est a dire
que pour tout point de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans U vérifiant les
propriétés suivantes :

e Attraction : U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le point

initiale est dans U ; est entierement dans U : toute orbite de ce type devient et reste aussi

proche de A que I'on veut.

o Sensibilité : les orbites dont le point initial est dans R sont extrémement sensible aux

conditions initiales.

e Fractal : A est un objet fractal.

e Mélange : pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi

prés que I’on veut de ce point. [10]

FiGure 2.2 — Attracteur de Hénone
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2.3 Scénarios chaotiques

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage vers le chaos. On peut citer trois
sénarios de transition d'une dynamique réguliére a une dynamique chaotique lors de

la variation d"un parametre :

2.3.1 Doublements de période

Ce scénarion a été observé dans les années 60 par R.May en dynamique des po-
pulations sur I'application logistique. Ce scénario est carctérisé par une succession de
bifurcation de fourche. A mesure que la contrainte augmente, la période de l'oscilla-
teur est multipliée par deux, puis par quatre, par huit,..., etc. Ces doublements de
période sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période est infinie, le systéme est

chaotique. [13]

i L

FIGURE 2.3 — Scénarios de transition par doublement de période

2.3.2 L’intermittence vers le chaos

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouffées chaotiques. Lors-
qu’on augmente le parameétre de controle, les bouffées de turbulence deviennent de

plus en plus fréquentes, et finalement le chaos apparait. [2]

2.3.3 La quasi-périodicité

Le scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques
de Ruelle et Takens 1971. Dans un systeme a comportement périodique a une seule
fréquence, si nous changeons un parametre alors il apparait une deuxieme fréquence.
Si le rapport entre les deux fréquences est rationnelle, le comportement est périodique.
Mais, si le rapport est irrationnel, le comportement est quasi périodique. Alors, on

change de nouveau parametre et il apparait une troisieme fréquence, Dans lequel
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un comportement devient chaotique par l’apparition successive de trois fréquences

incommensurables. [13]

e Exemples des systéemes chaotiques
I1 existe plusieurs systémes chaotiques qui sont utilisés pour générer les signaux chao-
tiques comme les systémes chaotiques discret, nous pouvons citer les systemes de

Hénon, Hénon-Heiles, Lozi, la fonction logistique,. . . ,etc [8]

a. Systéeme de Hénon

Ce systeme est un modéle proposé en 1976 par le mathématicien Michel Hé-
non.L'intérét de ce modele est 1’étude de certaines propriétés d une section de Poincaré
de l'attracteur de Lorenz par l'introduction d’itérations dans le plan.

il est présenté par des équations suivant :

2

X1 = Yr + 1- axk (2 1)

Vi1 = bxy

tel que (x, yx) € R? Représente le vecteur d’état.

Pour les valeurs a=1.4 et b=0.3 le systeme présente un comportement chaotique

Les conditions initiales prises sont xo = 0.1, yo = 0.

Pour d’autres valeurs de a et b, il peut étre chaotique, intermittent ou converger vers

une orbite périodique [8]

FiGure 2.4 — Attracteur de Hénon
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b. Systeme de Hénon-Heiles ou Hénon modifié

Il est donné par les équations suivantes :

- 2
Xp1 = @ = Y — bz
yk+1 = xk . (2.2)
Zk+1 = Yk

Pour avoir un comportement chaotique, les parametres du systeme sont donnés

comme suit: a = 1.76 et b = 0.1 et les conditions initiales du systeme :
Xo = 01, Yo = 0.1,20 =0.1 [8]

FiGcure 2.5 — Attracteur de Hénon-Heiles
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Chapitre 3

Application de Systeme dynamique

discret

Les systemes chaotiques discrets sont plus importants que les systémes continus,
dans lesquels de nombreux modéles mathématiques sont définis pour les phénomenes
biologiques, les réactions chimiques, les processus physiques, et les systémes écono-
miques... Dans ce chapitre, nous présenterons et étudierons deux systemes chaotiques
discrets de dimension un (I'application logistique) et de dimension deux (L" application

de Lozi).

3.1 systeme dynamique discret de dimension 1 (I’appli-
cation logistique)

L’ équation logistique a été proposée par le biologiste May en 1979 pour représenter
de maniere trés simplifiée 1"évolution annuelle d"une population d’insectes .
L’application logistique ou quadratique est une suit simple, mais dont la récurrence
est non linéaire. est une application définie de [0,1] dans lui-méme, sa relation de

récurrence est donnée par : [27]
Xer1 = f(xx) = axe(1 — x).

telque:a €[0,4];xx € [0,1] ok =0,1,2... qui dénote le temps discret .
et x; représente le pourcentage de population par rapport a une certaine valeurs maxi-
male de référence .

Le graphe de f pour a=3.8 est donné comme suivant :
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3B

o o

il =]
X1

03 04 (5 0s o7 Flagg 09 1
n

Ficure 3.1 — Le graphe de fonction logistique pour a = 3.8

Notre étude se limite a trouver des points fixes et des points périodiques et a

déterminer la stabilité et tracer un diagramme de bifurcation .

3.1.1 Les points fixes
Pour trouver des points fixes (les points de période un), il faut résoudre 1'équation

suivante :

f)=ax(l-x)=x = (@-x-ax*=0 = x((a—1)—ax) =0

3.1.2 stabilité des points fixes

pour étudier la stabilité de point fixe, on utilise les données de la proposition (1.3.1)
et le théoreme (1.3.2) :

la dérivé de la fonction f(x) est :
f'(x)=a(1-2x) 0<a<4

-pourx*=0ona:

e |f’(0)] = |a| donc :
osi(0<a<1alorsx] = 0 est attractif (stable ).
o sia > 1alors x] = 0 est répulsif (instable).

osia=1ona:
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f"(x) =-2a = f"(0) = —2a

et comme a=1 donc f”(0) = -2 < 0 en déduit que x] = 0 est un point fixe
semi-stable a droit .
-pourx'=%lona:
o |f' (1) =12 —al donc:
x5 est attractif pour :

If()l <1
= P-a<1
— -1<2-a<1
= 1<a<3

osil<a<3alorsx; =~ est attractif .
osia<1oua>3alorsx; = 1 est répulsif .

osia=1oua=3; f”(=1) < 0 donc x; = =1 est un point fixe semi-stable a droit .

a=38282,x =01

O =
-

Ficure 3.2 — Représentation graphique des itérations de la fonction logistique pour
a=23.8282etxy=0.1

3.1.3 Les points périodique

Les points 2 - périodiques de I"équation logistique sont les solutions du systéme :

fAx) =x,
f(x) # x.
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fA) =x= f(f(x)) = x
= a(ax(1 — x))(1 —ax(1 —x)) = x

= 2*x(1 —x)(1 —ax(1 - x)) = x

Les points que nous recherchons sont donc racines d"un polynoéme de degré 4 :
Pxt =288 +A*(1 +a)x* - @ - Dx =0

o Nous connaissons déja deux de ses racines : ce sont les deux points fixe.

ona:
Pxt =208 +*1+a) - (@ - 1x=0 = (x> - @a-Dx)@** - (@ +a)x+a+1)=0

les solutions de 1’équation :
ax* —(a—1x =0

e L_a-1
sont les deux point fixe x; = 0 et x; = ——, que nous annulons .
a

Donc les point périodique que nous cherchons sont solutions réelles de 1’'équation :

A — (@ +a)x+a+1=0

A = ad*(@* - 2a - 3)

e A > (0 poura > 3 alors il y a deux points périodique distincts.

e A <0 poura < 3 alorsiln’y a pas des point périodique .

e A =0 poura = 3 alors il y a un seul point périodique qui coincide avec 1'un des point
fixes.

- Nous savons que quand 3 < a < 4 ce systeme a deux solution :

_a+1+ Va?-2a-3 of 1 _a+1-Va2-2a-3
= 4
a

2 - 24

X3

Qui sont les points Périodique de période 2.

3.1.4 stabilité des points Périodique

Pour étudier la stabilité des pionts périodique précédent de I'équation logistique on
Appliquons le théoreme (1.3.4) .

La dérivé de la fonction f(x) est: f'(x) =a —2ax = a(1 — 2x)
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CHAPITRE 3. APPLICATION DE SYSTEME DYNAMIQUE DISCRET

fl(x3) = a — 2a(HVE=20-3) = (1 + Va2 — 2a - 3)
f(x;) = a—2a(tH=VE=23)y = (1 — Va2 — 22 - 3)

S=f'(x3) f'(x) =1+ Va? —2a - 3)(1 - Va> - 2a - 3)
=—a*+2a+4
I’orbite est stable si :
If"(x3) fx)l <1
= |—a®+2a+4|<1

— -1l<-a*>+2a+4<1

Si3 <a <1+ V6lecycle est stable et attractif .
e Sia > 1+ V6lecycle n’est plus stable est un cycle d’ordre 4 apparait puis le systeme

devient chaotique . [27]

3.1.5 diagramme de bifurcation

un diagramme de bifurcation indique les valeurs visités ou approchés asymptoti-
quement (points fixes, orbites périodiques ou attracteurs chaotiques) d’un systéme en

fonction d"un parametre de bifurcation .

1
0.8

06

=

0.4 poink fixe atiractif cycle de
période 2

période 4 E 4
0 periode 8 -
2 3 4
a

Ficure 3.3 — Diagramme de bifurcation de la fonction logistique sur l'intervalle 2 < a <
4.

-Pour 2 < a < by la suite a un comportement simple étant donné la présence d'un
seul point fixe x}, et les chemins itératifs sont attirés vers ce point .

- Pour by < a < b, le point fixe x; perde sa stabilité et est formé un cycle stable de
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période 2 .

- Pour b, < a < b3 le cycle de période 2 devient instable et un cycle stable de période 4
est créée .

-Pour b3 < a < by le cycle de période 4 perde sa stabilité et est formé un cycle stable de
période 8 .

-le long de l'intervalle by < a < 4 l'application est chaotique .

o tel que : by, by, b3, by sont les points de bifurcation .

3.1.6 Exposant de lyapunov

pour déterminer si la fonction logistique chaotique ou non, nous utilisons 1’exposant
de Lyapunov .
Nous choisisons quelque valeur de a et calculés les exposants de Lyapunov de la
fonction logistique avec une valeur initial xo = 0.1
par exemple, 'exposant de Lyapunov au point fixe est donnée par : A = In|f’(x")|
on a : f'(x)= a-2ax
donc: /(L) =la —2a(=L) = —a +2
poura=21,A =In|f (1) =In0.1 = —2.3024
poura=4,A=In|f(=1) =In2 =~ 0.69314 .
donc l'attracteur dans ce cas est chaotique .

voir le tableau suivant pour autre cas : [18]

a 0.5 1 2.1 3 3.5 3.8282 4

Exposants de Lyapunov | -0.6932 | -0.0003 | -2.3024 | -0.0002 | -0.8719 | 0.26315 | 0.69316

TasLE 3.1 — les exposants de Liapunov de la fonction logistique pour des valeurs de a

peint e shiralon ! peinlde bHiacbn |

FiGure 3.4 — Variation d’exposants de Liapunov de la fonction Logistique.
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CHAPITRE 3. APPLICATION DE SYSTEME DYNAMIQUE DISCRET

3.1.7 L’attracteur

L” attracteur chaotique de I'application logistique pour la valeur numérique a=4 est

comme suivant :

Ficure 3.5 — Attracteur chaotique de la fonction logistique pour a = 4

3.2 systeme dynamique discret de dimension 2(Le Sys-

teme de Lozi)

En 1978, René Lozi a introduit un systéme bidimentionnel ayant des équation et des
attracteurs semblent pareils a ceux du systéme célébre précité de Hénon .
Dans le but de simplifier I'application de Hénon, René Lozi propose l'application

L : R? - IR? qui est présenté par les équation suivant : [18,27]

Xier1 = Y + 1 —alxy] G3.1)

Vi1 = bxy

avec a et b étant deux parametres réels, et k le nombre d’itérations.

e La seule différence entre ces deux systéme est que le terme non-linéaire x> du systéme
de Hénon est remplacer par [x| dans le systeme de Lozi qui fait de ce systéme une
application non différentielle .

e Cette modification de I'application de Hénon est linéaire pour x > 0, x < 0.

e Sia = 0, L'application de Lozi est une application linéaire, donc on pose toujours

a+0.
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CHAPITRE 3. APPLICATION DE SYSTEME DYNAMIQUE DISCRET

3.2.1 Les points fixes

Pour déterminer les points fixes on pose :

Xk+1 = Xk
Yi+1 = Yk
si x >0, on obtient :
y+l-ax=x (*)
bx =y (++)

on Remplace I'équation (++) dans 1’équation (*) :

1
bx+1—-ax=x = (1+a-bx=1 :x:msib<1+a.

puis Remplacer x dans (++) on trouve :

b

y=m51b<1+a.

si x <0, on obtient :

y+1—-a(-x)=x (*)
bx=1y (%)
On remplace 'équation (++) dans I’équation (*) :
bx+14+ax=x = (1-a-bx=1 =>x:;sib>1—a.
(1-a-0)

puis Remplacer x dans (++) on trouve :

b )
y_—(l_a_b)szb>1—a.

o Nous concluons donc que :

Pour x > 0,il y aune seul point d’équilibre P;(x,y) = (1 " 1 3 11 Z — b) sib<1+a
Pourx < 0,ilyauneautre pointd’équilibre P,(x, y) = (1 _i 1 _Z — b) sib>1-a
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CHAPITRE 3. APPLICATION DE SYSTEME DYNAMIQUE DISCRET

3.2.2 La stabilité

On peut facilement déterminer la stabilité local des ces points par 'évaluation des

valeurs propres de la matrice Jacobienne : [18]

dx dy

oh ok
0 0
](x/ ]/) = i 3;2

—asign(x) 1
X, Y) =
J(x, y) [ ) 0]
et det(] — ol,) est donnée par :
—gsi _ 1
det(] — o) = asign(x) — o
b -0

Donc le polyndme caractéristique est donné par :

p(0) = (-0)(-asign(x) — o) = b

1
e La stabilité au point P;(x, y) = (1 ta-b 1+ Z _ b)

La matrice jacobienne au point P;(pourx > 0) est :

L= (32)
X, Y) = .
p\ X,y b0
donc
—a—-o0 1
det(Jp — olp) =
‘ b -0

Son polynome caractéristique est donnée par :
o’ +ac—b

A=a>+4b
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2
Sib> —% alors A > 0, donc la matrice (3.2) a deux valeurs propres réelles :

" _ —a+ Va*+4b
e 2

—a— Va?+4b
Op = 2

2
Sib<—— alors A < 0, donc la matrice (3.2) a deux valeurs propres complexes :

4
o _—_a+i——a2—4b
17 2
G_—_a_i —a2 —4b
) 2

La stabilité du point fixe P; est résumée dans la proposition suivant : [18]

Proposition 3.2.1. .
1) casa>0:
0pourb+%—1 >0ona:
-Sib>1—aetb<1+alesvaleurs propres |01| < 1 et |o2| > 1, alors le point fixe

p1 est un point selle (ou col).

-Sib<1—aetb<1+alesvaleurs propres |01],|02| > 1, alors le point fixe p; est un
noeud instazble.

0pourb+%—1<00na:

-Sib<1—aetb<1+alesvaleurs propres |o1| < 1 et |oa| > 1, alors le point fixe P,

est un noeud stable.

-Sib>1—aetb <1+ alesvaleurs propres |01, |02| < 1, alors le point fixe Py est un

col.

2)casa<001ga:
-Sib+ % —1>0eth<1-a,b<1+alesvaleurs propres |01],|02| > 1, alors le point
fixe Py est un noeud instable.
-Sib+ % —1<0etb<1-a,b<1+alesvaleurs propres |o1l,|02| < 1, alors le point

fixe Py est un noeud stable.

e Les valeurs propres complexe sont de module inférieur a 1 si b > —1, alors le point fixe
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Py est un foyer stable.
e Les valeurs propres complexe sont de module supérieur a 1si b < =1, alors le point fixe Py est

un foyer instable.

La figure suivante illustre la stabilisation de point Py :

Ficure 3.6 — Stabilisation de point Py

1
La stabilité au point P>(x, y) = (1 b 1= Z _ b)

La matrice Jacobienne au point P, est :

Ny =] " (33)
X, 1Y) = )
NEIE L o

donc
a—-o0 1

—0

det(Jy — olp) = ‘

Son polynome caractéristique est le suivant :
0> —ac—b

A=a>+4b

2

—a
Dans la région ou P, existe ou b > e donc A > 0, alors la matrice (3.3) a deux valeurs

propres réelles :

a+ Va2 +4b

01 = 5
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a— Va?+4b

Oy = >

La stabilité du point fixe P, est résumée dans la proposition suivant :

Proposition 3.2.2. . [18]
I)casa>0etb>1—aona:
- Sib <1+ ales valeurs propres |o1|,|02| > 1, alors le point fixe p, est un noeud instable.
- Sib > 1+ ales valeurs propres |o1| > 1,|02| < 1, alors le point fixe p, est un point selle
ou col.
2)casa<Q0etb>1-aona:

- Sib > 1+ales valeurs propres |01| < 1,|02| > 1, alors le point fixe p, est un point selle .

e La figure suivante illustre la stabilisation de point P, :

[
!
\
- \

4 - |
|

!

- T
B e e A ]

2

4

&
& 4 2 ] 2 4 G
a

Ficure 3.7 — Stabilisation de point P,

3.2.3 Exposants de Lyapunov

-Pour le point d’équiliber x* les exposants de lyapunov est donnée comme suivant :
Ai=Inlo(x))),i=1,2,...,n

comme les valeurs propre de la matrice jacobiene (au point d’équilibre) :

5 _—a+ az +4b
e 2

—a— Va?2 +4b
Oy = 2

donc Pour a = 1.7 et b = 0.5, 'application de Lozi a deux exposants de Lyapunov : [18]
A1 = 0.69314 qui est positif, A, = —1.204. On vérifie bien cependant que la somme de
ces exposants est strictement négative, donc 'attracteur est chaotique .

La figure suivant représente la variation des exposants de Lyapunov en fonction du

temps pour I'application de Lozi.
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FiGure 3.8 — la variation des exposants de Lyapunov pour l'application de Lozi

3.2.4 Diagrammes de bifurcation

on sait que :
e Les exposants de Lyapunov d"une orbite périodique attractive sont négatifs.
e si au moins un des 'exposants de Lyapunov d"un point périodique est égale a zéro
alors il est bifurquer.
e si au moins 1'un des exposants de Lyapunov est positif, le systeme devient chaotique.
Pour b = 0.1 et 0.8 < a < 1.8 nous pouvons voir les différentes bifurcations du systeme

de Lozi comme le montre la figure suivant :

r-

S U NNy ——

o
o
o
o
-
-
-
-
J
-
i)
-
I
-
mn
-
m
-
]
-
]

Ficure 3.9 — Diagramme de bifurcation de la carte de Lozi pour b = 0.1.

0 5i 0.8 < a < 0.9 les iterations convergent vers un point fixe.
o La premiere bifurcation est au point a = 0.9 d"un point fixe a un cycle de période 2 .
0 5i0.9 <a < 1.1 les iteration convergent vers un cycle stable de période 2.
o La deuxiéme bifurcation se produit au point a = 1.1 d’un cycle stable de période 2
vers un cycle stable de période 4 .

o Si 1.1 < a < 1.8 on ne distingue plus les cycles : le systéme est chaotique.
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3.2.5 Attracteur de Lozi

Dimension de I'attracteur de Lozi
Pour a=1.7etb = 0.5, I'application de Lozi a deux exposants de Lyapunov :

A1 =0.69314, A, = —1.204. alors la dimension de Lyapunov est égale a :

D . {:1 Aj
=j+
LE I Al
Alors :
0.69314
D, =1+ —2222% _ 15757
I T

o Pour déterminer la structure de l'attracteur de Lozi, on peut faire un agrandissement
d’un région de I’attracteur et on observe que la structure se répete. Pour les parametres
a=1.7etb = 0.5 la suite de points itérés par 1’application de Lozi converge vers un
attracteur étrange représenté par : [18]

e pour a = 1.55 montre un attracteur la structure en zigzag dans 'espace des phases a

la suite de la destruction de I'attracteur régulier.

Attmactews de Lozi
15

05;

A5

Ficure 3.10 — Attracteur de Lozi pour a = 1.55

54



CHAPITRE 3. APPLICATION DE SYSTEME DYNAMIQUE DISCRET

e pour a = 1.7 l'attracteur étrange est apparente. Cette structure en forme de V.

Adtcactean de | o

15

0s5-

1 L . " i
%5 1 LY L ] 05 1 145

=

FiGure 3.11 — Attracteur de Lozi poura = 1.7
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Conclusion Générale

Le but de ce mémoire est d’étudier la bifurcation et chaos des systemes dynamiques
discret. En particulier, la fonction 1’ogistique et le systeme de Lozi, Nous avons présenté
tous les points essentiels concernant ces systemes, tel que les définitions et leur caracté-
ristiques et au final nous avons conclu que malgré la complexité de ces systémes, leur
étude et leur réalisation n’est pas impossible.

Nous avons divisé notre travail en trois chapitre :

Dans le premier chapitre nous avons présenté des définitions et notions générales
de systeme dynamique comme : les systemes dynamiques a temps continu et a temps
discret, les systéme autonome et non autonome, le flot, les trajectoire... Puis nous
avons approfondi les systemes dynamiques et étudié les systemes dynamiques discrets
linéaires et non linéaires, les points fixes, points périodiques et leur stabilité, et la
bifurcation .

Dans le deuxiéme chapitre nous avons donné quelque définitions et les caracté-
ristiques les plus importantes d'un systeme chaotique, et aussi quelque exemple sur
elle.

dans le dernieére chapitre du travail, nous avons étudier le chaos dans un systeme
dynamique discret, de premier ordre et la deuxiéme ordre, autonome, a variables réelles
et est la fonction 1'ogistique et le systeme de Lozi, nous avons étudier la stabilité de leur
points fixes, les bifurcations, et finalement discute la route vers le chaos de ces systeme,

avec quelque attracteurs chaotiques.
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