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Introduction

Les mathématiques nanciéres sont devenues de nos jours un outil incontour-

nable dans un monde où largent prend une place prépondérante dans les affaires.

Tout commence en 1827 avec le botaniste Robert Brown qui décrit le mouvement

continu inhabituel et chaotique de très petites particules immergées dans un li-

quide. Plus tard en 1900, dans sa thèse intitulée Théorie de la spéculation, Louis

Bachelier introduit lutilisation en nance du mouvement brownien. Plusieurs pro-

grès suivront dont les plus notables sont ceux de Norbert Wiener qui donne un

formalisme mathématique au mouvement brownien et ceux de Kiyosi Itô dans la

théorie des processus stochastiques.

Tous ces résultats seront utilisés par Black et Scholes qui publieront en 1973 une

analyse sur les options européennes The Pricing of Options and Corporate liabi-

lites.

C’est la naissance du modèle de Black Scholes qui favorisera lessor de lingénierie

nancière.

Les équations différentielles stochastiques sont de plus en plus utilisées dans dif-

férents domaines tels que les nances, an par exemple de modéliser lévolution de

cours de bourses (exemple du mouvement brownien géométrique dans le modéle

de Black-Scholes), la dynamique des populations, an de modéliser la localisation

ou la taille de la population d’une espéce donnée, la physique (mécaniquedes uides,

géophysique,. . . ), Notre intérêt se portera plus précisément sur la simulation nu-
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mérique de processus aléa- toires et celle du mouvement Brownien géométrique

dans le modéle de Black-Scholes à temps continu, devenu la référence en termes

de modèle dévaluation des produits dérivés. Il a eu un impact majeur sur les mé-

thodes utilisées. Ce mémoire sera organisé comme suit :

Le premier chapitre Commencera avec la définition d’un espace probabilisé (ω,F , P ),

des probabilités conditionnelles, des variables aléatoires et de leurs lois, de la no-

tion d’indépendance.

On étudie des phénomènes qui dépendent du temps, on s’intéressera donc aux

suites de variables aléatoires et on montrera les deux théorèmes limites fondamen-

taux :

- la loi forte des grands nombres.

- le théorème limite central.

Dans le deuxième chapitre sera consacré aux rappels de base concernant les proces-

sus stochastiques. On donnera les principales propriétés du mouvement brownien,

Après avoir présenter quelques résultats importants relatifs à l’intégrale stochas-

tique, on verra comment il peut être mise en ûvre pour la résolution des équations

différentielles stochastiques. Dans le dernier chapitre, on présentera les équations

différentielles stochastiques. On commence par en donner une motivations en tant

que généralisation des équations différentielles ordinaires dans un contexte d’incer-

titude présentée par un bruit aléatoire. On citera ensuite le théorème d’existence

et d’unicité de la solution d’une EDS. On étudiera ensuite les propriétés de la solu-

tion d’une EDS. On introduit les solutions d’EDS appelées diffusion ainsi que des

outils importants pour leur étude. Ensuite on définira c’est quoi une solution faible

d’une EDS. On terminera ce chapitre par une section qui étudiera les connexions

entre les EDS et les EDP et un plus un exemple



Chapitre 1
Espaces probabilisés

Pour définir un espace probabilisé, on a besoin d’un espace Ω appelé univers

qui représente lors de la modélisation d’une expérience, l’ensemble des résultats

possibles de l’expérience.

1.0.1 Tribus

On définit ensuite la tribu des événements F que représente “ce que l’observa-

teur peut voir” les éléments de F sont donc des parties de Ω si l’observateur peut

voir si A est réalisé, il peut voir si Ac l’est. De même si A et B appartiennent à F ,
A ∪ B ∈ F ( A ou B réalisés ), (A ∩ B) ( A et B réalisés). Plus généralement, si

(An)n≥0 est une suite d’éléments de F alors
⋃+∞
n=0An appartient à F .

Définition 1.0.1.

Un partie F de P (Ω) est une tribu ou σ - algébre si :

1. Ω ∈ F .

2. Pour tout A ∈ F , Ac ∈ F .

3. Pour tout suite (An)n≥0 d’éléments de F ,
⋃+∞
n=0An appartient à F .

Propriétés 1.0.1.

Une intersection quelconque de tribus est une tribu. On peut donc parler de tribu

9



Espaces probabilisés

engendrée par partie C de P (Ω). C’est la plus petite tribu contenant C, c’est aussi
l’intersection de toutes les contenant C. On la note σ(C).

Tribu produit

Soit (Ωi,Fi, Pi)1≤i≤n une famille finie d’espace probabilisés. On définit sur l’es-

pace produit Ω = Ω1× ...×Ωn une tribu F = F1⊗ ...⊗Fn , appelée tribu produit

c’est par définition la tribu engendrée par lés pavés mesurables A1 × ... × An où

Ai ∈ Fi.

1.0.2 Probabilité

Pour quantifier le hasard, on associe à chaque élément A de F une nombre réel

compris entre 0 et 1, sa probabilité, notée P (A).

Définition 1.0.2.

Une application P de F dans [0, 1] est une probabilité sur (Ω,F) si elle vérifie.

1) P (Ω).

2) Pour toute suite (An)n≥0 d’éléments 2 à 2 disjoints de F ,

P (
+∞⋃
n=1

An) =
+∞∑
n=0

P (An).

Le triple (Ω,F , P ) est appelé espace probabilisé ou espace de probabilité .

Propriétés 1.0.2.

1) P (∅) = 0.

2) Pour tout événement A :

P (Ac) = 1− P (A)

.
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Espaces probabilisés

3) Croissance : si A ⊂ B sont deux événements, alors P (A) ≤ P (B).

4) Sous-additivité : pour tout famille (A1), ..., (An) d’événements :

P (
n⋃
i=1

Ai) ≤
n∑
i=1

P (Ai).

5) Pour tout suite croissante (An)n≥0 d’événements P (
⋃+∞
n=0(An)) est la li-

mite de la suit croissante (P (An))n≥0.

6) Pour tout suite décroissante (An)n≥0 d’événements P (
⋂+∞
n=0(An)) est la

limite de la suite décroissante (P (An))n≥0.

1.1 Espaces probabilisés finis

On suppose Ω fini et F=P (Ω). Si Ω = ({ω1, ..., ωn}), on note pi = P{(ωi)}.
On a alors :  pi ≥ 0 pour tout i = 1, ..., n.

p1+, ...,+pn = 1.
(1.1)

Réciproquement, pour tout n-uplet (p1, ..., pn) de réel vérifiant (1.1) il existe

une unique probabilité P sur (Ω,F) vérifiant P ({ωi}) = pi. Cette probabilité est

donnée par :

P (A) =
∑

ipwi∈A pi pour tout A ⊂ Ω

Cette propriété se généralise immédiatement au cas où Ω est infini dénombrable.

1.2 Construction d’espaces probabilisés généraux

Les problèmes précédents ne faisaient intervenir que des espaces probabilisés

finis, dont la construction ne posait pas de problème théorique. Ces espaces ne

permettent malheureusement pas d’étudier des phénomène faisant intervenir des

suites infinies d’événements. Il faut alors recourir à des théorèmes plus profonds de
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Espaces probabilisés

la théorie de la mesure pour construire le modèle probabiliste. Cette théorèmes sont

de deux type : théorèmes d’unicité, qui assurent en particulier que de probabilités

qui coincident sur une certaine classe d’événements simples coincident sur toute la

tribu des événements théorèmes d’existence, qui permettent de prolonger une pro-

babilité définie sur une certaine classe d’événements en une probabilité définie sur

toute la tribu des événements. Il existe plusieurs variantes des théorèmes d’unicité.

Ceux-ci sont connus sous le terme générique de théorème des classes monotones.

Nous en citerons essentiellement un,que nous utiliserons à plusieurs reprises.

Théorème 1.2.1.

Soit C une partie de P (Ω) stable par intersection finie et A une famille de partie

de Ω contenant C et vérifiant les trois propriétés :

1. Ω ∈ A .

2. Pour toute suite croissante (An) d’éléments de A,
⋃+∞
n=0 An appartient à A.

3. Pour toute couple (A,B) d’éléments de A vérifiant A ⊂ B, B r A appartient à

A.
Alors A contient la tribu σ(C) engendrée par C.

Théorème d’extension de Carathéodory

Soit A une algèbre de parties de Ω et P une probabilité sur A. Alors P s’étend

de manière unique en une probabilité sur la tribu σ(A) engendrée par A.

1.3 Probabilité conditionnelles

La notion de probabilité conditionnelle apparait lorsqu’on connait un résultat

partiel de l’expérience.

Exemple 1.3.1.

Supposons qu’une usine construise des objets de deux types A et B, et que ces

12



Espaces probabilisés

objets peuvent ou non être de bonne qualité, propriété notée Q. On estime expéri-

mentalement la probabilité P (C) qu’un objet produit possède une propriété C par

la fréquence

(fC) =
NC

N

d’objets possédant cette propriété parmi tous ceux produits, où NC est le nombre

de tels objets et N le nombre total d’objets produits.

Si on se restreint à la sous-population des objets de type A, la probabilité qu’un

objet tiré au hasard dans cette sous-population soit de bonne qualité est estimé par :

fQ\A =
NA∩Q

NA

=

NA∩Q
N
NA

N

=
fA∩Q
fA

Ceci amène à définir la probabilité conditionnelle P (Q\A) de Q sachant A comme

le quotient P (Q∩A)
P (A)

.

Définition 1.3.1.

Soit (Ω,F , P ) un espace probabilisé et A ∈ F tel que

P (A) > 0.

Pour tout B ∈ F on définit :

P (B\A) =
P (B ∩ A)

P (A)
.

Ce nombre est appelé probabilité conditionnelle de B sachant A

La proposition suivant justifie cette terminologie .

Proposition 1.3.1.

Soit A ∈ F tel que P (A) > 0. L’application de F dans [0, 1] donnée par

B 7→ P (B\A)

est une probabilité sur (Ω,F).

13



Espaces probabilisés

1.4 Indépendance de tribus et d’événements

Supposons que l’on ait deux événements A et B tels que la réalisation de A

n’induise rien sur la réalisation de B, On a alors P (B\A) = P (B) ou P (B∩A) =

P (A)P (B).

Définition 1.4.1.

Deux événements A et B d’un même espace probabilisé (Ω,F , P ) sont dits indé-

pendants si :

P (B ∩ A) = P (A)P (B).

Proposition 1.4.1.

Soient A et B de événements et A et B les tribus engendrées par ces événements,

i.e : A = {∅, A,Ac,Ω} et B = {∅, B,Bc,Ω}. A et B sont indépendants si et

seulement si pour tout C ∈ A et tout D ∈ B, on a :

P (C ∩D) = P (C)P (D).

Définition 1.4.2.

Une famille (Bi)i∈I de parties F est dite indépendante si pour tout partie finie J

de I et tout famille (Bi)i∈J d’événements telle que Bi ∈ B pour tout i, on a

P (
⋂
i∈J

Bi) =
∏
i∈J

P (Bi).

Remarque 1.4.1.

Une famille finie (Bi)1≤i≤n de sous-tribus de F est indépendant si et seulement si

pour tout famille (Bi)1≤i≤n avec Bi ∈ Bi pour tout i, on a :

P (
⋂

1≤i≤n

Bi) =
∏

1≤i≤n

P (Bi).

Définition 1.4.3.

Les événements (Ai)i∈I sont indépendants si les tribus (σ(Ai))i∈I engendrées par

ces événements le sont

14



Espaces probabilisés

Propriétés 1.4.1.

Les événements (Ai)i∈I sont indépendants si et seulement si pour tout partie finie

J de I on a

P (
⋂
i∈J

Ai) =
∏
i∈J

P (Ai).

Propriétés 1.4.2.

Soit (Ω,F , P ) un espace probabilisé et C et C ′ deux parties de F stables par inter-

section finie. On suppose C et C ′ indépendantes. Les tribus σ(C) et σ(C ′) engendrées
par ces parties sont alors indépendantes.

1.5 Convergences probabilistes

Les variables aléatoires Xn sont des applications de Ω vers R, et pour des appli-

cations, le mode de convergence le plus naturel est celui de la convergence pour

chaque ω ∈ Ω de la suite de réels Xn(ω) vers le réel X(ω).

∀ω ∈ Ω, Xn(ω)→ X(ω), n→ +∞.

Il s’agit de la convergence simple d’une suite d’applications vue en analyse. Mal-

heureusement, en probabilité, ce type de convergence est trop restrictif, on ne peut

raisonnablement demander à tous les Xn(ω) de converger (i.e. pour tous les ω ∈ Ω

). Par contre, il est plus raisonnable de demander que l’ensemble des ω pour les-

quels ça n’arrive pas soit de probabilité nulle (ou au moins petite). Ceci nous amène

aux notions de convergences presque sûre et en probabilité.

Définition 1.5.1.

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires et X une variables aléatoires défi-

nies sur le même espace de probabilité (Ω,F , P ). On dit que Xn converge presque

sûrement (p.s.) vers X si l’ensemble des ω tels que Xn(ω) converge vers X(ω) a

pour probabilité 1, c’est à dire :

15



Espaces probabilisés

P (ω ∈ Ω\Xn(ω))→ X(ω) = 1.

On la note Xn
p.s→ X.

Rappelons qu’un évènement de probabilité 1 n’est pas nécessairement égale à tout

l’espace Ω.

Il peut même y avoir une infinité d’éléments dans son complémentaire. Seulement,

ce complémentaire est (du point de vue de la probabilité P ) négligeable.

Dans la convergence presque sûre, si on se ξ > 0, le rang n0 à partir duquel Xn(ω)

est à moins de ξ de X(ω) dépend à la fois de ξ et de ω : n0 = n0(ξ, ω).

Généralement, on ne sait pas comment n0(ξ, ω) dépend de ω. De ce fait la conver-

gence presque sûre est essentiellement une convergence théorique.

Par exemple, si on suppose que Xn est une v.a. dont la réalisation dépend de n

épreuves répétées, savoir que Xn converge presque sûrement vers X ne permet

pas de prédire un nombre (non aléatoire, c’est à dire qui ne dépend pas de ω) n

d’épreuves à partir duquel | Xn(ω)−X(ω) |≤ ξ si ce n’est pour presque tous les ω,

même pour 99% ou 95% d’entre eux.

Or cette question a une grande importance pratique pour le statisticien. C’est l’une

des raisons de l’introduction de la convergence en probabilité qui permet de répondre

à cette question lorsque l’on connaît la vitesse de convergence selon ce mode.

Définition 1.5.2. (Convergence en probabilité)

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires et X une v.a. définies sur le même

espace de probabilité (Ω,F , P ).

On dit que Xn converge en probabilité vers X si :

∀ξ > 0, lim
n→+∞

P (| Xn −X |≥ ξ) = 0.

On la note Xn
P→ X.

Remarque 1.5.1.

Il faut bien comprendre que quand Xn converge en probabilité vers X, il est toujours

16



Espaces probabilisés

possible que pour certain ω ∈ Ω, Xn(ω) s’écarte de X(ω) même quand n est grand.

Mais, c’est de moins en moins probable, c’est à dire que cela arrive pour peu de

ω ∈ Ω : la probabilité que Xn soit distant de plus de ξ > 0 de X est de plus en

plus faible.

Proposition 1.5.1.

La convergence presque sûre entraîne la convergence en probabilité.

Propriétés 1.5.1.

Soit Xn convergeant presque surement vers X. L’évènement

Ω
′
=

{
ω ∈ Ω, lim

n→+∞
Xn(ω) = X(ω)

}
est de probabilité 1. Fixons ξ > 0, et définissons

Ω
′

ξ = {ω ∈ Ω, ∃m0 = m0(ω), ∀n ≥ m0, | Xn(ω)−X(ω) |< ξ} .

Il est clair que Ω
′ ⊂ Ω

′

ξ et donc P (Ω
′

ξ) = 1.

Par traduction des opérateurs logiques ∀ et ∃ en opérateur ensemblistes ∩, ∪,
on exprime facilement :

Ω
′

ξ =
⋃
m0∈N

⋂
n≥m0

{ω ∈ Ω, | Xn(ω)−X(ω) |< ξ} .

Posons

Ak = {ω ∈ Ω, ∀n ≥ k | Xn(ω)−X(ω) |< ξ} =
⋂
n≥k

{ω ∈ Ω, | Xn(ω)−X(ω) |< ξ} .

Il est clair que la suite d’ensembles (Ak)k∈ est croissante (Ak ⊂ Ak+1) pour l’in-

clusion et de réunion Ω
′

ξ . Par continuité monotone de P , on a

lim
k→+∞

P (Ak) = P (
⋃
k

Ak) = P (Ω
′

ξ) = 1.

D’oû ∀η > 0,∃k ≥ k0, tel que pour ∃k ≥ k0, P (Ak) ≥ 1 − η. En particulier, la

traduction de P (Ak) ≥ 1− η donne :

∀n ≥ k0, P (| Xn −X |< ξ) > 1− η.

17



Espaces probabilisés

Ce qui justifie la convergence en probabilité de Xn vers X.

Remarque 1.5.2.

La réciproque n’est pas vraie. Cependant, si Xn converge vers X en probabilité, on

peut montrer qu’il existe une sous-suite de Xn qui converge presque sûrement vers

X.

18



Chapitre 2
Introduction au calcul stochastique

2.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est un modéle mathématique qui permet de décrire

le comportement, a tout moment aprés l’instant initial (par exemple t0 = 0), d’un

phénomène aléatoire. Nous précisons cette notion dans la définition suivante.

Définition 2.1.1.

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (Xt)t≥0 indexée

par un paramètre t ≥ 0, définies sur (Ω,F , P ) à valeurs dans un espace mesurable

(E, ξ) appelé espace détat. La vriable Xt donne l’état à l’instant t.

Remarque 2.1.1.

La filtration(Ft) définie par

Ft = σ(Xs, s ≤ t), t ≥ 0

s’appelle la filtration naturelle du processus (Xt)t≥0 et on la note par (FXt ).

L’interprétation de la filtration naturelle (FXt )t≥0 est que FXt contient toutes les

informations sur les variables aléatoires (Xs)s≤t.

Définition 2.1.2.

Un processus stochastique (Xt)t≥0 est dit adapté par rapport à une filtration Ft si
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pour tout t, Xt est Ft mesurable.

Il est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport à sa filtration

naturelle.

Définition 2.1.3.

On dit que le processus (Xt)t≥0 est continu (ou à trajectoires continues) si les

trajectoires t→ Xt(ω) sont continues pour presque tout ω .

Définition 2.1.4.

1) Un processus est dit càdlàg (continu à droite et pourvu de limite à gauche) si ses

trajectoires sont continues à droite et pourvues de limites à gauche pour presque

tout ω.

2) Un processus est dit càglàd (continu à gauche et pourvu de limite à droite) si ses

trajectoires sont continues à gauche et pourvues de limites à droite pour presque

tout ω.

Définition 2.1.5.

Un processus stochastique est prévisible si et seulement si l’application (t, ω) →
Xt(ω) est mesurable par rapport à la tribu des ensembles prévisibles.

1) On dit que deux processus (X)t≥0 et (Yt)t≥0 sont égaux à une modification près

si Xt = Yt p.s. ∀t.
2) Deux processus sont égaux en loi, et on écrit X loi

= Y , si pour tout (t1, t2, ...., tn)

et pour tout n les vecteurs

(Xt1 , Xt2 , ..., Xtn) et (Yt1 , Yt2 , ..., Ytn).

ont même loi.

Définition 2.1.6.

Soit T > 0 Une fonction continue a : [0, T ] → R telle que a(0) = 0 est dite

à variation finie s’il existe une mesure signée (i e. différence de deux mesures

positives finies ) µ telle que a(t) = µ([0, t]) pour tout t ∈ [0, T ] .
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Définition 2.1.7.

Un processus à variation nie (Xt)t≥0 est un processus adapté dont toutes les tra-

jectoires sont à variation finie .

Le processus (Xt)t≥0 est appelé processus croissant si de plus ces trajectoires sont

croissantes.

2.1.1 Espérance conditionnelle par rapport à une tribu.

Définition 2.1.8.

Soit X une variable aléatoire (intégrable) définie sur (Ω,F , P ) et G est sous tribu

de F .

L’espérance conditionnelle E(X\G) de X par rapport à G est l’unique variable

aléatoire telle que :

i) E(X\G) est G -mesurable.

ii) ∫
A

E(X\G)dP =

∫
A

XdP, ∀A ∈ G.

C’est aussi l’unique ( à une égalité presque sûrement près) variable G -mesurable

telle que

E(E(X\G)Y ) = E(XY )

pour toute variable Y , G-mesurable.

Il en résulte que si X est de carré intégrable, E(X\G) est la projection de X sur

l’espace des variables aléatoires G mesurables et de carré intégrable, cest-à-dire

la variable aléatoire G -mesurable qui minimise E[(X − Y )2] parmi les variables

aléatoires G -mesurable.

Propriétés 2.1.1.

1) E(E(X | G)) = E(X) .

2) E(X | G) = X, si Xet G -mesurable.
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3) E(XY | G) = Y E(X | G), si Y et G -mesurable.

4) E(aX + Y | G) = aE(X | G) + E(Y | G), si X et Y sont intégrables.

5) si X ≥ 0, alors E(X | G) ≥ 0.

6) si H est un sous tribu de G, alors E(E(X | G) | H) = E(X | H). .

Proposition 2.1.1. (Inégalité de Jensen )

Soit X une variable aléatoire de L1, soit ϕ : R→ R une fonction convexe.

Alors on a :

ϕ(E(X | G)) ≤ E(ϕ(X) | G)

2.1.2 Les processus Gaussiens

Dans cette partie nous allons rappeler quelques notions et résultats pour une

classe importante de processus stochastiques, les processus gaussiens.

Définition 2.1.9.

Un processus (Xt)t∈i est un processus gaussien si pour tout n ∈ N∗ et pour tout

(t1, ..., tn) ∈ In, le vecteur aléatoire (Xt1 ...Xtn) est un vecteur gaussien.

Nous savons que la loi d’un vecteur aléatoire gaussien est caractérisée par sa

moyenne et sa matrice de covariance. La proposition suivante énonce le réesul-

tat analogue pour un processus gaussien.

Proposition 2.1.2.

La loi d’un processus gaussien (Xt)t∈i est caracterisée par sa fonction moyenne
mx : I → R

t → E(Xt)

et par sa fonction de covariance.
Γx : I × I −→ R

(s, t)→ (Xs, Xt)
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2.1.3 Processus stationnaire

Un processus stochastique (Xt)t≤0 est stationnaire si pour tout entier n et pour

tous réels 0 < t1 < t2 < ... < tn < ∞, et pour tout h les variables aléatoires

(Xt1 , Xt2 , ..., Xtn) et (Xt1+h, Xt2+h, ..., Xtn+h) ont même loi.

2.1.4 Processus de Markov

En probabilité un processus stochastique vérifie la propriété de Markov si et

seule- ment si la distribution conditionnelle de probabilité des états futurs, étant

donné les états passés et l’état présent, ne dépend en fait que de l’état présent et

non pas des états passés (absence de « mémoire » ). Un processus qui possède cette

propriété est appelé processus de Markov. Pour de tels processus, la meilleure pré-

vision qu’on puisse faire du futur, connaissant le passé et le présent, est identique

à la meilleure prévision qu’on puisse faire du futur, connaissant uniquement le pré-

sent, si on connait le présent, la connaissance du passé n’apporte pas d’information

supplémentaire utile pour la prédiction du futur.

2.2 Mouvement Brownien

On se donne un espace (Ω,F ,P) et un processus (Bt)t≥0 défini sur cet espace

à valeurs réelles.

Définition 2.2.1.

Le processus (Bt)t≥0 est un mouvement brownien (standard)si

1) P (B0 = 0) = 1 (le mouvement brownien issu de lorigine).

2) ∀s ≤ t, Bt − Bs est une variable réelle de loi gaussienne centrée, de variance

(t− s) .(stationnarité des accroissements du mouvement brownien).

3) ∀n, ∀ti, 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤, ...,≤ tn les variables Btn −Btn−1,..., Bt−1 −Bt0, Bt0

sont indépendantes, ou bien sous forme équivalente : Soit s ≤ t . La variable

Bt −Bs est indépendante de la tribu σ(Bu, u ≤ s).
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2.2.1 Mouvement brownien multidimensionnel

Définition 2.2.2.

Soit Bt(B
(1)
t , B

(2)
t , ..., B

(n)
t )T un processus n-dimensionnel On dit que B est un mou-

vement brownien n-dimensionnel si les processus (B(i), i ≤ n) sont des mouvements

browniens indépendants.

2.2.2 Temps d’atteinte

Définition 2.2.3.

Si (Xt)t≥0 est le processus défini par Xt = µt+Bt, avec (Bt)t≥0 est un mouvement

brownien standard,

T µa = inf t ≥ 0, Xt = a

est appelé temps datteinte de a.

2.2.3 Mouvement brownien géométrique

Proposition 2.2.1.

Soient (Bt)t≥0 un mouvement brownien réel, µ et σ deux constantes. Le processus

Xt = X0 exp

{(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σBt

}
est appelé mouvement brownien géométrique. Ce processus est aussi appelé proces-

sus “log-normale”. En efet, dans ce cas

logXt =

(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σBt + logX0

suit une loi normale.

Proposition 2.2.2.

Si (Bt)t≥0 un mouvement brownien, alors

i) Le processus B̃ défini par B̃t = −Bt est un mouvement brownien.

ii) Le processus B̂ défini par B̂t = 1
c
Bc2t est un mouvement brownien ( Propriété
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de scaling ).

iii) Le processus B̄ défini par B̄t = tB 1
t
, ∀t > 0, B̄0. est un mouvement brow-

nien.

2.3 Intégrale stochastique

Le but de l’intégrale stochastique est de donner un sens à des équations de la

forme
dX

dt
= f(X, t) + g(X, t)

dWt

dt
.

Par exemple, si f = 0 et g = 1, on devrait retrouver Xt = X0 + Wt, décrivant

le mouvement suramorti d’une particule Brownienne. Le problème est que, comme

nous lavons mentionné, les trajectoires du processus de Wiener ne sont pas diffé-

rentiables, ni même à variations bornées. Comme dans le cas des équations diffé-

rentielles ordinaires, on interprête une solution de l’équation différentielle comme

une solution de l’équation intégrale :

Xt = X0 +

∫
f(x)ds+

∫
g(x)dWs.

C’est à la deuxième intégrale qu’il s’agit de donner un sens mathématique si s→
g(XS) était différentiable, on pourrait le faire à l’aide d’une intégration par parties,

mais ce n’est en général pas le cas. Il a donné une autre défnition de l’intégrale

stochastique, qui s’applique à une classe beaucoup plus vaste d’intégrants (et donne

le même résultat que l’intégration par parties dans le cas différentiable).

2.3.1 Intégrale de Wiener

Dans cette partie, on considère l’espace de Hilbert L2(R+) muni de la norme

||f ||2 =

( ∞∫
0

f 2(s)ds

) 1
2
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Soit f une fonction en escalier, de la forme

f(x) =
i=n∑
i=1

fi−11]ti−1,ti[.

On pose
+∞∫
0

f(s)dBs =
i=n∑
i=1

fi−1(B(ti)−B(ti−1)).

La variable

I(f)
def
=

+∞∫
0

f(s)dBs.

est une variable gaussienne despérance nulle et de variance

+∞∫
0

f(s)2ds.

I(f) est appelé intégrale de Wiener.

Propriétés 2.3.1.

1) Linéarité de l’intégrale de Wiener.

I(f + g) = I(f) + I(g).

2) Si f et g sont des fonctions en escalier, alors on a

E(I(f)I(g)) =

+∞∫
0

f(s)g(s)ds.

Cas général

On montre en analyse que, si f ∈ L2(R+, dt), il existe une suite (fn) de fonc-

tions en escalier qui converge (dans L2(R+, dt)) vers f , c’est-à-dire qui vérifie que

∞∫
0

|fn − f |2(x)dx→ 0.
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Dans ce cas, la suite (fn) est de Cauchy dans L2(R+, dt)

La suite de variables aléatoires

Fn =

+∞∫
0

f(s)dBs.

est aussi une suite de Cauchy dans l’espace de Hilbert L2(Ω) (en effet ||Fn−Fm||2=

||fn − fm||2→ 0 ) , donc convergente. Notons que la limite dépend de f et non de

la suite (fn) .

on pose
+∞∫
0

f(s)dBs
def
= lim

n→∞

+∞∫
0

fn(s)dBs

la limite étant prise dans L2(Ω) .

On dit que
+∞∫
0

f(s)dBs est l’intégrale stochastique (ou intégrale de Wiener) de f

par apport à B.

Théorème 2.3.1.

Si f est une fonction de classe C1, alors

t∫
0

f(s)dBs = f(t)B(t)−
t∫

0

f
′
(s)dBs.

2.3.2 Intégrale stochastique

On se donne un espace (Ω,F , P ) et un mouvement brownien (Bt)t≥0 sur cet

espace, muni de la filtration naturelle du (Bt)t≥0.

On veut généraliser l’intégrale de Wiener et définir

∞∫
0

θsdBs

pour des processus stochastiques θ

.
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Définition 2.3.1.

On dit q’un processus θ est étagé (ou élémentaire) s’il existe une subdivision de

réel

0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn j ∈ N

et une suite de variables aléatoires θj telle que θj est Ftj mesurable et appartenant

à L2(Ω) et que θt = θj pour tout t ∈ [tj, tj+1[ , on a :

θs(ω) =
n−1∑
j=0

θj(ω)1[tj ,tj+1[(s).

On définit alors

∞∫
0

θsdBs =
n−1∑
j=0

θj(Btj+1
−Btj).

On a :

E
( ∞∫

0

θsdBs

)
= 0 et V ar

( ∞∫
0

θsdBs

)
= E

( ∞∫
0

θs
2dBs

)
.

Notons que si t ≥ 0 , alors

t∫
0

θsdBs =
n−1∑
j=0

θj(Btj+1∧t −Btj∧t).

ce qui établit la continuité de l’application

t→
t∫

0

θsdBs.

2.4 Calcul d’Itô

On considère un F mouvement Brownien standard W défini sur lespace de

probabilité filtré (Ω,F , (Ft)t≥0, P ), un horizon de temps [0, T ] où T > 0.
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2.4.1 Processus dItô

Définition 2.4.1.

Un processus (Xt)t≤0 est un processus d’Itô si

Xt = x+

t∫
0

µsdS +

t∫
0

σsdBs.

est un processus adapté tel que
t∫

0

| µs | ds existe (au sens de Lebesgue) p.s. pour

tout t, et σ un processus appartenant à Λ .

Intégrale par rapport à un processus d’Itô

Soit (Xt)t≥0 un processus d’Itô de différentielle

Xt = µtdt+ σtdBt.

On note ( sous réserve de conditions d’intégrabilité )
t∫

0

θsdXs
def
=

t∫
0

θsµsdS +

t∫
0

θsσsdBS.

Formule dItô

X processus d’Itô, avec dXt = btdt + stdWt, et g ∈ C2(R+ × R). Alors,

Yt = g(t,Xt) est un processus d’Itô et

dYt =
∂g(t,Xt)

∂t
dt+

∂g(t,Xt)

∂Xt

dXt +
1

2

∂2g(t,Xt)

∂X2
t

(dXt)
2.

avec

(dXt)
2 = dXt.dXt, dt.dt = 0, dt.dWt = dWt.dt = 0, et dWt.dWt = dt.

On peut encore écrire

dYt =

(
∂g(t,Xt)

∂t
+
∂g(t,Xt)

∂Xt

Wt +
1

2

∂2g(t,Xt)

∂X2
t

σ2
t

)
+
∂g(t,Xt)

∂Xt

σdWt.
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Formule d’intégration par parties

Soit X1 et X2 deux processus d’Itô. dX1 = F1dt+G1dWt.

dX2 = F2dt+G2dWt.

Alors le produit X1, X2 est un processus d’Itô et

d(X1X2) = X2dX1 +X1dX2 + dX1dX2

L’expression dX1 dX2 est le terme correctif d’Itô. L’intégration de la égale du

produit d’Itô donne la formule d’intégration par parties.
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Chapitre 3
Equations différentielles stochastiques

(E.D.S)

3.1 Définition

On rappelle dans cette chapitre quelques résultats sur les équations différen-

tielles stochastiques (EDS) à coefficients aléatoires par rapport à mouvement brow-

nien.

Définition 3.1.1.

Une équation différentielle stochastique sur Rd de coefficient de dérive b et de dif-

fusion σ est donnée sous la forme : dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt ,∀t ∈ [0, T ]

X0 = ξ
(3.1)

où

1) T est un réel strictement positif.

31



Introduction au calcul stochastique

2) b : [0, T ]×Rn → Rn et σ : [0, T ]×Rn → Rn×d sont deux fonctions boréliennes.

3) (Wt)t ≥ 0 un mouvement brownien standard sur Rd défini sur un espace filtré

(Ω,F , (Ft)t≥0, P ).

4) ξ est une variable aléatoire quelconque indépendante du M.B appartient Rn.

Nous allons préciser les notions d’existence et d’unicité des solutions d’une E.D.S.

Définition 3.1.2. (Solution forte d’E.D.S) :

Une solution forte de l’EDS (3.1) est un processus vectoriel X = (X1...Xn) pro-

gressif tel que l’on ait :

t∫
0

| (b(t,Xt)) | ds+

t∫
0

| (σ(t,Xt)) |2 dWs <∞ P − ps ∀0 ≤ t ∈ T.

et que les relations

Xt = X0 +

t∫
0

| (b(u,Xu)) | ds+

t∫
0

| (σ(u,Xu)) | dWu <∞ P − ps ∀0 ≤ t ∈ T.

i.e.

Xt
i = X0

i+

t∫
0

bi(u,Xu)du+
d∑
j=1

t∫
0

σij(u,Xu)dW
j
i <∞ P−ps ∀0 ≤ t ∈ T , 1 ≤ i ≤ n.

soient vraies p.s.

Définition 3.1.3. (Solution faible d’EDS) :

Une solution faible de (3.1) est la donnée d’un triplet (X,W ), (Ω,F , P ) et (Ft)
où :

1) (Ω,F , P ) est un espace de probabilité et (Ft) est une filtration de cet espace.
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2) W est un mouvement brownien de dimension d tel que (Wt) est une martin-

gale relativement a la filtration (Ft).

3) X est un processus adapté a la filtration (Ft).

4) On a :

Xt = X0+

t∫
0

| (b(u,Xu)) | ds+
t∫

0

| (σ(u,Xu)) | dWu ≤ ∞ P−ps ∀0 ≤ t ∈ T.

On dira alors que le couple (Wt, Xt) est une solution faible de (3.1).

Il est clair, par définition, une solution forte est aussi une solution faible.

Définition 3.1.4.

L’équation différentielle stochastique (3.1) est dit bien posée si, pour toute condi-

tion initiale ξ ∈ Rn, elle admet une solution faible qui est unique dans le sens de

la loi de probabilité.

Définition 3.1.5. 1) On dira qu’il y a unicité forte pour l’équation si, pour toutes

solutions Xt et Yt, on a :

P [Xt = Yt∀t ∈ [0, T ]] = 1.

2) On dit qu’il y a unicité faible ( ou en loi ) des solutions de (3.1) si deux so-

lutions faibles ont toujours même loi i.e, pour tout ξ ∈ Rn, étant données deux

solutions (W 1
t, Xt) et (W 2

t;Yt) de (3.1) telles que X i
0 = ξ, i = 1, 2 les processus

(Xt, t ≥ 0) et (Yt, t ≥ 0) ont même loi.

3) On dit qu’il y a unicité trajectoire des solutions de (3.1) si, pour tout ξ ∈ Rn,

étant données deux solutions (Wt, Xt) et (Wt, Yt) de (3.1) telles X i
0 = ξ, i = 1, 2

on a Xt = Yt p.s.
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3.2 Existence et unicité de solutions (E.D.S)

Nous donnons d’abord un résultat d’existence et d’unicité d’une solution forte sous

des conditions un peu restrictives sur les coefficients b et σ.

Théorème 3.2.1.

Supposons que les coefficients b et σ satisfont les deux conditions suivantes : On

suppose qu’il existe une constante K positive telle que pour tout t ≥ 0, X;Y ∈ Rn.

H1) Condition de Lipschitz :

| b(t,X)− b(t, Y ) | + | σ(t,X)− σ(t, Y ) |≤ K | X − Y | .

H2) Condition de croissance linéaire :

| b(t,X) |≤ K(1+ | X |), | σ(t,X) |≤ K(1+ | X |).

Alors EDS (3.1) admet, pour toute condition initiale ξ de carrée intégrable (E(| ξ |2

) < ∞), une solution forte (Xt)t∈[0,T ], presque sûrement continue. Cette solution

est unique, de plus cette solution vérifie :

E
(

sup
0≤t≤T

| Xt
2 |
)
<∞.

Pour démontrer l’unicité, on utilise le lemme de Gronwall :

Lemme : Gronwall

Soit g : [0, T ]→ R une fonction continue telle que, pour

g(t) ≤ a+ b

t∫
0

g(s)ds, a ∈ R, b ≥ 0.
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Alors, pour tout t ∈ R g(t) ≤ a exp bt

Preuve 3.2.1.

On pose

G(t) = a+ b

t∫
0

g(s)ds.

alors g(t) ≤ G(t) :Si g est continue, G est une fonction dérivable et

(e−btG(t))′ = −be−btG(t) + e−btG(t)′ = −be−btG(t) + be−tbg(t) ≤ 0.

donc

e−btg(t) ≤ e−btG(t) ≤ G(0) = a

Si g est seulement mesurable bornée, G est continue et vérifie

G(t) = a+ b

t∫
0

g(s)ds ≤ a+ b

t∫
0

G(s)ds

donc la même conclusion est vraie.

Noter que l’espace vectoriel XT muni de la norme ‖ E(sup0≤t≤T | Xt
2 |) ‖ est

complet, où :

XT = {(Xt, t ∈ [0, T ]) processus continu et adapté à (Ft) tel que E(sup0≤t≤T |
Xt

2 |) < +∞ } �

Preuve de l’unicité

Soit (Wt)t≥0 : Considérons les deux processus (Xt) et (Yt).

Xt = ξ +

t∫
0

b(s,Xs)ds+

t∫
0

σ(s,Xs))dWs
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Yt = ξ +

t∫
0

b(s, Ys)ds+

t∫
0

σ(s, Ys))dWs

On va montrer que Xt = Yt P - p.s Ce qui revient à montrer que :

E

[
sup

0≤t≤T
(Xt − Yt)2

]
= 0 0 ≤ t ≤ T

Alors

| Xt − Yt |2=|
t∫

0

b(s,Xs)ds+

t∫
0

σ(s,Xs)dWs −
t∫

0

b(s, Ys)ds−
t∫

0

σ(s, Ys)dWs |2

= |
t∫

0

(b(s,Xs)− b(s, Ys))ds+

t∫
0

(σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs |2

= 2[|
t∫

0

(b(s,Xs)− b(s, Ys))ds |2 + |
t∫

0

(σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs |2]

Comme (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2 pour 0 ≤ t ≤ r ≤ T

sup
0≤t≤T

| Xt−Yt |2≤ 2 sup
0≤t≤T

[|
t∫

0

(b(s,Xs)−b(s, Ys))ds |2 + |
t∫

0

(σ(s,Xs)−σ(s, Ys))dWs |2]

En utilisant l’inégalité de Doob

. E(sup0≤t≤T | Xt−Yt|
2

) ≤ 2E
[

sup0≤t≤T |
t∫

0

(b(s,Xs)−b(s, Ys))ds|
2]

+E
[
|

t∫
0

(σ(s,Xs)−

σ(s, Ys))dWs|
2]

≤
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2E|
t∫

0

(b(s,Xs)− b(s, Ys))ds|
2]

+ 2× 4E
[
|

t∫
0

(σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs|
2]

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz

E( sup
0≤t≤T

| Xt − Yt|
2

) ≤ 2TE
[
|

T∫
0

(b(s,Xs)− b(s, Ys))ds|
2]

+ 8E
[
|

T∫
0

(σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs|
2]

≤ (8 ∨ 2T )E
[ T∫

0

| (b(s,Xs)− b(s, Ys))|
2

ds+

T∫
0

| (σ(s,Xs)− σ(s, Ys))|
2

dWs

]
.

Comme les fonctions b et σ sont Lipschitzienne en espace (Ω,F , P ), on obtient,

pour tout r ∈ [0, T ]

E( sup
0≤t≤T

| Xt − Yt|
2

) ≤ (8 ∨ 2T )K2E
[ T∫

0

| Xt − Yt|
2

ds]

≤ C(T,K)E
[ T∫

0

| Xt − Yt|
2

ds

]

≤ C(T,K)

T∫
0

E
(
| Xt − Yt|

2)
ds

≤ C(T,K)

T∫
0

E
(

sup | Xt − Yt|
2)
ds.

Donc

E
(

sup
0≤t≤T

| Xt − Yt|
2)
≤ C(T,K)

T∫
0

Er≤s
(

sup | Xt − Yt|
2)
ds.

Le lemme de Gronwall permet d’écrire

E0≤t≤T

(
sup | Xt − Yt|

2)
≤ 0ec(T,k)T = 0

Donc

E
(

sup
0≤t≤T

| Xt − Yt|
2)

= 0⇒ sup
0≤t≤T

| Xt − Yt|
2

= 0

D’où

l’unicité forte
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Existence de la Solution

Pour démontrer l’existence d’une solution X de l’EDS (3.1) on utilise la mé-

thode des approximations successives dite "méthode d’itération de Picard". On

définit par récurrence une suite de processus (Xn)

X0
t = ξ

X1
t = ξ +

t∫
0

b(s, ξ)ds+

t∫
0

σ(s, ξ)dWs

.

.

.

Xn+1
t = ξ +

t∫
0

b(s,Xn
s )ds+

t∫
0

σ(s,Xn
s )dWs.

Par récurrence pour chaque n ,Xn
t est continu et adapte, donc le processus σ(t,Xn

t )

l’est aussi. Fixons T > 0 et raisonnons sur [0, T ], nous vérifions d’abord par récur-

rence sur n que

∃Cn : ∀t ∈ [0, T ] E[(Xn
t )2] ≤ Cn. (3.2)

Pour n = 0, il n’y a rien a montrer.

Supposons a présent que ceci est vrai a l’ordre n−1 et vérifions que cela reste vrai

a l’ordre n.

E
[ t∫

0

σ(s,Xn−1
t )2ds

]
< ∞ ce qui de coule de la croissance linéaire et de l’hypo-

thèse de récurrence.

En utilisant encore la croissance linéaire, on écrit :
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E
[
(Xn

t )2 ≤3

(
ξ2 + E

[
(

t∫
0

b(s,Xn−1
s )ds)2

]
+ E

[
(

t∫
0

σ(s,Xn−1
s )dWs)

2

])

≤3

(
ξ2 + tE

[ t∫
0

(b(s,Xn−1
s ))2ds

]
+ E

[ t∫
0

(σ(s,Xn−1
s ))2dWs

])

≤3

(
ξ2 + tE

[ t∫
0

(K +K | Xn−1
s |)2ds

]
+ E

[ t∫
0

(K +K | Xn−1
s |)2dWs

])

≤3

(
ξ2 + (t+ 1)E

[ t∫
0

(K +K | Xn−1
s |)2ds

])

≤3ξ2 + 3(t+ 1)E
[ t∫

0

(2K2 + 2(K | Xn−1
s |2)ds

]
≤3ξ2 + 6T (t+ T )(K2 + 4Cn−1) = Cn.

La majoration (3.2) et l’hypothèse de croissance linéaire sur σ entrainent que la

martingale locale (

t∫
0

σ(s,Xn
s )dWs) est une vraie martingale bornée dans L2 pour

tout n . On utilisera ceci pour majorer par récurrence

E
[

sup
0≤t≤T

| Xn+1
t −Xn

t |
2]

O na :

Xn+1
t −Xn

t =

t∫
0

(b(s,Xn
s )− b(s,Xn−1

s ))ds+

t∫
0

(σ(s,Xn
s )− σ(s,Xn−1

s ))dWs
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D’où :

E
[

sup
0≤t≤T

| Xn+1
t −Xn

t |
2]
≤2E

[
sup

0≤s≤t
|

s∫
0

(b(u,Xn
u )− b(u,Xn−1

u )du|
2

+ sup
0≤s≤t

|
s∫

0

(σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u )dWu|
2]

≤ 2

(
E
[ t∫

0

(| b(u,Xn
u )− b(u,Xn−1

u ) |)du)2

]
+ 4E

[
(

t∫
0

(| σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u ) |

)dW 2
u

])
≤ 2

(
TE
[ t∫

0

(b(u,Xn
u )−b(u,Xn−1

u ))2du

]
+4E

[ t∫
0

(σ(u,Xn
u )−σ(u,Xn−1

u ))2dWu

])

≤ 2(T + 4)K2E
[ t∫

0

| Xn
t −Xn−1

t |2 du
]

≤ CTE
[ t∫

0

sup
0≤r≤u

| Xn
r −Xn−1

r |2 du
]

Avec CT = 2(T + 4)K2, posons

gn(u) = sup 0 ≤ r ≤ u | Xn
r −Xn−1

r |2 .

Ainsi on vient de montrer que

gn+1(t) ≤ CT

t∫
0

gu(u)du. (3.3)

D’autre part, ∀n, gn est bornée sur [0, T].

En effet, pour n ≥ 0 :
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gu(x) ≤ 2(T + 4)K2E
[ t∫

0

| Xn
t −Xn−1

t |2 du
]

≤ E
[ t∫

0

| 2(Xn
t )2 − 2(Xn−1

t )2 |2 du
]

≤ 4T (T + 4)(C2
n + C2

n−1).

g0(t) = ξ2 qu’on appelle C ′T . Une récurrence simple sur (3,3) donne :

gn(t) ≤ C
′
T (CT )n t

n

n
.

Et, en vertu du critère de D’alémbért, on obtient

∞∑
n=0

gn(T )
1
2 <∞.

Comme la norme de L1 est dominée par la norme de L2, on aura

∞∑
n=0

E
[

sup
0≤t≤T

| Xn+1
t −Xn

t |
]
<∞.

Le théorème de la convergence monotone nous permet de dire que

E
[ ∞∑
n=0

sup
0≤t≤T

| Xn+1
t −Xn

t |
]
<∞.

Ce qui entraine que p.s.

∞∑
n=0

sup
0≤t≤T

| Xn+1
t −Xn

t | .

Mais si n,m ∈ N avec n < m :

sup
0≤t≤T

| Xm
t −Xn

t |≤
m−1∑
k=n

sup
0≤t≤T

| Xk+1
t −Xk

t |<∞→ 0.

quand n,m→∞
Par suite, p.s. la suite (Xn

t , 0 ≤ t ≤ T )n converge uniformément sur [0, T ] vers un

processus limite X = (Xt)t≥0 qui est continu et adapte. En effet, on vérifie par ré-

currence que chaque processus Xn est adapte par rapport a la filtration canonique
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de B, et donc X l’est aussi. On a P .p.s.

sup
0≤s≤T

| Xm
s −Xn

s | = lim
m→+∞

sup
0≤s≤T

| Xm
s −Xn

s |

≤
∞∑

k=n+1

sup
0≤s≤T

| Xk
s −Xk−1

s | .

En introduisant la norme L2, on trouve que

E
[

sup
0≤s≤T

| Xm
s −Xn

s |2
]
≤
( ∞∑
k=n+1

gk(T )
1
2

)2

→ 0, k →∞

et on en déduit que

t∫
0

σ(s,Xs)dWs = lim
n→∞

t∫
0

σ(s,Xn
s )dWs.

dans L2

t∫
0

b(s,Xs)dWs = lim
n→∞

t∫
0

b(s,Xn
s )dWs.

En effet,

E
[( t∫

0

σ(s,Xs)− σ(s, Y n
s )dWs

)2]
= E

( t∫
0

σ(s,Xs)− σ(s, Y n
s )dWs

)

≤ E
(
K2

t∫
0

| Xs −Xn
s |2 ds

)

≤ T 2K2E
[

sup
0≤s≤T

| Xs −Xn
s |2

]
→ 0.

et on

procède de la même manière pour b. En passant à la limite dans l’équation de

récurrence pour Xn, on trouve que X est une solution (forte) sur [0, T ].
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3.3 Equations différentielles stochastiques Neutre

Définition 3.3.1.

Soit (Ω,F ,Ft, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration Ft, (Wt)t≥0 un Ft
mouvement brownien d-dimensionnel. On appelle équations différentielles stochas-

tiques Neutre (E.D.S.N) n-dimensionnel l’équation se écrire sous la forme suivant :

d[X(t)−D(Xt)] = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dWt ∀t0 ≤ t ≤ T. (3.4)

Avec pour tout τ > 0 et 0 ≤ t0 < T <∞ on a :

D : C([−τ, 0];Rn)→ Rn

f : [t0, T ]× C([−τ, 0];Rn)→ Rn

g : [t0, T ]× C([−τ, 0];Rn)→ Rn×d

Avec la définition d’Itô, pour tout t0 ≤ t ≤ T l’équation différentielle stochastique

(3.4) écrire sous la forme suivant :

X(t)−D(Xt) = X(t0)−D(Xt0) +

t∫
t0

f(s,Xs)ds+

t∫
t0

g(s,Xs)dWs (3.5)

Avec le condition initialle

Xt0 = ξ = ξ(θ) : −τ ≤ θ ≤ 0 ∈ L2
Ft0

([−T, 0];Rn) (3.6)

où : ξ est Ft0 mesurable et ξ ∈ C([−T , 0]) ils variété stochastique et E(| ξ |2) <

∞.

Définition 3.3.2.

Si l’équation (3.4) a la solution X(t) ≡ 0 correspondant à la valeur initiale ξ = 0.

Cette solution est appelée solution triviale ou position d’équilibre.

Définition 3.3.3.

Soit (Ω,F ,Ft, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration Ft, (Wt)t≥0 un
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F mouvement brownien d-dimensionnel. On appelle une équations différentielles

stochastiques Neutre avec retard (E.D.S.N) l’équation s’écrire sous la forme :

d[X(t)− D̃(X(t− τ))] = F (t,X(t), X(t− τ))dt+G(t), X(t), X(t− τ)dWt ∀t ∈ [t0, t].

(3.7)

Avec :

F : [t0, T ]× Rn × Rn → Rn

G : [t0, T ]× Rn × Rn → Rn×d

D̃ : Rn → Rn

Si on définie f(t;ϕ) = F (t, ϕ(0), ϕ(−τ)), g(t, ϕ) = G(t, ϕ(0), ϕ(−τ)) et D(ϕ) =

D̃(ϕ(−τ)) pour ϕ ∈ C([−τ, 0],Rn) et t ∈ [t0;T ], alors l’équation (3.7) on peut

écrire comme l’équation (3.4)

3.4 Stabilité des équations différentielles stochas-

tiques

En 1892 Lypunov introduit le concépte de stabilité d’un système dynamique. Il

définie la stabilité comme insensibilité de l’état du système à de petits changements

dans l’état initial ou les paramètres du système. Pour une étable système, les

trajectoires qui sont "processus l’une de l’autre à un instant spécifique devraient

donc rester proches l’un de l’autre à tous les instants ultérieurs. Pour rendre la

théorie de stabilité stochastique plus compréhensible. Dans cette section on pareille

de quelques types de stabilité de solutions d’équations différentielles stochastiques

(E.D.S) (3.1) à la valeur initiale ξ.
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3.4.1 Stabilité en probabilité

Définition 3.4.1.

1) La solution triviale de l’équation (E.D.S) (3.1) est dite stable en probabilité

ou stochastique ment stable pour t ≥ 0 si pour tout ξ > 0 on a :

lim
ξ→0

P

{
sup
t≥0
| X(t) |

}
= 0.

2) On dit que la solution triviale est asymptotiquement stochastique ment stable

si elle est stochastique ment stable et :

lim
ξ→0

P

{
sup
t→∞
| X(t) |= 0

}
= 1

3) On dit que la solution triviale est asymptotiquement stochastique ment stable

dans le large s’il est stochastique ment stable et pour tout ξ ∈ L2
Ft0

([−T, 0];R)

on a :

P
{

lim
t→∞

X(t) = 0
}

= 1.

Définition 3.4.2.

La solution triviale de équation (E.D.S) (3.1) est dite presque sûrement exponen-

tiellement stable si :

lim
t→∞

sup
1

t
e|Xt| < 0

pour tout ξ ∈ L2
Ft0

([−T, 0],R).
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3.4.2 Stabilité du pem moment

Définition 3.4.3.

Soit p ≥ 2 on dit la solution de (E.D.S) (3.1) est stable du pem moment si pour

tout ε > 0 il existe δ > 0 tq :

E
(

sup
t≥0
| X(t) |

)
| ξ |< δ.

Définition 3.4.4.

Soit p ≥ 2 on dit la solution de (E.D.S) (3.1) est asymptotiquement stable du pem

moment si stable du pem moment et pour tout ξ ∈ L2
Ft0

([−T, 0],R) on a :

lim
T→∞

E
(

sup
t≥T
| X(t) |

)
= 0.

3.4.3 Stabilité exponentielle du pem moment

Définition 3.4.5.

La solution triviale de l’équation (E.D.S) (3.1) est dite exponentiellement stable du

pem moment s’il existe deux constantes positives λ et C telle que :

E | Xt |p≤ C | X0 |p e−λ(t−t0) ∀t ≥ t0.

pour tout ξ ∈ L2
Ft0

([−T, 0];R).

Si p = 2 cette solution est dite exponentiellement stable de moyenne carré.

Théorème 3.4.1.

On supposons que les conditions (H1) et (H2) détiennent. Alors, l’équation (3.8)

est asymptotiquement stable du moyenne carré si

4M2
g [| (−A−β) |2 +V (α, β)

(
Γαβ

αβ

)
+ 4αpMpL2

1[L2 + L
′
] < 1

où :V (α, β) = α2Γ2
1+βC

2
1−β | Γ1+αβ lorsque g ≡ 0, p = 2 se réduit que la forme cDα

0 [X(t) + g(t, x(t− τ(t)))] = AX(t) + f(t, x(t− τ(t))) + σ(t, x(t− τ(t)) + dW
dt

t ≥ 0

X0 = ξ(0) ∈ B([m(0), 0], H).

(3.8)

46



Introduction au calcul stochastique

Exemple

Considérons l’équation différentielle partielle fractionnée stochastique non linéaire

avec retard infini sous la forme suivante :


cD[u(t, y) + ĝ(t, u(t− τ, y))] = ∂2u(t,y)

∂y2
+ f̂(t, u(t− τ, y)) + σ̂(t, u(t− τ), y)dW

dt

u(t, 0) = u(t, π) = 0

u(t, y) = φ(t, y) y ∈ [0; π], t ≤ 0

(3.9)

et oùW (t) désigne un processus de Wiener cylindrique standard et un mouvement

brownien un-dimensionne standard, pour écrire le système (3.9) à la forme (3.8),

on considère l’espace H = K = L2[0,Π], on définie l’opérateur A(R) → R : ,

on considère l’espace H = K = L2[0,Π], on définie l’opérateur D(A) ⊂ H → H

avec Aw = w
′′ dans le domaine D(A) = {w ∈ X ;w ,

′ est absolument continue

w
′′ ∈ X, w(0) = w(π) = 0 Aw =

∞∑
n=1

n2(w,wn)wn, w ∈ D(A)

où wn(s) =
√

2 sin(ns), n = 1, 2, ...est l’ensemble orthogonal de vecteurs propres

de A. On sait que A un générateur de semi-groupe analytique compact S(t), t ≥ 0

dans X et

S(t)w =
∞∑
n=1

e−n
2

(w,wn)wn.

Il est bien connu que S(t) ≤ e−Π2t, on prend p = 2, M = 1 on peut obtenir

l’inégalité

4[| (−A−β) |2 +V (α, β)(
παβ

αβ
) + α2L2

1(L2 + L
′
)] < 1.

. De plus, si on suppose que des conditions appropriées de ĝ, f̂ et σ̂ pour vérifier les

hypothèses de Théorème (3.4.1), on peut conclure que la solution milde de (3.9)

est asymptotiquement stable du moyenne carré.
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Conclusion

Le formalisme de la dérivation fractionnaire consiste á généraliser la notion de

la dérivation aux ordres non entiers. L’étude de quelques phénomène en sciences

physiques et en sciences pour l’ingénieur ont fait apparaître l’intégration d’ordre un

demi dans les équations de Chaleur. Dès lors, les développements ont été nombreux

et différentes définitions de la dérivation non entier ont été établies.

Nous avons utilisé le calcul stochastique pour démontrer l’existence, l’unicité, et

la stabilité asymptotique de la solution.
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Résumé 
Dans le présent travail, nous avons exposé les différentes définitions et propriétés 

de la dérivée d’ordre fractionnaire, les définitions et les conditions d’existence 

et de stabilité de solution des équations différentielles stochastiques. Comme application, nous 

avons donné une étude sur l’existence, l’unicité et la stabilité asymptotique 

d’une équation différentielle stochastique neutre d’ordre fractionnaire avec retard infini. 

Mots clés : 
Mouvement brownien, équation différentielle stochastique d’ordre fractionnaire, processus 

stochastique, processus d’Itô, stabilité. 

Abstract : 
In the present work we have described the different definitions and properties of the fractional 

derivative, the definition and the conditions of the existence and stability of the stochastic 

fractional differential equations. As an application, we have given a study on the existence, 

unicity and asymptotic stability of a nonlinear stochastic fractional differential equation with 

infinite. 

Keywords : 
Brownian motion, fractional order stochastic differential equation, , stochastic processes, Ito 

processes, mild solutions, stability. 

:لخصم   

ل وجود واستقرار حوتعريفات وشروط  ،ئص لمشتق الترتيب الكسريكشفنا عن مختلف التعريفات والخصا ،في العمل الحالي

تقرار مقاربات تفاضلية عشوائية واسقدمنا دراسة عن وجود ووحدانية،  لة،لمعاد يقية. كتطبالمعادلات التفاضلية العشوائ

كسور مع تأخير لانهائي.لترتيب   
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  ، الاستقرار.ةلترتيب الكسري، العملية العشوائية، العملي فاضلية العشوائية، المعادلات التالحركة البروانية 
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