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Introduction

Les mathématiques nanciéres sont devenues de nos jours un outil incontour-
nable dans un monde ou largent prend une place prépondérante dans les affaires.
Tout commence en 1827 avec le botaniste Robert Brown qui décrit le mouvement
continu inhabituel et chaotique de trés petites particules immergées dans un li-
quide. Plus tard en 1900, dans sa thése intitulée Théorie de la spéculation, Louis
Bachelier introduit lutilisation en nance du mouvement brownien. Plusieurs pro-
grés suivront dont les plus notables sont ceux de Norbert Wiener qui donne un
formalisme mathématique au mouvement brownien et ceux de Kiyosi Itd dans la
théorie des processus stochastiques.

Tous ces résultats seront utilisés par Black et Scholes qui publieront en 1973 une
analyse sur les options européennes The Pricing of Options and Corporate liabi-
lites.

C’est la naissance du modéle de Black Scholes qui favorisera lessor de lingénierie
nanciere.

Les équations différentielles stochastiques sont de plus en plus utilisées dans dif-
férents domaines tels que les nances, an par exemple de modéliser lévolution de
cours de bourses (exemple du mouvement brownien géométrique dans le modéle
de Black-Scholes), la dynamique des populations, an de modéliser la localisation
ou la taille de la population d’une espéce donnée, la physique (mécaniquedes uides,

géophysique,. . . ), Notre intérét se portera plus précisément sur la simulation nu-
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mérique de processus aléa- toires et celle du mouvement Brownien géométrique
dans le modéle de Black-Scholes & temps continu, devenu la référence en termes
de modeéle dévaluation des produits dérivés. Il a eu un impact majeur sur les mé-
thodes utilisées. Ce mémoire sera organisé comme suit :

Le premier chapitre Commencera avec la définition d’un espace probabilisé (w, F, P),
des probabilités conditionnelles, des variables aléatoires et de leurs lois, de la no-
tion d’indépendance.

On étudie des phénomeénes qui dépendent du temps, on s’intéressera donc aux
suites de variables aléatoires et on montrera les deux théorémes limites fondamen-
taux :

- la loi forte des grands nombres.

- le théoréme limite central.

Dans le deuxiéme chapitre sera consacré aux rappels de base concernant les proces-
sus stochastiques. On donnera les principales propriétés du mouvement brownien,
Aprés avoir présenter quelques résultats importants relatifs a 'intégrale stochas-
tique, on verra comment il peut étre mise en ivre pour la résolution des équations
différentielles stochastiques. Dans le dernier chapitre, on présentera les équations
différentielles stochastiques. On commence par en donner une motivations en tant
que généralisation des équations différentielles ordinaires dans un contexte d’incer-
titude présentée par un bruit aléatoire. On citera ensuite le théoréme d’existence
et d’unicité de la solution d'une EDS. On étudiera ensuite les propriétés de la solu-
tion d’une EDS. On introduit les solutions d’EDS appelées diffusion ainsi que des
outils importants pour leur étude. Ensuite on définira c¢’est quoi une solution faible
d’une EDS. On terminera ce chapitre par une section qui étudiera les connexions

entre les EDS et les EDP et un plus un exemple



Chapitre

Espaces probabilisés

Pour définir un espace probabilisé¢, on a besoin d'un espace ) appelé univers
qui représente lors de la modélisation d’une expérience, ’ensemble des résultats

possibles de I’expérience.

1.0.1 Tribus

On définit ensuite la tribu des événements F que représente “ce que 1’observa-
teur peut voir” les éléments de F sont donc des parties de €2 si ’observateur peut
voir si A est réalisé, il peut voir si A¢ I'est. De méme si A et B appartiennent a F,
AUB € F ( Aou B réalisés ), (AN B) ( A et B reéalisés). Plus généralement, si

(An)n0 est une suite d’éléments de F alors | J; 2% A, appartient a F .
Définition 1.0.1.
Un partie F de P(QY) est une tribu ou o - algébre si :
1. Qe F.
2. Pour tout A € F,A € F.
3. Pour tout suite (A,)n>0 d’éléments de F, U::B A, appartient a F.

Propriétés 1.0.1.

Une intersection quelconque de tribus est une tribu. On peut donc parler de tribu
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engendrée par partie C de P(2). C’est la plus petite tribu contenant C, c’est aussi

Uintersection de toutes les contenant C. On la note o(C).

Tribu produit

Soit (€2, Fi, P;)1<i<n une famille finie d’espace probabilisés. On définit sur 1'es-
pace produit 2 = Q x ... x €, une tribu F = F; ® ... ® F, , appelée tribu produit
c’est par définition la tribu engendrée par 1és pavés mesurables A; x ... x A, ou

AZE}]

1.0.2 Probabilité

Pour quantifier le hasard, on associe a chaque élément A de F une nombre réel

compris entre 0 et 1, sa probabilité, notée P(A).

Définition 1.0.2.
Une application P de F dans [0,1] est une probabilité sur (Q, F) si elle vérifie.

1) P().

2) Pour toute suite (A,)n>o d’éléments 2 a 2 disjoints de F,
+oo +oo
P({J 4) =) P(A).
n=1 n=0
Le triple (Q, F, P) est appelé espace probabilisé ou espace de probabilité .

Propriétés 1.0.2.

1) P(0) = 0.

2) Pour tout événement A :

P(A%) =1 - P(A)

10
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3) Croissance : si A C B sont deux événements, alors P(A) < P(B).
4) Sous-additivité : pour tout famille (Ay), ..., (An) d’événements :
P(JA) <> Py
i=1 i=1

5) Pour tout suite croissante (Ay)n>0 d’événements P(|J25(A,)) est la li-

mite de la suit croissante (P(A,))n>0-
6) Pour tout suite décroissante (A,)n>o0 d’événements P((120(A,)) est la

limite de la suite décroissante (P(An))n>0-

1.1 Espaces probabilisés finis

On suppose S fini et F=P(Q). Si Q = ({w1,...,wn}), on note p; = P{(w;)}.

On a alors :
p; > 0 pour tout 1 =1,...,n.

P+, e, +pn = 1.

(1.1)

Réciproquement, pour tout n-uplet (p1,...,pn) de réel vérifiant (1.1) il existe
une unique probabilité P sur (2, F) vérifiant P({w;}) = p;. Cette probabilité est
donnée par :

P(A) =), ,eaPi pour tout A C Q

Cette propriété se généralise immédiatement au cas ot € est infini dénombrable.

1.2 Construction d’espaces probabilisés généraux

Les problémes précédents ne faisaient intervenir que des espaces probabilisés
finis, dont la construction ne posait pas de probléme théorique. Ces espaces ne
permettent malheureusement pas d’étudier des phénomeéne faisant intervenir des

suites infinies d’événements. Il faut alors recourir a des théorémes plus profonds de

11
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la théorie de la mesure pour construire le modele probabiliste. Cette théoremes sont
de deux type : théorémes d’unicité, qui assurent en particulier que de probabilités
qut coincident sur une certaine classe d’événements simples coincident sur toute la
tribu des événements théorémes d’existence, qui permettent de prolonger une pro-
babilité définie sur une certaine classe d’événements en une probabilité définie sur
toute la tribu des événements. Il existe plusieurs variantes des théorémes d’unicité.
Ceuz-ci sont connus sous le terme générique de théoréme des classes monotones.

Nous en citerons essentiellement un,que nous utiliserons a plusieurs reprises.

Théoréme 1.2.1.
Soit C une partie de P(QQ) stable par intersection finie et A une famille de partie

de 2 contenant C et vérifiant les trois propriétés :
1. Qe A.

2. Pour toute suite croissante (A,) d’éléments de A, |JI20 A, appartient a A.

3. Pour toute couple (A, B) d’éléments de A vérifiant A C B, B . A appartient a
A.
Alors A contient la tribu o(C) engendrée par C.

Théoréme d’extension de Carathéodory

Soit A une algebre de parties de Q et P une probabilité sur A. Alors P s’étend

de maniére unique en une probabilité sur la tribu o(A) engendrée par A.

1.3 Probabilité conditionnelles

La notion de probabilité conditionnelle apparait lorsqu’on connait un résultat

partiel de [’expérience.

Exemple 1.3.1.

Supposons qu’une usine construise des objets de deux types A et B, et que ces

12
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objets peuvent ou mnon étre de bonne qualité, propriété notée (. On estime expéri-
mentalement la probabilité P(C') qu’un objet produit posséde une propriété C' par
la fréquence

Ne¢

(fo) = N

d’objets possédant cette propriété parmi tous ceux produits, ou N¢ est le nombre
de tels objets et N le nombre total d’objets produits.
Si on se restreint a la sous-population des objets de type A, la probabilité qu’un

objet tiré au hasard dans cette sous-population soit de bonne qualité est estimé par :

N
Forn = Nang _ =N° _ fang
@ Na Sa fa

Ceci amene a définir la probabilité conditionnelle P(Q\A) de Q sachant A comme

P(QNA)
P4

le quotient

Définition 1.3.1.
Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et A € F tel que

P(A) > 0.
Pour tout B € F on définit :
P(BNA

Ce nombre est appelé probabilité conditionnelle de B sachant A

La proposition suivant justifie cette terminologie .

Proposition 1.3.1.
Soit A € F tel que P(A) > 0. L’application de F dans |0, 1] donnée par

B s P(B\A)

est une probabilité sur (2, F).

13
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1.4 Indépendance de tribus et d’événements

Supposons que l'on ait deux événements A et B tels que la réalisation de A
n’induise rien sur la réalisation de B, On a alors P(B\A) = P(B) ou P(BNA) =
P(A)P(B).

Définition 1.4.1.
Deux événements A et B d’un méme espace probabilisé (2, F, P) sont dits indé-

pendants si :

P(BN A) = P(A)P(B).

Proposition 1.4.1.

Soient A et B de événements et A et B les tribus engendrées par ces événements,
ie : A ={0,4,A°Q} et B = {0,B,B%,Q}. A et B sont indépendants si et
seulement si pour tout C' € A et tout D € B, on a :

P(C N D) = P(C)P(D).

Définition 1.4.2.
Une famille (B;)icr de parties F est dite indépendante si pour tout partie finie J
de I et tout famille (B;)icy d’événements telle que B; € B pour tout i, on a

P((B:) =] P(By).

ieJ ieJ
Remarque 1.4.1.
Une famille finie (B;)1<i<n de sous-tribus de F est indépendant si et seulement si
pour tout famille (B;)1<i<n, avec B; € B; pour tout i, on a :
P( ﬂ B;) = H P(B;).

1<i<n 1<i<n
Définition 1.4.3.
Les événements (A;)ier sont indépendants si les tribus (0(A;))ier engendrées par

ces événements le sont

14
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Propriétés 1.4.1.

Les événements (A;)ier sont indépendants si et seulement si pour tout partie finie

J del on a

P(()A) =] P4,

ieJ ieJ
Propriétés 1.4.2.
Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et C et C' deux parties de F stables par inter-
section finie. On suppose C et C indépendantes. Les tribus o(C) et o(C') engendrées

par ces parties sont alors indépendantes.

1.5 Convergences probabilistes

Les variables aléatoires X,, sont des applications de ) vers R, et pour des appli-
cations, le mode de convergence le plus naturel est celui de la convergence pour

chaque w € § de la suite de réels X,,(w) vers le réel X (w).
Vwe Q, Xp(lw) = X(w), n— +oo.

1l s’agit de la convergence simple d’une suite d’applications vue en analyse. Mal-
heureusement, en probabilité, ce type de convergence est trop restrictif, on ne peut
raisonnablement demander a tous les X, (w) de converger (i.e. pour tous les w €
). Par contre, il est plus raisonnable de demander que l’ensemble des w pour les-
quels ¢a n’arrive pas soit de probabilité nulle (ou au moins petite). Ceci nous améne

aux notions de convergences presque sire et en probabilité.

Définition 1.5.1.

Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires et X une variables aléatoires défi-
nies sur le méme espace de probabilité (0, F, P). On dit que Xn converge presque
starement (p.s.) vers X si l’ensemble des w tels que X, (w) converge vers X(w) a

pour probabilité 1, c’est a dire :

15
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Plwe NX,(w) = X(w)=1.

On la note X,, 23 X.
Rappelons qu’un événement de probabilité 1 n’est pas nécessairement égale & tout
I’espace €.
1l peut méme y avoir une infinité d’éléments dans son complémentaire. Seulement,
ce complémentaire est (du point de vue de la probabilité P) négligeable.
Dans la convergence presque sire, si on se & > 0, le rang ng & partir duquel X,,(w)
est @ moins de £ de X (w) dépend a la fois de & et de w : ng = ng(&,w).
Généralement, on ne sait pas comment ny(§,w) dépend de w. De ce fait la conver-
gence presque sire est essentiellement une convergence théorique.
Par exemple, si on suppose que Xn est une v.a. dont la réalisation dépend de n
épreuves répétées, savoir que Xn converge presque strement vers X ne permet
pas de prédire un nombre (non aléatoire, c’est a dire qui ne dépend pas de w) n
d’épreuves a partir duquel | X,(w) — X (w) |< € si ce n’est pour presque tous les w,
méme pour 99% ou 95% d’entre eux.
Or cette question a une grande importance pratique pour le statisticien. C’est ['une
des raisons de lintroduction de la convergence en probabilité qui permet de répondre

a cette question lorsque l’on connait la vitesse de convergence selon ce mode.

Définition 1.5.2. (Convergence en probabilité)

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires et X une v.a. définies sur le méme
espace de probabilité (), F, P).

On dit que X,, converge en probabilité vers X si :
VE>0, lim P(|X,—X|>¢§ =0.
n—-+00
On la note X, £ x.

Remarque 1.5.1.

1l faut bien comprendre que quand X,, converge en probabilité vers X, il est toujours

16
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possible que pour certain w € Q, X, (w) s’écarte de X (w) méme quand n est grand.
Mais, c’est de moins en moins probable, c’est a dire que cela arrive pour peu de
w € Q : la probabilité que X,, soit distant de plus de & > 0 de X est de plus en
plus faible.

Proposition 1.5.1.

La convergence presque sire entraine la convergence en probabilité.

Propriétés 1.5.1.

Soit X,, convergeant presque surement vers X. L’événement

Q = {w €Q, lim X,(w)= X(w)}

n—-+o0o

est de probabilité 1. Fizons & > 0, et définissons
Qe ={weQ, 3mg=mew), Yn>mp |X,(w)=-Xw)|<&}

Il est clair que Q C Q/g et donc P(Qé) =1.

Par traduction des opérateurs logiques ¥ et 3 en opérateur ensemblistes N, U,

on exprime facilement :
Q= N {wed |Xiw) —Xw)|<E}.
moEN n>myg
Posons
Ay ={weQ, Vn>k|X,(w) - Xw)|<&=[{we? |Xulw)—Xw)|<E}
n>k

Il est clair que la suite d’ensembles (Ay)ke est croissante (Ay C Agy1) pour lin-

. . . ’ . o,
clusion et de réunion S . Par continuité monotone de P, on a

lim P(A) = P(| JAr) = P(Q) = 1.
k

k——+o0

Dot ¥n > 0,3k > ko, tel que pour Ik > ko, P(Ax) > 1 —n. En particulier, la
traduction de P(Ay) > 1 —n donne :

Vn>ky, P(Xo—-X|<&>1-n

17
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Ce qui justifie la convergence en probabilité de X,, vers X.

Remarque 1.5.2.

La réciproque n’est pas vraie. Cependant, si X,, converge vers X en probabilité, on

peut montrer qu’il existe une sous-suite de X,, qui converge presque stirement vers

X.

18



Chapitre

Introduction au calcul stochastique

2.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est un modéle mathématique qui permet de décrire
le comportement, a tout moment aprés l'instant initial (par exemple to = 0), d’un

phénomene aléatoire. Nous précisons cette notion dans la définition suivante.

Définition 2.1.1.
Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (Xi)i>o indexée
par un paramétre t > 0, définies sur (2, F, P) a valeurs dans un espace mesurable

(E, &) appelé espace détat. La vriable X, donne l’état a linstant t.

Remarque 2.1.1.
La filtration(F;) définie par
Fi=0(Xs, s<t), t>0
s’appelle la filtration naturelle du processus (X;)i>o et on la note par (FiX).

L’interprétation de la filtration naturelle (F7X)i>o est que F:X contient toutes les

informations sur les variables aléatoires (Xs)s<t.

Définition 2.1.2.

Un processus stochastique (Xi)i>o est dit adapté par rapport o une filtration F; si

19
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pour tout t, X; est F; mesurable.
1l est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport a sa filtration

naturelle.

Définition 2.1.3.
On dit que le processus (Xi)i>o est continu (ou & trajectoires continues) si les

trajectoires t — Xy(w) sont continues pour presque tout w .

Définition 2.1.4.

1) Un processus est dit cadlag (continu a droite et pourvu de limite & gauche) si ses
trajectoires sont continues a droite et pourvues de limites a gauche pour presque
tout w.

2) Un processus est dit caglad (continu a gauche et pourvu de limite a droite) si ses
trajectoires sont continues & gauche et pourvues de limites a droite pour presque

tout w.

Définition 2.1.5.

Un processus stochastique est prévisible si et seulement si l'application (t,w) —
X (w) est mesurable par rapport a la tribu des ensembles prévisibles.

1) On dit que deux processus (X )i>o et (Yi)i>o sont égauz a une modification prés
st Xy =Y, p.s. Vt.

2) Deux processus sont égauz en loi, et on écrit X Yy , st pour tout (t1,ta, ..., t,)

et pour tout n les vecteurs
(Xt17Xt27~-~7th) €t (}/;1,}/22,...,}/;71>.
ont méme loi.

Définition 2.1.6.
Soit T > 0 Une fonction continue a : [0,T] — R telle que a(0) = 0 est dite
a wvariation finie s’il existe une mesure signée (i e. différence de deux mesures

positives finies ) p telle que a(t) = p([0,t]) pour tout t € [0,T] .

20
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Définition 2.1.7.

Un processus a variation nie (Xt)tzo est un processus adapté dont toutes les tra-
jectoires sont a variation finie .

Le processus (Xi)i>o est appelé processus croissant si de plus ces trajectoires sont

croissantes.

2.1.1 Espérance conditionnelle par rapport & une tribu.

Définition 2.1.8.

Soit X une variable aléatoire (intégrable) définie sur (Q, F,P) et G est sous tribu

de F .

L’espérance conditionnelle B(X\G) de X par rapport 4 G est l'unique variable

aléatoire telle que :

i) E(X\G) est G -mesurable.

it)
/E(X\Q)dP:/XdP, VA eg.
A A

C’est aussi l'unique (& une égalité presque strement prés) variable G -mesurable

telle que

E(E(X\G)Y) = E(XY)

pour toute variable Y, G-mesurable.

Il en résulte que si X est de carré intégrable, E(X\G) est la projection de X sur
I’espace des variables aléatoires G mesurables et de carré intégrable, cest-a-dire
la variable aléatoire G -mesurable qui minimise E[(X — Y)?] parmi les variables

aléatoires G -mesurable.

Propriétés 2.1.1.
1) B(E(X | G)) = E(X) .
2) E(X | G) =X, si Xet G -mesurable.
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3) E(XY | G) = YE(X | G), si Yet G -mesurable.

4) E(@aX+Y |G)=adE(X |G)+EY | G), si X etY sont intégrables.
5) si X >0, alors E(X | G) > 0.

6) siH est un sous tribu de G, alors E(E(X | G) | H) =E(X | H). .

Proposition 2.1.1. (Inégalité de Jensen )
Soit X une variable aléatoire de L, soit ¢ : R — R une fonction conveze.

Alors on a :

P(E(X |9)) <E(p(X) | 9)

2.1.2 Les processus Gaussiens

Dans cette partie nous allons rappeler quelques notions et résultats pour une

classe tmportante de processus stochastiques, les processus gaussiens.

Définition 2.1.9.

Un processus (Xy)ie; est un processus gaussien si pour tout n € N* et pour tout
(t1,...,tn) € I, le vecteur aléatoire (Xy,...X3,) est un vecteur gaussien.

Nous savons que la loi d’un vecteur aléatoire gaussien est caractérisée par sa
moyenne et sa matrice de covariance. La proposition suivante énonce le réesul-

tat analogue pour un processus gaussien.

Proposition 2.1.2.

La loi d’un processus gaussien (X;)ie; est caracterisée par sa fonction moyenne
my : I — R

t — E(X))
et par sa fonction de covariance.
r, : IxI — R

(s,t) = (Xs, Xy)
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2.1.3 Processus stationnaire

Un processus stochastique (X;)i<o est stationnaire si pour tout entier n et pour
tous réels 0 < t1 < ty < ... < t, < 00, et pour tout h les variables aléatoires

( Xy, Xy ooy Xu,) €t (Xgyan, Xigihy ooy Xi,,on) ont méme loi.

2.1.4 Processus de Markov

En probabilité un processus stochastique vérifie la propriété de Markov si et
seule- ment si la distribution conditionnelle de probabilité des états futurs, étant
donné les états passés et l’état présent, ne dépend en fait que de l’état présent et
non pas des états passés (absence de « mémoire » ). Un processus qui posséde cette
propriété est appelé processus de Markov. Pour de tels processus, la meilleure pré-
viston qu’on puisse faire du futur, connaissant le passé et le présent, est identique
a la meilleure prévision qu’on puisse faire du futur, connaissant uniquement le pré-
sent, si on connait le présent, la connaissance du passé n’apporte pas d’information

supplémentaire utile pour la prédiction du futur.

2.2 Mouvement Brownien

On se donne un espace (Q, F,P) et un processus (By)i>o défini sur cet espace

a valeurs réelles.

Définition 2.2.1.

Le processus (By)i>o est un mouvement brownien (standard)si

1) P(By =0) =1 (le mouvement brownien issu de lorigine).

2) Vs < t, By — By est une variable réelle de loi gaussienne centrée, de variance
(t — s) .(stationnarité des accroissements du mouvement brownien,).

3)Vn, Vt;, 0 <ty <t <,...,<t, les variables By, — B, Bi_ 1 — By,, By,

sont indépendantes, ou bien sous forme équivalente : Soit s < t . La wvariable

n_12°""s

B, — By est indépendante de la tribu o(By,u < s).

23



Introduction au calcul stochastique

2.2.1 Mouvement brownien multidimensionnel

Définition 2.2.2.
Soit Bt(Bgl), Bt(Q), e Bt(”))T un processus n-dimensionnel On dit que B est un mou-
vement brownien n-dimensionnel si les processus (B® i < n) sont des mouvements

browniens indépendants.

2.2.2 Temps d’atteinte

Définition 2.2.3.
Si (Xi)i>0 est le processus défini par Xy = ut + By, avec (By)i>o est un mouvement
brownien standard,

T =inft >0, X;=a

est appelé temps datteinte de a.

2.2.3 Mouvement brownien géométrique

Proposition 2.2.1.

Soient (By)i>o un mouvement brownien réel, u et o deux constantes. Le processus

1
X; = Xpexp { ([L — 502)15 + aBt}

est appelé mouvement brownien géométrique. Ce processus est aussi appelé proces-

sus “log-normale”. En efet, dans ce cas
1,
log Xy = | — 30 t+ 0B, + log Xy
suit une lot normale.

Proposition 2.2.2.
Si (Bt)i>0 un mouvement brownien, alors
i) Le processus B défini par B, = —B, est un mouvement brownien.

ii) Le processus B défini par B, = 1B, est un mouvement brownien ( Propriété

[
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de scaling ).
iii) Le processus B défini par B, = tB%, Vt >0, By. est un mouvement brow-

nien.

2.3 Intégrale stochastique

Le but de l'intégrale stochastique est de donner un sens a des équations de la
forme
dX aw,

Par exemple, si f = 0 et g = 1, on devrait retrouver X; = Xo + W,, décrivant
le mouvement suramorti d’une particule Brownienne. Le probleme est que, comme
nous lavons mentionné, les trajectoires du processus de Wiener ne sont pas diffé-
rentiables, ni méme a variations bornées. Comme dans le cas des équations diffé-
rentielles ordinaires, on interpréte une solution de l’équation différentielle comme

une solution de l’équation intégrale :

X, =Xo+ /f(x)ds+/g(x)dWs.

C’est a la deuzieme intégrale qu’il s’agit de donner un sens mathématique si s —
9(Xg) était différentiable, on pourrait le faire a l’aide d’une intégration par parties,
mais ce n’est en général pas le cas. Il a donné une autre défnition de [’intégrale
stochastique, qui s’applique a une classe beaucoup plus vaste d’intégrants (et donne

le méme résultat que l'intégration par parties dans le cas différentiable).

2.3.1 Intégrale de Wiener

Dans cette partie, on considere ’espace de Hilbert L*(R™) muni de la norme

Itk = ]o f2(s)d5>%
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Soit f une fonction en escalier, de la forme

f(x) = Z fi—ll]ti—hti[‘
On pose
+00 =n
/ F)B, = fia(Bt) = B(ti).

La variable

+oo
1(5) / £(s)dB..

est une variable gaussienne despérance nulle et de variance

70f<s)2ds.

I(f) est appelé intégrale de Wiener.

Propriétés 2.3.1.

1) Linéarité de l'intégrale de Wiener.

I(f+9)=1(f) + 1(g).

2) Si f et g sont des fonctions en escalier, alors on a
+00
BU(N)1) = [ F(s)ds
0

Cas général

On montre en analyse que, si f € L*(R,,dt), il existe une suite (f,) de fonc-

tions en escalier qui converge (dans L*(R,,dt)) vers f, ¢’est-a-dire qui vérifie que
[t~ 1Pz 0.
0
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Dans ce cas, la suite (f,,) est de Cauchy dans L*(R,dt)

La suite de variables aléatoires

oo
F, = 0/ f(s)dB

est aussi une suite de Cauchy dans 'espace de Hilbert L*(Q) (en effet || F,, — F,||2=
|| fo = fmll2— 0 ) , donc convergente. Notons que la limite dépend de f et non de
la suite (f,) .

on pose

+oo
def
!ﬂ(w Jim /n

la limite étant prise dans L*(2) .
+o00

On dit que /f(s)st est lintégrale stochastique (ou intégrale de Wiener) de f

0
par apport a B.

Théoréme 2.3.1.

Si f est une fonction de classe C', alors

/f B, = f /f

2.3.2 Intégrale stochastique

On se donne un espace (2, F, P) et un mouvement brownien (Bi)i>o sur cet
espace, muni de la filtration naturelle du (Bi)i>o.

On veut généraliser lintégrale de Wiener et définir

[e.e]

/ 0sdB;

0

pour des processus stochastiques 0
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Définition 2.3.1.
On dit q’un processus 0 est étagé (ou élémentaire) s’il existe une subdivision de
réel

0<to<t;<..<t, jEN

et une suite de variables aléatoires 0; telle que 0; est F;; mesurable et appartenant

a L*(Q) et que 6; = 6; pour tout t € [t;,tj41], on a :

n—1
Os(w) = 0; (W)Lt t,411(5)
7=0
On définit alors
o0 n—1
[ 6.a8.= 30,51, - B)
0 7=0

Notons que si t >0 , alors

t

n—1
/QSdBS - Z gj(Bthrl/\t - Btj/\t)'
0 J=0

ce qui €tablit la continuité de [’application

t
t— /QSdBS.
0

2.4 Calcul d’'Ito6

On considére un F mouvement Brownien standard W défini sur lespace de

probabilité filtré (U, F, (Fi)i>o0, P), un horizon de temps [0,T] ou T > 0.
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2.4.1 Processus dIto

Définition 2.4.1.

Un processus (Xi)i<o est un processus d’[té si

t t

Xt:x+/usds+/0—sst

0 0

t
est un processus adapté tel que / | us | ds existe (au sens de Lebesque) p.s. pour
0

tout t, et o un processus appartenant a A .

Intégrale par rapport & un processus d’Ito
Soit (X¢)i>0 un processus d’Ité de différentielle
Xt = /,Ltdt + O'tdBt.

On note ( sous réserve de conditions d’intégrabilité )

t t t

/ 0.dx, < / 0,415dS + / 0.0,dBs.

0 0 0

Formule dIto

X processus d’It6, avec dX; = budt + s, dWy, et g € C*(R, x R). Alors,
Y = g(t, Xi) est un processus d’Ito et

8g(t’Xt)dt+ ag(t’Xt)dXt+ 1829(757Xt)

dY, =
! ot X, 2 OX?

(dX,)?.

avec
(dXt)2 = dXt.dXt, dt.dt = O, dtth = thdt = O, et thth = dt.
On peut encore écrire

_(9g(t, Xy) | Og(t, Xi) 10%g(t, Xy) , dg(t, Xy)
dYt‘( o ox, VtToTaxz o)t Tox,

Uth
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Formule d’intégration par parties

Soit X1 et Xy deux processus d’Ito.

Xm - Fldt + Glth-
dX2 = ngt + GQth.

Alors le produit X1, Xy est un processus d’Ito et
d(X1X2> == X2dX1 + deXQ + XmdXQ

L’expression dX; dX, est le terme correctif d’Ito. L’intégration de la égale du

produit d’Ito donne la formule d’intégration par parties.
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Chapitre 3

Equations différentielles stochastiques

(E.D.S)

3.1 Définition

On rappelle dans cette chapitre quelques résultats sur les équations différen-
tielles stochastiques (EDS) a coefficients aléatoires par rapport & mouvement brow-

nien.

Définition 3.1.1.
Une équation différentielle stochastique sur RY de coefficient de dérive b et de dif-

fuston o est donnée sous la forme :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th ,\V/t € [0, T]

e (3.1)

ol

1) T est un réel strictement positif.
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2) b: [0, T|xR" — R" et o : [0, T]xR" — R™? sont deuz fonctions boréliennes.

3) (Wy): > 0 un mouvement brownien standard sur R? défini sur un espace filtré
(Q7 ‘Fv (E)tZ()v P)

4) & est une variable aléatoire quelconque indépendante du M.B appartient R™.

Nous allons préciser les notions d’existence et d’unicité des solutions d’une E.D.S.

Définition 3.1.2. (Solution forte d’E.D.S) :
Une solution forte de ’EDS (3.1) est un processus vectoriel X = (X'...X™) pro-

gressif tel que 'on ait :
/ L (b(t X)) | ds+/ | (o(t, X)) PdW, <00 P—ps Yo<teT.
et que les relations
X, :Xo—i-/ | (b(u, X)) | ds+/ | (o(u, X)) | dW, <o P—ps VO<teTl.

1.€.

t d t
XtiZXoi—l-/bi(u,Xu)du—l—Z/UUuX )AW? <00 P—ps YO<teT ,1<i<n.
0 =17

sotent vraies p.s.

Définition 3.1.3. (Solution faible d’EDS) :
Une solution faible de (3.1) est la donnée d’un triplet (X, W), (2, F, P) et (F;)
ou :

1) (2, F, P) est un espace de probabilité et (F;) est une filtration de cet espace.
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2) W est un mouvement brownien de dimension d tel que (W) est une martin-

gale relativement a la filtration (F;).
3) X est un processus adapté a la filtration (F;).
4) On a :

t t
X, = Xo—i-/ | (b(u, X)) | d5+/ | (o(u, X)) | dW, < o0 P—ps Y0<tel.
0 0

On dira alors que le couple (Wy, X;) est une solution faible de (3.1).

1l est clair, par définition, une solution forte est aussi une solution faible.

Définition 3.1.4.
L’équation différentielle stochastique (3.1) est dit bien posée si, pour toute condi-
tion initiale £ € R™, elle admet une solution faible qui est unique dans le sens de

la loi de probabilité.

Définition 3.1.5. 1) On dira qu’il y a unicité forte pour l’équation si, pour toutes

solutions X; et Y, on a :
PX; =YVt |[0,T]] = 1.

2) On dit qu’il y a unicité faible ( ou en loi ) des solutions de (3.1) si deux so-
lutions faibles ont toujours méme loi i.e, pour tout & € R", étant données deux
solutions (W', X;) et (W?;Y;) de (5.1) telles que X'g =&, 1 = 1,2 les processus
(X¢,t>0) et (Yy,t >0) ont méme loi.

3) On dit qu’il y a unicité trajectoire des solutions de (3.1) si, pour tout £ € R™,
étant données deuz solutions (Wy, X;) et (W, Y;) de (5.1) telles X'g = &,i = 1,2
on a Xy =Y; p.s.

33



Introduction au calcul stochastique

3.2 Existence et unicité de solutions (E.D.S)

Nous donnons d’abord un résultat d’existence et d’unicité d’une solution forte sous

des conditions un peu restrictives sur les coefficients b et o.

Théoréme 3.2.1.
Supposons que les coefficients b et o satisfont les deux conditions suivantes : On

suppose qu’il existe une constante K positive telle que pour toutt > 0, X;Y € R".
H1) Condition de Lipschitz :

| b(t, X) = b(t,Y) |+ |o(t,X)—ot,Y)|<K|X -Y|.

H2) Condition de croissance linéaire :

[0(t, X) [ K(I+ [ X ), |o(t, X) [< K(1+ [ X ).

Alors EDS (3.1) admet, pour toute condition initiale & de carrée intégrable (E(| & |2
) < 00), une solution forte (Xi)icpr), presque stirement continue. Cette solution

est unique, de plus cette solution vérifie :

E( sup |Xt2|)<oo.

0<t<T

Pour démontrer l'unicité, on utilise le lemme de Gronwall :

Lemme : Gronwall

Soit ¢ : [0,7] — R une fonction continue telle que, pour

t
g(t) §a+b/g(s)ds,a€R,b20.
0
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Alors, pour tout t e R g(t) < aexpbt

Preuve 3.2.1.
On pose

alors g(t) < G(t) :Si g est continue, G est une fonction dérivable et

(e™"G(t)) = —be™"G(t) + e "G (1) = —be P'G(t) + be g (t) < 0.

donc

e Vg(t) < e M'G(t) < G(0) = a
Si g est seulement mesurable bornée, G est continue et vérifie

t

G(t) = a+b/g(5)ds < a—i—b/tG(s)ds

donc la méme conclusion est vraie.

Noter que Uespace vectoriel Xy muni de la norme || E(supgqcr | Xi |) | est
complet, ot :

Xr ={(Xy,t €[0,T]) processus continu et adapté a (F;)  tel que E(supg<i<r |
X2 ]) < +oo } |

Preuve de 'unicité
Soit (W})i>o = Considérons les deux processus (X;) et (V7).

t t

X, =&+ /b(s,Xs)ds+ /U(S,XS))dWS

0 0
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t t

Vi—er [t vids+ [ ol v,

0 0
On va montrer que X; =Y; P - p.s Ce qui revient a montrer que :

E{Sup (Xt—y;f}:o 0<t<T

0<t<T

Alors

t t t

¢
| X, =Y, |2:| /b(s,Xs)ds+/a(s,Xs)dWS — /b(s,Y;)ds — /U(S,YS)dWS |2
0

— | /t(b(s,XS) ds+/ (5,Y,))dW, |2

t

— 9 / (b(s, X.) — b{s,Y2))ds |* + | / (05, X.) — o (s, Y2))dW, [

0

Comme (a +0)? <2a® + 20> pour 0 <t <r <T

sup | X;—=Y; P< 2 sup [| [ (b(s, X)—b(s,Ys))ds [* + | / (0(s, Xs)=0(s,Ys))dW, ]

0<t<T 0<t<T

En utilisant 1'inégalité de Doob

E(supg<<r | Xe—Yy 2) < QE[SUPOStST’ /(b(sts)—b(Sﬂfs))dﬂ 2] +E [| /(U(§ Xs)—

o(s, Y.))dW,| ]
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t

o8| / (b(s, X.) — b(s, Y2))ds] } +2x 18| [ (ol ) = oo Y)W ]

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz
T T
2

E(sup | X; —Yi| ) < 2TE{| /(5(87Xs) — b(s,Yy))ds| } +8IEZ[ / (s, Y5))dW| 2}

0<t<T

<@V 2T)E{/Tl (b(s, Xs) = b(s, )] 2d8 + /I (0(s, Xs) = a(s,Y5))] QdWs}.

Comme les fonctions b et o sont Lipschitzienne en espace (€2, F, P), on obtient,

pour tout r € [0, 7]

T
2
E(sup | X; =Y )< 8v2TK2EU\ — Y| ds
0<t<T
0
T
r.K0E| [1%-vi czs}
0
T
o fa{n )
T 2
K)/E(sup|Xt )ds.
0
Donc
2 T 2
E( sup | X, — V| >§C(T,K)/ET§S(sup|Xt—Yt| )ds.
0<t<T

Le lemme de Gronwall permet d’écrire

2
Eo<t<T(sup| X; - Y| ) < 0ecTRT _
Donc

2 2
E( sup | X; — Y| ):O:> sup | Xy =Y =0

0<t<T 0<t<T

D’ou

l'unicité forte O
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Existence de la Solution

Pour démontrer 'existence d'une solution X de 'EDS (3.1) on utilise la mé-
thode des approximations successives dite "méthode d’itération de Picard". On
définit par récurrence une suite de processus (X")

(

X0 =¢

t

Xi=£&+ | b(s,&)ds+ [ a(s,&)dW,
s |

0

t t

Xt = ¢+ /b(s,Xf)ds—l— /U(S,XS")dWS.

\ 0 0

Par récurrence pour chaque n, X" est continu et adapte, donc le processus o (¢, X})
'est aussi. Fixons T > 0 et raisonnons sur [0, 7, nous vérifions d’abord par récur-

rence sur n que

30, vt € [0,T] E[(X)?] < Ch. (3.2)

Pour n = 0, il n’y a rien a montrer.
Supposons a présent que ceci est vrai a I’ordre n — 1 et vérifions que cela reste vrai

a l'ordre n.
t

E|:/0’(S, Xt"_l)st] < oo ce qui de coule de la croissance linéaire et de I’hypo-

thése de récurrence.

En utilisant encore la croissance linéaire, on écrit :

38



Introduction au calcul stochastique

b5, X1 | + 5 / ols. x| )

0

o\W O\ﬁ

(b(s,Xfl))zdS] +E{/t(a(s,X§1))2dWs})

_ ot
<3( & +tE /(K+K|Xg-1 |)2ds]+E /(K+K|Xg—1 \)desD
"0 0

t

§3(§2 + (t+ 1)1@7[/(1{ + K| X! \)2ds: >

<3 +3(t+ 1)1@[/(21{2 +2(K | X! ]2)ds}

<BE 4 6T(t+T)(K*44C,_1) = C,.

La majoration (3.2) et ’hypothése de croissance linéaire sur ¢ entrainent que la
t

martingale locale ( / o(s, X")dW,) est une vraie martingale bornée dans L? pour

0
tout n . On utilisera ceci pour majorer par récurrence

2
E{ sup | X1 — X7 }

0<t<T

O na:

t t
Xt — X7 = /(5(87)(?) = b(s, X771))ds + /(U(S,Xﬁ) —o(s, X 71))dW,

0 0
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D’ou :
2 S 2 S
E[sup X X }QE[sum (b(u, X2) = bu, X2 dul + sup | [ (o(u, X7) — ou, X
0<t<T 0<s<t ) 0<s<t J

<2(] / (b X2) ~ b X271 D] + 42 / (| o, X?) — o, X271) |

]

<9 (TIE{/ w, X™)—b(u, X"1) du] +4E[/ o (u, X) =0 (u, X7 1))2quD

0 0
t

< 2(T + 4)K2E[/ | X7 — X )P du}

0
t

< C’TE{/ sup | X" — X112 du}
0<r<u
0

Avec Cp = 2(T + 4) K?, posons

gn(u) =sup0 <7 <u|X'—X"1]*.

Ainsi on vient de montrer que

Gusr (1) < Cr / gu()du. (3.3)

D’autre part, Vn, g, est bornée sur |0, T|.

En effet, pour n > 0 :
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t
gul(r) <2(T + 4)K2E{/ | X — X )P du]
0

< E[ / 20X — 200 P du}

<AT(T +4)(C2 + C2_)).
go(t) = €2 qu’on appelle C. . Une récurrence simple sur (3,3) donne :
gult) < Ch(Cr)"E

Et, en vertu du critére de D’alémbért, on obtient
o
1
Z gn(T)2 < 0.
n=0
Comme la norme de L; est dominée par la norme de L?, on aura

< Q.

SoE| sup | X0 X7
n=0

0<t<T

Le théoréeme de la convergence monotone nous permet de dire que

e}
]Elz sup | XM - X7 | < 0.
0<t<T
n=0 "=
Ce qui entraine que p.s.
oo
+1
> s | XX
— 0<t<T
n=0
Mais si n,mm € N avecn < m :
m—1
sup | Xi" — X[ |< Z sup | XM — XF < 00— 0.
0<t<T oy, 0St<T

quand n,m — oo
Par suite, p.s. la suite (X},0 <t < T'),, converge uniformément sur [0, 7] vers un
processus limite X = (X}):>0 qui est continu et adapte. En effet, on vérifie par ré-

currence que chaque processus X, est adapte par rapport a la filtration canonique
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de B, et donc X l'est aussi. On a P .p.s.

sup | X" =X |= lim sup | X"—X]|
0<s<T M—+00 0<s<T

o0

<Y sup | XE-XH]

k=nt1 0=5=T

En introduisant la norme L2, on trouve que

00 2
B[ s (20 -x 7] < (X i) S0 ko

Oss<T k=n+1

et on en déduit que

n—o0

t
/a(:s,Xs)dVVS = lim [ o(s, X])dWs.
0

dans L?

n—o0

t
/b(s,Xs)dWS = lim [ b(s, X7 )dW;.
0
En effet,

t

| [ ots.x0 - a<s,Y£>dWs)2} —( / o(s.X.) = ol Y )alv, )
§E<K{/|X{—X§Fda

gﬂK@%w\&—mw}%o

0<s<T

et on

procéde de la méme maniére pour b. En passant a la limite dans 1’équation de

récurrence pour X,, on trouve que X est une solution (forte) sur [0, 7.
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3.3 Equations différentielles stochastiques Neutre

Définition 3.3.1.
Soit (2, F, Fi, P) un espace de probabilité muni d’une filtration Fy, (Wy)i>o un Fy
mouvement brownien d-dimensionnel. On appelle équations différentielles stochas-

tiques Neutre (E.D.S.N) n-dimensionnel l’équation se écrire sous la forme suivant :

d[X(t) — D(Xy)] = f(t, Xp)dt + g(t, Xp)dW, Vito <t <T. (3.4)

Awvec pour tout T >0 et 0 <tg <T <00 on a:
D:C([-7,0;R") - R"

f : [t(),T] X C([—T7 O])Rn) 5 R"
g [to,T] X C([—T, ()]JR”) - Rnxd

Avec la définition d’Ito, pour tout to < t <'T ’équation différentielle stochastique

(3.4) écrire sous la forme suivant :

t

X(0) = DY) = X(to) = D)+ [ fs.X)ds+ [ gs. X)W, (39

Avec le condition initialle
Xig=E6=¢€(0): —1 <0< 0€ L% ([-T,0;R") (3.6)

ot : € est Fy, mesurable et £ € C([—T,0]) ils variété stochastique et E(| £ |*) <

0.

Définition 3.3.2.
Si l’équation (3.4) a la solution X (t) = 0 correspondant a la valeur initiale £ = 0.

Cette solution est appelée solution triviale ou position d’équilibre.

Définition 3.3.3.
Soit (2, F,Fi, P) un espace de probabilité muni d’une filtration Fi, (Wi)i>0 un
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F mouvement brownien d-dimensitonnel. On appelle une équations différentielles

stochastiques Neutre avec retard (E.D.S.N) l’équation s’écrire sous la forme :

d[X(t) — D(X(t —7))] = F(t, X(£), X (t — 7))dt + G(t), X (t), X (t — 7)dW, Vt € [to,1]-
(3.7)

Avec :

F:lty,T] x R" x R" - R"
G : [to, T] x R" x R" — R™*¢
D:R"—»R"
Sion définie f(t;9) = F(t,(0),0(=7)), g(t, ) = G(t,(0), (=7)) et D(p) =

D(p(=7)) pour ¢ € C([-7,0|,R,) et t € [to;T], alors Uéquation (3.7) on peut

écrire comme l’équation (3.4)

3.4 Stabilité des équations différentielles stochas-

tiques

En 1892 Lypunov introduit le concépte de stabilité d’un systeme dynamique. Il
définie la stabilité comme insensibilité de I’état du systéme a de petits changements
dans 'état initial ou les paramétres du systéme. Pour une étable systéme, les
trajectoires qui sont "processus 'une de 'autre & un instant spécifique devraient
donc rester proches I'un de 'autre a tous les instants ultérieurs. Pour rendre la
théorie de stabilité stochastique plus compréhensible. Dans cette section on pareille
de quelques types de stabilité de solutions d’équations différentielles stochastiques

(E.D.S) (3.1) a la valeur initiale .
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3.4.1 Stabilité en probabilité

Définition 3.4.1.

1) La solution triviale de ’équation (E.D.S) (3.1) est dite stable en probabilité

ou stochastique ment stable pour t > 0 si pour tout £ >0 on a :

lim P {Sup | X (%) |} ~0.

—0 t>0

2) On dit que la solution triviale est asymptotiquement stochastique ment stable

si elle est stochastique ment stable et :

limP{sup | X(t) |= O} =1
£—0

t—o00

3) On dit que la solution triviale est asymptotiquement stochastique ment stable

dans le large s’il est stochastique ment stable et pour tout & € L%Eto ([-T,0;R)

on a :

P{lim X(t) = 0} ~1.

t—o00

Définition 3.4.2.

La solution triviale de équation (E.D.S) (3.1) est dite presque sirement exponen-

tiellement stable si :

| X

. L x,
lim sup —e**' < 0
t—o0

pour tout £ € L%, ([-T,0],R).
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3.4.2 Stabilité du p“" moment

Définition 3.4.3.
Soit p > 2 on dit la solution de (E.D.S) (3.1) est stable du p®™ moment si pour
tout € > 0 il existe d > 0 tq :

E(sup X(0) | ) €l<s
t>0
Définition 3.4.4.

Soit p > 2 on dit la solution de (E.D.S) (3.1) est asymptotiquement stable du p*™

moment si stable du p™ moment et pour tout & € LQEO ([-T,0,R) on a :

lim E(sup | X(t) ]) = 0.
T—o0

t>T

3.4.3 Stabilité exponentielle du p“" moment

Définition 3.4.5.
La solution triviale de l’équation (E.D.S) (3.1) est dite exponentiellement stable du

€M

p“™ moment sil existe deux constantes positives A et C telle que :

E|X; |P<C| Xo [P e M) vt >,
pour tout & € Lfrto([—T, 0]; R).
Si p = 2 cette solution est dite exponentiellement stable de moyenne carré.

Théoréme 3.4.1.
On supposons que les conditions (Hy) et (Hy) détiennent. Alors, I’équation (3.8)
est asymptotiquement stable du moyenne carré si
_ [os /
AMZ]| (~A) 2 4V (@, B) (%> LA PIAL L) < 1
ot V(e B) = a2F%+601275 | I'itap lorsque g =0, p =2 se réduit que la forme

‘DeX(t) + gt x(t — 7(1))] = AX(8) + f(t,2(t — (1) + ot a(t — 7(t)) + G t=0
Xo = 5(0) S B([m(0)70]’ H)
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Exemple

Considérons I’équation différentielle partielle fractionnée stochastique non linéaire

avec retard infini sous la forme suivante :

“Dlu(t,y) + gt u(t — 7.9))) = ZoG2 + f(t,u(t — 7,y) + ot ult — 7),y)LE
u(t, O) =u(t,7) =0
u(t, y) = o(t,y) yel0;m,t <0

(3.9)
et ou W (t) désigne un processus de Wiener cylindrique standard et un mouvement
brownien un-dimensionne standard, pour écrire le systéme (3.9) a la forme (3.8),
on considére l'espace H = K = L?[0,11], on définie 'opérateur A(R) — R : ,
on considére 'espace H = K = L?[0,11], on définie I'opérateur D(A) C H — H
avec Aw = w" dans le domaine D(A) = {w € X ;w , est absolument continue

w' € X, w(0) =w(r) =0 Aw = i n?(w, wy)wy,, w € D(A)
n=1

ot wy(s) = v/2sin(ns), n = 1,2, ...est 'ensemble orthogonal de vecteurs propres
de A. On sait que A un générateur de semi-groupe analytique compact S(t), t > 0
dans X et

Ze (w, wy,)w
n=1
Il est bien connu que S(t) < et on prend p = 2, M = 1 on peut obtenir
I'inégalité
Al (AP 24V e
| (A7) P +Via.8)

. De plus, si on suppose que des conditions appropriées de g, f et ¢ pour vérifier les

)+ 2LA(L2+ L)) < 1.

hypothéses de Théoréme (3.4.1), on peut conclure que la solution milde de (3.9)

est asymptotiquement stable du moyenne carré.
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Conclusion

Le formalisme de la dérivation fractionnaire consiste a généraliser la notion de
la dérivation aux ordres non entiers. L’étude de quelques phénomeéne en sciences
physiques et en sciences pour I'ingénieur ont fait apparaitre I'intégration d’ordre un
demi dans les équations de Chaleur. Dés lors, les développements ont été nombreux
et différentes définitions de la dérivation non entier ont été établies.

Nous avons utilisé le calcul stochastique pour démontrer I'existence, I'unicité, et

la stabilité asymptotique de la solution.
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Résumé

Dans le présent travail, nous avons exposé les différentes définitions et propriétés
de la dérivée d’ordre fractionnaire, les définitions et les conditions d’existence

et de stabilité de solution des équations différentielles stochastiques. Comme application, nous
avons donné une étude sur I'existence, I'unicité et la stabilité asymptotique

d’une équation différentielle stochastique neutre d’ordre fractionnaire avec retard infini.

Mots clés :
Mouvement brownien, équation différentielle stochastique d’ordre fractionnaire, processus
stochastique, processus d’Itd, stabilité.

Abstract:

In the present work we have described the different definitions and properties of the fractional
derivative, the definition and the conditions of the existence and stability of the stochastic
fractional differential equations. As an application, we have given a study on the existence,
unicity and asymptotic stability of a nonlinear stochastic fractional differential equation with
infinite.

Keywords :
Brownian motion, fractional order stochastic differential equation, , stochastic processes, Ito
processes, mild solutions, stability.
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