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Avant-Propos

Ce polycopié de cours est destiné principalement aux étudiants de Licence Mathématiques mais

peut être utile à toute personne souhaitant connaître et surtout utiliser les principales méthodes de la

statistique inférentielle.

Le niveau mathématique requis est celui de la première année et la deuxième année de Licence, avec

quelques notions d�analyse et de probabilités, souvent enseignées en deuxième année Licence. De ce fait,

l�étudiant doit maîtriser les méthodes d�analyse et d�algèbre de base ainsi que les techniques essentielles du

calcul des probabilités.

La première partie du polycopié est consacrée à quelques rappels et compléments (Limite inférieure,

supérieure, symboles o et O, la convergence des suites de variables aléatoires et les théorèmes limites)

pour une utilisation judicieuse des méthodes statistiques. La deuxième partie statistique correspond aux

chapitres d�échantillonnage, d�estimation et de tests d�hypothèses. Chaque chapitre se conclut par des

exercices corrigés permettant de contrôler l�acquisition des notions essentielles qui ont été introduites.

En�n, toutes vos remarques, vos commentaires, vos critiques, et même vos encouragements, seront

accueillis avec plaisir. Vous pouvez me les communiquer à l�adresse électronique suivante : a.ghezal@ centre-

univ-Mila.dz

Bon courage !

Mila Ahmed Ghezal

2021
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Chapitre 1

Limite inférieure, supérieure et symboles

o et O

Dans toute la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

- 
 est un ensemble non vide.

- P (
) désigne l�ensemble des parties d�un ensemble 
:

- x 2 
 signi�e que x est élément de l�ensemble 
:

- Soit (An)n�1 une suite de parties de 
; la réunion
[
n�1

An de la suite (An)n�1 est l�ensemble des éléments

x 2 
 ayant la propriété � Il existe un entier n tel que x 2 An�. De même, l�intersection
\
n�1

An de

la suite (An)n�1 est l�ensemble des éléments x 2 
 ayant la propriété � x 2 An pour une in�nité

d�indices n �.

- Si (An)n�1 une suite monotone décroissante de parties de 
, i:e:; A1 � A2 � ::: � An � An+1 � ::::,

alors par dé�nition lim # An :=
\
n�1

An et si (An)n�1 une suite monotone croissante de parties de 
,

i:e:; A1 � A2 � ::: � An � An+1 � ::::, alors lim " An :=
[
n�1

An.

- Si (An)n�1 une suite arbitraire de parties de 
, alors sup
k�n

Ak =
[
k�n

Ak et inf
k�n

Ak =
\
k�n

Ak.

1.1 Limite inférieure et supérieure

Cette section est consacrée aux notions de limites, limite supérieure et limite inférieure d�une suite.
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Soit (An)n�1 une suite de parties de 
, on dé�nit la limite supérieure et la limite inférieure de la suite

(An)n�1 notées limAn et limAn, par

limAn : =
\
n�1

[
k�n

Ak = inf
n�1

sup
k�n

Ak,

limAn : =
[
n�1

\
k�n

Ak = sup
n�1

inf
k�n

Ak,

où la notation inf sup et sup inf est à prendre au sens de la relation d�ordre partiel � dans P (
). Les

ensembles limAn et limAn sont appelés respectivement limite supérieure et limite inférieure de la suite

(An)n�1. Lorsque limAn = limAn, on dé�nit limAn comme étant l�ensemble commun sur lequel limAn =

limAn et on dit que la suite (An)n�1 tend vers A = limAn ou converge vers A. Si limAn 6= limAn,

alors limAn est indé�nie. Ainsi, limite supérieure, limite inférieure et limite (lorsqu�elles existent) sont

calculés à partir de la suite (An)n�1 toute entière. On peut également écrire limAk, limAm pour limAn

(mêmes commentaires pour limite supérieure et limite). Il y a des situations ou l�indice de la suite est

important de le préciser. Pour l�instant, si (Bn)n�1 est une autre suite de parties de 
, alors lim (An \Bk)

est ambigu. Par contre limn (An \Bk) et limk (An \Bk) désigne deux choses di¤érentes. En e¤et, pour k

�xé limn (An \Bk) désigne la limite inférieure de la suite (An \Bk)n�1, par contre limk (An \Bk) désigne

la limite inférieure de la suite (An \Bk)k�1 où n étant �xé.

Remarque 1.1.1 Soit A la limite d�une suite (An)n�1 qui converge. Alors A est caractérisé par8<: 8x 2 A; 9m; 8n � m; x 2 An8x =2 A; 9k; 8n � k; x =2 An
:

Les propriétés de base des limites inférieure et supérieure d�une suite (An)n�1 de parties de 
 sont

regroupées dans le lemme suivant

Lemme 1.1.1 On peut aussi caractériser la limite supérieure et la limite inférieure par les assertions

suivantes :

a. limAn = fx 2 
 : # fn 2 N : x =2 Ang <1g (c-à-d, limAn est dé�nie comme l�ensemble de tous les

éléments x de 
 qui appartiennent à tous les An sauf à un nombre �ni d�entre eux):

b. limAn = fx 2 
 : # fn 2 N : x 2 Ang =1g (c-à-d, limAn est dé�nie comme l�ensemble de tous les

éléments x de 
 qui appartiennent à An pour une in�nité d�indices n):
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c. limAn � limAn:

Preuve.

a. Supposons que limAn = ?, alors 8k 2 N on a
\
n�k

An = ?. Mais, alors il n�existe aucun x 2 
 : x 2

à tous les An sauf à un nombre �ni d�entre eux. Si limAn 6= ?, alors soit x 2 limAn donc il existe

k 2 N, tel que x 2 Ak; Ak+1; :::Ainsi x 2 à tous les An sauf à un nombre �ni d�entre eux. Inversement,

si x 2 à tous les An sauf à un nombre �ni d�entre eux alors il existe k 2 N tel que x 2
\
n�k

An et donc

x 2
[
k�1

\
n�k

An = limAn:

b. Si x 2 à une in�nité de parties An alors cet élément appartient toujours à la réunion
[
n�k

An: Par

conséquent, x 2
\
k�1

[
n�k

An = limAn; ce qui établit la seconde identité.

c. L�assertion est banale si limAn = ?, sinon 9x 2 limAn: Ce x est dans tous les An sauf un nombre �ni

d�entre eux, donc il est dans une in�nité de An, c-à-d, x 2 limAn:

Exemple 1.1.1 A et B sont deux parties de 
, on dé�nit la suite (Cn)n�1 de parties de 
 par C2n = A

et C2n+1 = B. Alors on a limCn = A [B, limCn = A \B:

Exemple 1.1.2 Soit (An)n�1 la suite de partie dé�nie par8<: A1 = [0; 1] , A3 =
�
0; 13
�
,A5 =

�
0; 15
�
, .....

A2 = [0; 2] , A4 = [0; 4] ,A6 = [0; 6] ,........

alors limAn = f0g , limAn = [0;1[ et limAn n�existe pas.

Lemme 1.1.2 Soit (An)n�1 une suite de parties de 
, alors on a

1. Toute suite monotone converge.

a. Si (An)n�1 est croissante, alors limAn existe et égale à
[
n�1

An:

b. Si (An)n�1 est décroissante, alors limAn existe et égale à
\
n�1

An:

2. Toute suite de parties deux à deux disjointes est convergente. i.e., si (An)n�1 est une suite de parties

deux à deux disjointes, alors limAn = ?:

CHAPITRE 1. LIMITE INFÉRIEURE, SUPÉRIEURE ET SYMBOLES o ET O 8



Preuve.

1. a. L�assertion est triviale si An = ? pour chaque n: Supposons que 9N 2 N tel que AN 6= ?. Comme

(An)n�1 est croissante, x 2 à une in�nité de An si et seulement si x 2 à tous les An sauf

un nombre �ni d�entre eux. Par conséquent limAn = limAn, donc limAn existe et égale à

limAn =
[
n�1

\
k�n

Ak =
[
n�1

An.

b. Si (An)n�1 est décroissante, alors
[
n�k

An = Ak; d�où limAn =
\
n�1

An. D�autre part, la suite0@\
k�n

Ak

1A
n�1

est croissante, d�où limAn =
\
n�1

An. Par conséquent limAn = limAn, donc limAn

existe et égale à
\
n�1

An.

2. Observons que si (An)n�1 une suite de parties deux à deux disjointes, alors il n�existe aucun x 2 à une

in�nité de An, ainsi limAn = ? , d�après l�assertion c: limAn = ? et donc limAn existe et égale à ?.

Exemple 1.1.3 Soit Ck =
�
(x; y) 2 R2 : 0 � x < k; 0 � y < 1

k

	
. Alors

An = sup
k�n

Ck =
[
k�n

Ck =

�
(x; y) 2 R2 : 0 � x <1; 0 � y < 1

n

�
;

Bn = inf
k�n

Ck =
\
k�n

Ck =
�
(x; y) 2 R2 : 0 � x < n; y = 0

	
;

comme (An)n�1 et (Bn)n�1 sont deux suites monotones décroissante et croissante respectivement de parties

de 
, alors

A : = lim # An =
\
n�1

An = limCn =
�
(x; y) 2 R2 : 0 � x <1; y = 0

	
;

B : = lim " Bn =
[
n�1

Bn = limCn =
�
(x; y) 2 R2 : 0 � x <1; y = 0

	
.

et par conséquent limCn = limCn = limCn =
�
(x; y) 2 R2 : 0 � x <1; y = 0

	
:

Rappelons aussi que si (an)n�1 est une suite réelle, alors on dé�nit liman, liman par

liman := sup
n�1

inf
k�n

ak, liman := inf
n�1

sup
k�n

ak,
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ces deux quantités existent toujours dans R := [�1;1] = R[f�1g [ f+1g : Notons ici qu�une suite

réelle est convergente si et seulement si liman et liman existent et sont égales, dans ce cas la quantité

commune est notée lim an. De même si (fn)n�1 est une suite de fonctions réelles dé�nies sur 
, alors on

dé�nit limfn, limfn comme suit

8x 2 
 : (limfn) (x) := limfn (x) ,
�
limfn

�
(x) := limfn(x)

ce qui revient aux cas de limite inférieure et limite supérieure d�une suite réelle.

Exemple 1.1.4 Soit (an)n�1 la suite réelle dé�nie par an = (�1)n: Alors liman = �1 et liman = 1 et par

conséquent lim an n�existe pas.

Exemple 1.1.5 Considérons la suite (an)n�1 :

an =

8>>><>>>:
n�3
n si n � 0 [3]

2 si n � 1 [3]
n+1
3 si n � 2 [3]

;

alors pour tout n 2 N on a supk�n ak = +1 et

inf
k�n

an =

8>>><>>>:
n�3
3 si n � 0 [3]
n�1
n+2 si n � 1 [3]
n�2
n+1 si n � 2 [3]

;

par conséquent liman = 1 et liman =1 et donc lim an n�existe pas.

1.2 Quelques lemmes utiles

Lemme 1.2.1 [Lemme de Ces�aro]Si (xn)n�1 est une suite réelle convergente vers x, alors la suite

 
1
n

nX
t=1

xt

!
n�1

converge aussi vers x.

Remarque 1.2.1 Notons que l�inverse est généralement fausse. En e¤et, la suite

 
1
n

nX
t=1

(�1)t
!
n�1

converge

vers 0, mais ((�1)n)n�1 ne converge pas.

Lemme 1.2.2 [Lemme de Toeplitz] Soient (yn)n�1 une suite réelle convergente vers y et (xnt; t = 1; :::; kn)n�1

une suite triangulaire véri�ant

CHAPITRE 1. LIMITE INFÉRIEURE, SUPÉRIEURE ET SYMBOLES o ET O 10



1. xnt �! 0 quand n!1 pout tout t:

2. lim
n!1

knX
t=1

jxntj � K < +1:

3. lim
n!1

knX
t=1

xnt = 1:

Alors lim
n!1

knX
t=1

xntyt = y:

Preuve. Pour tout " > 0, 9N" � 1 : 8n � N" =) jyn � yj < "=K. D�autre par

lim
n!1

�����
knX
t=1

xntyt � y
����� � lim

n!1

�����
knX
t=1

xnt (yt � y)
�����+ lim

n!1
jyj
�����
knX
t=1

xnt � 1
�����

� lim
n!1

knX
t=1

jxntj jyt � yj+ lim
n!1

jyj
�����
knX
t=1

xnt � 1
����� � 0:

Un cas particulier, mais très fréquent qui satisfait les hypothèses du lemme est la suite (xnt) ; xnt =

xt=

nX
t=1

xt où (xt)t�1 est une suite réelle telle que
nX
t=1

xt ! +1. Notons aussi que dans le lemme de

Toeplitz, si y = 0, alors l�hypothèse 3 peut être omise. Aussi si xnt � 0 pour tout t = 1; :::; kn et n � 1,

alors l�hypothèse 2 peut être omise.

Une application immédiate du lemme de Toeplitz est la preuve du lemme suivant

Lemme 1.2.3 [Lemme de Kronecker] Soient (an)n�1 et (xn)n�1 deux suites réelles positives t.q. an " 1.

Alors lorque n �! +1
nX
t=1

xt
at
! c =) 1

an

nX
t=1

xt ! 0:

Preuve. Posons s0 = 0 et sn =
n�1X
t=1

xt
at
. Une sommation par partie donne

1

an

nX
t=1

xt =
1

an

nX
t=1

ai(si+i � si) = sn+1 �
1

an

nX
t=1

(ai � ai�1)si = sn+1 �
nX
t=1

anisi;

où

ani :=

8><>:
ai+i � ai
an

si i � n

0 sinon
:

La suite (ani; 1 � i � n)n�1 est une suite triangulaire véri�ant les hypothèses du lemme de Toeplitz, Donc

le résultat s�achève en appliquant le lemme de Toeplitz.
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1.3 Les symboles o et O

Dé�nition 1.3.1 Soient (an) et (bn) deux suites réelles t.q bn > 0;8n:

1. On dit que (an) et d�ordre plus petit que (ou est négligeable devant) (bn) lorsque n �!1; et on écrit

an = o (bn) ; si lim
n�!1

an
bn
= 0:

2. On dit que (an) et au plus du même ordre que (bn) lorsque n �! 1; et on écrit an = O (bn) ; s�il

existe une constante M > 0;9N0;8n � N0 : janjbn
�M:

Exemple 1.3.1 Soit an = 6n2 + 2n+ 4: Alors, an = O
�
n2
�
et an = o

�
n2+�

�
;8� > 0:

Exemple 1.3.2 Soit an = (�1)n : Alors, an = O (1) et an = o
�
n�
�
;8� > 0:

Exemple 1.3.3 Soit an = exp f�ng : Alors, an = O
�
n��

�
et an = o

�
n��

�
;8� > 0:

Exemple 1.3.4 Soit an = exp fng : Alors, an 6= O
�
nk
�
;8k 2 R:

Propriétés 1.3.1 Soient (an) ; (bn) deux suites réelles et soient (fn) ; (gn) deux suites réelles positives.

1. Si an = o (fn) ; bn = o (gn) ; alors

� anbn = o (fngn) ;

� jasnj = o (fsn) ; s > 0;

� an + bn = o (max (fn; gn)) :

2. Si an = O (fn) ; bn = O (gn) ; alors

� anbn = O (fngn) ;

� jasnj = O (fsn) ; s � 0;

� an + bn = O (max (fn; gn)) :

3. Si an = o (fn) ; bn = O (gn) ; alors

� anbn = o (fngn) ;

� an + bn = O (max (fn; gn)) :

Remarque 1.3.1 Une série
1P
n=1

xn converge strictement si
mP
n=1

xn = O (1) et
1P
n=m

xn = o (1).
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1.4 Exercices

Exercice 1.4.1 Soient (An)n�1 et (Bn)n�1 deux suites de parties de 
. Montrer les assertions suivantes

1. limIAn = IlimAn et lim IAn = IlimAn :

2. Montrer que limAn � limAn sans utiliser la méthode utilisée dans le lemme précédent.

3. (limAn)
c = limAcn et limA

c
n =

�
limAn

�c
:

4. lim (An [Bn) = limAn [ limBn et lim (An \Bn) = limAn \ limBn:

5. limAn\limBn � lim (An \Bn) � limAn\limBn et limAn[limBn � lim (An [Bn) � lim (An [Bn) �

limAn [ limBn:

6. Ilim(An[Bn) = max
�
IlimAn ; IlimBn

	
et Ilim(An\Bn) = inf

n
IlimAn ; IlimBn

o
:

7. Si An ! A et Bn ! B alors Acn ! Ac; An \ Bn ! A \ B, An [ Bn ! A [ B, AnnBn ! AnB et

An�Bn ! A�B:

8. limnlimk (An \Ack) = ?; AnlimAn = lim (AnAn), AnlimAn = lim (AnAn) :

9. lim (A�An) = (AnlimAn) [
�
lim (AnnA)

�
:

10. Si An ! A alors lim (A�An) = lim (AnnA) :

11. limAnnlimAn = limAn�limAn = (limAn�A)�
�
limAn�A

�
:

(Rappel : La di¤érence symétrique A�B des ensembles A et B est dé�nie par (A \Bc) [ (B \Ac) ; la

fonction caractéristique ou indicatrice d�une partie A de 
; est la fonction dé�nie sur 
 à deux éléments

f0; 1g ; notée IA;donnée par : IA (x) =

8<: 1 si x 2 A

0 sinon
):

Exercice 1.4.2 1. Soit (An)n�1 la suite de parties de R+ dé�nie par :

A2n = [0;n] et A2n+1 = [n;+1[ :

Calculer la limite inférieure limAn et la limite supérieure limAn:

2. Soient (An)n et (Bn)n deux suites de parties de R telles que :

A2n =

�
�2; 3 + 1

n

�
; A2n+1 =

�
� 1
n
; 2

�
; B2n =

�
�1; n+ 1

n

�
et B2n+1 =

�
�n+ 1

n
; 1

�
:

Calculer limAn, limAn, limBn et limBn.
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Exercice 1.4.3 Soit (an)n�1 une suite réelle, c une constante. Montrer

1. lim (c+ an) = c+ liman:

2. lim (c+ an) = c+ liman:

3. lim (can) =

8<: climan if c � 0

climan if c < 0
:

4. lim (can) =

8<: clliman if c � 0

climan if c < 0
:

5. En déduire que lim (�an) = �liman et -lim (an) = lim (�an) :

Exercice 1.4.4 Soient (an)n�1 et (bn)n�1 deux suites réelles. Montrer que les inégalités suivantes sont

vraies, pourvu que les quantités de gauche aient un sens

1. lim (an + bn) � liman + limbn:

2. lim (an � bn) � liman � limbn:

3. lim (an + bn) � liman + limbn:

4. lim (an � bn) � liman � limbn:

Exercice 1.4.5 Soient (an)n�1 et (bn)n�1 deux suites réelles. On suppose que lim an existe et �nie, montrer

1. lim (an + bn) = lim an + limbn:

2. lim (an + bn) = lim an + limbn:

Exercice 1.4.6 Supposons que lim
n!1

an = a; trouver les limites suivantes

lim
n!1

1

n

nX
i=1

ai, lim
n!1

1

n2

nX
i=1

(n� i+ 1) ai, lim
n!1

nX
i=1

ai
2n�i

:
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Solutions

Solution 1.4.1 1. Par dé�nition de la limite inf,

x 2 limAn () 9n0 2 N;8n � n0; x 2 An

() 9n0 2 N; inf
n�n0

IAn (x) = 1

() limIAn (x) = 1;

donc limIAn = IlimAn : L�égalité lim IAn = IlimAn se démontre de façon similaire à limIAn = IlimAn :

2. En e¤et
\
k�n

Ak � Ak pour tout k � n, donc
\
k�n

Ak �
[
k�n

Ak pour tout n, alors pour tout n;\
k�n

Ak �
\
n�1

[
k�n

Ak = limAn: Finalement
[
n�1

\
k�n

Ak � limAn:

3. Il su¢ t d�écrire

0@[
n�1

\
k�n

Ak

1Ac = \
n�1

[
k�n

Ack et

0@\
n�1

[
k�n

Ak

1Ac = [
n�1

\
k�n

Ack:

4. La première égalité provient du fait qu�un élément appartient à une in�nité de An[Bn ; si et seulement

si ; il appartient à une in�nité de An ou bien à une in�nité de Bn; et la seconde se démontre, en

passant au complémentaire dans
�
lim (An [Bn) = limAn [ limBn

�
en utilisant la question 3.

5. Montrons que limAn\ limBn � lim (An \Bn) : Soit x 2 limAn\ limBn; puisque x 2 limAn (resp. x 2

limBn) 9n0 2 N;8n � n0; x 2 An (resp. 9n1 2 N;8n � n1; x 2 Bn): Montrons que x 2 lim (An \Bn) :

Posons p = max (n0; n1) ; on a : n � p et comme n � n0 et n � n1 donc x 2 An \ Bn: Maintenant,

montrons que lim (An \Bn) � limAn \ limBn: Soit x 2 lim (An \Bn) alors x 2 limAn et x 2 limBn:

Le reste, en passant au complémentaire dans
�
limAn \ limBn � lim (An \Bn) � limAn \ limBn

�
en

utilisant la question 3.

6. On a : lim (An [Bn) = limAn [ limBn, donc Ilim(An[Bn) = IlimAn[limBn ; si x 2 limAn [ limBn
alors IlimAn[limBn (x) = 1 = max

�
IlimAn (x) ; IlimBn (x)

	
; sinon IlimAn[limBn (x) = 0 = max (0; 0) =

max
�
IlimAn (x) ; IlimBn (x)

	
: De la même façon, on a : lim (An \Bn) = limAn \ limBn, donc si

x 2 limAn \ limBn alors Ilim(An\Bn) (x) = 1 = inf
n
IlimAn (x) ; IlimBn (x)

o
; sinon Ilim(An\Bn) (x) =

0 = inf
n
IlimAn (x) ; IlimBn (x)

o
; d�où le résultat.

7. Comme limAcn =
�
limAn

�c
donc limAcn = Ac: De même, limAcn = (limAn)

c = Ac; donc Acn ! Ac:

D�après la question 3, lim (An \Bn) = limAn \ limBn = A \ B et d�après la question 5, A \ B �
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lim (An \Bn) � A \B ce qui montre que An \Bn ! A \B: Passons aux complémentaires. Il su¢ t

de voir que, 8n

An [Bn = (Acn \Bcn)
c ; AnnBn = An \Bcn et An�Bn = (An \Bcn) [ (Bn \Acn) ;

Les résultats obtenus aux les questions précédentes.

8. On a : limnlimk (An \Ack) = limnAn \ limkAck = limnAn \
�
limkAk

�c
= ?: Comme AnlimAn =

A \
�
limAn

�c
= A\ limAcn donc AnlimAn = lim (A \Acn) = lim (AnAn) : De la même façon, on

montre que AnlimAn = lim (AnAn) :

9. D�après les questions 4 et 7, on a :

lim (A�An) = lim ((AnAn) [ (AnnA))

=
�
lim (AnAn)

�
[
�
lim (AnnA)

�
= (AnlimAn) [

�
lim (AnnA)

�
:

10. Si An ! A alors AnlimAn = ?, donc lim (A�An) = lim (AnnA) :

11. On a : limAn�limAn =
�
limAnnlimAn

�
[
�
limAnnlimAn

�
= limAnnlimAn, car limAnnlimAn =

limAn \ limAcn = lim (An \Acn) = ?: Comme limAn�limAn =
�
limAn�limAn

�
�(A�A) donc

limAn�limAn = (limAn�A)�
�
limAn�A

�
:

Solution 1.4.2 1. On a : A2n = [0;n] et A2n+1 = [n;+1[ de sorte que (A2n) est croissante, (A2n+1)

est décroissante, pour tout n;
\
k�n

Ak = ? et
[
k�n

Ak = [0;+1[ ; donc limAn = ? et limAn = [0;+1[.

2. On a : A2n =
�
�2; 3 + 1

n

�
et A2n+1 =

�
� 1n ; 2

�
de sorte que (A2n) est décroissante, (A2n+1) est

croissante et A2n+1 � A2n. Ainsi limAn =
[
n�1

A2n+1 = [0; 2] et limAn =
\
n�1

A2n = [�2; 3].

3. On a : B2n =
�
�1; n+1n

�
et B2n+1 =

�
�n+1n ; 1

�
de sorte que (B2n) est décroissante, (B2n+1) est

croissante, pour tout n � 1;
\
k�n

Bk = [�1; 1] et
[
k�n

Bk =
�
�1; 1 + 1

n

�
; donc limBn = [�1; 1] et

limBn = [�1; 1], par conséquent limBn = limBn = limBn:

Solution 1.4.3 1. Pour tout A � R; on sait que sup (c+A) = c + sup (A) : Donc, pour tout n;

supk�n (c+ ak) = c+ supk�n (ak) : Par conséquent, lim (c+ an) = c+ liman:

2. De la même façon.
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3. Pour tout A � R; on sait que sup (cA) =

8<: c sup (A) if c � 0

�c inf (�A) if c < 0
: Donc, pour tout n; supk�n (cak) =8<: c supk�n (ak) if c � 0

c infk�n (�ak) if c < 0
: Par conséquent, en utilisant la dé�nition de limite inférieure et de limite

supérieure, nous obtenons lim (can) =

8<: climan if c � 0

climan if c < 0
:

4. De la même façon.

5. On pose c = �1 < 0, d�où le résultat.

Solution 1.4.4 1. Pour tout n 2 N; fak + bk; k > ng � fam + bk;m; k > ng : Donc, pour tout n 2 N

sup
k>n

(ak + bk) � sup
m;k>n

(am + bk) = sup
m>n

(am) + sup
k>n

(bk) ;

et par dé�nition de la limite supérieure lim (an + bn) � liman + limbn:

2. Comme limbn = �lim (�bn) ; donc lim (an � bn) � liman + lim (�bn) � liman � limbn.

3. Par la première question, et depuis limbn = �lim (�bn) ; on a :

lim (an + bn) = �lim (�an � bn)

� �lim (�an)� lim (�bn) = liman + limbn:

4. Comme limbn = �lim (�bn) ; donc lim (an � bn) � liman + lim (�bn) � liman � limbn.

Solution 1.4.5 1. On a : lim (an + bn) � lim (an) + lim (bn) = lim an + limbn: Nous voulons montrer

l�inégalité inverse,

lim (bn) = lim (an + bn � an) � lim (an + bn)� lim (an) ;

donc lim (bn) + lim (an) = lim (bn) + lim (an) � lim (an + bn) : D�où le résultat.

2. De la même façon.

Solution 1.4.6 D�après le lemme de Cesàro, limn!1 1
n

nX
i=1

ai = a et limn!1 1
n2

nX
i=1

(n� i+ 1) ai = 0:

D�après le lemme de Toeplitz, limn!1
nX
i=1

ai
2n�i

= a .
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Chapitre 2

Modes de convergence

L�étude de suites de variables aléatoires ainsi que de leur convergence est une question très naturelle en

probabilité. Pour cela, nous nous intéresserons à préciser la notion de convergence, et les propriétés qui en

découlent. Le but de ce chapitre est d�étudier les di¤érents types de convergence pour une suite (Xn)n�1 de

variables aléatoires de Rk. Nous distinguerons alors quatre types de convergence, la convergence presque

sûre, en probabilité, en loi et en moyenne d�ordre p > 0, ainsi que les relations entre ces divers modes de

convergence ; la notion d�équi-intégrabilité est introduite à cette �n.

Dans toute la suite, nous supposerons que toute les variables aléatoires sont dé�nies sur un espace

probabilisé (
; A; P ) et à valeurs dans
�
Rk;BRk

�
.

2.1 Convergence presque sûre

La première section commence par donner la notion de la convergence stochastique la plus simple et

proche à la convergence usuelle qu�est la convergence presque sûre ou la convergence avec probabilité 1 ou

forte.

Dé�nition 2.1.1 Soit (Xn; X)n�1 une suite de variables aléatoires de Rk est dite convergente vers X 2 Rk

presque sûrement s�il existe une partie A 2 A négligeable (i.e., P (A) = 0) et Xn(!) �!n!1 X(!);8! 2 
nA;

ou encore P
�
Xn �!n!1 X

�
= 1; ou encore P

�n
! 2 
 : Xn(!) �!n!1 X(!)

o�
= 1: Dans ce cas, on note

limn�!1Xn = X p.s. ou Xn �! X p.s. lorsque n �!1.

18
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Exemple 2.1.1 Soit
�
[0; 1] ;B[0;1]; �

�
(� : mesure de Lebesgue) et soit

Xn(!) =

8<: n si ! 2
�
0; 1n

�
0 si ! 2

�
1
n ; 1
� :

Alors nous disons Xn
p:s�!
n!1

0: En e¤et, pour A = f0g ; 8! 2 Ac = [0; 1] nA : Xn(!) �!
n!1

0; Xn(0) 9 0;

parce que Xn(0) = n:

Remarque 2.1.1 Notons que l�ensemble B =
n
Xn �!n!1 X

o
est bien un évènement car la convergence

Xn �! X p.s. s�écrit pour presque chaque ! 2 
 : 8" > 0;9n0 2 N;8n � n0 : jXn(!)�X(!)j < ": On

peut donc écrire B =
T
m�1

S
k�0

T
n�k

�
jXn �Xj < 1

m

	
2 A:

La convergence presque sûre est facile à caractériser. En e¤et,

Remarque 2.1.2 (Les liens entre la convergence presque sûre et les autres)

Une suite de variables aléatoires (Xn)n�1 convergente vers X presque sûrement si et seulement si

8m � 1 P
�
lim infn

�
jXn �Xj � 1

m

	�
= 1 c�est a dire

8" > 0; P
�
lim inf

n
fjXn �Xj � "g

�
= 1() 8" > 0; P

�
lim sup

n
fjXn �Xj > "g

�
= 0

() 8" > 0; P (fjXn �Xj > "g ; i.o.) = 0:

Parce que pour une suite d�évènements (Bn)n�1, P (
T
n�1

Bn) = 1 est équivalent à P (Bn) = 1 pour tout

n � 1. De la même façon, en partant du critère de Cauchy, une suite de variables aléatoires (Xn)n�1

converge presque sûre si et seulement si

8" > 0; P
�
lim inf

n
fjXn �Xmj � "g

�
= 1() 8" > 0; P

�
lim sup

n
fjXn �Xmj > "g

�
= 0:

Exemple 2.1.2 On considère (Xn)n�1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de para-

mètre p 2 (0; 1). Alors la suite Yn :=
nP
i=1
2�iXi converge presque sûrement d�après le critère de Cauchy. En

e¤et, si m < n, jYn � Ymj �
nP

i=m+1
2�i � 2�m; et donc

8" > 0; P
�
lim inf

n
f!; jYn (!)� Ym (!)j � "g

�
� P

�
lim inf

n

�
!; 2�m � "

	�
= P

0@[
m�1

�
!; 2�m � "

	1A = P (
) :
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Propriétés

La convergence presque sûre est stable par composition de fonction continue (somme, multiplication par un

scalaire, produit, etc), couple, produit scalaire et équivalente à la convergence presque sûre des composantes.

Proposition 2.1.1 Soit (Xn) une suite dans Rk t.q Xn
p:s�!
n!1

X et Xn
p:s�!
n!1

Y ; alors X = Y p:s:

Preuve. Il existe deux parties A;B négligeables P (A) = P (B) = 0 et 8! 2 (A [B)c ; Xn(!) �!n!1 X(!)

et Xn(!) �!n!1 Y (!): D�où, 8! 2 (A [B)
c ; X(!) = Y (!); P (X = Y ) = 1:

Proposition 2.1.2 Soit (Xn) une suite dans Rk t.q Xn
p:s�!
n!1

X et soit f : Rk �! Rp une fonction

continue sur une partie S 2 BRk : P (X 2 S) = 1; alors f (Xn)
p:s�!
n!1

f (X) :

Preuve. Par dé�nition, 9A 2 A; P (A) = 0 et Xn(!) �!n!1 X(!);8! 2 A
c et 9B 2 A; P (B) = 0: 8! 2 B;

f est continue au point X(!); donc f (Xn(!)) �!n!1 f (X(!)) 8! 2 (A [B)
c ; i.e., f (Xn)

p:s�!
n!1

f (X) :

Exemple 2.1.3 Soit g : R �! R t.q

g(t) =

8<: t� 1 si t < 0

t+ 1 si t � 0

et soient Xn (!) = � 1n et X (!) = 0: Alors, d�une part g (Xn) = �
1
n � 1 �! �1 et d�autre part g (0) = 1:

Proposition 2.1.3 Si (Xn) et (Y n) deux suites dans Rk et dans Rl respectivement; alors

��
Xn

Y n

�
p:s�!
n!1

�
X

Y

��
()

0B@ Xn
p:s�!
n!1

X

Y n
p:s�!
n!1

Y

1CA :
Proposition 2.1.4 Si (Xn) et (Y n) deux suites dans Rk t.q Xn

p:s�!
n!1

X et Y n
p:s�!
n!1

Y ; alors

� Xn � Y n
p:s�!
n!1

X � Y :

� X 0
nY n

p:s�!
n!1

X 0Y :

� Si A est une matrice, alors AXn
p:s�!
n!1

AX:

� Si k = 1; XnYn
p:s�!
n!1

X
Y ; avec P (Yn = 0) = P (Y = 0) = 0:

Un des outils classiques pour montrer la convergence presque sûre est le lemme de Borel-Cantelli.
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Lemme 2.1.1 [Borel � Cantelli] Soit (An) une suite d�évènements. Si
P
n P (An) < +1 alors P (An ; i.o.) =

1: Autrement dit, avec une probabilité égale à 1, au plus un nombre �ni d�événements An se réalise.

De plus, si les événements An sont indépendants et si
P
n P (An) = +1 alors P (An ; i.o.) = 1.

Autrement dit, avec une probabilité égale à 1, une in�nité d�événements An se réalise.

Preuve. P (lim supAn) = lim
n!1

P

 S
m�n

Am

!
� lim

n!1

P
m�n

P (Am) = 0: Supposons que les évènements An

sont indépendants et que
P
n P (An) = +1; comme (lim supAn)

c =

 T
n�1

S
m�n

Am

!c
alors

P ((lim supAn)
c) = lim

n!1
P

 T
m�n

Acm

!
= lim
n!1

1Q
m=n

(1� P (Am)) � lim
n!1

e
�

1P
m=n

P (Am)
= 0;

donc P (lim supAn) = 1:

Corollaire 2.1.1 Soit (Xn; X)n�1 une suite de variables aléatoires de Rk:

1. Si pour tout " > 0;
P
n
P (jXn �Xj > ") < +1; alors Xn

p:s�!
n!1

X:

2. Si les (Xn)n�1 sont mutuellement indépendantes, alors Xn
p:s�!
n!1

O si et seulement si pour tout " > 0;P
n
P (jXnj > ") < +1:

Preuve. Si pour tout " > 0;
P
n
P (jXn �Xj > ") < +1; alors le résultat découle du lemme de Borel

Cantelli. Le reste se démontre de façon analogue à partir de la partie indépendante du lemme de Borel-

Cantelli.

Proposition 2.1.5 Soit (Xn; X)n�1 une suite de variables aléatoires de Rk alors

Xn
p:s�!
n!1

X () (Xn)n�1 est de Cauchy p.s.

2.2 Convergence en probabilité

La convergence en probabilité, appelée aussi convergence en mesure, ou dans L0 (
;A; P ), est dé�nie

comme suit

Dé�nition 2.2.1 Soit (Xn) une suite de v:a:r: et soit X une v:a:r:; dé�nies sur le même espace probabilisé

(
;A; P ) : On dit que (Xn) converge en probabilité vers X et on écrit Xn
P�!

n!1
X (p lim

n!1
Xn = X ou
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Xn �X = op(1)) si 8" > 0; lim
n!1

P (jXn �Xj > ") = 0 (ou 8" > 0; lim
n!1

P (jXn �Xj � ") = 1): i.e.,

8� > 0;8" > 0;9n0;8n � n0 : P (jXn �Xj > ") < �:

Exemple 2.2.1 Soit (Xn) une suite de v.a. On suppose que Xn (
) = f�1; 0; 1g avec

P (Xn = 0) = 1�
1

n
et P (Xn = 1) = P (Xn = �1) =

1

2n
;

alors Xn
P�!

n!1
0: En e¤et, 8" > 0; P (jXnj > ") = P (jXnj = 1) = 1

n �!n!1 0:

Dé�nition 2.2.2 Soient (Xn) et (Yn) deux suites de v:a:r positives, dé�nies sur le même espace probabilisé

(
;A; P ) :

1. On dit que (Xn) est négligeable par rapport à (Yn) en probabilité et on écrit Xn = op(Yn) si p lim
n�!1

Xn
Yn
=

0:

2. On dit que (Xn) est au plus du même ordre que (Yn) en probabilité et on écrit Xn = Op(Yn) si

8" > 0;9M(") > 0; P
�
jXnj > M(")Yn

�
� "; 8n:

On dit souvent Xn est bornée en probabilité par Yn:

Propriétés

La convergence en probabilité est stable par les opérations algébriques usuelles.

Proposition 2.2.1 Soient (Xn) et (Yn) deux suites de v:a:r: et (fn) et (gn) sont deux suites réelles posi-

tives.

1. Si Xn = op (fn) et Yn = op (gn) ; alors

a. XnYn = op (fngn) ;

b. jXs
nj = op (fsn) ; s > 0;

c. Xn + Yn = op (max (fn; gn)) = op (fn + gn) :

2. Si Xn = Op (fn) et Yn = Op (gn) ; alors

a. XnYn = Op (fngn) ;

b. jXs
nj = Op (fsn) ; s > 0;
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c. Xn + Yn = Op (max (fn; gn)) = Op (fn + gn) :

3. Si Xn = Op (fn) et Yn = op (gn) alors XnYn = op (fngn) :

Dé�nition 2.2.3 Soit (Xn) une suite de k�vecteurs aléatoires et soit (Yn) une suite réelle positive.

1. Xn = Op (Yn), Xn(j) = Op (Yn) : i.e.,

8" > 0;9M(") > 0; P
�
Xn(j) > M(")Yn

�
< "; j = 1; 2; :::; k:

2. Xn = op (Yn), Xn(j) = op (Yn) : i.e.,

8" > 0;8� > 0;9n0(");8n � n0(") : P (jXn(j)j > Yn") < �:

Dé�nition 2.2.4 Soit (Xn) une suite de k � l�matrices aléatoires et soit (Yn) une suite réelle positive.

Alors,

1. Xn = Op (Yn), Xn(i; j) = Op (Yn) ;

2. Xn = op (Yn), Xn(i; j) = op (Yn) :

Lemme 2.2.1 Soit (Xi)1�i�n une suite de k�vecteurs aléatoires. Alors,

8" > 0; P
� nP

i=1
Xi

 > "� � nP
i=1
P
�
kXik >

"

n

�
:

Preuve. On a :
nP
i=1
kXik � ") 9i0 2 f1; :::; ng : kXi0k � "

n ; donc

P

� nP
i=1
Xi

 � "� � P � nP
i=1
kXik � "

�
�

nP
i=1
P
�
kXik >

"

n

�
:

Lemme 2.2.2 Soit (Xn) une suite de k�vecteurs aléatoires t.q Xn(j)
P�!

n!1
X(j); j = 1; :::; k: Alors,

Xn �! X = (X(1); :::; X(k))0 :

Preuve. Par hypothèse 8j 2 f1; :::; kg ;8� > 0;8" > 0;9Nj > 0;8n � Nj : P
�
jXn(j)�X(j)j >

p
"p
k

�
< �

k :

Soit N0 = max fN1; :::; Nkg ; alors on a :

P (jXn �Xj > ") = P

 
kP
j=1
jXn(j)�X(j)j2 > "2

!

�
kP
j=1

P

�
jXn(j)�X(j)j2 >

"2

k

�
�

kP
j=1

�

k
= �:
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L�inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne une majoration de la probabilité que l�écart soit grand.

Théorème 2.2.1 [L�inégalité de Bienaymé-Tchebychev]Soient r > 0 et X une v:a t.q E fjXjrg < +1:

Alors,

8" > 0;8a 2 R : P (jX � aj > ") � E fjX � aj
rg

"r
:

Preuve. Soit S = fx 2 R : jx� aj > "g : FX(:) la fonction de répartition de X, alors on a :

E fjX � ajrg =
R
R
jx� ajr dFX(x) � "r

R
S

dFX(x) = "
rP (S):

Corollaire 2.2.1 Soit (Xn) une suite de v:a: et soit (an) une suite de nombres réels positifs. Si E
�
X2
n

	
=

O
�
a2n
�
, alors Xn = Op (an) :

Preuve. Par hypothèse, 9M1 > 0 : E
�
X2
n

	
�M2

1a
2
n: D�après l�inégalité de Tchebychev on a :

P (jXnj > M1an) �
E
�
X2
n

	
M2
1a
2
n

:

Soit " > 0;M2 � M1p
"
alors

P (jXnj > M2an) � P
�
jXnj >

M1anp
"

�
�
E
�
X2
n

	
M2
1a
2
n

" � ":

Corollaire 2.2.2 Soit (Xn) une suite de v:a:r: et soit (an) une suite de nombres réels positifs. Alors

V ar (Xn) = O
�
a2n
�

E fXng = o (an)

9=;) Xn = Op (an) :

Preuve. On a : E
�
X2
n

	
= V ar (Xn) + (E fXng)2 = O

�
a2n
�
, donc Xn = Op (an) :

La limite en probabilité d�une suite de variables aléatoires est presque sûrement unique, c�est à dire

Proposition 2.2.2 [Unicité p.s. de la limite en probabilité]Soient (Xn) et (Yn) deux suites de v:a:r: t.q

jXn � Ynj = op(1): S�il existe une v:a:r: t.q Xn �X = op(1); alors Yn �X = op(1):
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Preuve. Soit " > 0; � > 0;9n0 > 0;8n � n0 :

P
�
jXn � Ynj >

"

2

�
<
�

2
et P

�
jXn �Xj >

"

2

�
<
�

2
:

On a :

P (jYn �Xj > ") = P (jYn �Xn +Xn �Xj > ")

� P
�
jYn �Xnj >

"

2

�
+ P

�
jXn �Xj >

"

2

�
<
�

2
+
�

2
= �:

Proposition 2.2.3 Soit (Xn) une suite de vecteurs aléatoires de Rk telle que Xn
P�!

n!1
X où X 2 Rk: Soit

g : Rk �! Rp une fonction continue. Alors, g (Xn)
P�!

n!1
g (X) :

Preuve. [Cas scalaire]

g continue en x0 , 8" > 0;9� (") > 0 : (jg(x)� g(x0)j � ") jx� x0j � �) :

Pour n assez grand :

P (jg(Xn)� g(X)j � ") � P (jXn �Xj � �) :

D�où le résultat.

Exemple 2.2.2 Soit (Xi)1�i�n une suite de v:a:r: i:i:d: t.q E fX1g = � et V ar(X1) = �2: Alors, Xn =

1
n

nP
i=1
Xi

P�!
n!1

�: En e¤et, soit " > 0; on a

P
���Xn � �

�� > "� � 1

"2
E
n�
Xn � �

�2o
=
�2

n
�! 0:

Donc X
2
n

P�!
n!1

�2.

Proposition 2.2.4 Soient (Xn) et (Yn) deux suites de v:a:r: convergeant en probabilité vers X et Y

respectivement. Alors,

1. Xn � Yn
P�!

n!1
X � Y ;

2. XnYn
P�!

n!1
XY;

3. Xn
Yn

P�!
n!1

X
Y si Yn 6= 0 p:s; Y 6= 0 p:s:
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On a un premier résultat sur le lien entre les modes de convergence.

Proposition 2.2.5 La convergence presque sûre implique la convergence en probabilité.

Preuve. Par le lemme de Fatou, on a pour tout " > 0 :

lim inf
n
P (jXn �Xj < ") � P

�
lim inf

n
fjXn �Xj < "g

�
= 1:

La réciproque de ce résultat est fausse comme le montre le contre-exemple suivant.

Exemple 2.2.3 [Contre-exemple]On considère une suite de variables aléatoires réelles indépendantes (Xn)

de loi de Bernoulli de paramètre 1
n . Alors puisque pour 0 < " < 1,

P (jXnj > ") = P (Xn = 1) =
1

n
�!
n!1

0;

donc la suite (Xn) converge en probabilité vers 0, mais (Xn) ne converge pas presque sûrement vers 0. En

e¤et, X
n�1

P (jXnj > ") =
X
n�1

1

n
= +1:

Comme nous venons de le voir la convergence en probabilité n�implique pas la convergence presque

sûre. Toutefois, on a le résultat important suivant.

Corollaire 2.2.3 Si la suite (Xn)n�1 converge en probabilité vers X, on peut en extraire une sous-suite

(Xni)i�1 qui converge presque sûrement.

Il est parfois bien utile de disposer de critères de type Cauchy pour établir la convergence d�une suite

de variables aléatoires.

Dé�nition 2.2.5 On dit que (Xn) est une suite de variables aléatoires réelles véri�e le critère de Cauchy

en probabilité si

8" > 0;9n0;8n � m � n0 : P (jXn �Xmj > ") < ":

Proposition 2.2.6 Une suite de variables aléatoires (Xn) converge en probabilité si et seulement si Xn

satisfait le critère de Cauchy en probabilité.
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2.3 Convergence en loi

Nous passons à présent à une notion de convergence d�un autre type : la convergence en loi. C�est la plus

faible, mais peut-être aussi la plus importante. Elle est souvent utilisée dans les applications.

Dé�nition 2.3.1 Soit (Xn; X) une suite de v:a:r: dé�nie sur (
;A; P ) ; de fonction de répartition Fn(:)

(resp. F (:)) de Xn (resp. de X) (8x 2 R; Fn(x) = P (Xn � x)): La suite (Xn) est dite convergente en loi

vers X; et on écrit Xn
L�!

n!1
X; si et seulement si Fn(x) �!

n!1
F (x); 8x point de continuité de F:

Exemple 2.3.1 Soit (Xi)1�i�n une suite de v:a:r: i:i:d: de loi uniforme sur ]0; �[ : Soit tn = inf
1�i�n

Xi;

alors on sait que la densité de tn est gn(t) = ntn�1�nIf0<t<�g et de fonction de répartition Gn(t) =�
t
�

�n If0<t<�g + Ift��g: Posons Un = n
�
��tn
�

�
: Alors, Fn(u) = P (Un � u) =

8<: 0 si u � 0

1�
�
1 + u

n

�n si u > 0
et lim

n!1
Fn(u) =

8<: 0 si u � 0

1� e�u si u > 0
: Soit U la v:a de densité fU (u) = e�uIfu>0g et de fonction de

répartition FU (u) = (1� e�u) Ifu>0g: Il est clair que 8u 2 ]�1; 0[ [ ]0;+1[ ; Fn(u) �!
n!1

F (u):

Dé�nition 2.3.2 On appelle fonction caractéristique d�une v:a:r: X et on la note 'X(:); la fonction 'X(:)

dé�nie par 8t 2 R : 'X(t) = E
�
eitX

	
=
R
R
eitxdFX(x):

Remarque 2.3.1 Si X est un vecteur de Rk alors

8t 2 Rk : 'X(t) = E
n
eiht;Xi

o
=
R
Rk
eiht;xidF (x) =

R
Rk
e
i
kP
i=1

tixi
dF (x1; :::; xk):

Exemple 2.3.2 1. Si X suit une loi discrète, alors la fonction caractéristique 'X de X est dé�nie

par 'X(t) =
P
x2E

eitxP (X = x) : En particulier, si X  B(p) alors 'X(t) = 1 � p + peit; si X  

B(n; p) alors 'X(t) =
�
1� p+ peit

�n et si X  P (�) alors 'X(t) = exp
�
�
�
eit � 1

�	
:

2. Lorsque X admet une densité f sur R; alors 8x 2 R : 'X(t) =
R
R
eitxf(x)dx: En particulier si

X  N (0; 1) alors 'X(t) = e�t
2=2:

Nous relions à présent la convergence en loi à celle des fonctions caractéristiques.

Théorème 2.3.1 Soit (Xn) une suite de v:a:r: et soit X une v:a:r; dé�nies sur le même espace probabilisé

(
;A; P ) : Si 'Xn(t) �! 'X(t) pour tout t 2 R; alors Xn
L�!

n!1
X:
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On donne maintenant un critère de convergence en loi pour les variables aléatoires discrètes.

Proposition 2.3.1 Soit (Xn; X) une suite de v.a.r. On a l�équivalence

Xn
L�!

n!1
X () 8k; P (Xn = k) �!

n!1
P (X = k) :

Exemple 2.3.3 Soit (Xn) une suite de v.a. de loi binomiale de paramètre B(n;�=n) et X une v.a. de

Poisson de paramètre �. On a : Xn
L�!

n!1
X: En e¤et, pour k,

P (Xn = k) =
�k

k!

n!

(n� k)!nk

�
1� �

n

�n�k
�!
n!1

e���k

k!
= P (X = k) ;

car, le second terme du produit tend vers 1, le 3éme vers e��.

Propriétés

Théorème 2.3.2 [Recette de Cramer] Soit (Xn) une suite dans Rk; alors

Xn
L�!

n!1
X () 8� 2 Rk; �0Xn

L�!
n!1

�0X:

Preuve. On a : pour tout t 2 R; '�0Xn
(t) = E

n
eit�

0Xn

o
= 'Xn

(�t) �! 'X(�t) = '�0X(t): Ceci implique

que �0Xn
L�!

n!1
�0X: Inversement, si �0Xn

L�!
n!1

�0X;8� 2 Rk;

'Xn
(�) = E

n
ei�

0Xn

o
= '�0Xn

(1) �! '�0X(1) = 'X(�):

Corollaire 2.3.1 Si Xn
L�!

n!1
X; alors Xn(j)

L�!
n!1

X(j); j = 1; :::; k:

La proposition suivante montre que la convergence en loi est plus faible que tous les autres modes de

convergence.

Proposition 2.3.2 Soit (Xn; X) une suite de v.a. Alors si Xn
P�! X alors Xn

L�! X:

Preuve. Soit Fn(:) (resp. F (:)) la fonction de répartition de Xn (resp. de X). Soit " > 0; x 2 R,

P (Xn � x) � P (X � x+ ") + P (Xn �X � �")

� P (X � x+ ") + P (jXn �Xj > ") :
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Un raisonnement analogue partant de l�inégalité

P (Xn � x) � P (X � x� ") + P (jXn �Xj > ") ;

réécrite sous la forme

F (x� ") + P (jXn �Xj > ") � Fn(x) � F (x+ ") + P (jXn �Xj > ") ;

puis lorsque n!1

F (x� ") � lim inf
n
Fn(x) � lim sup

n
Fn(x) � F (x+ ");

on choisit " assez petit, alors Fn(x) converge vers F (x), en x point de continuité de F .

Remarque 2.3.2 La réciproque est fausse en général : la convergence en loi n�entraîne pas la convergence

en probabilité.

Nous avons seulement la réciproque lorsque la limite est déterministe.

Proposition 2.3.3 Soit (Xn) une suite de v.a: Si Xn
L�!

n!1
b; b 2 R; alors Xn

P�!
n!1

b:

Preuve On a : FXn(x) �! I[b;+1[(x): Donc 8" > 0;

P (jXn � bj � ") = P (b� " � Xn � b+ ")

= FXn(b+ ")� FXn(b� ")

�! I[b;+1[(b+ ")� I[b;+1[(b� ") = 1:

Théorème 2.3.3 Si (Xn) et (Y n) sont deux suites de Rk t.q Xn � Y n = Op(1) et si Xn
L�!

n!1
X; alors

Y n
L�!

n!1
X:

Théorème 2.3.4 [Slutsky] Soit (Un; Vn) une paire de suite de v:a:r: Soit U une v.a.r, a 2 R: Supposons

que Un
L�!

n!1
U et Vn

P�!
n!1

a; alors

1. Un � Vn
L�!

n!1
U � a;

2. UnVn
L�!

n!1
aU;
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3.
Un
Vn

L�!
n!1

U

a
; Vn 6= 0 p:s; a 6= 0:

Théorème 2.3.5 (Méthode Delta) Soient (Xn) une suite de variables aléatoires et (an) une suite de réels

tendant vers +1. Supposons qu�il existe un réel � et une variable X tels que : an (Xn � �)
L�!

n!1
X: Si g

est une fonction dérivable au point �, alors : an (g (Xn)� g (�))
L�!

n!1
g0 (�)X:

Preuve. D�après le Théorème de Slutsky, on sait que : Xn
p�!

n!1
� (car Xn � � =

an (Xn � �)
an

L�!
n!1

0 et

1

an

p�!
n!1

0).

� 1er cas : Si g 2 C1 (V (�)) ; nous avons donc le développement limité de Taylor d�ordre 1;

g (Xn) = g (�) + g
0 (��n) (Xn � �) ;

où (��n) est une suite de v.a. t.q. j��n � �j � jXn � �j et ��n
p�!

n!1
�: Comme g0 2 C (V (�)) alors

g0 (��n)
p�!

n!1
g0 (�) et an (g (Xn)� g (�)) = g0 (��n) an (Xn � �) ; d�où le résultat d�après le Théorème

de Slutsky.

� 2ème cas : Si g0 n�est pas nécessairement continue, donc g (Xn) = g (�)+g0 (�) (Xn � �)+Rn; oùRn =

op (jXn � �j) : Comme anRn = an (Xn � �)
Rn

Xn � �
p�!

n!1
0 et an (g (Xn)� g (�)) = g0 (�) an (Xn � �)+

anRn: D�où le résultat.

Proposition 2.3.4 Soit (Xn; X) une suite dans Rs t.q Xn
L�!

n!1
X:

1. Si f : Rs �! Rk est une fonction continue, alors f (Xn)
L�!

n!1
f (X) :

2. Si (Y n) est une suite dans Rs t.q kY nk
P�!

n!1
0; alors Xn + Y n

L�!
n!1

X:

3. Soit M une matrice r � s et soit (Mn) une suite de matrices aléatoires dans M (Rr � Rs) : Si

kMn �Mk
P�!

n!1
0; alors MnXn

L�!
n!1

MX:

On a le théorème suivant, très utile pour les preuves.

Théorème 2.3.6 [Portmanteau] Soit (Xn; X) une suite dans Rk: Les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

1. Xn
L�!

n!1
X:

2. E ff (Xn)g �! E ff (X)g ; pour toute fonction bornée et continue.
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3. E ff (Xn)g �! E ff (X)g ; pour toute fonction lipschitzienne.

4. lim inf E ff (Xn)g � E ff (X)g :

5. P (Xn 2 G) > P (X 2 G) ;8G un ouvert.

6. P (Xn 2 F ) � P (X 2 F ) ;8F un fermé.

2.4 Convergence en moyenne d�ordre p

Dans toute la suite on note Lp (
;A; P ) l�espace de classes d�équivalence des v:a:r; X dé�nies sur

(
;A; P ) véri�ant
R



jXjp dP < +1:

Dé�nition 2.4.1 Soient (Xn) une suite dans Lp et X 2 Lp: On dit que Xn converge en moyenne d�ordre

p vers X et on écrit Xn

Lp�!
n!1

X si et seulement si

E fkXn �Xk
pg =

R



kXn �Xk
p dP �!

n!1
0:

Remarque 2.4.1 1. En appliquant l�inégalité de Tchebychev on montre que la convergence dans Lp

implique la convergence en probabilité.

2. L�espace Lp (p 2 [1;+1[) est un espace vectoriel normé par la norme dé�nie par

kXkp = (E fkXk
pg)

1
p =

�R



kXkp dP
� 1

p

:

3. Lp est un espace de Banach pour p 2 [1;+1] :

4. Lorsque p = 1 on parle de convergence en moyenne et pour p = 2 de convergence en moyenne

quadratique.

2.4.1 Inégalités

1. [Hölder] Soient p et q deux nombres conjugués : 1p +
1
q = 1: Si X 2 Lp etY 2 Lq alors XY 2 L1 et

E fjXY jg � (E fkXkpg)
1
p (E fkY kqg)

1
q = kXkp kY kq :

2. [Minkowski]Si p 2 ]1;+1[ et X;Y 2 Lp; alors

kX + Y kp � kXkp + kY kp :



CHAPITRE 2. MODES DE CONVERGENCE 32

2.4.2 T.C.D et T.C.M

Signalons également que le théorème de convergence dominée permet de passer de la convergence

presque sûre à la convergence en moyenne.

Théorème 2.4.1 [T:C:D dans Lp] Soit (Xn) une suite de v:a:r: dans Lp qui converge p:s: vers X: Suppo-

sons qu�il existe une v:a:r: positive Y 2 Lp t.q jXnj < Y p:s: 8n: Alors,

X 2 Lp et kXn �Xkp �!n!1 0;�
et lim

n!1
kXnkp = kXkp

�
:

Théorème 2.4.2 [T:C:M ] Si (Xn) est une suite de v:a:r: avec Xn � 0;8n; alors lim
n!1

E fXng = E
n
lim
n!1

Xn

o
:

Théorème 2.4.3 [Lemme de Fatou] Si Xn � 0 p:s: alors E
n
lim inf
n!1

Xn

o
� lim inf

n!1
E fXng :

2.4.3 Équi-Intégrabilité

Dé�nition 2.4.2 Une suite de v:a: (Xn) est dite équi-intégrable d�ordre p si et seulement si

lim
a!1

(
sup
n

R
fjXnj>ag

jXnjp dP
)
= 0:

2.4.4 Propriétés

Proposition 2.4.1 Soit (Xn) une suite de v:a:r: dans Lq qui converge vers X dans Lq alors (Xn) converge

vers X dans Lp pour tout p � q.

Preuve. D�après l�inégalité de Hölder, on a : E fjXn �Xjpg � E fjXn �Xjqg
p
q : Le résultat découle

immédiatement de cette inégalité.

Proposition 2.4.2 Une condition nécessaire et su¢ sante pour que (Xn) soit équi-intégrable est que

1. 8" > 0;9�(") > 0;8A � Q : P (A) < �(") =) sup
n

R
A

jXnjp dP < ";

2. sup
n

R



jXnjp dP < +1:
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Preuve. 8A � Q;

R
A

jXnjp dP =
R

A\fjXnjp�ag
jXnjp dP +

R
A\fjXnjp>ag

jXnjp dP

� aP (A) +
R

A\fjXnjp>ag
jXnjp dP:

Donc

sup
n

R
A

jXnjp dP � aP (A) + sup
n

R
fjXnj>ag

jXnjp dP:

Si (Xn) est équi-intégrable, 9a0 : sup
n

R
fjXnj>a0g

jXnjp dP < "
2 :Alors, 8A : P (A) <

"
2a ; sup

n

R
fjXnjp>ag

jXnjp dP <

": De plus, pour A = 
; on a : sup
n

R



jXnjp dP < +1: Pour la condition su¢ sante : 8a > 0;

R



jXnjp dP > apP (jXnj � a) :

Donc

sup
n
P (jXnj � a) �

1

ap
sup
n

R



jXnjp dP:

ce qui implique que lim
a!1

sup
n
P (jXnj � a) = 0: Soit " > 0; étant �xé pour a assez grand on a :

sup
n
P (jXnj � a) < �(") =) sup

n

R
fjXnj�ag

jXnjp dP < ":

Théorème 2.4.4 Une suite (Xn) converge en moyenne d�ordre p vers X si et seulement si

� (Xn) est équi-intégrable d�ordre p:

� (Xn) converge en probabilité vers X:

Preuve. On a :

8" > 0; P (jXn �Xj � ") �
1

"p
R



jXn �Xjp dP:

La convergence en moyenne d�ordre p implique la convergence en probabilité. D�autre part, soit n 2 N t.qR



jXn �Xjp < "
2p�1 ,

�
jx+ yjp � 2p�1 jxjp + 2p�1 jyjp

�
; donc

jxnjp � 2p�1 jxnjp + 2p�1 jxn � xnjp =)
R
A

jXnjp dP � 2p�1
R
A

jXnjp dP + 2p�1
R
A

jXn �Xnjp dP:
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Proposition 2.4.3 Soit � > 0; X1; :::; Xn; :: une suite de v:a: indépendantes t.q : P (Xn = 0) = 1 �
1
n� ; P (Xn = n) =

1
n� ; n � 1: On a :

� Xn
P�!

n!1
0; même sans l�hypothèse d�indépendance.

� Xn
p:s:�!
n!1

0 si et seulement si � > 1:

� Xn
Lr�!

n!1
0 si et seulement si � > r:

Preuve. En e¤et, pour " > 0; P (jXnj � ") = P (Xn = n) =
1
n� �! 0: La convergence p:s: est une

conséquence du lemme de Borel Cantelli

1P
n=1

P (jXnj � ") =
1P
n=1

1

n�

8<: < +1 si � > 1

= +1 si � � 1
:

La convergence dans Lr :E fjXnjrg = 0r
�
1� 1

n�

�
+ nr 1n� = n

r�� �!

8>>><>>>:
+1; r > �

1; r = �

0; r < �

:

2.5 Exercices

Exercice 2.5.1 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles t.q. pour tout n � 1; fn;Xn (x) =
n2

2
e�n

2jxj;8x 2 R.

1. Calculer, pour tout n � 1; P
�
jXnj > n�3=2

�
:

2. Déterminer P
�
jXnj > n�3=2; i:o:

�
:

3. En déduire que, presque sûrement, la série
P
n�1

Xn converge absolument.

Exercice 2.5.2 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes telle que pour tout n � 1,

P (Xn = �1) = 1�
1

n2
; P

�
Xn = n

2 � 1
�
=
1

n2
:

1. Montrer que la suite (Xn) converge en probabilité vers �1.

2. Montrer que la suite (Xn) converge presque sûrement vers �1.

Exercice 2.5.3 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires positives ; pour tout n � 1, Xn suit la loi

exponentielle de paramètre �n > 0:
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1. Donner une condition nécessaire et su¢ sante pour que (Xn) converge vers 0 :

(a) en probabilité ;

(b) dans L1.

2. On suppose que les (Xn) soient indépendantes. Donner un exemple dans lequel (Xn) converge vers 0

dans L1 mais pas presque sûrement.

Exercice 2.5.4 Soient (Xn) et (Yn) deux suites de v:a:r sur (
;A; P ) convergeant en loi vers X et Y

respectivement.

1. On suppose que pour tout n; Xn et Yn sont indépendantes et que X et Y sont aussi indépendantes.

Montrer que Xn+Yn
L�!

n!1
X+Y: Donner un contre-exemple montrant que l�hypothèse d�indépendance

est indispensable.

2. On suppose que Y = 0: Montrer que Xn + Yn
L�!

n!1
X et XnYn

L�!
n!1

0:

Exercice 2.5.5 Soit (Xn) une suite de v.a. gaussiennes, centrées, de variance
�
�2n
�
convergeant en loi

vers une v.a. X:

1. Montrer que la suite
�
�2n
�
est convergente et en déduire que X suit une loi gaussienne.

2. On suppose que Xn
P�!

n!1
X. Démontrer que (Xn) converge vers X dans Lp.

Exercice 2.5.6 Soit (Xn) une suite de v.a., de loi uniforme sur [0; 1] : Soit Nn une v.a. de loi binomiale

B(n; p) et indépendante des Xn.

Montrer que n min
1�i�Nn

(Xi) converge en loi, lorsque n " 1, vers une v.a. exponentielle de moyenne p:

Exercice 2.5.7 Soit (�n) une suite de nombres appartenant à [0; 1] ; on lui associe une suite (Xn) de va-

riables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé (
;A; P ) t.q. P (Xn � t) = (�n + (1� �n) tn) I[0;1] (t)+

I]1;+1[ (t) :

À quelles conditions sur (�n), la suite (Xn) converge-t-elle en loi, en probabilité, presque sûrement ?

Exercice 2.5.8 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires positives de carré intégrable. On suppose que

limE fXng = +1 et que la suite
�
V ar(Xn)

E fXng

�
est bornée.

1. Montrer que la suite
�

Xn

E fXng

�
converge vers 1 dans L2.
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2. On suppose que, pour tout n � 1, Xn suit la loi de Poisson de paramètre �n > 0 et que
P
n�1

��1n < +1.

(a) La suite
�
Xn

�n

�
converge-t-elle vers 1 dans L2 ?

(b) Montrer que
�
Xn

�n

�
converge vers 1 presque sûrement.
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Solutions

Solution 2.5.1 1. On a, pour tout n � 1;

P
�
jXnj > n�3=2

�
=

Z
fjxj>n�3=2g

fn;Xn (x) dx =

Z
fx>n�3=2g

n2

2
e�n

2xdx+

Z
fx<�n�3=2g

n2

2
en

2xdx = e�
p
n:

2. Puisque
P
n�1

e�
p
n < +1; le lemme de Borel�Cantelli donne P

�
jXnj > n�3=2; i:o:

�
= 0:

3. Notons A =
�
jXnj > n�3=2; i:o:

	
; donc Ac = lim inf

�
jXnj � n�3=2

	
: Soit ! 2 Ac; alors il existe un

entier n! tel que, pour tout n � n!; ! 2
�
jXnj � n�3=2

	
: Soit jXn (!)j � n�3=2 pour tout n � n!:

Il résulte du critère de Riemann (3=2 > 1), que la série
P
n�1

Xn (!) est absolument convergente pour

tout ! 2 Ac:

Solution 2.5.2 1. Pour tout " > 0, pour tout n � 1, on a :

P (jXn + 1j > ") = P
�
Xn = n

2 � 1
�
=
1

n2
�! 0;

donc la suite (Xn) converge en probabilité vers �1.

2. On a, pour tout n � 1, P (Xn 6= �1) = P
�
Xn = n

2 � 1
�
= 1

n2
; donc

P
n�1

P (Xn 6= �1) < +1: D�après

le lemme de Borel-Cantelli P (lim inf fXn = �1g) = P (lim sup fXn = �1g) = 1: En particulier, avec

probabilité 1, la suite (Xn) converge vers �1. Alors, la suite (Xn) converge presque sûrement vers

�1.

Solution 2.5.3 1. (a) Soit " > 0; on a :

P (jXnj > ") = P (Xn > ") =
Z

fx>"g

fXn (x) dx = e
��n";

qui tend vers 0 si et seulement si �n �! 0:

(b) Pour tout entier n � 1, E fjXnjg = E fXng = ��1n qui tend vers 0 si et seulement si �n �! 0:

2. La suite (Xn) converge vers 0 presque sûrement si et seulement si, pour tout réel " > 0, P (Xn > "; i:o:) =

0: Comme les (Xn) sont indépendantes, cette condition est équivalente à
P
n�1

P (Xn > ") < +1 pour

tout " > 0 c-à-d., 8" > 0;
P
n�1

e��n" < +1: Il su¢ t de prendre �n = lnn pour obtenir l�exemple

demandé.
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Solution 2.5.4 1. On utilise les fonctions caractéristiques :

8t; 'Xn+Yn (t) = 'Xn (t)'Yn (t) car Xn et Yn indépendants

�! 'X (t)'Y (t)

= 'X+Y (t) car X et Y indépendants.

Donc Xn + Yn
L�!

n!1
X + Y:

Pour se convaincre de l�importance de l�hypothèse d�indépendance, il su¢ t de considérer une variable

aléatoire X suivant une loi normale N (0; 1) et poser : Xn = X et Yn = �X: On a ainsi : Xn
L�!

n!1
X;

Yn
L�!

n!1
X et Xn + Yn = 0:

2. Pour tout x 2 R et tout " > 0, fXn � x� "g \ fjYnj � "g � fXn + Yn � xg : En considérant les

évènements contraires, puis les probabilités respectives, on obtient :

FXn(x� ") � FXn+Yn(x) + P (jYnj > ") :

De même : fXn > x+ "g \ fjYnj > "g � fXn + Yn > xg ; puis

FXn+Yn(x) � FXn(x+ ") + P (jYnj > ") :

De ces deux inégalités, on obtient

FXn(x� ")� P (jYnj > ") � FXn+Yn(x) � FXn(x+ ") + P (jYnj > ") :

La fonction FXn étant croissante, on déduit l�encadrement :

jFXn+Yn(x)� FXn(x)j � FXn(x+ ")� FXn(x� ") + P (jYnj > ") :

On considère alors x point de continuité de FX . On peut choisir " aussi petit que l�on veut avec de

plus x � " et x + " points de continuité de FX et FX(x + ") � FX(x � ") arbitrairement petit. Pour

de tels x et ", on a :

lim jFXn+Yn(x)� FXn(x)j � FX(x+ ")� FX(x� "):

On déduit que : FXn+Yn(x) �! FXn(x) et Xn + Yn
L�!

n!1
X:
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On va montrer que le produit XnYn converge en probabilité vers 0. Pour tout entier k; fjXnj � kg \�
jYnj � 1

k2

	
�
�
jXnYnj � 1

k

	
et donc

P

�
jXnYnj >

1

k

�
� P (jXnj > k) + P

�
jYnj >

1

k2

�
:

Soit " > 0. La suite (Xn) étant convergente en loi, elle est tendue. Donc quel que soit n, P (jXnj > k) <

" si k est su¢ samment grand. D�autre part la suite (Yn) convergente en loi vers une constante,

converge en probabilité vers cette constante, donc P
�
jYnj > 1

k2

�
< " si n est su¢ samment grand.

Finalement 8k; P
�
jXnYnj > 1

k

�
�!
n
0: Alors la variable (XnYn) converge en probabilité, et donc en

loi, vers 0.

Solution 2.5.5 1. On a : Xn
L�!

n!1
X: Donc, la suite des fonctions caractéristiques

�
'Xn (t)

�
converge

simplement sur R vers 'X (t) ; alors 8t; e�
1
2
�2nt

2 �! 'X (t) : On déduit que la suite (�n) est conver-

gente vers un réel � positif. Dans le cas où � > 0; 'X (t) = e�
1
2
�2t2et la variable X suit donc la

loi gaussienne N
�
0; �2

�
. En revanche, le cas � = 0 donne une convergence en loi vers la variable

constante égale à 0 qui n�est pas gaussienne.

2. Par le résultat du 1), X est gaussienne centrée et de variance �2. Donc, il su¢ t de montrer que la

suite (E fjXnjpg) est majorée. On pose Xn = �nYn où Yn suit une loi normale centrée réduite. De

plus

E fjXnjpg = �pnE fjYnj
pg = �pnE fjY0j

pg � K;

où K est une constante indépendante de n dont l�existence est assurée par la convergence de la suite

(�n). Donc, la suite (Xn) converge vers X dans Lp.

Solution 2.5.6 Soit t 2 [0; 1] : On a :�
n min
1�i�Nn

(Xi) > t

�
=

n[
k=0

��
n min
1�i�Nn

(Xi) > t

�
\ fNn = kg

�

=
n[
k=0

��
min
1�i�k

(Xi) >
t

n

�
\ fNn = kg

�

=

n[
k=0

��
X1 >

t

n
; :::;Xk >

t

n

�
\ fNn = kg

�
:
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Les Xi et Nn étant indépendantes, il s�en suit :

P

�
n min
1�i�Nn

(Xi) > t

�
=

nX
k=0

�
1� t

n

�k
Cknp

k (1� p)n�k =
��
1� t

n

�
p+ (1� p)

�n
=

�
1� tp

n

�n
�!
n
e�tp:

Pour t =2 [0; 1], le calcul est trivial, et �nalement : 8t; P
�
n min
1�i�Nn

(Xi) � t
�
�!
n
P (Y � t) où Y �exponentielle

de moyenne p

Solution 2.5.7 Pour que la suite (Xn) converge en loi il faut qu�il existe un t 2 ]0; 1[ pour lequel la suite

(P (Xn � t)), soit convergente.

1er cas Si la suite (�n) ne tend pas vers 0, alors quel que soit t 2 ]0; 1[ ; P (Xn � t) = �n+ (1� �n) tn �

�n: Dans ce cas, il est nécessaire que (�n) soit convergente. Si �n �! �, la suite (Xn) converge en

loi vers X où X � B (�) :

2eme cas Si la suite (�n) tend vers 0, alors la suite (Xn) converge en loi vers X = 1.

En conclusion, pour que (Xn) converge en loi, il faut et il su¢ t que �n soit convergente vers un réel �,

et (Xn) converge alors en loi vers X � B (�).

Pour pouvoir a¢ rmer que la convergence soit une convergence en probabilité, il faut et il su¢ t que la

limite X soit constante presque sûrement, c�est-à-dire � = 0 ou � = 1:

De même pour pouvoir a¢ rmer que Xn
p:s:�!
n!1

0 (resp. 1), il faut et il su¢ t que
P
n
P (Xn > ") < 1

(resp.
P
n
P (1�Xn > ") <1) pour tout " (voir Lemme de Borel-Cantelli), c�est-à-dire si

P
n
(1� �n) <1

(resp.
P
n
�n <1).

Solution 2.5.8 1. Puisque limE fXng = +1; E fXng > 0 pour n assez grand. On a :

E

(�
Xn

E fXng
� 1
�2)

=
V ar(Xn)

(E fXng)2
�! 0;

parce que la suite
�
V ar(Xn)

E fXng

�
est bornée et limE fXng = +1: D�où le résultat.

(a) On a V ar(Xn) = E fXng = �n; donc la suite
�
V ar(Xn)

E fXng

�
est constante. De plus, lim�n = +1

car
P
n�1

��1n < +1. La question précédente donne le résultat.
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(b) D�après l�inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout " > 0, on a :

P

�����Xn�n � 1
���� > "� � V ar

�
Xn

�n

�
"2

=
V ar (Xn)

"2�2n
=

1

"2�n
:

Comme
P
n�1

��1n < +1; alors le lemme de Borel-Cantelli donne P
������Xn�n � 1

���� > "� ; i:o:� = 0:
Donc la suite

�
Xn

�n

�
converge presque sûrement vers 1.



Chapitre 3

Théorèmes limites

Dans ce chapitre, nous allons donner deux exemples de théorèmes limites pour des suites de v.a. réelles

indépendantes : la loi des grands nombres (en abrégé, LGN) et le théorème de la limite centrale ou théorème

central limite (en abrégé, TCL).

3.1 Lois des grands nombres

La loi des grands nombres consiste à étudier la limite de la suite
�
1
n

nP
i=1
Xi

�
n2N

. On parle de loi faible

lorsqu�on étudie la convergence en probabilité et de loi forte lorsqu�on s�intéresse à la convergence presque

sûre.

Nous mènerons cette étude dans le cas d�une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n2N indépendantes

et identiquement distribuées. Le premier théorème important et très simple à montrer est la loi faible des

grands nombres.

Théorème 3.1.1 (Loi faible des grands nombres) Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires in-

dépendantes et identiquement distribuées admettant un moment d�ordre deux. On note � = E fX1g et

�2 = V ar (X1). Alors
�
1
nSn :=

1
n

nP
i=1
Xi

�
n

converge en probabilité vers �.

Preuve. On remarque que, pour tout n � 1, par linéarité E
�
1
nSn

	
= � et par indépendance V ar

�
1
nSn

�
=

1
n�

2. On a alors, par inégalité de Tchebychev, pour " > 0 et n � 1;

P

����� 1nSn � �
���� > "� � V ar

�
1
nSn

�
"2

=
�2

n"2
�! 0;

42
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d�où le résultat.

Théorème 3.1.2 (Loi faible des grands nombres) Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indé-

pendantes et identiquement distribuées admettant un moment d�ordre un. On note � = E fX1g. Alors�
1
nSn

�
n
converge en probabilité vers �.

Preuve. Quitte à centrer les variables Xn, on peut supposer que E fXng = 0. Puisque X 2 L1, la

fonction caractéristique 'X est dérivable et de plus '0X(0) = iE fX1g = 0. La formule de Taylor donne

'X(t) = 1 + o(t). Donc ' 1
n
Sn
(t) = 'nX(

t

n
) = (1 + o(n�1))n = 1 + o(1). Donc 1

nSn converge en loi vers la

constante 0, donc en probabilité vers 0:

En pratique, comment montrer une convergence presque sûre ?

Parfois, il su¢ t d�appliquer le résultat général suivant, qui garantit une convergence presque sûre vers

une variable aléatoire constante.

Théorème 3.1.3 (Loi forte des grands nombres) Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indé-

pendantes et identiquement distribuées admettant un moment d�ordre deux. On note � = E fX1g. Alors�
1
nSn

�
n
converge presque sûrement vers �.

Preuve. La démonstration consiste à prouver dans un premier temps le résultat sous l�hypothèse plus

forte que E
�
X4
1

	
< +1 et E fX1g = 0 (on peut remplacer Xi par Xi � E fXig et supposer les variables

aléatoires centrées): Dans ce cas, l�inégalité de Markov montre que pour tout n � 1 et tout " > 0,

P (jSnj > n") �
EfS4ng
n4"4

: Donc, par linéarité de l�espérance, indépendance et centrage des Xi, E
�
S4n
	
=

E
�
X4
1

	
+ 3n (n� 1)

�
E
�
X2
1

	�2
: Donc

P
n
P (jSnj > n") < +1, ce qui démontre la loi forte des grands

nombres dans ce cas d�après le lemme de Borel-Cantelli.

L�inégalité de Kolmogorov, due à Andreï Kolmogorov, est une étape essentielle de sa démonstration de

la loi forte des grands nombres.

Théorème 3.1.4 (L�inégalité de Kolmogorov) Soit (Xn) une suite �nie de variables aléatoires indé-

pendantes, de moyenne nulle et V ar(Xn) < +1. Alors

P

�
max

k=1;:::;n
jSkj � "

�
�

nP
k=1

V ar (Xk)

"2
:
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Preuve. Soit F = fmaxk=1;:::;n jSkj � "g =
nS
k=1

Fk où Fk := fjSkj � "; jSj j < "; j = 1; :::; k � 1g ; Les Fk
sont disjoints par construction. Donc

nX
k=1

Z
Fk

S2ndP =

Z
F

S2ndP �
Z



S2ndP = V ar (Sn) =
nX
k=1

V ar (Xk) :

Calculons
R
Fk

S2ndP :

Z
Fk

S2ndP =

Z
Fk

0@Sk + nX
j=k+1

Xj

1A2 dP = Z
Fk

S2kdP +

Z
IFk

0@ nX
j=k+1

Xj

1A2 dP
=

Z
Fk

S2kdP + P (Fk)

Z 0@ nX
j=k+1

Xj

1A2 dP;
ce qui implique Z

Fk

S2ndP �
Z
Fk

S2kdP � "2P (Fk) :

Par conséquent "2P (F ) = "2
nP
k=1

P (Fk) �
nP
k=1

V ar (Xk) : D�où le résultat.

Application a une condition su¢ sante de convergence presque sûre.

Théorème 3.1.5 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et
+1P
n=1

V ar (Xn)

< +1. Alors la série
+1P
n=1

Xn converge presque sûrement.

Preuve. Posons : Am (!) = supk�0 jSm+k (!)� Sm (!)j et A (!) = infmAm (!) : D�après le critère de

Cauchy pour que la suite des nombres Sn (!) converge presque sûrement il faut et il su¢ t que A (!) = 0.

Or fA (!) 6= 0g =
S
n

�
A (!) > 1

n

	
;

�
A (!) >

1

n

�
()

�
inf
m
Am (!) >

1

n

�
=)

�
Am (!) >

1

n

�
8m; i.e.,�

A (!) >
1

n

�
�

\
m

�
Am (!) >

1

n

�
;

ceci entraîne

8m;P
�
A (!) >

1

n

�
� P

�
Am (!) >

1

n

�
:
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D�autre part
�
Am (!) >

1
n

	
=
S
r

�
sup0�k�r jSm+k (!)� Sm (!)j

	
; donc

P

�
Am (!) >

1

n

�
= lim

r�!1
P

 
sup
0�k�r

jSm+k (!)� Sm (!)j
!

� lim
r�!1

n2
m+rX
j=m+1

V ar (Xj) = n
2

+1X
j=m+1

V ar (Xj) ;8m (D�après l�inégalité de Kolmogorov)

Or, par hypothèse
+1P
n=1

V ar (Xn) < +1 est convergente ; donc
+1P

j=m+1
V ar (Xj) ; reste d�une série conver-

gente, donc P
�
Am (!) >

1
n

�
= 0 8m, ce qui entraîne

P (A (!) 6= 0) = P
 [

n

�
A (!) >

1

n

�!
�
X
n

P

�
A (!) >

1

n

�
= 0;

ce qui implique P (A (!) = 0) = 1() A (!) = 0 presque sûrement =)
+1P
n=1

Xn converge presque sûrement.

Théorème 3.1.6 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes de variance V ar (Xn) �nie ;

1. E fXng = �n �! �:

2.
+1P
n=1

V ar(Xn)
n2

< +1:

Alors
�
1
nSn

�
n
converge presque sûrement vers �.

Preuve. On a : 1nSn�
1
n

nP
l=1

�k =
1
n

nP
l=1

(Xk � �k) ; comme E fXk � �kg = 0 et V ar (Xk � �k) = V ar (Xk) ;

donc
+1P
k=1

V ar
�
Xk��k
k

�
=

+1P
k=1

V ar(Xk)
k2

< +1 par hypothèse. Donc, d�après le théorème 3:1:5 :
+1P
k=1

Xk��k
k

converge presque sûrement et maintenant d�après le lemme de Kronecker : limn 1
n

nP
k=1

(Xk � �k) = 0

presque sûrement, c�est-à-dire limn

�
1
nSn �

1
n

nP
k=1

�k

�
= 0 presque sûrement. On conclue grâce à l�hypo-

thèse 1) et le lemme de Cesàro, on obtient
�
1
nSn

�
n
converge presque sûrement vers �.

3.2 Théorèmes centraux limites

Rappelons ici qu�un vecteur X dans Rk est de distribution N
�
�;�

�
; si sa fonction caractéristique est

'X (t) = exp
�
�it0�� 1

2 t
0�t
	
:
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Proposition 3.2.1 Soit (an) une suite réelle convergente vers 0 et soit 'X(:) la fonction caractéristique

d�un vecteur X 2 Rk: Alors, lim
n!1

log'X (ant)

'X (ant)� 1
= 1:

Proposition 3.2.2 1. Soit X un vecteur aléatoire de fonction caractéristique 'X(:): Si E fjXjg < +1;

alors pour toute suite (an) positive convergente vers 0 et pour tout t �xé,

lim
n!1

'X (ant)� 1
an

= it0�:

2. Supposons que E fXg = 0 et E
�
X2
	
< +1; alors

lim
n!1

'X (ant)� 1
a2n

= �1
2
t0�t = �1

2
t0Cov (X;X) t:

Preuve.

1. On a : jexp fiant0Xg � 1j � an jt0Xj =)
jexp fiant0Xg � 1j

an
� jt0Xj : D�autre part,

lim
n!1

exp fiant0Xg � 1
an

�! it0X:

D�après le T:C:D: on a :

lim
n!1

'X (ant)� 1
an

= lim
n!1

E fexp fiant0Xgg � 1
an

= E

�
lim
n!1

exp fiantg � 1
an

�
= it0�:

2. On a : lim
n!1

'X (ant)� 1
a2n

= E

�
lim
n!1

exp fiant0Xg � 1� it0X
a2n

�
= �12E

n
(t0X)2

o
= �12 t

0�t:

Proposition 3.2.3 Soit (Xn) une suite de vecteurs aléatoires à valeurs dans Rk i:i:d: On suppose que

E fX1g = 0 et E
n
jX1j

2
o
< +1: Soit Sn =

nP
i=1
Xi: Alors,

Snp
n

L�!
n!1

N (0;�) ; où � = E fX1X
0
1g =

Cov (X1; X1) :

Preuve. La fonction caractéristique de
Snp
n
est
�
'X1

�
1p
n
t
��n

: Pour n assez grand
���'X � 1p

n
t
�
� 1
��� � � <

1: D�où,
n log'X

�
1p
n
t
�

n
n
'X

�
1p
n
t
�
� 1
o �!
n!1

1; et n
n
'X

�
tp
n

�
� 1
o
�!
n!1

�12 t
0�t: Donc

lim
n!1

E

�
exp

�
it0
Snp
n

��
= lim
n!1

exp

�
n log'X

�
tp
n

��
= exp

�
�1
2
t0Cov (X;X) t

�
:



CHAPITRE 3. THÉORÈMES LIMITES 47

Proposition 3.2.4 Soit (Xn) une suite de vecteurs aléatoires à valeurs dans Rk i:i:d: On suppose que

E fX1g = � et E
n
jX1j

2
o
< +1: Alors,

1p
n

�
Sn � n�

� L�!
n!1

N (0;�) ;

p
n
�
Xn � �

� L�!
n!1

N (0;�) (où Xn =
1

n
Sn):

Remarque 3.2.1 Si (Xj)1�j�n est une suite i:i:d de moyenne � et de variance �
2; alors

p
n

�
Xn � �

�
�

L�!
n!1

N (0; 1) =) n

�
Xn � �

�2
�2

L�!
n!1

�2 (1) :

Théorème 3.2.1 (Cramèr) Soit (�n) une suite réelle convergente vers +1 et (Xn; X) une suite de vec-

teurs aléatoires à valeurs dans Rk t.q : �n (Xn � a)
L�!

n!1
X; a 2 Rk: Soit f : Rk �! Rm; une fonction de

classe C1
�
�fag

�
; alors

�n (f (Xn)� f (a))
L�!

n!1

o
f (a)X;

où
o
f (x) = @

@xf (x) :

Preuve. Remarquons d�abord que : Xn � a =
1

�n
�n (Xn � a)

P�!
n!1

0: D�autre part, 9tn 2 ]0; 1[ : f (Xn)�

f (a) = f (a+ tn (Xn � a)) (Xn � a) : Comme
o
f est continue au point a on a

f (a+ tn (Xn � a))
P�!

n!1

o
f (a) =) �n (f (Xn)� f (a)) = f (a+ tn (Xn � a))�n (Xn � a)

L�!
n!1

o
f (a)X:

Proposition 3.2.5 Soit (Xn) une suite de vecteurs aléatoires dans Rk t.q :
p
n
�
Xn � �

� L�!
n!1

N (0;�) :

Soit f : Rk �! Rm; une fonction continûment di¤érentiable sur un voisinage de �: Alors,

p
n
�
f (Xn)� f

�
�
�� L�!

n!1
N
�
0;
o
f
�
�
�
�
o
f
0 �
�
��
:

Exemple 3.2.1 1. Soit (Xn) une suite i:i:d: de moyenne �1 et de variance �
2 où �1 = E fX1g 6= 0

avec �4 = E
�
X4
1

	
< +1: Trouver la distribution asymptotique de

s
1
n

nP
t=1

�
Xt �Xn

�2
Xn

(où Xn =

1
n

nP
t=1
Xt):On a :

p
n

2664
0BB@

nP
i=1
Xi

nP
i=1
X2
i

1CCA� ��1�2
�3775 L�!

n!1
N (0;�) ;
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où

� =

0@ V ar (X1) Cov
�
X1; X

2
1

�
Cov

�
X1; X

2
1

�
V ar

�
X2
1

�
1A :

Comme

s
1
n

nP
t=1

�
Xt �Xn

�2
Xn

=
p
n

s
1
n

nP
t=1
X2
t �

�
Xn

�2
Xn

=
p
nf
�
Xn; X2

n

�
; où f (x; y) =

p
y � x2
x

;

donc
o
f (x; y) =

�
@f

@x
;
@f

@y

�
=

 
� y

x2
p
y � x2

;
1

2x
p
y � x2

!
;

o
f (�1; �2) =

�
�2 + �21
��21

;
1

2�1�

�
:

Le théorème Delta montre ques
1
n

nP
t=1

�
Xt �Xn

�2
Xn

L�!
n!1

N
�
0;
o
f (�1; �2) �

o
f
0
(�1; �2)

�
:

2. Le coe¢ cient d�asymétrie (skewness) empirique,

�3
�3
= � =

�3

(�2)
3
2

P � �̂n =

1
n

nP
t=1

�
Xt �Xn

�3
�
1
n

nP
t=1

�
Xt �Xn

�2� 3
2

L�!
n!1

N (0; �) :

Le coe¢ cient d�aplatissement (kurtosis) empirique,

� =
�4

(�2)2
P � �̂n =

1
n

nP
t=1

�
Xt �Xn

�4
�
1
n

nP
t=1

�
Xt �Xn

�2�2 :
Notons que �4 = 3�

4 pour la loi N
�
0; �2

�
:

3.3 Exercices

Exercice 3.3.1 Soit (Xn) une suite i:i:d: centrée de variance �2 et de moment d�ordre 4 �ni. Montrer que

p
n

�
1

n

nP
i=1

�
Xi �Xn

�2 � E �X2
1

	� L�!
n!1

N
�
0; V ar

�
X2
1

��
:
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Exercice 3.3.2 Soit (Xn) une suite i:i:d: de moyenne � et de variance �2: Trouver �n �!1 et a t.q

�n

�
1

Xn

� a
�

L�!
n!1

N (0; 1) :

Exercice 3.3.3 Soient a > 0 et (Xn) une suite de variables aléatoires positives i.i.d. suivant la loi de

Poisson de paramètre a. On note, pour tout n � 1, Sn = X1 + :::+Xn.

1. Montrer que
�p

Snp
n

�
converge presque sûrement vers

p
a.

2. Montrer que la suite de terme général Tn =
p
n

�
Sn
n
� a
�
converge en loi vers T s N (0; a)

Exercice 3.3.4 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. suivant la loi gaussienne N (0; 1).

On note, pour tout n � 1, Sn = X1 + :::+Xn; Tn = e

�
Sn�

n

2

�
.

1. Justi�er la convergence presque sûre de
�
Sn
n

�
et préciser la limite.

2. En déduire que (Tn) converge presque sûrement vers 0.

Exercice 3.3.5 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. suivant la loi gaussienne N (0; 1).

1. Calculer, pour t 2 R; E
�
etX1

	
:

2. Montrer que la suite de terme général Tn =

nP
k=1

X2
k

nP
k=1

eXk
converge presque sûrement et préciser sa limite.

Exercice 3.3.6 Appliquer le théorème central limite à une suite (Xn) de variables aléatoires indépendantes

de même loi de Poisson de paramètre 1 pour trouver la limite de la suite

 
e�n

nP
j=0

nj

j!

!
:

Exercice 3.3.7 Soit (Xi)1�i�n une suite de v:a:r: et i:i:d: de loi N (0; �2): Posons fS2n = 1
n�1

nP
i=1

�
Xi �Xn

�2
:

Montrer que fS2n P�!
n!1

�2:

Exercice 3.3.8 Soit (Xn) une suite de v:a:r: et i:i:d de loi N
�
0; �2

�
: Soit Tn =

p
nXnqfS2n ; où

fS2n =

1
n�1

nP
i=1

�
Xi �Xn

�2
:Trouver la distribution asymptotique de Tn:
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Solutions

Solution 3.3.1 Notons que 1n
nP
t=1

�
Xt �Xn

�2
= 1

n

nP
t=1
X2
t�X

2
n: Donc

p
n

�
1
n

nP
t=1

�
Xt �Xn

�2 � E �X2
1

	�
=

p
n

�
1
n

nP
t=1
X2
t �X

2
n � E

�
X2
1

	�
: Par le T:C:L appliqué à la suite

�
X2
n

�
; on a :

p
n

�
1

n

nP
t=1
X2
t � E

�
X2
1

	� L�!
n!1

N
�
0; V ar

�
X2
1

��
;

et
p
nXn

L�!
n!1

N
�
0; �2

�
; Xn

P�!
n!1

0 =)
p
nXn

L�!
n!1

0:

En appliquant le théorème de Slutskey, on obtient le résultat.

Solution 3.3.2 On sait que
p
n
�
Xn � �

� L�!
n!1

N
�
0; �2

�
: Soit f : R� �! R; f (x) = 1

x : D�après le

théorème de Cramer

p
n

�
1

Xn

� 1
�

�
�! � 1

�2
N
�
0; �2

�
� N

 
0;

�
�

�2

�2!
� �

�2
N (0; 1) :

Donc

�n

�
1

Xn

� a
�

L�!
n!1

N (0; 1) ;

où �n =
�2

�

p
n et a = 1

� :

Solution 3.3.3 1. Comme la suite (Xn) est i.i.d. et X1 est intégrable (car E fX1g = a), alors d�après

la loi forte des grands nombres
Sn
n

p:s:�! E fX1g = a: Puisque x 7�!
p
x est continue au point a, donc

p
Snp
n

p:s:�!
p
a:

2. La suite (Xn) est i.i.d. et X1 est de carré intégrable, donc le théorème central limite implique que Tn

converge en loi vers une v.a.r. T s N (0; V ar (X1) = a)

Solution 3.3.4 1. Puisque les (Xn) sont i.i.d. et que X1 est intégrable, la loi forte des grands nombres

donne la convergence presque sûre de
�
Sn
n

�
vers E fX1g = 0.

2. Pour tout n � 1, log Tn = Sn �
n

2
= n

�
Sn
n
� 1
2

�
: Puisque

�
Sn
n

�
converge presque sûrement vers

0, log Tn
p:s:�! �1 et (Tn) converge presque sûrement vers 0.
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Solution 3.3.5 1. On a, pour tout réel t,

E
�
etX1

	
=

1p
2�

Z
R

etxe
�
x2

2 dx = e

t2

2
1p
2�

Z
R

e
�
(x� t)2

2 dx = e

t2

2 ;

puisqu�on reconnaît la densité de la la loi gaussienne N (t; 1).

2. Comme les variables (Xn) sont i.i.d., alors les variables
�
X2
n

�
et
�
eXn

�
sont i.i.d. et comme X2

1 et

eX1 étant intégrables, donc la loi forte des grands nombres donne la convergence presque sûre des

suites de terme général 1n
nP
k=1

X2
k et

1
n

nP
k=1

eXk respectivement vers E
�
X2
1

	
= 1 et E

�
eX1
	
= e

1
2 : La

suite (Tn) converge presque sûrement vers e�
1
2 :

Solution 3.3.6 Comme (Xn) est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la même loi de

Poisson P(1), alors, on sait que Sn =
nP
j=1

Xj s P(n) avec, E fSng = n et V ar (Sn) = n. On applique le

théorème central limite
Sn � np

n

L�!
n!1

S s N (0; 1) : Donc,

P

�
Sn � np

n
� 0
�
�!
n!1

P (S � 0) = 1p
2�

0Z
�1

e
�
x2

2 dx =
1

2
;

d�autre part,

P

�
Sn � np

n
� 0
�
= P (Sn � n) =

nX
j=0

P (Sn = j) =
nX
j=0

nj

j!
e�n = e�n

nX
j=0

nj

j!
:

D�où le résultat : e�n
nP
j=0

nj

j!
�!
n!1

1
2 :

Solution 3.3.7 On a : pour tout n;

fS2n = 1

n� 1
nP
i=1

�
Xi �Xn

�2
=

1

n� 1

�
nP
i=1
X2
i � nX

2
n

�
=

n

n� 1

�
1

n

nP
i=1
X2
i �X

2
n

�
;

donc, d�après la loi faible des grands nombres fS2n P�!
n!1

1
�
E
�
X2
1

	
� 02

�
= �2:

Solution 3.3.8 On a : pour tout n; Tn =
p
nXn�qfS2n
�2

; alors on applique le théorème central limite
p
nXn�

L�!
n!1

N (0; 1) et comme fS2n p�!
n!1

�2(voir., Exercice 3:3:7) Donc, Tn
L�!

n!1
T s N (0; 1) : D�où le résultat.
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Chapitre 4

Échantillonnage. Modèles statistiques

On veut, à partir d�un échantillon de la population, déduire des informations sur cette population. Le

problème qui se pose alors est le suivant : comment choisir une partie de la population qui reproduit le

plus �dèlement possible ses caractéristiques. C�est le problème de l�échantillonnage. Le but de ce chapitre

est de présenter les di¤érentes méthodes d�échantillonnage.

4.1 Méthodes d�échantillonnage

On distingue deux grandes catégories de méthodes d�échantillonnage :

� l�échantillonnage par choix raisonné ;

� l�échantillonnage aléatoire.

4.1.1 Échantillonnage par choix raisonné

Les méthodes d�échantillonnage par choix raisonné incluent diverses techniques qui consistent à

construire l�échantillon sur la base d�informations connues relatives à la population étudiée. Ces méthodes

comportent une part d�arbitraire ne permettant pas d�évaluer la précision des estimations, mais elles pré-

sentent dans certains cas des avantages de coût et de rapidité par rapport à la méthode de l�échantillonnage

éleatoire.

L�échantillonnage par choix raisonné est aussi appelé échantillonnage empirique. La méthode prin-

cipale est celle des quotas. Selon cette méthode, l�enquêteur sélectionné les unités, en fonction de quotas

qui lui sont donnés. Dans le cas d�une enquête auprès des ménages ou d�individus, ces quotas portent géné-
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ralement sur des critères socio-démographiques tels que le sexe, l�âge ou la catégorie socio-professionnelle.

Ils sont établis à partir de statistiques o¢ cielles et visent à constituer un échantillon possédant la même

structure que la population. Dans la limite des quotas, le choix des unités physiques qui feront partie de

l�échantillon est laissé à la discrétion de l�enquêteur dans la zone géographique attribuée. Le hasard inter-

vient donc d�une façon limitée dans la sélection des unités de la population qui feront partie de l�échantillon.

La méthode des quotas est très fréquemment utilisée par les entreprises privées en raison de ses avan-

tages pratiques. En e¤et, sa mise en oeuvre est rapide car il n�y a pas besoin de tester tous les éléments

de la population pour e¤ectuer l�échantillonnage. Elle ne nécessite pas de base de sondage, c�est-à-dire

une liste exhaustive des éléments de la population considérée. En permettant un gain de temps, elle est

moins coûteuse que les échantillonnages probabilistes. Toutefois, la sélection de l�échantillon n�étant pas

basée sur des méthodes aléatoires, il devient di¢ cile d�évaluer objectivement à quel point l�échantillon est

représentatif et de ce fait, il n�est pas possible de connaître la marge d�erreur des résultats obtenus à partir

de l�échantillon même.

4.1.2 Échantillonnage aléatoire

L�échantillonnage aléatoire correspond à des méthodes de tirage de l�échantillon où chaque unité de la

population à une probabilité positive et connue d�être sélectionnée. Ces méthodes permettent non seulement

d�estimer les paramètres de la population, mais encore d�obtenir une mesure de l�erreur susceptible d�avoir

été commise.

Les trois types d�échantillonnage aléatoire les plus courants sont : l�échantillonnage aléatoire simple,

l�échantillonnage strati�é et l�échantillonnage par grappes.

Échantillonnage aléatoire simple

L�échantillonnage aléatoire simple, ou échantillonnage probabiliste simple est basé sur le principe que tous

les éléments de la population ont une probabilité égale (non nulle) de faire partie de l�échantillon. La

population considérée est généralement �nie. Soit N le nombre d�unités qui composent la population

considérée. Au cours d�un tirage aléatoire, on attribuera à chaque unité de la population la même probabilité

d�être choisie soit N�1. En prélevant au hasard un échantillon de taille n d�une population de N unités, les

valeurs obtenues pour les n tirages sont aléatoires. Si l�extraction est réalisée sans remettre les unités tirées

dans la population, il s�agit d�un échantillon sans remplacement. Si, en revanche, l�extraction est faite avec
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remise, l�échantillon est avec remplacement.

L�échantillonnage avec remise est utilisé très rarement en pratique, car il y a peu d�intérêt de détenir

une même unité deux fois dans l�échantillon. Dans certaines situations, cependant, comme le cas d�échan-

tillonnage d�une faune, l�utilisation d�un échantillonnage avec remise est pratiquement inévitable.

Pour e¤ectuer un échantillonnage aléatoire simple, il faut d�une part, avoir accès au préalable à une

liste complète des éléments de la population et d�autre part, utiliser une méthode de tirage qui garantisse

la même probabilité de sélection à tous les éléments de la liste.

Ainsi, pour e¤ectuer le tirage en s�assurant que le choix de l�échantillon se fait au hasard, on utilise

généralement des tables de nombres aléatoires ou des programmes de génération de nombres aléatoires.

Échantillonnage strati�é

L�échantillonnage strati�é consiste à découper la population en strates ou classes homogènes par rapport

à l�ensemble de la population puis à réaliser dans chaque strate un échantillonnage aléatoire simple. La

méthode d�échantillonnage strati�é est généralement utilisée lorsque la population étudiée est hétérogène à

certains égards. La strati�cation nécessite donc une connaissance préalable de la structure de cette dernière.

Échantillonnage par grappes

L�échantillonnage par grappes consiste à tirer au hasard des ensembles d�unités de la population, ou

grappes, et ensuite à mener l�enquête sur toutes les unités de ces grappes. Les grappes sont souvent

constituées par des unités de type géographique comme les quartiers d�une ville. La méthode consiste à

diviser une ville en quartiers, puis à sélectionner les quartiers qui feront partie de l�échantillon. On mènera

ensuite l�enquête sur toutes les personnes ou ménages, habitant dans les quartiers choisis.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier comment se comporte un échantillon (éléments pris au

hasard) dans une population dont on connaît les caractéristiques statistiques (lois,...) d�une variable consi-

dérée X à valeurs dans un espace (E; E). Dans ce cas, prendre un échantillon aléatoire de taille n consiste

à considérer n réalisations de X ou encore considérer n variables aléatoires X1; X2; :::; Xn indépendantes,

de même loi que X.



CHAPITRE 4. ÉCHANTILLONNAGE. MODÈLES STATISTIQUES 56

4.2 Échantillon

Une étude statistique portant sur tous les éléments d�une population étant impossible à réaliser (trop grand

nombre d�individus à étudier), il faut obtenir des résultats �ables sur les caractéristiques d�une population

en se limitant à l�étude des éléments ou unités d�un échantillon.

Dé�nition 4.2.1 On appelle échantillon aléatoire de taille n (en bref n�échantillon) d�une variable aléa-

toire X une suite �nie de n variables aléatoires indépendantes et de même loi (ou v.a. i.i.d.) suivant la

même loi que X. Cette loi est appelée la loi mère de l�échantillon et la v.a. X appelée variable aléatoire

parente.

Remarque 4.2.1 Pour des raisons de commodité, nous avons supposé que les Xk sont mutuellement

indépendantes. Dans certains cas, l�indépendance deux à deux sera su¢ sante.

Remarque 4.2.2 On distinguera la notion d�échantillon aléatoire (X1; X2; :::; Xn) dont on peut dire qu�elle

se réfère à des résultats potentiels avant expérience, de celle d�échantillon réalisé (x1; x2; :::; xn) correspon-

dant aux valeurs observées après expérience.

Pour obtenir un échantillon observé (x1; x2; :::; xn), on e¤ectue n épreuves identiques et indépendantes,

pour lesquelles la variable aléatoire Xk (associée à la ke épreuve) a pris la valeur xk.

L�objectif de ce chapitre est d�étudier certaines caractéristiques de l�échantillon aléatoire, essentiellement

sa moyenne et sa variance, en relation avec celles de la loi mère. Une telle caractéristique est une v.a. qui

prend le nom de «statistique» dans le contexte de l�échantillonnage, selon la dé�nition suivante.

Dé�nition 4.2.2 Soit (X1; X2; :::; Xn) un n�échantillon, on appelle statistique de l�échantillon toute v.a.

Tn = h (X1; X2; :::; Xn), fonction de X1; X2; :::; Xn.

On peut concrétiser la loi d�une statistique (donc d�une caractéristique, telle la moyenne de l�échantillon)

en imaginant une simulation en très grand nombre d�échantillons de taille n, en calculant pour chacun d�eux

la valeur prise par la statistique et en étudiant la distribution de ces valeurs. De façon imagée on peut dire

qu�il s�agit de la distribution d�échantillonnage de la statistique sur «l�univers» de tous les échantillons

possibles. Notons qu�une statistique peut être une fonction à valeurs dans R, R2 ou Rr. En particulier les

moments empiriques ci-après sont à valeurs dans R. Les dé�nitions qui suivent se rapportent toutes à un

échantillon aléatoire noté (X1; X2; :::; Xn).
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4.3 Quelques statistiques classiques

4.3.1 Moyenne, variance, moments empiriques d�un échantillon

Dé�nition 4.3.1 On appelle moyenne de l�échantillon aléatoire (X1; X2; :::; Xn) ou moyenne empi-

rique, la statistique, notée Xn, dé�nie par : Xn :=
1

n

nP
k=1

Xk. Sa réalisation est xn :=
1

n

nP
k=1

xk:

Dé�nition 4.3.2 Soit (X1; X2; :::; Xn) un n�échantillon d�une population de moyenne � et de variance �2.

Si � est connu, on appelle variance empirique, la statistique, notée S2n, dé�nie par : S
2
n :=

1

n

nP
k=1

(Xk � �)2.

Sinon1, on appelle variance empirique, la statistique, notée S2n, dé�nie par : S2n :=
1

n

nP
k=1

�
Xk �Xn

�2
.

Sa réalisation est s2n :=
1

n

nP
k=1

(xk � xn)2.

Remarque 4.3.1 La notation S2n ne désigne pas un carré, l�exposant 2 désigne la somme de carrés.

Dé�nition 4.3.3 On appelle variance empirique corrigée, la statistique, notée fS2n, dé�nie par : fS2n :=
1

n� 1
nP
k=1

�
Xk �Xn

�2
: Sa réalisation est es2n := 1

n� 1
nP
k=1

(xk � xn)2.

Nous commençons maintenant à établir certaines relations entre les lois de ces statistiques et la loi

mère.

Proposition 4.3.1 Soient � et �2, respectivement la moyenne et la variance de la loi mère. On a :

E
�
Xn

	
= � et V ar

�
Xn

�
=
�2

n
:

Preuve. En e¤et : E
�
Xn

	
= E

�
1
n

nP
k=1

Xk

�
= 1

n

nP
k=1

E fXkg = 1
n

nP
k=1

� = �: Puis, en raison de l�indépen-

dance des Xk :

V ar
�
Xn

�
= V ar

 
1

n

nX
k=1

Xk

!
=
1

n2

nX
k=1

V ar (Xk) =
1

n2

nX
k=1

�2 =
�2

n
:

Proposition 4.3.2 Soient � et �2, respectivement la moyenne et la variance de la loi mère. On a :

E
�
S2n
	
= �2 et V ar

�
S2n
�
=
�4 � �4
n

:

1En pratique, � est rarement connu exactement : on le remplace par un estimateur, la moyenne empirique, et on introduit

la variance empirique.
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Preuve. En e¤et : E
�
S2n
	
= E

�
1

n

nP
k=1

(Xk � �)2
�
= 1

n

nP
k=1

E
n
(Xk � �)2

o
= 1

n

nP
k=1

�2 = �2: Puis, en

raison de l�indépendance des Xk :

V ar
�
S2n
�
= V ar

 
1

n

nX
k=1

(Xk � �)2
!
=
1

n2

nX
k=1

V ar
�
(Xk � �)2

�
=

1

n
V ar

�
(X1 � �)2

�
=
�4 � �4
n

;

où �4 = E
n
(X1 � �)4

o
:

Proposition 4.3.3 La moyenne de la loi de la variance empirique (resp. la variance empirique corrigée)

est : E
n
S2n

o
=
n� 1
n

�2 (resp. E
�
S2n
	
= E

nfS2no = �2):
Preuve. En e¤et :

1

n

nX
k=1

�
Xk �Xn

�2
=
1

n

nX
k=1

�
(Xk � �)�

�
Xn � �

��2
=
1

n

nX
k=1

(Xk � �)2 �
�
Xn � �

�2
:

D�où : E
n
S2n

o
=
1

n

nP
k=1

V ar (Xk) � V ar
�
Xn

�
= �2 � �

2

n
=
n� 1
n

�2: Comme nS2n = (n� 1)fS2n donc
E
nfS2no = n

n� 1
n� 1
n

�2 = �2:

Exemple 4.3.1 Si la loi mère est N (�; �2) alors Xn est gaussienne, en tant que combinaison linéaire de

gaussiennes indépendantes. Par conséquent : Xn s N (�;
�2

n
):

Dans ce cas, Xn et fS2n sont des v.a. indépendantes.
Dé�nition 4.3.4 On appelle moment empirique d�ordre r, la statistique, notée Mr, dé�nie par : Mr :=
1

n

nP
k=1

Xr
k.

Dé�nition 4.3.5 On appelle moment empirique centré d�ordre r, la statistique, notée M r, dé�nie par :

M r :=
1

n

nP
k=1

�
Xk �Xn

�r
.

Nous abordons maintenant trois lois omniprésentes en statistique car liées aux distributions d�échan-

tillonnage de moyennes et de variances dans le cas gaussien.
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4.3.2 Lois usuelles continues

Dé�nition 4.3.6 (Loi du Khi-deux) Soit (Xn) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi N (0; 1).

Alors la v.a.Y =
nP
k=1

X2
k suit une loi appelée loi du Khi-deux à n degrés de liberté, notée �

2(n) � �
�
n
2 ;
1
2

�
.

La densité de la loi du Khi-deux à n degrés de liberté est

fY (x) =
1

2
n
2 �
�
n
2

�xn2�1e�x
2 Ifx>0g 8x 2 R;

où � (a) =
+1R
0

xa�1e�xdx: La moyenne de Y est égale au nombre de degrés de liberté n, sa variance est 2n.

Proposition 4.3.4 Si Y1 s �2(n1), Y2 s �2(n2); Y1 et Y2 indépendantes, alors Y1 + Y2 s �2(n1 + n2):

Cette proposition est évidente de par la dé�nition de la loi du Khi-deux.

Nous revenons maintenant sur la loi de fS2n dans le cas d�un échantillon de loi mère gaussienne.
Théorème 4.3.1 Soit un n�échantillon (X1; X2; :::; Xn) de loi N (�; �2) on a :

(n� 1)fS2n
�2

s �2 (n� 1) :

Par conséquent : E
nfS2no = �2 et V ar �fS2n� = 2�4

n� 1 :

Preuve. En reprenant les développements qui suivent l�énoncé de la proposition 4:3:3, on établit que :
nX
k=1

(Xk � �)2 =

nX
k=1

�
Xk �Xn

�2
+ n

�
Xn � �

�2
;

nX
k=1

�
Xk � �
�

�2
=

nP
k=1

�
Xk �Xn

�2
�2

+

�
Xn � �
�=
p
n

�2

=
(n� 1)fS2n

�2
+

�
Xn � �
�=
p
n

�2
:

Les deux termes de droite sont, respectivement,
(n� 1)fS2n

�2
et le carré de

Xn � �
�=
p
n
qui est une gaussienne

centrée-réduite. Ces termes aléatoires étant indépendants et les v.a.
Xk � �
�

étant indépendantes de loi

N (0; 1) on a, en termes de fonctions caractéristiques :�
1

1� 2t

�n=2
= '

(n� 1)fS2n
�2

(t)

�
1

1� 2t

�1=2
si r < 1=2:

Finalement : '
(n� 1)fS2n

�2

(t) =
�

1
1�2t

�(n�1)=2
; ce qui prouve le théorème.
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Dé�nition 4.3.7 (Loi de Student) Soient X et Y deux v.a. indépendantes telles que X s N (0; 1) et

Y s �2(n). Alors la v.a. T =
Xr
Y

n

suit une loi appelée loi de Student à n degrés de liberté, notée T (n).

La densité de la loi de Student à n degrés de liberté est :

fT (x) =
�
�
n+1
2

�
p
�n�

�
n
2

� �1 + x2
n

��n+ 1
2

; 8x 2 R:

La moyenne de T est 0 si n � 2, sa variance est n

n� 2 si n � 3.

Théorème 4.3.2 Soit un n�échantillon (X1; X2; :::; Xn) de loi N (�; �2) on a :
Xn � �qfS2n=n s T (n� 1) :

Preuve. La démonstration est immédiate, il su¢ t d�écrire la v.a.
Xn � �qfS2n=n =

Xn � �
�=
p
nvuut(n� 1)fS2n=�2

n� 1

:

Dé�nition 4.3.8 (Loi de Fisher-Snedecor) Soient X et Y deux v.a. indépendantes telles que X s

�2(n1) et Y s �2(n2). Alors la v.a. F =
X=n1
Y=n2

suit une loi de Fisher-Snedecor à n1 degrés de liberté au

numérateur et n2 degrés de liberté au dénominateur, notée F(n1; n2). En bref on l�appellera loi de Fisher.

La densité de la loi F(n1; n2) est :

fF (x) =
�
�
n1+n2
2

�
�
�
n1
2

�
�
�
n2
2

� �n1
n2

�n1
2 x

n1
2
�1
�
1 +

n1
n2
x

��n1 + n2
2 Ifx>0g; 8x 2 R:

Si n2 � 3 sa moyenne existe et est égale à
n2

n2 � 2
. Si n2 � 5 sa variance existe et est égale à

2n22 (n1 + n2 � 2)

n1 (n2 � 2)2 (n2 � 4)
:

La proposition suivante permet une économie de tables.

Proposition 4.3.5 Soit F une v.a. suit une loi de Fisher telle que F s F(n1; n2); alors
1

F
s F (n2; n1) :

Preuve. La démonstration est évidente de par la dé�nition de la loi de Fisher.

4.4 Modèle statistique

Dé�nition 4.4.1 Un modèle statistique est dé�ni par la donnée d�une caractéristique vectorielle (X1; X2; :::; Xn)

et d�une famille de lois de probabilité de X notée (P�)�2� : Lorsque la famille de lois de probabilité (P�)�2�
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peut être indexée par un paramètre � dont l�ensemble des valeurs possibles, noté � espace des paramètres

(ou espace paramétrique), est un sous-ensemble de Rr où r est la dimension du paramètre �, le modèle est

appelé modèle paramétrique. Dans le cas contraire, le modèle est appelé modèle non paramétrique.

Remarque 4.4.1 Le modèle statistique d�échantillonnage paramétrique est noté le triplet (E; E ; P�; � 2 �)n :

Remarque 4.4.2 La famille de lois de probabilités fP�; � 2 �g à laquelle appartient la loi de X est sup-

posée connue ; seul le paramètre � est inconnu.

On considère un phénomène aléatoire et une variable aléatoire réelle X qui lui est lié. Le type de la

loi X est supposé connu et dépend d�un paramètre � inconnu qui varie dans un ensemble �. L�objectif est

de donner une estimation de la valeur du paramètre � à partir d�un échantillon observé (x1; x2; :::; xn) de

l�échantillon aléatoire (X1; X2; :::; Xn), où les Xk sont des variables aléatoires réelles indépendantes et de

même loi que X. Il y a deux types d�estimation :

1. l�estimation ponctuelle, on cherche à trouver une valeur approchée de �,

2. l�estimation par intervalle de con�ance, on cherche à déterminer un intervalle dans lequel

� à une certaine probabilité de se trouver.



Chapitre 5

Estimation ponctuelle

Le but de la théorie de l�estimation est de choisir, parmi toutes les statistiques possibles, le meilleur

estimateur, c�est-à-dire celui qui donnera une estimation ponctuelle la plus proche possible du paramètre

et ceci, quel que soit l�échantillon.

5.1 Estimateur et estimation

La théorie générale de l�estimation repose sur la notion d�estimateur.

Dé�nition 5.1.1 Si (X1; X2; :::; Xn) est un échantillon aléatoire de la variable aléatoire parente X, alors

nous appelons estimateur du paramètre � toute fonction h de l�échantillon aléatoire (X1; X2; :::; Xn), cet

estimateur, noté b�n, est dé�ni par : b�n = h (X1; X2; :::; Xn).
Bien évidemment, cette fonction ou cette «formule» h n�est pas choisie au hasard. L�idée est de trouver

une fonction qui combine les réalisations de l�échantillon de sorte à révéler de l�information sur le paramètre

d�intérêt �. Nous verrons comment déduire cette fonction, c�est-à-dire comment construire un estimateur,

dans la sous-section 5:2:1 consacrée aux méthodes d�estimation. Mais à ce stade, considérons quelques

exemples d�estimateurs.

Exemple 5.1.1 La moyenne empirique est un estimateur de E fXg. En e¤et, Xn est une fonction des

variables X1; X2; :::; Xn telle que :

Xn =
1

n

nX
k=1

Xk = h (X1; X2; :::; Xn) :

62
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Exemple 5.1.2 La variance empirique est un estimateur de la variance �2:

Remarque 5.1.1 À priori l�estimateur b�n est à valeurs dans un ensemble �, contenant l�ensemble des
valeurs possibles du paramètre �.

Remarque 5.1.2 b�n est une v.a. de loi de probabilité qui dépend du paramètre �.
Remarque 5.1.3 b�n peut être univarié ou multivarié.

Si l�estimateur b�n est une variable aléatoire (continue ou discrète), elle est nécessairement caractérisée
par une fonction de distribution (fonction de densité dans le cas continu ou fonction de masse dans le cas

discret).

Dé�nition 5.1.2 La distribution de probabilité d�un estimateur (ou d�une statistique) est appelée distri-

bution d�échantillonnage.

Exemple 5.1.3 Si la loi mère est N (�; �2) alors Xn est un estimateur du paramètre �. La loi exacte de

l�estimateur Xn est alors la suivante : Xn =
1
n

nP
k=1

Xk s N (�;
�2

n
):

De même pour b� = 1
2

2P
k=1

Xk; b� est un estimateur du paramètre � et b� s N (�; �2
2
):

Comme pour toute variable aléatoire, on doit distinguer la variable aléatoire elle-même, de sa réalisation.

Cette réalisation correspond à une estimation.

Dé�nition 5.1.3 Une fois l�échantillon prélevé, nous disposons de n valeurs observées x1; x2; :::; xn, ce

qui nous fournit une valeur h (x1; x2; :::; xn) qui est une réalisation de b�n et que nous appelons estimation
(ponctuelle) du paramètre �.

Remarque 5.1.4 Nous distinguons la variable aléatoire b�n de sa valeur observée, notée b�n (x1; x2; :::; xn) :
Remarque 5.1.5 L�estimation b�n (x1; x2; :::; xn) ne dépend que de l�échantillon observé (x1; x2; :::; xn).
L�estimation b�n (x1; x2; :::; xn) ne dépend pas de �.

Reprenons l�exemple précédent.

Exemple 5.1.4 b� est un estimateur de l�espérance �. Pour une réalisation (x1; x2) = (10; 2) de l�échan-
tillon, on obtient une estimation (ponctuelle) du paramètre � égale à : b� (x1; x2) = 10 + 2

2
= 6:
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Ainsi à ce stade du chapitre, il convient de bien distinguer la notion d�estimateur de la notion d�esti-

mation (réalisation) :

� Estimateur (variable aléatoire) : b�n:
� Estimation (constante) : b�n (x1; x2; :::; xn) :
Propriétés d�un estimateur

Le choix d�un estimateur va reposer sur ses qualités. Le premier défaut possible concerne la possibilité de

comporter un biais.

Dé�nition 5.1.4 (Biais d�un estimateur) Si pour tout � de �, b�n admet une espérance alors le biais
de b�n se dé�nit par b� �b�n� = E� nb�no� �:
Remarque 5.1.6 Notons que la moyenne de b�n, E� nb�no, est indicée par � pour rappeler qu�elle est liée
à la valeur inconnue de �:

Dé�nition 5.1.5 b�n est un estimateur sans biais (ou non biaisé) du paramètre � si pour tout � de �,
b�

�b�n� = 0; i.e., E� nb�no = �:
Exemple 5.1.5 Comme E�

�
Xn

	
= �, alors la moyenne empirique Xn est un estimateur sans biais de

l�espérance �. Une estimation de � est la moyenne observée xn:

Exemple 5.1.6 Si � est connu et comme E
�
S2n
	
= �2; alors S2n est un estimateur sans biais de �

2:

Exemple 5.1.7 Si � est inconnu et comme E
nfS2no = �2; alors la variance empirique corrigée fS2n est un

estimateur sans biais de la variance �2:

Dé�nition 5.1.6 Un estimateur b�n est asymptotiquement sans biais pour � si pour tout � de �,
limn b�

�b�n� = 0; i.e., limnE� nb�no = �:
Exemple 5.1.8 Si � est inconnu et comme E

n
S2n

o
=
�
1� 1

n

�
�2 6= �2; alors la variance empirique S2n

est un estimateur biaisé de la variance �2; le biais est égal à
�2

n
; mais asymptotiquement sans biais de �2

(parce que
�
1� 1

n

�
�2 �! �2):

Exemple 5.1.9 Soit la famille des lois continues U[0;�]. Montrons que Mn = max fX1; X2; :::; Xng est

biaisé pour �. Pour une loi de fonction de répartition F�;X1(x), la fonction de répartition du maximum



CHAPITRE 5. ESTIMATION PONCTUELLE 65

de l�échantillon Mn est Fn�;X1(x). Dans la situation particulière considérée 8x; F�;X1(x) =
x

�
I[0;�] (x) et la

densité de Mn est donc : 8x; f�;Mn(x) =
n

�

�x
�

�n�1
I[0;�] (x) ; d�où

E� fMng =
�Z
0

x
n

�

�x
�

�n�1
dx =

�Z
0

n
�x
�

�n
dx =

n

n+ 1

�n+1

�n
=

n

n+ 1
�:

La qualité d�un estimateur ne dépend pas seulement de la proximité de son espérance avec la vraie

valeur du paramètre à estimer, mais aussi de la dispersion des valeurs qu�il prend autour de cette valeur à

estimer.

Dé�nition 5.1.7 Soit b�n un estimateur de �: Si pour tout � de �, b�n admet une variance, nous mesurons
la précision de b�n par l�écart quadratique moyen, noté r� �b�n� : r� �b�n� = E� ��b�n � ��2� :
Proposition 5.1.1 Si pour tout � de �, b�n admet une variance, alors on a : r� �b�n� = V ar�

�b�n� +
b2�

�b�n� :
Preuve. On écrit : b�n � � = b�n � E� nb�no+ b� �b�n� : Par linéarité de l�espérance, on a :

r�

�b�n� = E�

��b�n � E� nb�no�2�+ b2� �b�n�
= V ar�

�b�n�+ b2� �b�n� ;
car E�

nb�n � E� nb�noo = 0:
Remarque 5.1.7 Le critère d�écart quadratique moyen n�est pas la panacée mais il est préféré parce qu�il

s�exprime en fonction des notions simples de biais et de variance. D�autres critères peuvent paraître tout

aussi naturels, en particulier l�écart absolue moyen E�
n���b�n � ����o, mais celle-ci est beaucoup plus di¢ cile

à manipuler analytiquement.

Remarque 5.1.8 Si b�n est un estimateur sans biais, i.e., si pour tout � de �, b� �b�n� = 0 et s�il admet
une variance, alors r�

�b�n� = V ar� �b�n� :
Entre deux estimateurs de �, nous choisissons celui dont l�écart quadratique moyen ou le risque est le

plus faible.
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Dé�nition 5.1.8 Un estimateur b�1;n est relativement plus e¢ cace qu�un estimateur b�2;n s�il est plus
précis que le second, i..e., r�

�b�1;n� � r� �b�2;n� :
Comment comparer deux estimateurs non biaisés ? Cette comparaison se fait sur la base de leur variance.

Propriété 5.1.1 Soient deux estimateurs sans biais b�1;n et b�2;n: L�estimateur b�1;n domine l�estimateurb�2;n, si V ar� �b�1;n� � V ar� �b�2;n� :
Exemple 5.1.10 Soit un n�échantillon (X1; X2; :::; Xn) tel que E fX1g = � et V ar (X1) = �2: Com-

parons les deux estimateurs b�1;n = Xn et b�2;n = X1 de l�espérance �: Tout d�abord, nous savons que

ces deux estimateurs sont «sans biais» . Par ailleurs : V ar�
�b�1;n� = V ar� �Xn

�
=
�2

n
et V ar�

�b�2;n� =
V ar� (X1) = �

2. On obtient V ar�
�b�1;n� � V ar� �b�2;n� ; dès lors que la taille d�échantillon n est supérieure

ou égale à un, l�estimateur b�1;n est préféré à b�2;n.
Remarque 5.1.9 Seuls des estimateurs non biaisés peuvent être comparés sur la base de leur variance.

Ainsi, nous savons comparer deux estimateurs non baisés. Mais existe-t-il un estimateur sans biais qui

soit plus e¢ cace que tous les autres ? C�est la notion d�estimateur optimal.

Dé�nition 5.1.9 Nous appelons estimateur sans biais optimal parmi les estimateurs sans biais, un

estimateur b�n préférable à tout autre au sens de la variance, i.e., l�estimateur le plus e¢ cace parmi tous
les estimateurs sans biais.

La question qui se pose ici est de savoir comment se comporte l�estimateur b�n lorsque la taille d�échan-
tillon n tend vers l�in�ni. Pourquoi étudier le comportement asymptotique de b�n ?. Dans ce contexte, on
cherche à caractériser le comportement de la variable aléatoire b�n dans le cas d�un échantillon de taille
in�nie à l�aide des di¤érentes notions de convergence (en probabilité, presque sûre, en moyenne quadratique

ou en loi, voir les chapitres 2 et 3). On étudie généralement

� la convergence de l�estimateur b�n ;
� la distribution asymptotique de b�n, généralement établie à partir du théorème central limite (chapitre
3).

Dé�nition 5.1.10 Un estimateur b�n est un estimateur convergent au sens faible s�il converge en probabilité
vers � quand n tend vers l�in�ni.

On parle d�estimateur fortement convergent lorsqu�on a convergence presque sûre.
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Remarque 5.1.10 Lorsqu�un estimateur est quali�é de convergent sans plus de précision (consistent en

anglais), cela signi�e qu�il est convergent au sens faible.

Remarque 5.1.11 Un estimateur convergent s�écarte donc du paramètre � avec une probabilité faible,

lorsque la taille de l�échantillon est assez grande (généralement n > 30).

Condition su¢ sante de convergence d�un estimateur

Proposition 5.1.2 Si pour tout � de �, b�n admet une variance, si limn r� �b�n� = 0 alors b�n est un
estimateur convergent de �.

Preuve. Pour " > 0, on a :
n���b�n � ���� > "o = ��b�n � ��2 > "2� : Comme �b�n � ��2 est une variable

aléatoire positive admettant une espérance, on applique l�inégalité de Bienaymé�Chebyshev,

P

��b�n � ��2 > "2� � E�
��b�n � ��2�

"2
=
r�

�b�n�
"2

�! 0;

d�où le résultat.

Exemple 5.1.11 On a : la moyenne empirique Xn est un estimateur sans biais de l�espérance � et

limn r�
�
Xn

�
= limn V ar�

�
Xn

�
= limn

�2

n
= 0; donc la moyenne empirique est un estimateur convergent

de l�espérance1.

Exemple 5.1.12 Soit un n�échantillon (X1; X2; :::; Xn) de loi N (�; �2); on a : fS2n est un estimateur sans
biais de �2 et limn r�

�fS2n� = limn V ar�

�fS2n� = limn
2�4

n� 1 = 0; donc la variance empirique corrigée est

un estimateur convergent de la variance.

Condition su¢ sante de convergence d�un estimateur asymptotiquement sans biais

Proposition 5.1.3 Si l�estimateur b�n est sans biais (ou asymptotiquement sans biais) et s�il admet une
variance, si limn V ar�

�b�n� = 0 alors b�n est un estimateur convergent de �.
Preuve. D�après la décomposition biais-variance, on a : r�

�b�n� = V ar� �b�n� + b2� �b�n� : Or, d�après les
hypothèses, on a : limn b�

�b�n� = 0 et limn V ar� �b�n� = 0: Donc limn r� �b�n� = 0: Par conséquent, d�après
la condition su¢ sante de convergence d�un estimateur, b�n est un estimateur convergent de �.

1L�estimation d�une proportion p est un cas particulier du précédent, au sens où les v.a.r. Xk considérées sont de Bernoulli

de paramètre p.
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Exemple 5.1.13 Soit un n�échantillon (X1; X2; :::; Xn) de loi N (�; �2) on a : S2n est un estimateur

asymptotiquement sans biais de �2 et limn V ar�
�
S2n

�
= limn V ar�

�
n�1
n
fS2n� = limn 2 (n� 1)�4n2

= 0; donc

la variance empirique est un estimateur convergent de la variance.

Remarque 5.1.12 Une autre façon de démontrer la convergence en probabilité consiste à utiliser la loi

faible des grands nombres. Dans le cadre d�un échantillon i.i.d., nous savons que la moyenne empirique Xn

des variables de l�échantillon converge vers l�espérance. Il su¢ t alors d�exprimer b�n comme une fonction
de cette moyenne empirique, i.e., sous la forme b�n = h �Xn

�
. En utilisant le théorème de Slutsky, on en

déduit la convergence en probabilité de b�n, et son éventuel caractère convergent ou non.
Dans de nombreux cas, les estimateurs que nous étudierons, convergent en distribution vers une loi

normale.

Dé�nition 5.1.11 Un estimateur b�n est asymptotiquement normalement distribué dès lors que : pn�b�n � �0�
L�! N (0;�) : Sa distribution asymptotique est dé�nie par : b�n asy� N ��0; �

n

�
:

Exemple 5.1.14 La moyenne empirique est un estimateur sans biais et convergent de � (voir, l�exemple

5:1:11). D�après la loi forte des grands nombres, la moyenne empirique est même fortement convergente.

Il est possible de déterminer la loi asymptotique de la moyenne empirique, si n est assez grand on peut

utiliser l�approximation normale (lorsque X admet un moment d�ordre 2), Xn
Ls N

�
�;
�2

n

�
: C�est une

conséquence du TCL qui nous assure que
p
n
�
Xn � �

� L�! N
�
0; �2

�
.

Exemple 5.1.15 On a S2n est un estimateur sans biais de �
2 et comme V ar

�
S2n
�
=
�4 � �4
n

�! 0; donc

S2n est un estimateur convergent. La loi forte des grands nombres appliquée aux variables (Xk��)2 entraîne

même la convergence presque sûre vers �2. Comme dans le cas de la moyenne empirique le TCL nous

permet de déterminer la loi asymptotique de S2n ; on a lorsque n est assez grand : S
2
n
Ls N

�
�2;

�4 � �4
n

�
:

Remarque 5.1.13 Jusqu�ici, nous avons considéré le cas où le paramètre à estimer, �, était un scalaire.

Nous allons à présent étendre les dé�nitions précédentes au cas où � est un vecteur de m paramètres :

� = (�1; �2; :::; �m)
0 ; où le symbole 0 correspond à la transposée. À cet e¤et, on considère un estimateur b�n,

dé�ni par un vecteur de dimension m � 1, tel que : b�n = �b�1;n;b�2;n; :::;b�m;n�0 ; et son espérance E� nb�no
est un vecteur de m� 1 valeurs : E�

nb�no = �E� nb�1;no ; E� nb�2;no ; :::; E� nb�m;no�0 :
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5.2 Méthodes d�estimation

On peut concevoir une méthode d�estimation comme une sorte de recette de cuisine qui permet d�ob-

tenir un estimateur b�n à partir des ingrédients X1; X2; :::; Xn. Plus formellement, on dé�nit une méthode
d�estimation de la façon suivante.

Dé�nition 5.2.1 Une méthode d�estimation est une méthode mathématique qui permet de dériver la

forme fonctionnelle d�un estimateur b�n = h(X1; X2; :::; Xn) à partir des variables aléatoires de l�échantillon
X1; X2; :::; Xn.

Pour un même problème, on peut parfois appliquer plusieurs méthodes d�estimation. À chaque méthode

d�estimation correspond un estimateur particulier. Si l�on se restreint aux seules méthodes d�estimation

paramétriques, il existe de nombreuses méthodes suivant le problème étudié et les hypothèses retenues.

Citons par exemple :

� la méthode des moindres carrés ordinaires ;

� la méthode des moindres carrés généralisés ;

� la méthode du maximum de vraisemblance ;

� la méthode des moments ;

Construction d�estimateurs

Nous abordons maintenant deux méthodes générales qui apportent des solutions dans des situations variées :

l�approche par le maximum de vraisemblance et l�approche des moments. Nous commençons par celle du

maximum de vraisemblance qui est la plus universelle (y compris pour des modèles complexes) pour deux

raisons :

1. Elle est facile à mettre en oeuvre, se ramenant à un problème classique de résolution numérique.

2. Elle est optimale et même «e¢ cace» asymptotiquement, i.e. quand la taille de l�échantillon tend vers

l�in�ni. D�un point de vue pratique, pour un échantillon su¢ samment grand (disons n > 30 pour

�xer les idées), elle fournit des estimateurs de très bonne qualité.

5.2.1 Construction d�estimateur par la méthode du maximum de vraisemblance

Nous commencerons par présenter le concept de fonction de vraisemblance



CHAPITRE 5. ESTIMATION PONCTUELLE 70

Dé�nition 5.2.2 On appelle fonction de vraisemblance (likelihood) de � pour une réalisation donnée

(x1; :::; xn) de l�échantillon aléatoire (X1; X2; :::; Xn) la loi de probabilité de ce n�uplet, notée L�(x1; :::; xn),

et dé�nie par : si X est une v.a. discrète

� 2 � 7�! L�(x1; :::; xn) = P� (X1 = x1; X2 = x2; :::; Xn = xn) =
nY
k=1

P� (Xk = xk) ;

et si X est une v.a. continue de densité f�;X par

� 2 � 7�! L�(x1; :::; xn) = f�;(X1;X2;:::;Xn)(x1; :::; xn) =

nY
k=1

f�;Xk (xk) :

Remarque 5.2.1 L�expression de la fonction de vraisemblance est donc la même que celle de la densité

(ou fonction de probabilité) conjointe mais le point de vue est di¤érent.

Dé�nition 5.2.3 On dira que la valeur �1 est plus vraisemblable que la valeur �2 si L�1(x1; :::; xn) >

L�2(x1; :::; xn).

En ce sens il devient naturel de choisir pour � la valeur la plus vraisemblable, disons b�MV ,

Dé�nition 5.2.4 On appelle estimation du maximum de vraisemblance une valeur b�MV , s�il en

existe une, telle que :

Lb�MV
(x1; :::; xn) = max

�2�
L�(x1; :::; xn);

ou le programme de maximisation suivant2 :

b�MV = argmax
�2�

L�(x1; :::; xn):

Une telle solution est fonction de (x1; :::; xn), soit b�MV = h(x1; :::; xn): Cette fonction h induit la statistique,e�MV = h (X1; X2; :::; Xn) appelée estimateur du maximum de vraisemblance (EMV).

Remarque 5.2.2 e�MV est une fonction de Rn dans Rr, associant à tout échantillon particulier une valeur

particulière de �:

Remarque 5.2.3 Généralement l�EMV existe et il est unique, i.e. quel que soit (x1; :::; xn) il y a un et

un seul maximum pour L�.

2Le terme argmax signi�e l�argument qui maximise. En e¤et, b�MV est dé�ni comme l�argument de la fonction de vraisem-

blance qui maximise cette fonction.
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Remarque 5.2.4 En pratique, la recherche de ce maximum se fait par dérivation de L� relativement à �.

La condition nécessaire de ce programme est la suivante : @
@�L�(x1; :::; xn)

��b�MV
= 03:À présent, il convient

de véri�er que l�on a bien un maximum. Pour ce faire, on considère la condition su¢ sante du programme

de maximisation : @2

@�2
L�(x1; :::; xn)

���b�MV

< 0: Cette quantité étant négative, on a bien un maximum.

Remarque 5.2.5 Quand les densités (resp. fonctions de probabilité) conjointes sont des produits de fonc-

tions puissances et exponentielles, ce qui est le cas la plupart du temps, on a plutôt intérêt à maximiser

logL�, appelée log�vraisemblance, ce qui est équivalent puisque la fonction logarithmique est stricte-

ment croissante. Dans les cas «réguliers» où L� est continûment dérivable et le support pour la famille de

lois considérée est indépendant de �, l�estimation par le maximum de vraisemblance (MV) véri�e (pour

� � R) :

@

@�
logL� = 0 ou

@

@�
log

 
nY
k=1

f�;Xk (xk)

!
= 0 ou

nX
k=1

@

@�
log f�;Xk (xk) = 0;

(resp.
@

@�
logL� = 0 ou

@

@�
log

 
nY
k=1

P� (Xk = xk)

!
= 0 ou

nX
k=1

@

@�
logP� (Xk = xk) = 0).

Cette dernière égalité s�appelle l�équation de log�vraisemblance. La résolution de cette équation enb�MV permet d�obtenir l�estimation du maximum de vraisemblance en fonction des réalisations de l�échan-

tillon (données) (x1; :::; xn): De cette forme fonctionnelle, on déduira ensuite l�estimateur du maximum de

vraisemblance. Mais avant cela, il convient de s�assurer que la solution b�MV est un maximum en véri�ant

la condition su¢ sante du programme de maximisation : @2

@�2
logL�(x1; :::; xn)

���b�MV

< 0: Dans le cas où �

possède k dimensions (�1; �2; :::; �k), on résout un système de k équations obtenues en dérivant par rapport

à chacune des composantes.

Exemple 5.2.1 On considère une variable aléatoire réelle, discrète X, supposée suivre une loi de Poisson

P(�): On rappelle que la loi de probabilité de X est dé�nie par : P� (X = x) = e��
�x

x!
: Soit un n�échantillon

(X1; :::; Xn) où les variables Xk sont i.i.d. de même loi que X. Alors les fonctions de vraisemblance et de

3La condition nécessaire du programme de maximisation de la vraisemblance correspond à l�équation de vraisemblance.
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log�vraisemblance associées à l�échantillon sont respectivement dé�nies par :

L� (x1; :::; xn) =
nY
k=1

P� (Xk = xk) =
nY
k=1

e��
�xk

xk!
= e�n�

�

nP
k=1

xk

nQ
k=1

xk!

;

logL� (x1; :::; xn) = �n�+
 

nX
k=1

xk

!
log ��

nX
k=1

log (xk!) :

L�estimateur du maximum de vraisemblance b� est la solution du programme :
b� = argmax

�2�
logL�(x1; :::; xn):

En dérivant par rapport à �, on obtient l�équations de log�vraisemblance (la condition nécessaire du

programme de maximisation) : �n+

nP
k=1

xk

�
= 0; s�annule pour b� = 1

n

nP
k=1

xk = xn. On véri�e que cette so-

lution est un maximum (la condition su¢ sante du programme de maximisation) : @2

@�2
logL�(x1; :::; xn)

���b� =
�

nP
k=1

xk

�2

��������b�
< 0: Nous avons bien un maximum. Par conséquent, l�estimateur du maximum de vraisemblance

du paramètre � est égal à Xn. Sa réalisation (estimation du maximum de vraisemblance) est égale à : xn.

Exemple 5.2.2 On considère une variable aléatoire réelle, continue X, supposée suivre une loi N (�; �2):

On rappelle que la fonction de densité de X est dé�nie par :

8x; f�;X (x) =
1p
2��2

exp

�
� 1

2�2
(x� �)2

�
:

Soit un n�échantillon (X1; :::; Xn) où les variables Xk sont i.i.d. de même loi que X. Si l�on dé�nit un

vecteur de paramètres � = (�; �2)0, alors les fonctions de vraisemblance et de log�vraisemblance associées

à l�échantillon sont respectivement dé�nies par :

L� (x1; :::; xn) =

nY
k=1

f�;Xk (xk) =
1

(2��2)n=2
exp

(
� 1

2�2

nX
k=1

(xk � �)2
)
;

logL� (x1; :::; xn) = �n
2
log (2�)� n

2
log
�
�2
�
� 1

2�2

nX
k=1

(xk � �)2 :

L�estimateur du maximum de vraisemblance b�MV est la solution du programme :

b�MV = argmax
�2�

logL�(x1; :::; xn):
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En dérivant par rapport à � d�une part et par rapport à �2 d�autre part, on obtient le système d�équations

de log�vraisemblance (la condition nécessaire du programme de maximisation) :8>><>>:
1
�2

nP
k=1

(xk � �) = 0

� n
2�2

+ 1
2�4

nP
k=1

(xk � �)2 = 0

d�où la solution b� = 1
n

nP
k=1

xk = xn et b�2 = 1
n

nP
k=1

(xk � b�)2 = s2n. On véri�e que cette solution est un

maximum (la condition su¢ sante du programme de maximisation) :8>><>>:
@2

@�2
logL�(x1; :::; xn)

���b� = �n
�2
< 0

@2

@�4
logL�(x1; :::; xn)

���b�2 = n
2�4
� 1

�6

nP
k=1

(xk � �)2
����b�2 = n

2b�4 � nb�2b�6 = � n
2b�4 < 0

:

Nous avons bien un maximum. Par conséquent, l�estimateur du maximum de vraisemblance du para-

mètre (�; �2)0 est donc
�
Xn; S2n

�0
. Sa réalisation (estimation du maximum de vraisemblance) est égale

à :
�
xn; s2n

�0
.

5.2.2 Construction d�estimateur par la méthode des moments

C�est la méthode la plus naturelle. L�idée de base est d�estimer une espérance mathématique par une

moyenne empirique, une variance par une variance empirique, etc. . .

Dé�nition 5.2.5 La méthode des moments consiste à poser l�égalité entre les moments théoriques de la

variable aléatoire X et les moments de l�échantillon.

Explications : Si le paramètre à estimer est l�espérance de la loi des Xk, alors on peut l�estimer par

la moyenne empirique de l�échantillon. Autrement dit, si � = E� fXg, alors l�estimateur de � par la

méthode des moments (EMM) est e�MM = Xn: De même, pour estimer le paramètre � = V ar� (X) ;

variance de la loi, nous retenons logiquement comme estimateur la variance empirique S2n (ou la variance

empirique corrigée fS2n). En général, on pose : E fXmg = 1
n

nP
k=1

Xm
k pour m � 1 (le cas non-centré) (ou

E f(X � �)mg = 1
n

nP
k=1

�
Xk �Xn

�m
pour m � 1 (le cas centré)), La solution de l�équation retenue, si elle

est existe et unique, sera appelée estimateur obtenu par la méthode des moments.

Exemple 5.2.3 On considère une variable aléatoire réelle, discrète X, supposée suivre une loi de Bernoulli

B(p): On rappelle que Ep fXg = p: Soit un n�échantillon (X1; :::; Xn) où les variables Xk sont i.i.d. de

même loi que X. Alors l�estimateur de p par la méthode des moments est epn = Xn.
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Exemple 5.2.4 On considère une variable aléatoire réelle, continue X, supposée suivre une loi exponen-

tielle E(�): On rappelle que E� fXg =
1

�
: Soit un n�échantillon (X1; :::; Xn) où les variables Xk sont i.i.d.

de même loi que X. Alors l�estimateur de � par la méthode des moments est e�n = 1

Xn

.

Exemple 5.2.5 On considère une variable aléatoire réelle, continue X, supposée suivre une loi normale

N (�; �2): On rappelle que E� fXg = � et V ar�2 (X) = �2: Soit un n�échantillon (X1; :::; Xn) où les

variables Xk sont i.i.d. de même loi que X. Alors les estimateurs de � et �2 par la méthode des moments

sont e�n = Xn et e�2n = fS2n.
Exemple 5.2.6 On considère une variable aléatoire réelle, continue X, supposée suivre une loi uniforme

U[0;�]: On rappelle que E� fXg =
�

2
: Soit un n�échantillon (X1; :::; Xn) où les variables Xk sont i.i.d. de

même loi que X. Alors l�estimateur de � par la méthode des moments est e�n = 2Xn.

Exemple 5.2.7 On considère une variable aléatoire réelle, continue X, supposée suivre une loi uniforme

U[��;�]: On rappelle que E� fXg = 0: Soit un n�échantillon (X1; :::; Xn) où les variables Xk sont i.i.d.

de même loi que X. Alors, on remarque que l�équation 0 = Xn n�a pas de solution. Donc, dans ce cas,

l�estimateur par la méthode des moments n�existe pas. En revanche, on peut essayer avec le moment d�ordre

2. On a : E�
�
X2
	
=
�2

3
. Alors, l�estimateur de � par la méthode des moments est e�n =s 3

n

nP
k=1

X2
k .

5.3 Exercices

Exercice 5.3.1 Soient X1; :::; Xn n-variables aléatoires indépendantes, telles que E fXkg = � et V ar(Xk) =

�2 pour k = 1; :::; n.

1. Montrer que Xn est un estimateur sans biais pour �.

2. Montrer que X
2
n n�est pas un estimateur sans biais de �

2. Déterminer son biais.

3. Déterminer m tel que X
2
n �mfS2n soit un estimateur sans biais de �2:

Exercice 5.3.2 Soient X1; :::; Xn n-variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon

la loi Bernoulli B (p). On désire estimer V ar(X1) c�est-à-dire � = p(1 � p). Pour ce faire, on propose de

s�inspirer de l�estimateur bpn = Xn de p et de considérer b�n = Xn(1�Xn).

1. Calculer le biais de cet estimateur.
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2. Comment proposez-vous de corriger ce biais ?

Exercice 5.3.3 Soit un n�échantillon (X1; :::; Xn) où les variables Xk sont i.i.d. de même loi que X. On

dispose de deux estimateurs de � = E fX1g ;

Tn =
2X
k=1

Xk
2
et Sn =

nX
k=1

Xk
n
� X1 �X2

2
:

Déterminer lequel des deux estimateurs est le plus e¢ cace.

Exercice 5.3.4 Soit X une variable aléatoire réelle, continue, supposée suivre une loi exponentielle E(�):

Soit un n�échantillon (X1; :::; Xn) où les variables Xk sont i.i.d. de même loi que X. Comparer en écart

quadratique moyen les estimateurs Xn et Tn =
nP
k=1

Xk
n+1 pour estimer

1

�
:

Exercice 5.3.5 Soient X1; :::; Xn distribués selon une loi N (�; �2). On considère les deux estimateurs

suivants de �2 (si � inconnu) : fS2n et S2n.
Comparer les deux estimateurs du point de vue de l�écart quadratique moyen.

Exercice 5.3.6 Soit T1 et T2 deux estimateurs sans biais et indépendants, d�un paramètre �, de variances

respectives �21, �
2
2, deux nombres réels strictement positifs. Soit a un réel appartenant à [0; 1].

1. Montrer que la variable aléatoire T = aT1 + (1� a)T2 est aussi un estimateur sans biais de �.

2. Pour quelle valeur du paramètre a la variance de la variable aléatoire T est-elle minimale ?

Exercice 5.3.7 Soient X1; :::; Xn des variables aléatoires indépendantes qui sont distribuées uniformément

sur l�intervalle [0; �]. Soient Tn et Sn t.q.

Tn = 2Xn et Sn =
n+ 1

n
max fX1; :::; Xng :

1. Trouver l�espérance et la variance de Tn.

2. Trouver l�espérance et la variance de Sn.

3. Comparer les deux estimateurs du point de vue de l�écart quadratique moyen.

Exercice 5.3.8 Soit X une variable aléatoire réelle, continue, positive et caractérisée par une fonction de

densité f�2;X telle que :

8x 2 R+; f�2;X (x) =
x

�2
exp

�
� x

2

2�2

�
:



CHAPITRE 5. ESTIMATION PONCTUELLE 76

où �2 est un paramètre inconnu. A�n d�estimer ce paramètre, on dispose d�un n�échantillon (X1; :::; Xn) de

variables i.i.d. de même loi que X. Déterminons l�estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre

�2.

Exercice 5.3.9 Soit X une variable aléatoire réelle, continue, positive et caractérisée par une fonction de

densité f�;X telle que :

8x; f�;X (x) =
1

�
I[0;�] (x) :

où � > 0 est un paramètre inconnu. A�n d�estimer ce paramètre, on dispose d�un n�échantillon (X1; :::; Xn)

de variables i.i.d. de même loi que X. Déterminons l�estimateur du maximum de vraisemblance du para-

mètre �.

Exercice 5.3.10 Soit X une variable aléatoire réelle, continue, positive et caractérisée par une fonction

de densité f�;X telle que :

8x; f�;X (x) = � (� + 1)x (1� x)��1 I[0;1] (x) ;

où � > 0 est un paramètre inconnu. A�n d�estimer ce paramètre, on dispose d�un n�échantillon (X1; :::; Xn)

de variables i.i.d. de même loi que X. Déterminons l�estimateur du maximum de vraisemblance du para-

mètre �.

Exercice 5.3.11 Soit (X1; :::; Xn) un échantillon d�une v.a. X à valeurs entières, de loi dé�nie par :

P (X = k) =
�k

(� + 1)k+1
; k � 0;

où � est un paramètre positif. Déterminer l�estimateur du maximum de vraisemblance de � et étudier ses

propriétés.

Exercice 5.3.12 Soit (X1; :::; Xn) un échantillon d�une v.a. X, de loi dé�nie par :

8x; f�;X (x) = (� � 1)x��I[1;+1[ (x) ;

où � est un paramètre inconnu. Déterminer l�estimateur du maximum de vraisemblance de � et montrer

qu�il est convergent.

Exercice 5.3.13 On suppose que X1; :::; Xn sont indépendants et identiquement distribués selon une loi

N (�; �2). Pour � connu, donner l�estimateur du maximum de vraisemblance de �2.



CHAPITRE 5. ESTIMATION PONCTUELLE 77

Exercice 5.3.14 Soit X une variable aléatoire réelle, continue et caractérisée par une fonction de densité

f�;X telle que :

8x 2 R; f�;X (x) =
1

2
(1 + �x) I[�1;1] (x) :

Soit (X1; :::; Xn) un échantillon d�une v.a. X:

1. Calculer l�estimateur des moments b�MM de �.

2. Calculer le biais et la variance de b�MM .

Exercice 5.3.15 Soient X1; :::; Xn des variables aléatoires indépendantes suivant une loi avec fonction de

densité

8x 2 R; f�;X1 (x) = (1 + �)x�I[0;1] (x) :

Trouver l�estimateur des moments de �.

Exercice 5.3.16 On considère le modèle statistique de la loi Gamma (R+;BR+ ;� (a; b) ; a; b > 0) : On

rappelle que la densité d�une v.a. X de loi � (a; b) est :

8x; fa;b;X (x) =
ba

� (a)
xa�1e�bxIR+ (x) :

1. Calculer Ea;b fXg et V ara;b(X).

2. Par la méthode des moments, donner un estimateur du paramètre bidimensionnel (a; b) :

Exercice 5.3.17 Si X1; :::; Xn sont issus d�une loi uniforme U[a;b], calculer baMM et bbMM , les estimateurs

des moments de a et de b.

Exercice 5.3.18 On suppose qu�une v.a.r. X suit une loi exponentielle E(�). Soit un n�échantillon

(X1; :::; Xn) où les variables Xk sont i.i.d. de même loi que X.

1. Calculer E�
�
X2
	
:

2. Par la méthode des moments, donner un estimateur du paramètre �:

Exercice 5.3.19 Soit (X1; :::; Xn) un échantillon d�une v.a. X, de loi dé�nie par :

8x; f�;X (x) =
2

�

�
1� x

�

�
I[0;�] (x) ;

où � est un paramètre strictement positif. Déterminer par la méthode des moments un estimateur du

paramètre � et étudier ses propriétés.
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Exercice 5.3.20 On considère deux modèles :

� le modèle statistique de la loi de Poisson (N;P (N) ;P (�) ;� > 0) :

� le modèle statistique de la loi exponentielle (R+;BR+ ; E(�);� > 0) :

Pour chacun de ces modèles, répondre à l�ensemble des questions suivantes. On considérera à chaque

fois l�observation d�un n�échantillon (X1; :::; Xn).

1. Rappeler l�expression de l�estimateur du maximum de vraisemblance dans ce modèle.

2. Étudier la consistance, le biais et le risque quadratique de cet estimateur.

3. Si cet estimateur est biaisé, est-il asymptotiquement sans biais ? Donner un estimateur sans biais.



CHAPITRE 5. ESTIMATION PONCTUELLE 79

Solutions

Solution 5.3.1 1. L�espérance de Xn vaut E
�
Xn

	
= E fX1g = �: Donc l�estimateur Xn est sans

biais pour �.

2. On calcule l�espérance de X
2
n;

E
n
X
2
n

o
= V ar

�
Xn

�
+
�
E
�
Xn

	�2
=
�2

n
+ �2 et b�2

�
X
2
n

�
=
�2

n
:

3. On veut obtenir un nouvel estimateur de �2 de la forme X
2
n �mfS2n. Déterminons m;

E
n
X
2
n �mfS2no = E nX2

n

o
�mE

nfS2no = �2

n
+ �2 �m�2 =

�
1

n
�m

�
�2 + �2:

Pour que cet estimateur soit sans biais, il faut que m = 1
n :

Solution 5.3.2 Soit l�estimateur b�n = Xn(1�Xn).

1. Pour calculer son biais, on calcule d�abord son espérance

E
nb�no = E

�
Xn(1�Xn)

	
= E

�
Xn

	
� E

n
X
2
n

o
= E

�
Xn

	
�
�
V ar

�
Xn

�
+
�
E
�
Xn

	�2�
= p�

�
p(1� p)
n

+ p2
�

=
n� 1
n

p(1� p) = n� 1
n

�:

Donc son biais est

b�

�b�n� = n� 1
n

� � � = �1
n
�:

2. Pour corriger ce biais, on prendra l�estimateur e�n = n

n� 1Xn(1�Xn).

Solution 5.3.3 L�estimateur le plus e¢ cace est celui qui à l�écart quadratique moyen la plus petite. Com-

mençons par calculer l�espérance des deux estimateurs pour en avoir le biais,

E fTng = E

(
2X
k=1

Xk
2

)
=
1

2

2X
k=1

E fXkg = �;

E fSng = E

(
nX
k=1

Xk
n
� X1 �X2

2

)
=

nX
k=1

E fXkg
n

� E fX1g � E fX2g
2

=

nX
k=1

�

n
� �� �

2
= �:
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Les deux estimateurs sont des estimateurs sans biais de �. Le plus e¢ cace des deux sera, par conséquent,

celui dont la variance est la plus petite. Le calcul des variances donne

V ar (Tn) = V ar

 
2X
k=1

Xk
2

!
=
1

4

2X
k=1

V ar (Xk) =
�2

2
;

où �2 = V ar (X1). Dans le cas de V ar (Sn), on a

V ar (Sn) = V ar

 
1

n

nX
k=1

Xk �
1

2
X1 +

1

2
X2

!

=
1

n2

nX
k=1

V ar (Xk) +
1

4
(V ar (X1) + V ar (X2))

� 1
n

nX
k=1

Cov (Xk; X1) +
1

n

nX
k=1

Cov (Xk; X2)

=
�2

n
+
�2

2
:

On en déduit que

V ar (Sn)� V ar (Tn) =
�2

n
+
�2

2
� �

2

2
=
�2

n
> 0:

La variance de Sn est donc supérieure à celle de Tn, ce qui implique que Tn est l�estimateur le plus e¢ cace,

malgré le fait qu�il n�utilise que l�information de X1 et X2.

Solution 5.3.4 Xn est sans biais pour
1

�
puisque E1=�

�
Xn

	
=
1

�
; V ar1=�

�
Xn

�
= 1

n2

nP
k=1

V ar1=� (Xk) =

1

n2
n
1

�2
=

1

n�2
et r1=�;Xn

�
1=b�n� = 1

n�2
: On a : Tn =

n

n+ 1
Xn; donc E1=� fTng =

n

n+ 1

1

�
et Tn a un

biais b1=� (Tn) = E1=� fTng �
1

�
= � 1

n+ 1

1

�
; V ar1=� (Tn) =

1
(n+1)2

nP
k=1

V ar1=� (Xk) =
n

(n+ 1)2
1

�2
: D�où

r1=� (Tn) =

�
�1
n+ 1

1

�

�2
+

n

(n+ 1)2
1

�2
=

1

n+ 1

1

�2
< r1=�

�
Xn

�
:

En écart quadratique moyen Tn est meilleur, le gain de variance étant supérieur à la perte due au biais.

Solution 5.3.5 Soit Y une variable aléatoire distribuée selon une loi �2 à (n � 1) degrés de liberté. Son

espérance est (n� 1) et sa variance 2(n� 1). Calculons l�espérance de l�estimateur fS2n;
E
nfS2no = E

(
1

n� 1

nX
k=1

�
Xk �X

�2)
=

�2

n� 1E
(

nX
k=1

�
Xk �X

�2
�2

)

=
�2

n� 1E fY g = �
2;
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La variance de l�estimateur est

V ar
�fS2n� = V ar

 
1

n� 1

nX
k=1

�
Xk �X

�2!
=

�4

(n� 1)2
V ar

 
nX
k=1

�
Xk �X

�2
�2

!

=
�4

(n� 1)2
V ar (Y ) =

2�4

n� 1 ;

et, par conséquent, son écart quadratique moyen est r�2
�fS2n� = 2�4

n� 1 : L�estimateur S
2
n s�écrit comme une

fonction de fS2n; S2n = n� 1
n

fS2n: On déduit que son espérance, son biais, sa variance et son écart quadratique
moyen

E
n
S2n

o
=

n� 1
n

�2; b�2
�
S2n

�
=
�1
n
�2;

V ar
�
S2n

�
=

2 (n� 1)�4
n2

;

r�2
�
S2n

�
=

2 (n� 1)�4
n2

+
�4

n2
=
2n� 1
n2

�4:

Comparons les écarts quadratiques moyens

r�2
�fS2n�� r�2 �S2n� = 2�4

n� 1 �
2n� 1
n2

�4 =
3n� 1
n2 (n� 1)�

4:

Le dernier résultat est toujours positif car la taille de l�échantillon n est obligatoirement plus grande que 1.

Cela implique que S2n est plus e¢ cace que
fS2n du point de vue de l�écart quadratique moyen, et ceci malgré

son biais.

Solution 5.3.6 1. T est une variable aléatoire réelle comme combinaison linéaire de deux variables

aléatoires réelles T1 et T2. Comme T1 et T2 sont des estimateurs sans biais de �, T1 et T2 admettent

une espérance. Nous avons, pour a 2 [0; 1];

E� fTg = E� faT1 + (1� a)T2g = aE� fT1g+ (1� a)E� fT2g

= a� + (1� a)� = �:

Donc T est un estimateur sans biais de �.

2. Calculons la variance de T . Comme T1 et T2 sont indépendants, nous avons

V ar� (T ) = V ar� (aT1 + (1� a)T2) = a2V ar� (T1) + (1� a)2V ar� (T2)

= a2�21 + (1� a)2�22

=
�
�21 + �

2
2

�
a2 � 2a�22 + �22:
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Posons, pour a 2 [0; 1]; f (a) =
�
�21 + �

2
2

�
a2 � 2a�22 + �22 est un polynôme du second degré dont

le coe¢ cient du terme de degré 2 est strictement positif. Pour tout a 2 [0; 1]; nous avons f 0 (a) =

2
�
�21 + �

2
2

�
a � 2�22: f 0 (a0) = 0 équivaut à a0 =

�22
�21 + �

2
2

: Cette valeur a0 appartient à l�intervalle

]0; 1[ et par conséquent la variance de T est minimale pour a = a0 =
�22

�21 + �
2
2

:

Solution 5.3.7 Les variables aléatoires X1; :::; Xn suivent une loi uniforme U[0;�]. Leur espérance est
�

2
et

leur variance est
�2

12
.

1. On a : E� fTng = 2E�
�
Xn

	
= 2E� fX1g = � et

V ar� (Tn) = 4V ar�
�
Xn

�
=
4

n
V ar� (X1) =

4

n

�2

12
=
�2

3n
:

2. Déterminons la fonction de répartition de Un = max fX1; :::; Xng ;

8u; FUn (u) = P (max fX1; :::; Xng � u) = P (X1 � u; :::;Xn � u)

= (P (X1 � u))n = FnX1 (u) =
�u
�

�n
I[0;�] (u) + I]�;+1[:

Ainsi, la fonction de densité de Un est

8u; fUn (u) =
n

�n
un�1I[0;�] (u) :

Le calcul de l�espérance de Un donne

E fUng =
�Z
0

u
n

�n
un�1du =

n

�n

�Z
0

undu =
n

�n
un+1

n+ 1

�����
0

=
n

n+ 1
�;

et implique E fSng =
n+ 1

n
E fUng = �: L�estimateur Sn de � est sans biais. Nous cherchons à

présent sa variance.

E
�
U2n
	
=

�Z
0

u2
n

�n
un�1du =

n

�n

�Z
0

un+1du =
n

�n
un+2

n+ 2

�����
0

=
n

n+ 2
�2;

alors la variance de Un est

V ar (Un) = E
�
U2n
	
� (E fUng)2 =

n

n+ 2
�2 �

�
n

n+ 1
�

�2
=

n

(n+ 2) (n+ 1)2
�2;

et celle de Sn;

V ar (Sn) =

�
n+ 1

n

�2
V ar (Un) =

1

n (n+ 2)
�2:
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3. Les deux estimateurs sont sans biais. Donc le plus e¢ cace est celui qui a la variance la plus petite.

Comparons-les

V ar (Tn)� V ar (Sn) =
1

3n
�2 � 1

n (n+ 2)
�2 =

n� 1
3n (n+ 2)

�2:

Ce dernier résultat est toujours positif, n étant forcément plus grand que 1. Donc l�estimateur Sn est

le plus e¢ cace du point de vue de l�écart quadratique moyen.

Solution 5.3.8 Puisque les variables Xk sont indépendantes, alors les fonctions de vraisemblance et de

log�vraisemblance associées à l�échantillon sont respectivement dé�nies par :

L�2 (x1; :::; xn) =
nY
k=1

f�2;Xk (xk) =
1

�2n

(
nY
k=1

xk

)
exp

(
� 1

2�2

nX
k=1

x2k

)
;

logL�2 (x1; :::; xn) = �n log
�
�2
�
+

nX
k=1

log xk �
1

2�2

nX
k=1

x2k:

L�estimateur du maximum de vraisemblance b�2MV est la solution du programme :

b�2MV = arg max
�22�

logL�2(x1; :::; xn):

En dérivant par rapport à �2, on obtient l�équations de log�vraisemblance (la condition nécessaire du

programme de maximisation) : � n
�2
+ 1

2�4

nP
k=1

x2k = 0. On en déduit que : b�2MV =
1
2n

nP
k=1

x2k. On véri�e que

cette solution est un maximum (la condition su¢ sante du programme de maximisation) :

@2

@�4
logL�2(x1; :::; xn)

����b�2MV

=
n

�4
� 1

�6

nX
k=1

x2k

�����b�2MV

;

puisque
nP
k=1

x2k = 2nb�2MV ; cette expression peut se réécrire sous la forme suivante :

@2

@�4
logL�2(x1; :::; xn)

����b�2MV

=
nb�4MV

� 2nb�2MVb�6MV

= � nb�4MV

< 0:

Nous avons bien un maximum. Par conséquent, l�estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre

�2 est dé�ni par : e�2MV =
1
2n

nP
k=1

X2
k . Sa réalisation (estimation du maximum de vraisemblance) est égale

à : b�2MV =
1
2n

nP
k=1

x2k.

Solution 5.3.9 Puisque les variables Xk sont indépendantes, alors la fonction de vraisemblance associée

à l�échantillon est dé�nie par :

L� (x1; :::; xn) =

nY
k=1

f�;Xk (xk) =
1

�n
I[0;+1[

�
x(1)

�
I]�1;�]

�
x(n)

�
;
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où x(1) = mink=1;:::;n (xk) ; x(n) = maxk=1;:::;n (xk) : Elle contient � 7�! 1
�n qui est une fonction décroissante

de �, mais à partir du moment où I]�1;�]
�
x(n)

�
= 1.i.e., � � x(n): Par conséquent, le maximum est

atteint pour � = x(n), puisque pour � < x(n) la fonction de vraisemblance est nulle. Donc l�EMV est

X(n) = max (X1; X2; :::; Xn).

Solution 5.3.10 Puisque les variables Xk sont indépendantes, alors les fonctions de vraisemblance et de

log�vraisemblance associées à l�échantillon sont respectivement dé�nies par :

L� (x1; :::; xn) =
nY
k=1

f�;Xk (xk) = �
n (� + 1)n

(
nY
k=1

xk

)(
nY
k=1

(1� xk)��1
)
Ifx(1)�0gIfx(n)�1g;

logL� (x1; :::; xn) = n log � + n log (� + 1) + log

 
nY
k=1

xk

!
+ (� � 1)

nX
k=1

log (1� xk) ;

où x(1) = mink=1;:::;n (xk) ; x(n) = maxk=1;:::;n (xk) : L�estimateur du maximum de vraisemblance b�MV est

la solution du programme : b�MV = argmax
�2�

logL�(x1; :::; xn):

En dérivant par rapport à �, on obtient l�équations de log�vraisemblance (la condition nécessaire du pro-

gramme de maximisation) : n� +
n
�+1 +

nP
k=1

log (1� xk) = 0 ou
2� + 1

� (� + 1)
= � 1n

nP
k=1

log (1� xk). Posons :

c = � 1n
nP
k=1

log (1� xk). Il faut résoudre en � l�équation : c�2 + (c� 2) � � 1 = 0: Les solutions sont

2� c�
p
c2 + 4

2c
et
2 + c+

p
c2 + 4

2c
: Comme c ne prend que des valeurs positives, la seule solution dans

R+ est b�MV =

2 + 1
n

nP
k=1

log (1� xk) +

s
1
n2

�
nP
k=1

log (1� xk)
�2
+ 4

� 2n
nP
k=1

log (1� xk)
. On véri�e que cette solution est un

maximum (la condition su¢ sante du programme de maximisation) :

@2

@�2
logL�(x1; :::; xn)

����b�MV

= � n

�2
� n

(� + 1)2

����b�MV

< 0:

Nous avons bien un maximum. Par conséquent, l�estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre

� est dé�ni par :

e�MV =

2 + 1
n

nP
k=1

log (1�Xk) +

s
1
n2

�
nP
k=1

log (1�Xk)
�2
+ 4

� 2n
nP
k=1

log (1�Xk)
:
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Solution 5.3.11 Puisque les variables Xk sont indépendantes, alors les fonctions de vraisemblance et de

log�vraisemblance associées à l�échantillon sont respectivement dé�nies par :

L� (x1; :::; xn) =
nY
k=1

P� (Xk = xk) =
�

nP
k=1

xk

(� + 1)

nP
k=1

(xk+1)
;

logL� (x1; :::; xn) =

 
nX
k=1

xk

!
log � �

 
nX
k=1

(xk + 1)

!
log (� + 1) :

L�estimateur du maximum de vraisemblance b�MV est la solution du programme :

b�MV = argmax
�2�

logL�(x1; :::; xn):

En dérivant par rapport à �, on obtient l�équations de log�vraisemblance (la condition nécessaire du pro-

gramme de maximisation) :

nP
k=1

xk

� �
n+

nP
k=1

xk

�+1 = 0 ou
� + 1

�
=

n+
nP
k=1

xk

nP
k=1

xk

. On en déduit que : b�MV =
1
n

nP
k=1

xk.

On véri�e que cette solution est un maximum (la condition su¢ sante du programme de maximisation) :

@2

@�2
logL�(x1; :::; xn)

����b�MV

= �

nP
k=1

xk

�2
+

n+
nP
k=1

xk

(� + 1)2

��������b�MV

= � nb�MV

+
nb�MV + 1

���� < 0:
Nous avons bien un maximum. Par conséquent, l�estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre

� est dé�ni par : e�MV =
1
n

nP
k=1

Xk:

Nous allons calculer l�espérance de e�MV ;

E�

ne�MV

o
= E� fX1g =

X
k�1

k
�k

(� + 1)k+1
=

�

(� + 1)2

X
k�1

k

�
�

� + 1

�k�1
=

�

(� + 1)2
(� + 1)2 = �;

(parce que, la somme de la série géométrique
P
k�0

xk = 1
1�x ; si jxj < 1; et de sa dérivée

P
k�1

kxk�1 =
1

(1� x)2
:

La valeur de la somme précédente est obtenue pour x = �
�+1): On sait que cet estimateur est sans biais,

convergent d�après la loi des grands nombres.

Solution 5.3.12 Puisque les variables Xk sont indépendantes, alors les fonctions de vraisemblance et de

log�vraisemblance associées à l�échantillon sont respectivement dé�nies par :

L� (x1; :::; xn) =

nY
k=1

f�;Xk (xk) = (� � 1)
n

(
nY
k=1

xk

)��
Ifx(1)�1g;
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logL� (x1; :::; xn) = n log (� � 1)� �
nX
k=1

log xk;

où x(1) = mink=1;:::;n (xk) : L�estimateur du maximum de vraisemblance b�MV est la solution du programme :

b�MV = argmax
�2�

logL�(x1; :::; xn):

En dérivant par rapport à �, on obtient l�équations de log�vraisemblance (la condition nécessaire du pro-

gramme de maximisation) :
n

� � 1 �
nP
k=1

log xk = 0. On en déduit que : b�MV = 1 +
n

nP
k=1

log xk

. On véri�e

que cette solution est un maximum (la condition su¢ sante du programme de maximisation) :

@2

@�2
logL�(x1; :::; xn)

����b�MV

= � n

(� � 1)2

����b�MV

< 0:

Nous avons bien un maximum. Par conséquent, l�estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre

� est dé�ni par : e�MV = 1 +
n

nP
k=1

logXk

:

On peut appliquer la loi faible des grands nombres à
�
1
n

nP
k=1

logXk

�
, nous allons calculer l�espérance

de logX1 :

E flogX1g = (� � 1)
+1Z
1

x�� log xdx =
h
�x��+1 log x

i+1
1

+

+1Z
1

x��dx =
1

� � 1 ;

et V ar (logX1) =
1

(� � 1)2
: Par conséquent, la loi faible des grands nombres permet d�obtenir : 1n

nP
k=1

logXk
p�!

E flogX1g =
1

� � 1 : On en déduit, du théorème de Slutsky, la convergence de l�estimateur :e�MV = 1 +
n

nP
k=1

logXk

p�! 1 + (� � 1) = �:

Solution 5.3.13 Si � connu alors l�estimateur du maximum de vraisemblance e�2MV de �2 est S2n (voir

l�exemple 5:2:2).

Solution 5.3.14 1. L�espérance de la variable aléatoire X1 est

E� fX1g =

1Z
�1

x
1

2
(1 + �x) dx =

1

2

1Z
�1

x (1 + �x) dx

=
1

2

�
x2

2
+ �

x3

3

�1
�1
=
�

3
:
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Donc l�estimateur des moments b�MM de � est b�MM = 3Xn:

2. C�est un estimateur sans biais

E
nb�MM

o
= 3E

�
Xn

	
= 3

�

3
= �:

Pour trouver sa variance, il est nécessaire de calculer d�abord E�
�
X2
1

	
;

E�
�
X2
1

	
=

1Z
�1

x2
1

2
(1 + �x) dx =

1

2

1Z
�1

x2 (1 + �x) dx

=
1

2

�
x3

3
+ �

x4

4

�1
�1
=
1

3
;

donc V ar� (X1) = E�
�
X2
1

	
� (E� fX1g)2 =

1

3
�
�
�

3

�2
=
3� �2

9
: Alors la variance de l�estimateurb�MM est

V ar�

�b�MM

�
=
9

n
V ar� (X1) =

3� �2

n
:

Solution 5.3.15 Pour trouver l�estimateur des moments b�MM de �, calculons l�espérance de la variable

aléatoire X1;

E� fX1g =

1Z
0

x (1 + �)x�dx = (1 + �)

1Z
0

x�+1dx

= (1 + �)

�
x�+2

2 + �

�1
0

=
1 + �

2 + �
:

On en déduit l�estimateur des moments

1 + b�MM

2 + b�MM

= Xn () b�MM =
2Xn � 1
1�Xn

:

Solution 5.3.16 1. On a :

Ea;b fXg =
+1Z
0

x
ba

� (a)
xa�1e�bxdx =

ba

� (a)

+1Z
0

xae�bxdx:

En e¤ectuant le changement de variable y = bx et en notant que � (a+ 1) = a� (a), il vient :

Ea;b fXg =
1

b� (a)

+1Z
0

yae�ydy =
� (a+ 1)

b� (a)
=
a

b
:

De la même manière on montre que l�on a : Ea;b
�
X2
	
= �(a+2)

b2�(a)
= a(a+1)

b2
: Ainsi,V ara;b(X) =

Ea;b
�
X2
	
� (Ea;b fXg)2 = a(a+1)

b2
�
�
a
b

�2
= a

b2
:
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2. On a vu que : Ea;b fXg = a
b et V ara;b(X) =

a
b2
. Les estimateurs empiriques des moments d�ordre 1

et 2 de X nous donnent ainsi des fonctions des estimateurs de a et b sous la forme :

eanebn = Xn =
1

n

nX
k=1

Xk et
eaneb2n = S2n = 1

n

nX
k=1

�
Xk �Xn

�2
:

De ces équations on tire

ebn = Xn

S2n
=

nP
k=1

Xk

nP
k=1

�
Xk �Xn

�2 ;ean = ebnXn =

�
nP
k=1

Xk

�2
n

nP
k=1

�
Xk �Xn

�2 :
Solution 5.3.17 L�espérance et la variance d�une variable aléatoire X1 suivant une loi uniforme de para-

mètres a; b sont

Ea;b fX1g =
a+ b

2
et V ara;b(X1) =

(b� a)2

12
:

Alors le 2�eme moment de X1 est

Ea;b
�
X2
1

	
= V ara;b(X1) + (Ea;b fX1g)2 =

a2 + ab+ b2

3
:

Les estimateurs des moments baMM et bbMM de a et b sont les solutions du système8>><>>:
baMM +bbMM

2
= Xnba2MM + baMM
bbMM +bb2MM

3
=
1

n

nP
k=1

X2
k

:

La 1er équation donne baMM = 2Xn �bbMM ; ce qui conduit par substitution dans la 2�eme équation bbMM =

Xn �
s
3

n

nP
k=1

X2
k � 3Xn:

Solution 5.3.18 1. On a :

E�
�
X2
	
=

+1Z
0

x2�e��xdx =
1

�2

+1Z
0

y2e�ydy =
1

�2
� (3) =

2

�2
;

où la deuxième égalité est obtenue par changement de variable y = �x:

2. On rappelle que E�
�
X2
	
=
2

�2
. Alors, la méthode des moments nous donne,

2e�2n =
1

n

nP
k=1

X2
k . Donc

l�estimateur de � par la méthode des moments est e�n =vuuut 2n
nP
k=1

X2
k

.
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On a vu en cours que la méthode des moments permet d�obtenir un estimateur du paramètre � dans un

modèle de la loi exponentielle : e�n = 1
Xn

basé sur la relation E� fXg =
1

�
. L�intérêt de cet exercice est

de montrer que cette méthode permet la construction de plusieurs estimateurs de ce même paramètre

�.

Solution 5.3.19 Le calcul de l�espérance donne :

E� fX1g =
2

�

�Z
0

x
�
1� x

�

�
dx =

2

�

�
x2

2
� x

3

3�

��
0

=
�

3
:

Donc, on cherche à résoudre l�équation Xn =
�

3
, de solution immédiate � = 3Xn, ce qui fournit l�estimateur

de la méthode des moments e�n = 3Xn, qui va être sans biais par construction :

E�

ne�no = 3E� �Xn

	
= 3E� fX1g = �;

et convergent d�après la loi faible des grands nombres :

e�n = 3Xn
p�! 3E� fX1g = �:

Solution 5.3.20 �Modèle de Poisson

1. On a vu que l�estimateur du maximum de vraisemblance est : e�n = Xn:

2. Par la loi forte des grands nombres, on a :

e�n = 1

n

nX
k=1

Xk
p:s:�! E� fX1g = �;

donc e�n est un estimateur fortement consistant. De plus, on a : E� ne�no = E�
�
Xn

	
= � et

cet estimateur est également sans biais. Calculons maintenant son risque quadratique. Comme

l�estimateur est sans biais, on a :

r�

�e�n� = V ar� �e�n� = V ar� �Xn

�
=
1

n
V ar� (X1) =

�

n
:

Ainsi, on a : r�
�e�n� = E���e�n � ��2� = �

n �! 0; donc aussi e�n L2�! �:

�Modèle de la loi exponentielle

1. On a vu que l�estimateur du maximum de vraisemblance est : e�n = 1

Xn

=
n

nP
k=1

Xk

:
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2. Par la loi forte des grands nombres, on a : Xn
p:s:�! E� fX1g =

1

�
ce qui implique que e�n p:s:�! �;

donc e�n est un estimateur fortement consistant.
Pour déterminer le biais de l�estimateur, rappelons que si X1; :::; Xn sont des v.a.r. indépen-

dantes et de même loi exponentielle de paramètre �, alors
nP
k=1

Xk est de loi Gamma(n; �).

Ainsi,

E�

ne�no = E�

8>><>>:
n

nP
k=1

Xk

9>>=>>; =

+1Z
0

n

x

�n

� (n)
xn�1e��xdx =

n�n

� (n)

+1Z
0

xn�2e��xdx

=
n�n

� (n)�n�1

+1Z
0

yn�2e�ydy =
n�� (n� 1)
� (n)

=
n

n� 1�;

où la quatrième égalité est obtenue par le changement de variable y = �x. Donc l�estimateur e�n
est un estimateur biaisé.

Évaluons maintenant l�écart quadratique moyen de notre estimateur. On a : r�
�e�n� = V ar� �e�n�+

b2�

�e�n� ; où b� �e�n� est le biais de notre estimateur. Le calcul précédent nous donne
b�

�e�n� = E� ne�no� � = �

n� 1 :

De plus, la variance de e�n est donnée par : V ar� �e�n� = E� ne�2no� �E� ne�no2� : On a :

E�

ne�2no = E�

8>>><>>>:
n2�

nP
k=1

Xk

�2
9>>>=>>>; =

+1Z
0

n2

x2
�n

� (n)
xn�1e��xdx =

n2�n

� (n)

+1Z
0

xn�3e��xdx

=
n2�n

� (n)�n�2

+1Z
0

yn�3e�ydy =
n�2� (n� 2)

� (n)
=

n2

(n� 1) (n� 2)�
2;

où la quatrième égalité est obtenue par le changement de variable y = �x. D�où : V ar�
�e�n� =

n2

(n�1)(n�2)�
2 �

�
n
n�1�

�2
; et

r�

�e�n� =
n2

(n� 1) (n� 2)�
2 � n2

(n� 1)2
�2 +

�
�

n� 1

�2
=

n2 + n� 2
(n� 1)2 (n� 2)

�2:
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3. Nous avons vu que cet estimateur est biaisé. Il apparaît clairement asymptotiquement sans biais.

Un estimateur sans biais de � est donné par : b�n = n� 1
n

e�n = n� 1
nP
k=1

Xk

: Son risque quadratique

est donné par :

r�

�b�n� = V ar� �b�n� = �n� 1
n

�2
V ar�

�e�n� = �2

n� 2 :



Chapitre 6

Estimation par intervalle de con�ance

Dans le chapitre précédent, l�objectif était de donner une valeur unique pour estimer le paramètre

inconnu �, et le principal inconvénient de l�estimation ponctuelle, c�est qu�elle ne rend pas compte de

l�incertitude autour de l�estimation. Une façon de rendre compte de cette incertitude est de proposer un

intervalle de con�ance sur la valeur du paramètre �. Dans ce chapitre, nous souhaitons donner un ensemble

de valeurs plausibles pour � essentiellement sous forme d�un intervalle.

Dé�nition 6.0.1 On appelle intervalle aléatoire tout intervalle dont une extrémité au moins une va-

riable aléatoire.

Exemple 6.0.1 Soit X s N (0; 1) ; ]�1; X] est un intervalle aléatoire. De même, ]X � 1; X + 2] est

un intervalle aléatoire.

Dé�nition 6.0.2 Un intervalle de con�ance sur le paramètre � pour un niveau de con�ance de (1� �)1

(ou un niveau de risque �), avec � 2 ]0; 1[, est un encadrement du type :

P (A (X1; :::; Xn) � � � B (X1; :::; Xn)) = 1� �;

où A (X1; :::; Xn) et B (X1; :::; Xn) sont des variables aléatoires, fonctions des variables de l�échantillon

(X1; :::; Xn).

Une réalisation de cet intervalle de con�ance est notée : IC1�� (�) = [a; b] où a et b sont les réalisations

respectives des variables A (:) et B (:), obtenues à partir de la réalisation de l�échantillon (x1; :::; xn).

1 (1� �) est le seuil de con�ance ou la quasi-certitude.

92
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Remarque 6.0.1 Un intervalle de con�ance est un intervalle aléatoire car les bornes de cet intervalle

sont des variables aléatoires.

Remarque 6.0.2 Un intervalle [A (X1; :::; Xn) ; B (X1; :::; Xn)] est appelé une estimation par intervalle de

con�ance (bilatéral) du paramètre � ou estimation ensembliste du paramètre �. Des intervalles de con�ance

unilatéraux avec borne inférieure et borne supérieure sont donnés respectivement par [A (X1; :::; Xn) ;+1[

et ]�1; B (X1; :::; Xn)]2, où maintenant

P (A (X1; :::; Xn) � �) = P (� � B (X1; :::; Xn)) = 1� �:

Notons que, si l�on désire construire un intervalle de con�ance avec borne supérieure pour une variance

�2, par exemple, alors l�intervalle sera plutôt de la forme [0; B (X1; :::; Xn)].

Remarque 6.0.3 Les intervalles de con�ance les plus courts sont souvent les intervalles de con�ance

bilatéraux symétriques3 ; i.e., ceux pour lesquels on a :

P (� < A (X1; :::; Xn)) = P (� > B (X1; :::; Xn)) =
�

2
:

Remarque 6.0.4 l = B (:) � A (:) s�appelle la longeur de l�intervalle de con�ance. Si l est petit alors le

meilleur intervalle de con�ance est [A (X1; :::; Xn) ; B (X1; :::; Xn)] :

Remarque 6.0.5 Il convient d�éviter les notations du type : P (a � � � b) = 1 � �: Par exemple, la

notation P (1; 25 � � � 1; 35) = 0; 95 n�a pas de sens, car � n�est pas une variable aléatoire. II n�y aucune

raison d�utiliser la probabilité dans ce cas puisque le paramètre � est supposé constant.

Remarque 6.0.6 Le seuil � étant donné. Les valeurs usuelles de � sont 1%, 5% ou 10%. Dans la pratique,

on peut prendre par exemple � = 5%, ce qui nous donne un IC0:95 (�) à 95%. Cela signi�e qu�il y a 95%

de chance que la valeur inconnue � soit comprise entre A(x1; :::; xn) et B(x1; :::; xn).

Remarque 6.0.7 La probabilité (1 � �) représente le niveau de con�ance de l�intervalle ; ce niveau de

con�ance est associé à l�intervalle et non à la valeur inconnue du paramètre.

Remarque 6.0.8 Pour dé�nir un intervalle de con�ance, il faut connaître un estimateur ponctuel du

paramètre ainsi que sa loi de distribution.
2La plupart du temps, un intervalle de con�ance s�écrit sous la forme d�un intervalle (unilatère ou bilatère).
3D�une manière générale, on choisit un intervalle en divisant le risque d�erreur en 2 parties égales �

2
et �

2
.
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6.1 Construction d�un intervalle de con�ance

Comment obtenir un intervalle de con�ance ? Il n�existe pas de méthode générale, mais la procédure

suivante peut être utilisée dans de nombreux cas :

� Étape 1. On considère un estimateur b�n, sans biais et convergent, du paramètre �. On cherche à
caractériser soit (i) sa loi exacte, si cela est possible (ou celle d�une variable transformée), (ii) soit sa

loi asymptotique. Cette loi dépend nécessairement de � puisque l�estimateur est sans biais.

� Étape 2. On transforme la variable b�n de sorte à ce que la loi de la variable transformée ne dépende
plus de �, ni d�autres paramètres inconnus. Cette variable transformée dépend naturellement de �

(paramètre à estimer) et de b�n, mais elle ne doit pas dépendre d�autres paramètres inconnus. Soit
m(�;b�n) la variable transformée. On cherche à obtenir un résultat du type :

m(�;b�n) s loi connue (ne dépendant pas de paramètres inconnus).
En général, on utilise ici une R�transformée du type :

R =

b�n � E nb�nor
V ar

�b�n� =
b�n � �r
V ar

�b�n� :
Dans certains cas, cette variable transformée dépend d�autres paramètres inconnus que �. Il faut alors

chercher à les remplacer par leurs estimateurs.

� Étape 3. À partir de la loi de la variable aléatoire transforméem(�;b�n), on construit un encadrement
du type :

P
�
a � m(�;b�n) � b� = 1� �:

Pour cela, on cherche deux constantes réelles a et b, telles que a < b et que la distance b� a soit la

plus petite possible. On peut obtenir les valeurs a et b de la façon suivante :

P
�
m(�;b�n) < a� = �1 et P �m(�;b�n) > b� = �2;

où �1 + �2 = �:

� Étape 4. En réaménageant les termes de cet encadrement, on cherche à construire un encadrement

sur la valeur de �, tel que :

P
�
m1(b�n; a; b) � � � m2(b�n; a; b)� = P (A (X1; :::; Xn) � � � B (X1; :::; Xn)) = 1� �;
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où m1(:) et m2(:) sont des fonctions, A (X1; :::; Xn) = m1(b�n; a; b) et B (X1; :::; Xn) = m2(b�n; a; b)
sont des variables aléatoires qui dépendent de l�estimateur b�n et donc implicitement des variables de
l�échantillon (X1; :::; Xn). Elles dépendent en outre des constantes a ou b, suivant les transformations

e¤ectuées.

� Étape 5. À partir de la réalisation de l�échantillon (x1; :::; xn) et de l�estimation ponctuelle b�n(x1; :::; xn),
on déduit la réalisation de l�intervalle de con�ance :

IC1�� (�) =
h
m1

�b�n(x1; :::; xn)� ;m2

�b�n(x1; :::; xn)�i = [a1; b1]:
6.2 Exemples classiques d�estimation par intervalle

Sous le terme de classique nous présentons les cas de la moyenne et de la variance d�une loi mère

gaussienne et le cas du paramètre p d�une loi de Bernoulli.

6.2.1 Intervalle de con�ance pour les paramètres d�une loi normale

La variable aléatoire X suit une loi normale N (�; �2). Soit (X1; :::; Xn) un échantillon d�une v.a. X.

Les paramètres à estimer sont la moyenne � et la variance �2.

Intervalle de con�ance d�une moyenne

Pour la construction d�un intervalle de con�ance de la moyenne, on distingue deux cas : celui où �2 est

connu et celui où �2 est inconnu.

1. La variance �2 est connue.

L�estimateur sans biais et convergent de la moyenne � est la statistique Xn =
1

n

nP
k=1

Xk qui suit la

loi normale N (�; �
2

n
): Construisons une variable transformée de Xn dont la loi ne dépend pas de

paramètres inconnus. Ici, il su¢ t d�utiliser la R�transformée4 :

R =
Xn � E

�
Xn

	q
V ar

�
Xn

� =
Xn � �
�=
p
n
s N (0; 1):

4On aurait pu utiliser le résultat
p
n
�
Xn � �

�
s N (0; �2), puisque la variance �2 est connue.
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Étant donné un seuil �, on construit un encadrement, pour la moyenne empirique Xn de l�échantillon,

du type :

P

�
a � Xn � �

�=
p
n
� b
�
= 1� �;

où les constantes a et b sont telles que :

P

�
Xn � �
�=
p
n
< a

�
= �R (a) =

�

2
() a = ��1R

��
2

�
;

P

�
Xn � �
�=
p
n
> b

�
= 1� P

�
Xn � �
�=
p
n
� b
�
=
�

2
() b = ��1R

�
1� �

2

�
;

où �R désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. De l�encadrement précédent,

on déduit que :

P

�
��1R

��
2

�
� Xn � �

�=
p
n
� ��1R

�
1� �

2

��
= 1� �;

() P

�
Xn �

�p
n
��1R

�
1� �

2

�
� � � Xn �

�p
n
��1R

��
2

��
= 1� �:

La loi normale étant symétrique, ��1R
��
2

�
= ���1R

�
1� �

2

�
; on peut réécrire sous la forme :

P

�
Xn �

�p
n
��1R

�
1� �

2

�
� � � Xn +

�p
n
��1R

�
1� �

2

��
= 1� �:

Par conséquent, l�intervalle
h
Xn � �p

n
��1R

�
1� �

2

�
; Xn +

�p
n
��1R

�
1� �

2

�i
est un intervalle de con�ance

au niveau de con�ance 1� � pour �.

Exemple 6.2.1 Puisque ��1R (0:975) = 1:96 l�intervalle de con�ance de � au niveau 95% est�
Xn � 1:96

�p
n
;Xn + 1:96

�p
n

�
:

Exemple 6.2.2 Pour un niveau de risque � = 5%, une taille d�échantillon n = 9, une variance

�2 = 12; 96 et une réalisation de la moyenne empirique xn = 5:6, on obtient une réalisation de

l�intervalle de con�ance égale à :

IC0:95 (�) =

�
xn �

�p
n
��1R

�
1� �

2

�
; xn +

�p
n
��1R

�
1� �

2

��
=

�
5:6�

p
12; 96p
9

��1R (0:975) ; 5:6 +

p
12; 96p
9

��1R (0:975)

�
= [3:248; 7:952] :
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Remarque 6.2.1 Les valeurs de ��1R
�
1� �

2

�
peuvent être obtenues à l�aide d�une calculatrice ou

trouvées dans une table statistique. Les valeurs les plus utiles sont données dans le Tableau 6:1. De

plus, par symétrie, on a : ��1R
��
2

�
= ���1R

�
1� �

2

�
.

�=2 0:25 0:10 0:05 0:025 0:01 0:005 0:001 0:0005

��1R

�
1� �

2

�
0; 674 1; 282 1; 645 1;960 2; 326 2; 576 3; 090 3; 291

Tableau 6:1 : Valeurs de ��1R
�
1� �

2

�
:

2. La variance �2 est inconnue.

L�estimateur sans biais et convergent de la moyenne � est la statistique Xn =
1

n

nP
k=1

Xk qui suit la

loi normale N (�; �
2

n
): Construisons une variable transformée de Xn dont la loi ne dépend pas de

paramètres inconnus. Dans ce cas, on ne peut plus utiliser laR�transformée, car cette dernière dépend

d�un paramètre inconnu, �2 :
Xn � �
�=
p
n
s N (0; 1): Donc nous allons remplacer �2 par un estimateur

convergent, à savoir la variance empirique corrigées fS2n. Nous savons que dans un échantillon normal :
(n� 1)

fS2n
�2
s �2(n�1):

Par ailleurs, on peut démontrer que les deux variables
Xn � �
�=
p
n
et (n� 1)

fS2n
�2

sont indépendantes.

Rappelons que si X et Y sont deux variables indépendantes telles que X s N (0; 1) et Y s �2(n) ,

alors la variable R =
Xp
Y=n

suit une distribution de Student à n degrés de liberté, notée T (n). Dans

notre cas, nous pouvons dé�nir une variable telle que :

R =
Xn � �qfS2n=pn =

�
Xn � �
�=
p
n

�
�qfS2n =

Xn � �
�=
p
nq

(n� 1)
fS2n
�2
= (n� 1)

s T (n� 1):

On observe que cette variable ne dépend pas de paramètres inconnus (hormis �, le paramètre que

l�on souhaite estimer) et sa loi ne dépend pas, elle aussi, de paramètres inconnus. On construit un

encadrement du type :

P

0@a � Xn � �qfS2n=pn � b
1A = 1� �;
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où les constantes a et b sont telles que :

P

0@ Xn � �qfS2n=pn < a
1A = �R (a) =

�

2
() a = ��1R

��
2

�
;

P

0@ Xn � �qfS2n=pn > b
1A = 1� P

0@ Xn � �qfS2n=pn � b
1A =

�

2
() b = ��1R

�
1� �

2

�
;

où �R désigne la fonction de répartition de la loi de Student à n�1 degrés de liberté. De l�encadrement

précédent, on déduit que :

P

0@��1R ��
2

�
� Xn � �qfS2n=pn � �

�1
R

�
1� �

2

�1A = 1� �;

() P

0@Xn �

qfS2np
n
��1R

�
1� �

2

�
� � � Xn �

qfS2np
n
��1R

��
2

�1A = 1� �:

La loi de Student étant symétrique, ��1R
��
2

�
= ���1R

�
1� �

2

�
; on peut réécrire sous la forme :

P

0@Xn �

qfS2np
n
��1R

�
1� �

2

�
� � � Xn +

qfS2np
n
��1R

�
1� �

2

�1A = 1� �:

Par conséquent, l�intervalle

"
Xn �

qfS2np
n
��1R

�
1� �

2

�
; Xn +

qfS2np
n
��1R

�
1� �

2

�#
est un intervalle de

con�ance au niveau de con�ance 1� � pour �.

Exemple 6.2.3 Pour un niveau de risque � = 5%, une taille d�échantillon n = 10, une réalisation

de la variance empirique corrigée es2n = 15; 21 et une réalisation de la moyenne empirique xn = 5:6,
on obtient une réalisation de l�intervalle de con�ance égale à :

IC0:95 (�) =

24xn �
qes2np
n
��1R

�
1� �

2

�
; xn +

qes2np
n
��1R

�
1� �

2

�35
=

�
5:6�

p
15; 21p
10

��1R (0:975) ; 5:6 +

p
15; 21p
10

��1R (0:975)

�
=

�
5:6�

p
15; 21p
10

(2:2622) ; 5:6 +

p
15; 21p
10

(2:2622)

�
= [5:3059; 5:8940] :
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Remarque 6.2.2 Les valeurs de ��1R
�
1� �

2

�
peuvent être obtenues à l�aide d�une calculatrice ou

trouvées dans une table statistique. Les valeurs les plus utiles sont données dans le Tableau 6:2. De

plus, par symétrie, comme dans le cas de la distribution normale centrée réduite, on a : ��1R
��
2

�
=

���1R
�
1� �

2

�
.

n� 1 7 9 10 15 25

��1R

�
1�0:005

2

�
2:365 2:262 2:228 2:131 2:060

��1R

�
1� 0:01

2

�
3:499 3:250 3:169 2:947 2:787

��1R

�
1� 0:02

2

�
2:998 2:821 2:764 2:602 2:485

��1R

�
1� 0:1

2

�
1:895 1:833 1:812 1:753 1:708

��1R

�
1� 0:2

2

�
1:415 1:383 1:372 1:341 1:316

Tableau 6:2 : Valeurs de ��1R
�
1� �

2

�
:

Remarque 6.2.3 Si les v.a.r. X1; :::; Xn ne sont pas gaussiennes mais que n est assez grand (en pratique

supérieur à 30), alors le TCL nous garantit que la moyenne empirique suit approximativement la loi

N (�; �
2

n
). Ainsi, dans le cas où l�on souhaite estimer l�espérance lorsque la variance est connue, l�IC1��

est identique à celui déterminé lorsque les v.a.r. X1; :::; Xn suivent la loi N (�; �2).

Intervalle de con�ance d�une variance

Comme précédemment, pour la construction d�un intervalle de con�ance de la variance, on distingue

deux cas : celui où � est connu et celui où � est inconnu.

1. La moyenne � est connue.

Le meilleur estimateur sans biais et convergent de la variance �2 est la statistique S2n =
1

n

nP
k=1

(Xk � �)2 :

Construisons une variable transformée de S2n dont la loi ne dépend pas de paramètres inconnus. Ici,

il su¢ t d�utiliser la R�transformée :

R = n
S2n
�2
=

nX
k=1

�
Xk � �
�

�2
s �2(n):

Étant donné un seuil �, on construit un encadrement, pour S2n de l�échantillon, du type :

P

�
a � nS

2
n

�2
� b
�
= 1� �;
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où les constantes a et b sont telles que :

P (R < a) = �R (a) = �1 () a = ��1R (�1) ;

P (R > b) = 1� P (R � b) = �2 () b = ��1R (1� �2) ;

où �R désigne la fonction de répartition de la loi de �2 à n degrés de liberté et �1 + �2 = �. De

l�encadrement précédent, on déduit que :

P

�
��1R (�1) � n

S2n
�2
� ��1R (1� �2)

�
= 1� �;

() P

 
nS2n

��1R (1� �2)
� �2 � nS2n

��1R (�1)

!
= 1� �:

Par conséquent, l�intervalle

"
nS2n

��1R (1� �2)
;

nS2n
��1R (�1)

#
est un intervalle de con�ance au niveau de

con�ance 1� � pour �2.

Exemple 6.2.4 Pour un niveau de risque � = 5% (�1 = �2 =
�

2
), une taille d�échantillon n = 25,

une moyenne � = 40 et une réalisation de s2n = 12, on obtient une réalisation de l�intervalle de

con�ance égale à :

IC0:95
�
�2
�
=

24 ns2n

��1R

�
1� �

2

� ; ns2n

��1R

��
2

�
35

=

�
25� 12
40:644

;
25� 12
13:120

�
= [7:381; 22:866] :

2. La moyenne � est inconnue.

Le meilleur estimateur sans biais et convergent de la variance �2 est la statistiquefS2n = 1

n� 1
nP
k=1

�
Xk �Xn

�2
:

Par conséquent :

R = (n� 1)
fS2n
�2
=

nX
k=1

�
Xk �Xn

�

�2
s �2(n�1):

Étant donné un seuil �, on construit un encadrement, pour fS2n de l�échantillon, du type :
P

 
a � (n� 1)

fS2n
�2
� b
!
= 1� �;
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où les constantes a et b sont telles que :

P (R < a) = �R (a) = �1 () a = ��1R (�1) ;

P (R > b) = 1� P (R � b) = �2 () b = ��1R (1� �2) ;

où �R désigne la fonction de répartition de la loi de �2 à n� 1 degrés de liberté et �1 + �2 = �. De

l�encadrement précédent, on déduit que :

P

 
��1R (�1) � (n� 1)

fS2n
�2
� ��1R (1� �2)

!
= 1� �;

() P

 
(n� 1)fS2n
��1R (1� �2)

� �2 � (n� 1)
fS2n

��1R (�1)

!
= 1� �:

Par conséquent, l�intervalle

"
(n� 1)fS2n
��1R (1� �2)

;
(n� 1)fS2n
��1R (�1)

#
est un intervalle de con�ance au niveau de

con�ance 1� � pour �2.

Exemple 6.2.5 Pour un niveau de risque � = 5% (�1 = �2 =
�

2
), une taille d�échantillon n = 16,

une réalisation de es2n = 15:246, on obtient une réalisation de l�intervalle de con�ance égale à :
IC0:95

�
�2
�
=

24 (n� 1) es2n
��1R

�
1� �

2

� ; (n� 1) es2n
��1R

��
2

�
35

=

�
15� 15:246
27:488

;
15� 15:246
6:262

�
= [8:319; 36:520] :

6.2.2 Intervalle de con�ance d�une proportion

Soit (X1; :::; Xn) un échantillon aléatoire d�une variable aléatoire X qui présente une distribution de

Bernoulli de paramètre p ; i.e., X s B(1; p). On peut écrire que
nP
k=1

Xk s B(n; p): Puisque B(n; p) �

N (np; np (1� p)), si n est assez grand, on a : Xn � N
�
p;
p (1� p)

n

�
(suit approximativement la loi

normale): Ainsi,

P

0BB@�a � Xn � pr
p (1� p)

n

� a

1CCA ' 1� �:
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Maintenant, pour obtenir une formule pour un intervalle de con�ance approximatif à 1�� pour le paramètre

inconnu p, on le remplace par son estimateur bpn = Xn dans la racine carrée ci-dessus. Alors, on obtient

l�intervalle suivant :

"
Xn � a

r
Xn

�
1�Xn

�
n

;Xn + a

r
Xn

�
1�Xn

�
n

#
:

6.3 Comparaison de moyennes et de variances

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant les lois normales N (�1; �21) et N (�2; �22),

respectivement. On considère deux échantillons indépendants de taille n1 pour la variable X; (X1; :::; Xn1) ;

et de taille n2 pour la variable Y; (Y1; :::; Yn2). Nous souhaitons comparer les moyennes, �1 et �2, et les

variances, �21 et �
2
2, à l�aide de ces échantillons. Pour cela nous allons construire des intervalles de con�ance

pour �1 � �2 et pour
�22
�21
.

6.3.1 Intervalle de con�ance de la di¤érence de deux moyennes

Pour la construction d�un intervalle de con�ance de la di¤érence de deux moyennes, on distingue deux

cas : celui où �21 et �
2
2 sont connus et celui où �

2
1 et �

2
2 sont inconnus.

1. Si �21 et �
2
2 sont connus.

L�estimateur sans biais et convergent de la moyenne �1 (resp. �2) est la statistique Xn1 =
1

n1

n1P
k=1

Xk

(resp. Y n2 =
1

n2

n2P
k=1

Yk) qui suit la loi normale N (�1;
�21
n1
) (resp. N (�2;

�22
n2
)): Par conséquent, l�es-

timateur sans biais de �1 � �2 est la statistique Dn1;n2 = Xn1 � Y n2 qui suit la loi normale

N (�1 � �2;
�21
n1
+
�22
n2
): Construisons une variable transformée de Dn1;n2 dont la loi ne dépend pas

de paramètres inconnus. Ici, il su¢ t d�utiliser la R�transformée :

R =
Dn1;n2 � E

�
Dn1;n2

	q
V ar

�
Dn1;n2

� =
Xn1 � Y n2 � �1 + �2s

�21
n1
+
�22
n2

s N (0; 1):

Étant donné un seuil �, on construit un encadrement, pour Dn1;n2 , du type :

P

0BBBB@a � Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
�21
n1
+
�22
n2

� b

1CCCCA = 1� �;
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où les constantes a et b sont telles que :

P

0BBBB@Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
�21
n1
+
�22
n2

< a

1CCCCA = �R (a) =
�

2
() a = ��1R

��
2

�
;

P

0BBBB@Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
�21
n1
+
�22
n2

> b

1CCCCA = 1� P

0BBBB@Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
�21
n1
+
�22
n2

� b

1CCCCA =
�

2
() b = ��1R

�
1� �

2

�
;

où �R désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. De l�encadrement précédent,

on déduit que :

P

0BBBB@��1R
��
2

�
� Xn1 � Y n2 � �1 + �2s

�21
n1
+
�22
n2

� ��1R
�
1� �

2

�
1CCCCA = 1� �;

() P

0@Xn1 � Y n2 �

s
�21
n1
+
�22
n2
��1R

�
1� �

2

�
� �1 � �2 � Xn1 � Y n2 �

s
�21
n1
+
�22
n2
��1R

��
2

�1A = 1��:

La loi normale étant symétrique, ��1R
��
2

�
= ���1R

�
1� �

2

�
; on peut réécrire sous la forme :

P

0@Xn1 � Y n2 �

s
�21
n1
+
�22
n2
��1R

�
1� �

2

�
� �1 � �2 � Xn1 � Y n2 +

s
�21
n1
+
�22
n2
��1R

�
1� �

2

�1A = 1��:

Par conséquent, l�intervalle24Xn1 � Y n2 �

s
�21
n1
+
�22
n2
��1R

�
1� �

2

�
; Xn1 � Y n2 +

s
�21
n1
+
�22
n2
��1R

�
1� �

2

�35
est un intervalle de con�ance au niveau de con�ance 1� � pour �1 � �2.

Exemple 6.3.1 Pour un niveau de risque � = 5%, une taille d�échantillon 1; n1 = 5, une variance

�21 = 12:90 et une réalisation de la moyenne empirique xn1 = 63:516, et une taille d�échantillon 2;

n2 = 4, une variance �22 = 5:68 et une réalisation de la moyenne empirique yn2 = 62:567, on obtient
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une réalisation de l�intervalle de con�ance égale à :

IC0:95 (�1 � �2) =

24xn1 � yn2 �
s
�21
n1
+
�22
n2
��1R

�
1� �

2

�
; xn1 � yn2 +

s
�21
n1
+
�22
n2
��1R

�
1� �

2

�35
=

"
63:516� 62:567�

r
12:90

5
+
5:68

4
��1R (0:975) ;

63:516� 62:567 +
r
12:90

5
+
5:68

4
��1R (0:975)

#
= [�2:971; 4:869] :

2. Si �21 et �
2
2 sont inconnus, mais �

2
1 = �

2
2 = �

2 (la variance commune).

L�estimateur sans biais de �1��2 est la statistique Dn1;n2 qui suit la loi normale N (�1��2;
�21
n1
+
�22
n2
):

Construisons une variable transformée de Dn1;n2 dont la loi ne dépend pas de paramètres inconnus.

Dans ce cas, on ne peut plus utiliser la R�transformée, car cette dernière dépend des paramètres

inconnus, �21 et �
2
2 :

Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
�21
n1
+
�22
n2

s N (0; 1): Donc nous allons remplacer �21 (resp. �22) par

un estimateur convergent, à savoir la variance empirique corrigéesgS2n1 (resp.gS2n2). Nous savons que
dans un échantillon normal :

(n1 � 1)
gS2n1
�21

s �2(n1�1) (resp. (n2 � 1)
gS2n2
�22

s �2(n2�1)):

D�autre part, l�indépendance des deux échantillons entraîne que (n1 � 1)
gS2n1
�21
+(n2 � 1)

gS2n2
�22

s �2(n1+n2�2);

et comme E

(
(n1 � 1)

gS2n1
�21

+ (n2 � 1)
gS2n2
�22

)
= n1 + n2 � 2; donc la statistique

Ŝ2n1;n2 =
(n1 � 1)gS2n1 + (n2 � 1)gS2n2

n1 + n2 � 2

est un estimateur sans biais de �2. On va remplacer la variance de Dn1;n2 par
Ŝ2n1;n2
n1

+
Ŝ2n1;n2
n2

. Dans
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notre cas, nous pouvons dé�nir une variable telle que :

R =
Xn1 � Y n2 � �1 + �2s

Ŝ2n1;n2
n1

+
Ŝ2n1;n2
n2

=

0BBBB@Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
�21
n1
+
�22
n2

1CCCCA
s
�21
n1
+
�22
n2s

Ŝ2n1;n2
n1

+
Ŝ2n1;n2
n2

=

Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
�21
n1
+
�22
n2r

(n1 + n2 � 2)
Ŝ2n1;n2
�2

= (n1 + n2 � 2)
s T (n1 + n2 � 2) :

On observe que cette variable ne dépend pas de paramètres inconnus (hormis �1 � �2, le paramètre

que l�on souhaite estimer) et sa loi ne dépend pas, elle aussi, de paramètres inconnus. On construit

un encadrement du type :

P

0BBBB@a � Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

� � b
1CCCCA = 1� �;

où les constantes a et b sont telles que :

P

0BBBB@Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

� < a

1CCCCA = �R (a) =
�

2
() a = ��1R

��
2

�
;

P

0BBBB@Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

� > b

1CCCCA = 1� P

0BBBB@Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

� � b
1CCCCA =

�

2
() b = ��1R

�
1� �

2

�
;

où �R désigne la fonction de répartition de la loi de Student à n1 + n2 � 2 degrés de liberté. De

l�encadrement précédent, on déduit que :

P

0BBBB@��1R
��
2

�
� Xn1 � Y n2 � �1 + �2s

Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

� � ��1R �
1� �

2

�
1CCCCA = 1� �
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() P

 
Xn1 � Y n2 �

s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
��1R

�
1� �

2

�
� �1 � �2 �

Xn1 � Y n2 +

s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
��1R

��
2

�!
= 1� �:

La loi de Student étant symétrique, ��1R
��
2

�
= ���1R

�
1� �

2

�
; on peut réécrire sous la forme :

P

 
Xn1 � Y n2 �

s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
��1R

�
1� �

2

�
� �1 � �2 �

Xn1 � Y n2 +

s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
��1R

�
1� �

2

�!
= 1� �:

Par conséquent, l�intervalle"
Xn1 � Y n2 �

s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
��1R

�
1� �

2

�
; Xn1 � Y n2 +

s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
��1R

�
1� �

2

�#
est un intervalle de con�ance au niveau de con�ance 1� � pour �1 � �2.

Exemple 6.3.2 Pour un niveau de risque � = 5%, une taille d�échantillon n1 = 5 (resp. n2 = 4),

une réalisation de la variance empirique corrigée fs2n1 = 0; 3409 (resp. fs2n2 = 0; 2166) et une réalisation
de la moyenne empirique xn1 = 63:516 (resp. yn2 = 62:567), on obtient une réalisation de l�intervalle

de con�ance égale à :

IC0:95 (�1 � �2) =

"
xn1 � yn2 �

s
ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
��1R

�
1� �

2

�
xn1 � yn2 +

s
ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
��1R

�
1� �

2

�#

=

"
63:516� 62:567�

s
4� 0; 3409 + 3� 0; 2166

7

�
1

5
+
1

4

�
��1R (0:975) ;

63:516� 62:567 +

s
4� 0; 3409 + 3� 0; 2166

7

�
1

5
+
1

4

�
��1R (0:975)

#
= [0:10; 1:80] ; où ��1R (0:975) = 2:365:

Remarque 6.3.1 Qu�en est-il de la condition très restrictive d�égalité des variances ? En fait, on

a pu montrer que celle-ci n�est pas si cruciale si les tailles d�échantillons n1 et n2 di¤érent peu.

Dans ce cas un facteur 2 pour le rapport des variances reste acceptable. En revanche si n1 et n2
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di¤érent substantiellement la formule ci-dessus s�applique mal quand les variances ne sont pas proches.

Alors on peut e¤ectuer les mêmes développements que précédemment en introduisant les variances

respectives des deux lois �21 et �
2
2 pour obtenir :

Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
�21
n1
+
�22
n2

y N (0; 1);

et, si les tailles d�échantillons sont élevées, disons au-delà d�une centaine, conserver une approxima-

tion raisonnable en substituant à �21 et �
2
2 leurs estimations

fs2n1 et fs2n2, d�où :
IC0:95 (�1 � �2) =

24xn1 � yn2 � 1:960
sfs2n1
n1

+
fs2n2
n2
; xn1 � yn2 + 1:960

sfs2n1
n1

+
fs2n2
n2

35 :
On remarquera que si n1 = n2 cette formule est identique à celle du cas où �21 = �

2
2:

6.3.2 Intervalle de con�ance du rapport de deux variances

Comme précédemment, pour la construction d�un intervalle de con�ance de la variance, on distingue

deux cas : celui où �1 et �2 sont connus et celui où �1 et �2 sont inconnus.

1. Si �1 et �2 sont connus.

Le meilleur estimateur sans biais et convergent de la variance �21 (resp. �
2
2) est la statistique S

2
n1 =

1

n1

n1P
k=1

(Xk � �1)2 (resp. S2n2 =
1

n2

n2P
k=1

(Yk � �2)2). Puisque n1
S2n1
�21

s �2(n1) et n2
S2n2
�22

s �2(n2) sont des

variables aléatoires indépendantes, on peut écrire que

R =

S2n1
�21
S2n2
�22

s F (n1; n2) ;

ce résultat permet de déterminer un intervalle de con�ance pour le rapport de deux variances. Étant

donné un seuil �, on construit un encadrement, du type :

P

0BBB@a �
S2n1
�21
S2n2
�22

� b

1CCCA = 1� �;
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où les constantes a et b sont telles que :

P (R < a) = �R (a) = �1 () a = ��1R (�1) ;

P (R > b) = 1� P (R � b) = �2 () b = ��1R (1� �2) ;

où �R désigne la fonction de répartition de la loi de Fisher-Snedecor à n1 et n2 degrés de liberté et

�1 + �2 = �. De l�encadrement précédent, on déduit que :

P

0BBB@��1R (�1) �

S2n1
�21
S2n2
�22

� ��1R (1� �2)

1CCCA = 1� �;

() P

�
��1R (�1) �

�22
�21

S2n1
S2n2
� ��1R (1� �2)

�
= 1� �;

() P

�
��1R (�1)

S2n2
S2n1
� �

2
2

�21
� ��1R (1� �2)

S2n2
S2n1

�
= 1� �:

Par conséquent, l�intervalle
�
��1R (�1)

S2n2
S2n1

;��1R (1� �2)
S2n2
S2n1

�
est un intervalle de con�ance au niveau

de con�ance 1� � pour �
2
2

�21
.

Exemple 6.3.3 Pour un niveau de risque � = 10% (�1 = �2 =
�

2
), une taille d�échantillon n1 = 24

(resp. n2 = 22), une moyenne �1 = 90 (resp. �2 = 94) et une réalisation de s2n1 = 62:80 (resp.

s2n2 = 55:70), on obtient une réalisation de l�intervalle de con�ance égale à :

IC0:95

�
�22
�21

�
=

�
��1R

��
2

� s2n2
s2n1
;��1R

�
1� �

2

� s2n2
s2n1

�
=

�
0:50� 55:70

62:80
; 2:03� 55:70

62:80

�
= [0:44; 1:80] :

2. Si �1 et �2 sont inconnus.

Le meilleur estimateur sans biais et convergent de la variance �21 (resp. �
2
2) est la statistique

gS2n1 =
1

n1�1

n1P
k=1

�
Xk �Xn1

�2
(resp.gS2n2 = 1

n2�1

n2P
k=1

�
Yk � Y n2

�2
). Puisque (n1 � 1)

gS2n1
�21

s �2(n1�1) et (n2 � 1)
gS2n2
�22

s

�2(n2�1) sont des variables aléatoires indépendantes, on peut écrire que

R =

gS2n1
�21gS2n2
�22

s F (n1 � 1; n2 � 1) ;
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ce résultat permet de déterminer un intervalle de con�ance pour le rapport de deux variances. Étant

donné un seuil �, on construit un encadrement, du type :

P

0BBBB@a �
gS2n1
�21gS2n2
�22

� b

1CCCCA = 1� �;

où les constantes a et b sont telles que :

P (R < a) = �R (a) = �1 () a = ��1R (�1) ;

P (R > b) = 1� P (R � b) = �2 () b = ��1R (1� �2) ;

où �R désigne la fonction de répartition de la loi de Fisher-Snedecor à n1 � 1 et n2 � 1 degrés de

liberté et �1 + �2 = �. De l�encadrement précédent, on déduit que :

P

0BBBB@��1R (�1) �

gS2n1
�21gS2n2
�22

� ��1R (1� �2)

1CCCCA = 1� �;

() P

 
��1R (�1) �

�22
�21

gS2n1gS2n2 � ��1R (1� �2)
!
= 1� �;

() P

 
��1R (�1)

gS2n2gS2n1 �
�22
�21
� ��1R (1� �2)

gS2n2gS2n1
!
= 1� �:

Par conséquent, l�intervalle

"
��1R (�1)

gS2n2gS2n1 ;��1R (1� �2)
gS2n2gS2n1

#
est un intervalle de con�ance au niveau

de con�ance 1� � pour �
2
2

�21
.

Exemple 6.3.4 Pour un niveau de risque � = 10% (�1 = �2 =
�

2
), une taille d�échantillon n1 = 25

(resp. n2 = 23) et une réalisation de fs2n1 = 62:80 (resp. fs2n2 = 55:70), on obtient une réalisation de
l�intervalle de con�ance égale à :

IC0:95

�
�22
�21

�
=

"
��1R

��
2

� fs2n2fs2n1 ;��1R
�
1� �

2

� fs2n2fs2n1
#

=

�
0:50� 55:70

62:80
; 2:03� 55:70

62:80

�
= [0:44; 1:80] :
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6.4 Exercices

Exercice 6.4.1 Soit (X1; X2; X3) un échantillon aléatoire de X s N (0; 1) et (Y1; Y2; Y3) un échantillon

aléatoire de Y s N (12; 4). On suppose que X et Y sont des variables aléatoires indépendantes. On dé�nit

T =
3X
k=1

�
Xk �Xn

�2
et Z =

3X
k=1

(Yk � 12)2

4
:

1. Trouver un nombre a tel que P (T � a) ' 0:95.

2. Trouver un nombre b tel que P
�
T

Z
� b
�
' 0:025.

Exercice 6.4.2 Soit (X1; X2; :::; X20) un échantillon aléatoire de X s N (0; 1). On pose

4Xn (1) =
4X
k=1

Xk; 16Xn (2) =
20X
k=5

Xk;

3fS2n (1) =

4X
k=1

�
Xk �Xn (1)

�2
et 15fS2n (2) = 20X

k=5

�
Xk �Xn (2)

�2
:

1. Calculer P

0@ 2Xn (1)qfS2n (1) � �1:638
1A :

2. Calculer P

0@ 2Xn (1)qfS2n (2) < 2:555
1A :

Exercice 6.4.3 Soit X une variable aléatoire N (0; 1) et Y une variable aléatoire N (0; 4). On suppose que

X et Y sont indépendantes. Calculer P
�
(X + Y )2 < 25:1

�
:

Exercice 6.4.4 Soit X une variable aléatoire t.q :

P� (X = i) = (� � 1)i�1 ��i; i � 1;

où � > 1. On peut montrer que E fXg = � et V ar (X) = (� � 1) �:

1. Déterminer l�estimateur b�MM de � par la méthode des moments.

2. Calculer l�écart quadratique moyen de b�MM :

3. Obtenir un intervalle de con�ance approximatif à 95% pour � si un échantillon aléatoire de X, de

taille n = 50, a donné une moyenne xn égale à 2.
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Exercice 6.4.5 On veut estimer le rendement d�un engrais pour la culture du blé. Sur douze parcelles

expérimentales, on a trouvé les rendements suivants en tonnes par hectare :

7:7; 8:4; 7:8; 8:2; 7:9; 8:5; 8:4; 8:2; 7:6; 7:8; 8:4; 8:3:

Donner un intervalle de con�ance à 95% pour le rendement moyen de l�engrais (on supposera que le

rendement à l�hectare est une v.a. gaussienne).

Exercice 6.4.6 Dans un centre avicole, des études antérieures ont montré que la masse d�un oeuf choisi

au hasard peut être considérée comme la réalisation d�une variable aléatoire normale X, de moyenne � et

de variance �2: On admet que les masses des oeufs sont indépendantes les unes des autres. On prend un

échantillon de n = 36 oeufs que l�on pèse. Les mesures sont données (par ordre croissant) dans le tableau

suivant :

50:34 52:62 53:79 54:99 55:82 57:67

51:41 53:13 53:89 55:04 55:91 57:99

51:51 53:28 54:63 55:12 55:95 58:10

52:07 53:30 54:76 55:24 57:05 59:30

52:22 53:32 54:78 55:28 57:18 60:58

52:38 53:39 54:93 55:56 57:31 63:15

Donner un intervalle de con�ance au niveau 95% de la masse moyenne � d�un oeuf.
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Solutions

Solution 6.4.1 1. On a : fS2n = 1

3� 1
3P
k=1

�
Xk �Xn

�2
; alors, on peut écrire que T = 2fS2n s �23�1:

Maintenant, on trouve dans le tableau des valeurs de �22 au 0:05, que P (X � 5:99) ' 0:05 si X s �22:

Il s�ensuit que a = 5:99, puisque

P (T � 5:99) = 1� P (T > 5:99) ' 1� 0:05 = 0:95:

2. On a :
(Yk � 12)2

4
s �21 pour k = 1; :::; 3 et, par indépendance, Z s �23: Alors

P

�
T

Z
� b
�
= P

�
T=2

Z=3
� 3
2
b

�
:

De plus, nous avons vu que si X s F (m;n), alors 1
X
s F (n;m) ; il s�ensuit que

P

�
T=2

Z=3
� 3
2
b

�
= P

�
Z=3

T=2
� 2

3b

�
' 0:025:

Maintenant, on trouve dans le tableau des valeurs de F (3; 2) au 0:025, que P
�
Z=3

T=2
� 39:2

�
' 0:025

si
Z=3

T=2
s F (3; 2) : Il s�ensuit que 2

3b
' 39:2: Donc, on trouve que b ' 0:0255.

Remarque 6.4.1 Si l�on dé�nit plutôt Z =
3P
k=1

�
Yk � Y n

�2
4

; alors on a : Z s �22 et
T

Z
s F (2; 2). Il

s�ensuit que
1

b
' 39:0() b ' 0:0256 (car P

�
Z

T
� 39:0

�
' 0:025):

Solution 6.4.2 1. On a :

p
4Xn (1)qfS2n (1) s T3: Alors,

P

0@ 2Xn (1)qfS2n (1) � �1:638
1A = P

0@ 2Xn (1)qfS2n (1) � 1:638
1A ' 0:90:

2. D�abord, on a :

p
4Xn (1)qfS2n (2) s T15

P

0@ 2Xn (1)qfS2n (2) < 2:555
1A ' 0:99:
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Solution 6.4.3 On a : X + Y s N (0 + 0; 1 + 4) � N (0; 5) (car X et Y sont indépendantes), donc
(X + Y )2

5
s �21: Alors,

P
�
(X + Y )2 < 25:1

�
= P

 
(X + Y )2

5
< 5:02

!
= 0:975:

Solution 6.4.4 1. On pose :

E fXg = Xn () � = Xn;

donc, l�estimateur de � par la méthode des moments est b�MM = Xn:

2. On a :

E
nb�MM

o
= E

�
Xn

	
= E fXg = �:

Alors on peut écrire que

r�

�b�MM

�
= V ar

�b�MM

�
= V ar

�
Xn

�
=
V ar (X)

n
=
(� � 1) �

n
:

3. On déduit du théorème central limite et de la partie (2) que

b�MM = Xn � N
�
�;
(� � 1) �

n

�
:

Il s�ensuit que

P

0BB@�a�=2 � b�MM � �r
(� � 1) �

n

� a�=2

1CCA ' 1� � =) P

0BBBB@�a�=2 �
b�MM � �s�b�MM � 1

�b�MM

n

� a�=2

1CCCCA ' 1� �:
De là, on trouve que l�intervalle de con�ance approximatif à 100(1� �)% pour � est donné par2664b�MM � a�=2

vuut�b�MM � 1
�b�MM

n
;b�MM + a�=2

vuut�b�MM � 1
�b�MM

n

3775
()

24Xn � a�=2

s�
Xn � 1

�
Xn

n
;Xn + a�=2

s�
Xn � 1

�
Xn

n

35 :
Avec � = 0:05, n = 50; a�=2 = 1:960 et xn = 2, on obtient :"

2� 1:960
r
(2� 1) 2
50

; 2 + 1:960

r
(2� 1) 2
50

#
() [1:61; 2:39] :
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Solution 6.4.5 On calcule xn = 8:10, es2n = 0:1018, qes2n = 0:319 et on lit t(11)0:975 = 2:201. D�où :

IC0:95(�) =

"
8:10� 2:201

r
0:1018

12
; 8:10 + 2:201

r
0:1018

12

#
= [7:90; 8:30] :

Solution 6.4.6 IC de niveau de con�ance 1� � = 95% pour � :24xn � a
qes2np
n
; xn + a

qes2np
n

35 = [54:207; 55:96] ;
car P (X � 1:96) = 0:975 quand X de loi N (0; 1) donc a = 1:96, et xn = 55:083, es2n = 7:195.



Chapitre 7

Tests d�Hypothèses

On a introduit au chapitre précédent le concept d�intervalle de con�ance que l�on a utilisé pour faire

de l�inférence sur certains paramètres de la population. Dans ce chapitre, nous présentons une approche

alternative pour faire de l�inférence via le concept de test statistique.

La théorie des tests (ou inférence) étudie la construction et les propriétés des tests statistiques. Un

test statistique est une règle de décision permettant de rejeter ou de ne pas rejeter une hypothèse, appelée

hypothèse nulle, en fonction des observations d�un échantillon. La théorie des tests est la théorie fonda-

mentale de ce que l�on appelle aujourd�hui la statistique décisionnelle ou business intelligence, et de ce que

l�on appelait autrefois la statistique mathématique. Elle est le fondement de tous les outils statistiques

modernes d�aide à la décision. Au-delà de la règle de décision, le principal avantage d�un test statistique

est qu�il permet de mesurer ou de contrôler les risques associés à cette décision. C�est pourquoi ces tests

sont très utilisés en pratique.

7.1 Dé�nitions

Dé�nition 7.1.1 Un test statistique (ou test) est une règle de décision relative à une hypothèse sur la

distribution d�une variable d�intérêt dans la population, qui se fonde sur les observations d�un échantillon.

Un test statistique est une procédure qui permet de contrôler ou de minimiser, suivant les cas, les

risques associés à la décision. C�est pourquoi, un test statistique est toujours associé à trois éléments :

� Une hypothèse nulle et une hypothèse alternative.

115
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� Une région critique fondée sur une statistique de test et une valeur critique.

� Des risques de première espèce et de seconde espèce.

Nous allons désormais présenter ces di¤érents éléments.

7.1.1 Hypothèses nulle et alternative

Un test, en tant que règle de décision, se réfère toujours à une hypothèse de référence, dite hypothèse

nulle.

Dé�nition 7.1.2 Une hypothèse est une assertion concernant la population. Un test statistique permet

de tester la validité d�une hypothèse de référence (ou de base), dite hypothèse nulle, contre une hypothèse

alternative. Ces hypothèses sont respectivement notées H0 et H1.

Considérons l�exemple d�un test concernant l�e¤et d�un traitement médical. Dans ce cas, on peut

construire un test de l�hypothèse nulle H0 : « le traitement n�a pas d�e¤et » contre une hypothèse al-

ternative H1 : « le traitement a un e¤et » . Mais on peut aussi tester l�inverse, c�est-à-dire H0 : « le

traitement a un e¤et » contre H1 : « le traitement n�a pas d�e¤et » .

On distingue deux grandes familles de tests statistiques :

� Les tests paramétriques : ces tests portent sur la valeur d�un ou de plusieurs paramètres de la

distribution dans la population d�une variable d�intérêt.

� Les tests non-paramétriques : ces tests portent sur la distribution, les moments (espérance, variance,

etc.) ou certaines caractéristiques (l�indépendance par exemple) d�une ou de plusieurs variables aléa-

toires.

Dans ce chapitre nous étudierons tout d�abord les tests paramétriques. Dans le cas des tests paramé-

triques, l�hypothèse nulle et l�hypothèse alternative portent sur la valeur d�un paramètre � (ou de plusieurs

paramètres) de la distribution d�une variable aléatoire (discrète ou continue) X dé�nie sur un univers

probabilisé (
;F ; P ) et admettant une fonction de densité fX;�(x) ou une fonction de masse P�(X = x).

Exemple 7.1.1 On admet qu�une variable aléatoire discrète X, dé�nie sur N, suit une loi de Poisson de

paramètre �, où � est un paramètre réel positif inconnu, telle que :

P�(X = x) = e��
�x

x!
8x 2 N.

On cherche à tester l�hypothèse nulle H0 : � = 3 contre une hypothèse alternative H1 : � = 4.
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Parmi les tests paramétriques, on distingue les tests d�hypothèses simples et les tests d�hypothèses

composites.

Dé�nition 7.1.3 Une hypothèse simple caractérise complétement la distribution de la variable d�intérêt.

Une hypothèse composite ne permet pas de caractériser la distribution de la variable d�intérêt.

Exemple 7.1.2 Considérons une variable aléatoire X distribuée selon une loi de Student T (�) où � > 0

est un paramètre inconnu. L�hypothèse nulle H0 : � = 3 est une hypothèse simple, car sous H0 on connaît

exactement la loi de la variable X, i.e. X s T (3). Les hypothèses nulles H0 : � > 3, H0 : � < 3 ou H0 :

� 6= 3 sont des hypothèses composites. En e¤et, on ne sait pas quelle est la loi exacte de X sous H0. Pour

H0 : � > 3, cette distribution peut être, par exemple, X s T (4), X s T (11) ou X s T (111).

Remarque 7.1.1 On peut construire des tests d�une hypothèse simple contre une hypothèse simple. Par

exemple, H0 : � = �0 contre H1 : � = �1: On peut construire di¤érents tests d�une hypothèse simple

contre une hypothèse composite. Par exemple, H0 : � = �0 contre H1 : � 6= �0. On peut aussi construire,

même si c�est plus rare, des tests d�une hypothèse composite contre une hypothèse simple ou une hypothèse

composite, du type H0 : � < �0 contre H1 : � = �0, ou H0 : � < �0 contre H1 : � > �0.

Parmi les tests d�une hypothèse simple contre une hypothèse composite, on distingue les tests uni-

latéraux des tests bilatéraux. Cette distinction sera particulièrement importante pour la dé�nition de

la région critique. Le terme unilatéral renvoie au fait que sous H1, la valeur du paramètre � ne peut être

que supérieure (ou inférieure suivant le test) à la valeur de � sous l�hypothèse nulle H0 : la valeur de � ne

prend qu�une seule « direction » . Le terme bilatéral signi�e, qu�au contraire, la valeur de � sous l�hypothèse

alternative est di¤érente (inférieure ou supérieure) de la valeur sous l�hypothèse nulle.

Dé�nition 7.1.4 Un test unilatéral gauche est un test de la forme H0 : � = �0 contre H1 : � < �0.

Un test unilatéral droit est un test de la forme H0 : � = �0 contre H1 : � > �0.

Dé�nition 7.1.5 Un test bilatéral est un test de la forme H0 : � = �0 contre H1 : � 6= �0.

En�n, signalons que lorsqu�un test porte sur plusieurs paramètres, on parle de test d�hypothèses jointes

ou de test joint.
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Dé�nition 7.1.6 Un test d�hypothèses jointes (ou test joint) est un test dont l�hypothèse nulle porte

sur plusieurs paramètres �1,...,�r de la distribution de la variable d�intérêt.

H0 : �1 = a1; �2 = a3; :::; �r = ar:

Par exemple, si la variable d�intérêt X véri�e X s N (�; �2), on peut construire un test joint de la

forme H0 : � = �0 et �
2 = �20. L�hypothèse alternative peut s�écrire sous la forme H1 : � 6= �0 et �2 6= �20

ou sous la forme H1 : � 6= �0 ou �2 6= �20.

7.1.2 Région critique

Supposons que l�on dispose d�un n�échantillon (X1; :::; Xn) de variables i.i.d. de même loi que la variable

X. Comment tester, à partir de cet échantillon, l�hypothèse nulle d�un test paramétrique portant sur la

valeur d�un paramètre � de sa distribution dans la population ? Pour ce faire, nous allons construire une

région critique à partir de deux éléments : une statistique de test1 et une valeur critique. Commençons par

dé�nir la notion de statistique de test.

Dé�nition 7.1.7 Une statistique de test, notée Tn, est une variable aléatoire dé�nie comme une fonc-

tion des variables de l�échantillon (X1; :::; Xn) : Tn(X1; :::; Xn):

Remarque 7.1.2 En général, mais pas toujours, la statistique de test correspond à un estimateur b� du
paramètre � ou à une variable transformée de cet estimateur.

Une statistique de test étant une variable aléatoire, on peut en caractériser la distribution (ou dis-

tribution d�échantillonnage). Comme pour un estimateur, on distingue la loi exacte d�une statistique de

test, valable pour toute valeur de n (cette loi exacte est généralement di¢ cile à dériver sauf dans des cas

simples), de la loi asymptotique, valable pour une taille d�échantillon n su¢ samment grande, mais �nie.

La région critique correspond à la règle de décision du test statistique. Cette règle est extrêmement

simple : si la réalisation de la statistique de test, obtenue à partir des observations (x1; :::; xn) appartient

à la région critique, on rejette l�hypothèse nulle H0. La région critique est un ensemble délimité par une

ou des valeurs critiques, suivant les cas.

1Nous avons déjà dé�ni la notion de statistique dans le chapitre 4, consacré à l�estimation. La dé�nition d�une statistique

de test est similaire.
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Dé�nition 7.1.8 La région critique d�un test, notée W , est un ensemble de réalisations de la statistique

de test (ou de façon équivalente un ensemble d�échantillon) pour lesquelles l�hypothèse nulle du test est

rejetée :

W = fx1; :::; xn : Tn(x1; :::; xn) 2 �(c)g ;

où (x1; :::; xn) désigne un échantillon, Tn(x1; :::; xn) la réalisation associée de la statistique de test, et �(c)

un ensemble délimité par une (ou plusieurs) valeur(s) critique(s), notée(s) c.

Exemple 7.1.3 Voici quelques exemples de formes de régions critiques usuelles :

W = fx1; :::; xn : Tn(x1; :::; xn) > cg ;

W = fx1; :::; xn : c < Tn(x1; :::; xn) < c1g ;

W = fx1; :::; xn : jTn(x1; :::; xn)j > cg ;

où c et c1 sont des valeurs critiques, généralement déterminées à partir de tables statistiques.

Ainsi, la procédure d�un test est la suivante : on calcule la réalisation de la statistique de test à partir

de l�échantillon d�observations. Si cette réalisation appartient à la région critique, on rejette l�hypothèse

nulle H0. Par conséquent, un test statistique est une règle de décision qui spéci�e :

� l�ensemble des échantillons pour lesquels on rejette H0 ;

� l�ensemble des échantillons pour lesquels on ne peut pas rejeter H0.

Dé�nition 7.1.9 La région complémentaire de la région critique est appelée région de non-rejet de

l�hypothèse nulle H0, notée W , telle que :

W = fx1; :::; xn : Tn(x1; :::; xn) =2 �(c)g :

Si la réalisation de la statistique de test appartient à la zone de non-rejet, on conclut au non-rejet de

l�hypothèse nulle H0.

7.1.3 Risques

Lorsque l�on considère un test statistique, on ne peut prendre que l�une ou l�autre des deux décisions

suivantes : soit on rejette l�hypothèse nulle H0, soit on ne rejette pas l�hypothèse nulle H0. L�avantage
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principal d�un test statistique par rapport à une règle de décision heuristique (une décision au hasard par

exemple), est qu�il permet de contrôler les risques associés à la décision.

Quels sont ces risques ? On distingue deux types de risque : le risque de première espèce et le risque de

deuxième espèce. Dans le tableau ci-dessous, on croise la décision (rejet ou non-rejet de H0) et la validité

de H0 ou de H1 dans la population. Ainsi, si l�on rejette H0 alors que H1 est vraie ou si l�on ne rejette

pas H0 alors que H0 est vraie, on ne commet pas d�erreur. En revanche, si l�on rejette H0 alors que H0 est

vraie, on commet une erreur dite de type I ou de première espèce. Si on ne rejette pas H0 alors que H1 est

vraie, on commet une erreur dite de type II ou de deuxième espèce. Il y a quatre cas qui sont reproduits

dans le tableau ci-dessous

Décision

Non-rejet de H0 Rejet de H0

Population H0 vraie Décision correcte Erreur de type I

H1 vraie Erreur de type II Décision correcte

Tableau : Risque I et risque II:

Dé�nition 7.1.10 Le risque I ou risque de première espèce, correspond au risque de rejeter l�hypo-

thèse nulle H0 alors qu�elle est e¤ectivement vraie dans la population.

Dé�nition 7.1.11 Le risque II ou risque de seconde espèce correspond au risque de ne pas rejeter

l�hypothèse nulle H0 alors que l�hypothèse alternative H1 est valide dans la population.

Pour une règle de décision donnée, c�est-à-dire pour une région critique W , on cherche à quanti�er les

probabilités associées à ces deux types de risque.

Dé�nition 7.1.12 Le niveau (ou la taille) d�un test correspond à la probabilité associée au risque de

première espèce. Par convention, cette probabilité est notée � : � = P (W jH0 ) où W désigne la région

critique du test.

Ainsi, le niveau correspond à la probabilité de rejeter H0, c�est-à-dire d�être dans la région critique W ,

sachant que l�hypothèse nulle H0 est vraie dans la population. C�est donc la probabilité de rejeter à tort

l�hypothèse nulle H0. Bien évidemment, plus le niveau d�un test est faible, plus la probabilité d�erreur de

première espèce est faible et mieux c�est. Le symbole jH0 signi�e «sachant que H0 est vraie» .
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Remarque 7.1.3 Pour un test d�hypothèse nulle composite, le niveau du test devient : � = sup
�02H0

P (W jH0 ):

De façon similaire, nous pouvons dé�nir la probabilité associée au risque de deuxième espèce et la

puissance d�un test, dé�nie comme le complémentaire de cette probabilité.

Dé�nition 7.1.13 La puissance d�un test correspond à la probabilité de rejet de l�hypothèse nulle H0

alors que l�hypothèse alternative H1 est vraie :

Puissance = P (W jH1 ) = 1� �;

où � correspond à la probabilité de l�erreur de deuxième espèce, i.e., � = P
�
W jH1

�
.

La puissance correspond à la probabilité d�être dans la région critique (et donc de rejeter l�hypothèse

nulle) alors que l�hypothèse alternative H1 est vraie dans la population. Par conséquent, plus un test est

puissant, plus la probabilité d�erreur de deuxième espèce est faible et mieux c�est.

Exemple 7.1.4 On considère un n�échantillon (X1; :::; Xn), avec n = 100, de variables aléatoires i.i.d.

telles que X s N (�; 1) où � est un paramètre inconnu. On souhaite tester :

H0 : � = �0 = 1:2 contre H1 : � = �1 = 1:

Un économètre vous propose une région critique de la forme : W = fx1; :::; xn : xn < cg ; où xn désigne

la réalisation de la moyenne empirique Xn et c est une constante (valeur critique) égale à 1:0718. Cette

région critique s�interprète de la façon suivante : si la réalisation de la moyenne empirique est inférieure

à 1:0718, on rejette l�hypothèse nulle H0 : � = 1:2. Calculons la taille et la puissance de ce test. Sous

l�hypothèse nulle H0 : � = �0, la loi exacte de la moyenne empirique Xn (statistique de test) est

Xn s
sous l�H0

N (�0;
1

n
)() Xn � �0

1=
p
n

s
sous l�H0

N (0; 1):

Par conséquent, la taille du test est égale à :

� = P (W jH0 )

= P (Xn < c jH0 )

= P (
Xn � �0
1=
p
n

<
c� �0
1=
p
n
jH0 )

= F

�
c� �0
1=
p
n

�
;
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où F désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. D�après les données de l�énoncé,

la taille du test est égale à :

� = F

�
1:0718� 1:2
1=
p
100

�
= F (�1:2816) = 0:10:

Ainsi, avec la règle de décision associée à la région critique W = fx1; :::; xn : xn < 1:0718g, il y a 10% de

chances de rejeter à tort l�hypothèse nulle H0 : � = 1:2 alors qu�elle est vraie. Sous l�hypothèse alternative,

H1 : � = �1, la loi exacte de la moyenne empirique Xn (statistique de test) est :

Xn s
sous l�H1

N (�1;
1

n
)() Xn � �1

1=
p
n

s
sous l�H1

N (0; 1):

Par conséquent, la puissance du test est égale à :

Puissance = P (W jH1 )

= P
�
Xn < c jH1

�
= P (

Xn � �1
1=
p
n

<
c� �1
1=
p
n
jH1 )

= F

�
c� �1
1=
p
n

�
:

La probabilité de risque de deuxième espèce est égale à :

� = 1� Puissance = 1� F
�
c� �1
1=
p
n

�
:

D�où :

Puissance = F

�
1:0718� 1
1=
p
100

�
= F (0:7184) = 0:7638

� = 1� Puissance = 1� 0:7638 = 0:2362:

Par conséquent, avec la région critique W = fx1; :::; xn : xn < 1:0718g ; il y a 23:62% de chances de ne pas

rejeter l�hypothèse nulle H0 : � = 1:2 alors que l�hypothèse alternative H1 : � = 1 est vraie.

Remarque 7.1.4 La quantité � dépend de la taille n de l�échantillon aléatoire : plus n augmente et plus �

diminue. De plus, contrairement à �, la valeur de � n�est pas unique dans un problème donné mais dépend

de l�hypothèse particulière H1 que l�on suppose vraie. Il y a en fait une in�nité d�hypothèses particulières

H1, tandis que H0 est unique (dans le cas où H0 est une hypothèse simple).
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Remarque 7.1.5 Ces deux probabilités d�erreur sont antagonistes, plus � est grande (respectivement pe-

tite), plus � est petite (respectivement grande).

Remarque 7.1.6 Dans la pratique des tests statistiques, il est de règle de se �xer �. Les valeurs les plus

courantes sont 1%, 5% ou 10%.

Remarque 7.1.7 On dit que le test T1 est plus puissant que le test T2 au niveau � s�il est de niveau �,

si T2 est de niveau égal (ou inférieur) à � et si la puissance de T1 est supérieure à celle de T2.

7.2 Règle de décision

L�objectif de cette section est de présenter la règle de décision d�un test pour un niveau de risque de

première espèce donné.

Propriété 7.2.1 Si la réalisation de la statistique de test appartient à la région critique, on rejette l�hypo-

thèse nulle H0 pour un niveau de risque (ou seuil de signi�cativité) �. Si, au contraire, la réalisation de la

statistique de test n�appartient pas à la région critique, on conclut que l�on ne peut pas rejeter l�hypothèse

nulle pour un niveau de risque (ou seuil de signi�cativité) �.

Il est donc essentiel de préciser le niveau de risque associé à la décision : on rejette H0 au seuil de 5%,

de 10%, etc., car la conclusion peut en e¤et être tout autre pour un niveau de risque de 15% par exemple.

7.3 Les tests paramétriques usuels

Certains de ces tests ont, en fait, déjà été vus dans la théorie générale et nous les indiquerons plus

brièvement. La construction des tests usuels découle de la présence d�une statistique de loi connue sous H0

et souvent sous H1, s�imposant de façon assez naturelle.

7.3.1 Tests sur la moyenne d�une loi N (�; �2)

On considère un échantillon (X1; X2; :::; Xn) d�une variable aléatoire X qui suit la loi normale N (�; �2).

1. Cas où �2 est connu
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On sait que la moyenne empirique Xn est un estimateur sans biais de �, tel que : Xn s N (�;
�2

n
) et

la statistique
Xn � �
�=
p
n
de loi connue : N (0; 1):

Ainsi pour une hypothèse nulle H0 : � = �0 contre H1 : � 6= �0, on a, sous H0 :

Xn � �0
�=
p
n

s N (0; 1):

Comme :

1� � = P�0

�
�a � Xn � �0

�=
p
n
� a

�
= P�0

�
�0 � a

�p
n
� Xn � �0 + a

�p
n

�
;

donc, une région de non-rejet peut être dé�nie, pour un test de risque �, par :

W =

�
x1; :::; xn : �0 � a

�p
n
� xn � �0 + a

�p
n

�
:

Pour des hypothèses unilatérales, par exemple H0 : � � �0 contre H1 : � > �0, il est naturel de

rejeter H0 lorsque xn est trop grand car cela re�ète une moyenne � élevée. Pour déterminer la valeur

critique on se place en � = �0 qui est la valeur la plus défavorable pour H0. Comme :

� = P�0

�
a <

Xn � �0
�=
p
n

�
;

on a pour région de rejet

W =

�
x1; :::; xn : xn > �0 + a

�p
n

�
:

Pour H0 : � � �0 contre H1 : � < �0, la région de rejet sera

W =

�
x1; :::; xn : xn < �0 � a

�p
n

�
:

Exemple 7.3.1 On prélève, au hasard, dans une population suivant une loi normale de variance

égale à 25, un échantillon de taille n = 16.

� En choisissant un risque de première espèce � = 0:05 (risque bilatéral, symétrique), quelle est la

règle de décision si l�on veut tester les hypothèses : H0 : � = �0 = 45 contre H1 : � = �1 6= 45 ?

Soient k1 et k2 les seuils critiques. La règle de décision est : on accepte l�hypothèse H0 si k1 <

xn < k2;

P�0
�
k1 � Xn � k2

�
= 0:95;

P�0

�
k1 � 45
5=4

� Xn � 45
5=4

� k2 � 45
5=4

�
= 0:95;
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d�où
k1 � 45
5=4

= �1:96; k2 � 45
5=4

= 1:96; k1 = 42:55; k2 = 47:45:

� On observe une moyenne de l�échantillon égale à 49. Cette valeur est en contradiction avec l�hypo-

thèse H0, on refuse donc l�hypothèse H0 et on accepte l�hypothèse H1.

On peut calculer le risque de deuxième espèce � associé à cette valeur �1 = 49 :

� = P

�
42:55� 49
5=4

� Xn � 49
5=4

� 47:45� 49
5=4

jH1

�
= P

�
�5:16 � Xn � 49

5=4
� �1:24 jH1

�
= 0:1075:

La probabilité de refuser l�hypothèse H1 : � = �1 = 49, alors qu�elle est vraie, est égale à 0:1075,

la puissance du test est égale à 0:8925.

2. Cas où �2 est inconnu

On sait que la moyenne empirique Xn et la variance empirique corrigée fS2n sont des estimateurs sans
biais de � et �2 respectivement: Ainsi pour une hypothèse nulle H0 : � = �0 contre H1 : � 6= �0, on

a, sous H0 :
Xn � �0qfS2n=pn s T (n� 1):

Comme :

1� � = P�0

0@�a � Xn � �0qfS2n=pn � a
1A

= P�0

0@�0 � a
qfS2np
n
� Xn � �0 + a

qfS2np
n

1A ;
donc, une région de non-rejet peut être dé�nie, pour un test de risque �, par :

W =

8<:x1; :::; xn : �0 � a
qes2np
n
� xn � �0 + a

qes2np
n

9=; :
Pour des hypothèses unilatérales, par exemple H0 : � � �0 contre H1 : � > �0, il est naturel de

rejeter H0 lorsque xn est trop grand car cela re�ète une moyenne � élevée. Pour déterminer la valeur

critique on se place en � = �0 qui est la valeur la plus défavorable pour H0. Comme :

� = P�0

0@a < Xn � �0qfS2n=pn
1A ;
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on a pour région de rejet

W =

8<:x1; :::; xn : xn > �0 + a
qes2np
n

9=; :
Pour H0 : � � �0 contre H1 : � < �0, la région de rejet sera

W =

8<:x1; :::; xn : xn < �0 � a
qes2np
n

9=; :
Exemple 7.3.2 Un fabricant de téléviseurs achète un certain composant électronique à un fournis-

seur. Un accord entre le fournisseur et le fabricant stipule que la durée de vie de ces composants doit

être égale à 600 heures au moins. Le fabricant qui vient de recevoir un lot important de ce composant

veut en véri�er la qualité. Il tire au hasard un échantillon de 16 pièces. Le test de durée de vie pour

cet échantillon donne les résultats suivants :

615 575 560 550 575 605 580 540

595 610 590 530 625 570 620 565

Le fabricant doit-il accepter le lot ? (On choisit un risque de première espèce égal à 5%) Quel est le

risque de deuxième espèce ?

On admettra que la durée de vie de ces composants suit une loi normale.

� Caractéristiques de l�échantillon : xn = 581:60 et
qes2n = 27:90.

Les hypothèses à tester sont : H0 : � = �0 = 600 heures contre H1 : � < 600 heures

� La variable de décision est la moyenne de l�échantillon.

La variable
Xn � �0qfS2n=pn suit une loi de Student à (n� 1) = 15 degrés de liberté.

� Calcul du seuil critique c. La règle de décision est la suivante :

xn < c Refus de H0

xn > c Acceptation de H0;

P�0
�
Xn < c

�
= 0:05;

P�0

�
Xn � 600
27:90=4

<
c� 600
27:90=4

�
= 0:05;

d�où
c� 600
27:90=4

= �1:753 et c = 587:77. La valeur de la moyenne arithmétique donnée par l�échan-

tillon étant égale à 581:60, on doit rejeter l�hypothèse H0.
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� Risque de deuxième espèce :

La forme de l�hypothèse H1 implique que l�on doit calculer le risque � pour toutes les valeurs de

� < 600. On fait le calcul pour �1 = 575 par exemple :

� = P
�
Xn > c jH1

�
= P

�
Xn � 575
27:90=4

>
587:77� 575
27:90=4

jH1

�
= P

�
Xn � 575
27:90=4

> 1:83 jH1

�
' 0:05:

7.3.2 Tests sur la variance �2 d�une loi N (�; �2)

1. Cas où � est connu

On sait que la variance empirique corrigée S2n est un estimateur sans biais de �
2 t.q. :

nS2n
�2

s �2(n):

Ainsi pour une hypothèse nulle H0 : �
2 = �20 contre H1 : �

2 6= �20, on a, sous H0 :

nS2n
�20

s �2(n):

Comme :

1� � = P�20

�
�a � nS

2
n

�20
� a

�
= P�20

�
�a�

2
0

n
� S2n � a

�20
n

�
;

donc, une région de non-rejet peut être dé�nie, pour un test de risque �, par :

W =

�
x1; :::; xn : �a

�20
n
� s2n � a

�20
n

�
:

Pour des hypothèses unilatérales, par exemple H0 : �
2 � �20 contre H1 : �

2 > �20, on a pour région

de rejet

W =

�
x1; :::; xn : s

2
n > a

�20
n

�
:

Pour H0 : �
2 � �20 contre H1 : �

2 < �20, la région de rejet sera

W =

�
x1; :::; xn : s

2
n < �a

�20
n

�
:



CHAPITRE 7. TESTS D�HYPOTHÈSES 128

2. Cas où � est inconnu

On sait que la variance empirique corrigée fS2n est un estimateur sans biais de �2 t.q. : (n� 1)fS2n�2
s

�2(n�1): Ainsi pour une hypothèse nulle H0 : �
2 = �20 contre H1 : �

2 6= �20, on a, sous H0 :

(n� 1)fS2n
�20

s �2(n�1):

Comme :

1� � = P�20

 
�a � (n� 1)

fS2n
�20

� a
!

= P�20

�
�a �20
n� 1 �

fS2n � a �20
n� 1

�
;

donc, une région de non-rejet peut être dé�nie, pour un test de risque �, par :

W =

�
x1; :::; xn : �a

�20
n� 1 �

es2n � a �20
n� 1

�
:

Pour des hypothèses unilatérales, par exemple H0 : �
2 � �20 contre H1 : �

2 > �20, on a pour région

de rejet

W =

�
x1; :::; xn : es2n > a �20

n� 1

�
:

Pour H0 : �
2 � �20 contre H1 : �

2 < �20, la région de rejet sera

W =

�
x1; :::; xn : es2n < �a �20

n� 1

�
:

7.3.3 Tests de comparaison des moyennes de deux lois de Gauss

On est en présence de deux échantillons indépendants, l�un de taille n1, de moyenne empirique Xn1 et

variance empiriquegS2n1 , issu d�une loi N (�1; �21), l�autre de taille n2, de moyenne empirique Y n2 et variance
empiriquegS2n2 , issu d�une loi N (�2; �22).
1. Si �21 et �

2
2 sont connus.

On sait que Xn1 �Y n2 s N (�1��2;
�21
n1
+
�22
n2
) et la statistique

Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
�21
n1
+
�22
n2

de loi connue :

N (0; 1): Ainsi pour une hypothèse nulle H0 : �1 � �2 = 0 contre H1 : �1 � �2 < 0, on a, sous H0 :

Xn1 � Y n2s
�21
n1
+
�22
n2

s N (0; 1):
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Comme :

1� � = P

0BBBB@�a � Xn1 � Y n2s
�21
n1
+
�22
n2

� a

1CCCCA
= P

0@�a
s
�21
n1
+
�22
n2
� Xn1 � Y n2 � a

s
�21
n1
+
�22
n2

1A ;
donc, une région de non-rejet peut être dé�nie, pour un test de risque �, par :

W =

8<:x1; :::; xn1 ; y1; :::; yn2 : �a
s
�21
n1
+
�22
n2
� xn1 � yn2 � a

s
�21
n1
+
�22
n2

9=; :
Exemple 7.3.3 On dispose de deux échantillons de tubes, construits suivant deux procédés de fabri-

cation A et B. On a mesuré les diamètres de ces tubes et on a trouvé (en millimètres) :

Procédé A 51:90 50:90 52:80 52:90 53:40

Procédé B 51:10 51:30 51:50 52:10

On suppose que les diamètres sont distribués suivant une loi normale et que les écarts-types sont

égaux à : �A = 1mm et �B = 0:45mm.

Peut-on a¢ rmer au niveau 5% qu�il y a une di¤érence signi�cative entre les procédés de fabrication

A et B ?

Soient XA et YB, les variables aléatoires « diamètres des tubes fabriqués suivant les procédés A et

B» .

On veut tester H0 : �1 � �2 = 0 contre H1 : �1 � �2 < 0 avec un seuil critique égal à 5%;

P

0BB@�1:96 � Xn1 � Y n2r
1

5
+
(0:45)2

4

� 1:96

1CCA = 0:95;

avec les données apportées par les échantillons, on obtient pour la moyenne des deux échantillons

xn1 = 52:38 et yn2 = 51:50. Comme
52:38� 51:50r
1

5
+
(0:45)2

4

= 1:76; on ne peut rejeter l�hypothèse d�égalité

des moyennes.
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2. Si �21 et �
2
2 sont inconnus, mais �

2
1 = �

2
2 = �

2 (la variance commune).

On sait queXn1�Y n2 s N (�1��2;
�21
n1
+
�22
n2
) et la statistique

Xn1 � Y n2 � �1 + �2s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

� s T (n1 + n2 � 2)

où Ŝ2n1;n2 =
(n1 � 1)gS2n1 + (n2 � 1)gS2n2

n1 + n2 � 2
: Ainsi pour une hypothèse nulle H0 : �1 � �2 = 0 contre

H1 : �1 � �2 6= 0, on a, sous H0 :

Xn1 � Y n2s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

� s T (n1 + n2 � 2) :

Comme :

1� � = P

0BBBB@�a � Xn1 � Y n2s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

� � a
1CCCCA

= P

 
�a

s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
� Xn1 � Y n2 � a

s
Ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�!
;

donc, une région de non-rejet peut être dé�nie, pour un test de risque �, par :

W =

(
x1; :::; xn1 ; y1; :::; yn2 : �a

s
ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�
� xn1 � yn2 � a

s
ŝ2n1;n2

�
1

n1
+
1

n2

�)
:

7.3.4 Tests de comparaison des variances de deux lois de Gauss

Avec les mêmes notations qu�à la sous-section précédente,

1. Si �1 et �2 sont connus.

On sait que

S2n1
�21
S2n2
�22

s F (n1; n2) : Ainsi pour une hypothèse nulle H0 :
�21
�22
= 1 contre H1 :

�21
�22
6= 1, on

a, sous H0 :
S2n1
S2n2

s F (n1; n2) :

Comme :

1� � = P
�
a �

S2n1
S2n2
� b
�
;
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donc, une région de non-rejet peut être dé�nie, pour un test de risque �, par :

W =

�
x1; :::; xn1 ; y1; :::; yn2 : a �

s2n1
s2n2
� b
�
:

2. Si �1 et �2 sont inconnus.

On sait que

gS2n1
�21gS2n2
�22

s F (n1 � 1; n2 � 1) : Ainsi pour une hypothèse nulle H0 :
�21
�22
= 1 contre H1 :

�21
�22
6=

1, on a, sous H0 : gS2n1gS2n2 s F (n1 � 1; n2 � 1) :
Comme :

1� � = P
 
a �

gS2n1gS2n2 � b
!
;

donc, une région de non-rejet peut être dé�nie, pour un test de risque �, par :

W =

(
x1; :::; xn1 ; y1; :::; yn2 : �a �

fs2n1fs2n2 � b
)
:

7.4 Exercices

Exercice 7.4.1 Pour déterminer si le contenu e¤ectif de nicotine d�une certaine marque de cigarettes est

plus élevé que ce qui est annoncé sur le paquet (1:4 mg), on procède à un test sur un échantillon de taille

n = 25 cigarettes. Pour cet échantillon, on obtient xn = 1:79. On suppose que la variance d�une mesure

vaut �2 = 1.

1. Formuler l�hypothèse nulle et l�hypothèse alternative dans le cas de cette étude.

2. Est-ce que le résultat est signi�catif au niveau de 5% ?

3. Est-ce que le résultat est signi�catif au niveau de 1% ?

Exercice 7.4.2 Soient 20 variables aléatoires X1; :::; X20 indépendantes et identiquement distribuées selon

une loi N (�; �2). On veut tester l�hypothèse H0 : �2 = �20 et pour cela on utilise b�2 = 1

n� 1
nP
i=1
(Xi�Xn)

2:

1. Quelle est la distribution de
1

�2

nP
i=1
(Xi �Xn)

2 sous H0 ?

2. Calculer la valeur critique c� pour un test unilatéral (H1 : �2 > �20) au seuil de 5%.
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Exercice 7.4.3 On considère un échantillon de n = 10 variables aléatoires suivant une même loi normale

N (�; �2).

1. On connaît la variance �2 = 2:5: On a observé la valeur 1:15 de la moyenne empirique Xn: Peut-on

accepter, au seuil de 95%; l�hypothèse H0 : � = 0:1 ?

2. En fait, on ne connaît pas la variance �2; mais on observé la valeur es2n = 2:7 de la variance empirique
corrigée eS2n = 1

n� 1
nP
i=1
(Xi �Xn)

2: Peut-on accepter, l�hypothèse H0 ?

Exercice 7.4.4 La contenance (en grammes) d�une boîte de conserve suit une loi normale N (�; �2). On

prélève au hasard n boîtes dont on note X1;...; Xn les variables aléatoires représentant les contenances. On

note x1; :::; xn les valeurs observées de ces variables. A priori, on devrait avoir � = 500, mais on va faire

di¤érents tests, au seuil de risque de 0:05. On donne n = 25,
25P
k=1

xk = 12482:5.

1. La variance �2 = 4 est connue. Décrire le test de H0 : � = 500 contre l�hypothèse alternative H1 :

� < 500.

2. En fait la variance est inconnue. E¤ectuer le test H0 : � = 500 contre H1 : � < 500 en sachant en

plus que
25P
k=1

x2k = 6232598:89. Même question lorsque
25P
k=1

x2k = 6232618:09.

3. Tester H0 : � = 1:6 contre H1 : � > 1:6 sachant que
25P
k=1

x2k = 6232598:89, mais que l�on a aucune

information sur �.

4. Tester H0 : � = 1:6 contre H1 : � > 1:6 sachant que
25P
k=1

x2k = 6232598:89 et � = 500.
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Solutions

Solution 7.4.1 1. Les hypothèses formulées sont H0 : � = 1:4 contre H1 : � > 1:4:

2. On dé�nit la statistique de test : Un =
Xn � �
�=
p
n
: La statistique Un suit une loi normale centrée et

réduite. La valeur observée uobs de la statistique sur l�échantillon est uobs =
1:79� 1:4
1=
p
25

= 1:95: Région

de rejet : Un > 1:96 pour un risque 5%. Le quantile à 95% de la loi normale vaut environ 1:96 et est

supérieur à la valeur observée. Donc, on ne rejette pas l�hypothèse nulle.

3. Le quantile à 99% vaut environ 2:49. Encore une fois, l�hypothèse nulle n�est pas rejetée.

Solution 7.4.2 1. Sous H0,
1

�2

nP
i=1
(Xi �Xn)

2 suit une loi �2n�1 à (n� 1) degrés de liberté.

2. On cherche c� tel que : PH0(b�2 < c�) = 0:95; et, en utilisant le point 1., on trouve,
PH0(b�2 < c�) = PH0

 
1

n� 1

nX
i=1

(Xi �Xn)
2 < c�

!

= PH0

 
1

�2

nX
i=1

(Xi �Xn)
2 <

n� 1
�2

c�

!

= PH0

�
D <

n� 1
�2

c�

�
;

avec D s �2n�1. À l�aide du quantile à 95% �2n�1;0:95, on détermine c� : c� =
�2n�1;0:95
n� 1 �20 ' 1:59�20.

Solution 7.4.3 1. Sous l�hypothèseH0; chacune des variables aléatoires Xk suit la loi normale N (0:1; 2:5):

Donc la moyenne Xn suit la loi normale N (0:1; 0:25): Nous utilisons cette moyenne empirique comme

variable de test. En l�absence d�autres informations, l�hypothèse alternative H1 est � 6= 0:1:

La v.a. Un =
Xn � 0:1p
2:5=
p
10
suit la loi normale centrée réduite. Nous savons que P (jUnj < 1:96) = 0:95:

Sous l�hypothèse H0; la valeur observée de Xn doit véri�er

P

����� Xn � 0:1p
2:5=
p
10

���� < 1:96� = 0:95:
Cela nous donne comme zone d�acceptation de H0 l�intervalle ]�0:88; 1:08[ ; qui ne contient pas la

valeur 1:15 observée. Donc on doit rejeter H0 au seuil de 95%.

2. Sous l�hypothèse H0; l�espérance � est connue, mais la variance est inconnue. On utilise la variance

empirique corrigée eS2n à la place de la variance �2: La variable Un = Xn � 0:1qeS2n=p10 suit une loi de
Student à n� 1 = 9 degrés de liberté.
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La table de Student nous dit que P (jTnj < 2:26) = 0:95: Donc l�intervalle d�acceptation de H0 est

dé�ni par

P

0@������ Xn � 0:1qeS2n=p10
������ < 2:26

1A = 0:95:

ce qui nous donne ]�1:03; 1:23[ ; l�intervalle qui contient la valeur observée. Au seuil de 95%; on peut

maintenant accepter H0:

Solution 7.4.4 1. Notons Xn la moyenne empirique des variables contenances, qui est un estimateur

sans biais et consistant de �. Ce sera notre variable de test sur la moyenne �. Son espérance est �

et son écart-type est
�p
n
: La variable Un =

Xn � �
�=
p
n
suit une loi normale centrée réduite.

Dans le test H0 : � = 500 contre H1 : � < 500, on va rejeter � = 500 lorsque l�on observe des faibles

valeurs de la contenance, puisque si � diminue, alors les valeurs observées doivent diminuer. Donc,

on fait un test unilatéral, dont la zone de rejet de H0 est à gauche. Au seuil de 95%, correspondant

à la valeur t = 1:65 pour la loi normale centrée réduite, donc la zone de rejet de � = 500 est dé�nie

par la condition
Xn � �
�=
p
n
< �t soit Xn < �t

�p
n
+ �:

Dans le cas présent, on observe Xn = 499:3. La valeur limite �t
�p
n
+� est égale à 499:34. Donc on

doit rejeter � = 500 et accepter � < 500.

2. Nous devons maintenant utiliser la variance empirique corrigée eS2n: Sous H0, la variable Tn =
Xn � �qeS2n=pn suit une loi de Student à n� 1 = 24 degrés de liberté.
Le principe du test est le même, la zone de rejet de H0 étant donnée par

Xn � �qeS2n=pn < �t soit

Xn < �t

qeS2np
n
+ �; où t se lit dans la table de Student, et vaut t = 1:71.

� La valeur observée de la variance empirique corrigée est es2n = 1:92. Donc la valeur minimale

observée pour accepter H0 est 500 � 1:71
1:9

5
= 499:35. On doit toujours rejeter H0 et accepter

� < 500.

� Dans le second cas, la variance empirique corrigée observée est es2n = 2:12, et la valeur limite est

499:28. Donc la valeur observée de la moyenne est dans la zone d�acceptation du test H0 contre

H1. On accepte H0 : � = 500.
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3. La moyenne étant inconnue, on utilise la variance empirique corrigée eS2n dont la valeur observée est
encore 1:92. On utilise un �2 à n� 1 degrés de liberté : la variable de test Vn = (n� 1)

eS2n
�2

suit une

loi du �224 à n� 1 = 24 degrés de liberté.

La zone de rejet de H0 est formée des grandes valeurs de Vn. La table nous donne P (�224 < 36:145) =

0:95. On accepte H0 lorsque notre valeur observée (n� 1)
es2n
�2

est inférieure à cette limite.

On a ici (n� 1) es2n
�2
= 24� 1:9

2

1:62
= 33:84. Cette valeur reste dans la zone d�acceptation de H0.

4. La moyenne étant connue, on utilise la variance empirique S2n dont la valeur observée est 1:988
2. On

utilise un �225 à n degrés de liberté : la variable de test Wn = n
S2n
�2

suit une loi du �225 à n degrés de

liberté.

La zone de rejet de H0 est formée des grandes valeurs de Wn. La table nous donne P (�225 < 37:652) =

0:95. On accepte H0 lorsque notre valeur observée n
s2n
�2

est inférieure à cette limite.

On a ici n
s2n
�2
= 25� 1:988

2

1:62
= 38:62. Cette valeur est dans la zone de rejet de H0. On doit accepter

que � > 1:6.
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Annexe : Tables statistiques usuelles

8.1 Loi normale

Table A-1 : Fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite.
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Table A-2 : Quantile de la loi normale centrée et réduite.

ANNEXE : TABLES STATISTIQUES USUELLES 138



8.2 Loi du chi-deux

Table A-3 : Table de la loi du �2, régions unilatérales
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8.3 Loi de Student

Table A-4 : Table des quantiles de la loi de Student
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8.4 Loi de Fisher

Les tables A-5a à A-5b donnent les quantiles de la loi de Fisher
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 Estimation :  
 

 Estimation Ponctuelle,  

 Estimation par Intervalle de Confiance, 

 Tests d'Hypothèses. 
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