'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'N«'\\\\\\\N @

Add) gl el Ay i S Ay sgeand
République Algérienne Démocratique et Populaire
ealad) Gl g o ad) alail) B )59

Ministre de 'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

entre Universitaire de MILA

Centre Universitaire

Abdelhafid Boussouf Mila

Institut des Sciences et de la Technologie Département de Mathématiques et Informatique

Une introduction a la théorie des distributions
(Deuxi@me Partie)

BOUDJEDAA BADREDINE

(COURS DE MASTER MATHS)

Année Universitaire : 2018/2019

AL AL AL AL AL A AL AL AL AL A A AL AL A AL AL A AL AL A AL AL AL A AL AL A AL LA A AL AL A A AL AL A A AL AL A A AL AL A AL LA AL S S

)

o]
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
?
5
5
5
5
(('
5
(('
(('
(('
(('
(('
(('
(('
(('
(('
(('
(('
(('
5
4
o]

o]

AL AL AL AL AL A AL AL AL LA A AL AL AL AL A AL A AL AL AL LA AL A S



Table des matiéres

1 PRODUIT TENSORIEL ET PRODUIT DE CONVOLUTION DES

DISTRIBUTIONS 4
1.1 Produit tensoriel des distributions . . . . . . .. ... ... 4
1.2 Produit de convolution des distributions . . . . . . ... ... ... 7

1.2.1 Reégularisation des distributions . . ... ... ... .. ... 12

1.2.2  Application aux équations différentielles linéaires . . . . . 15
1.3 Exercices . . . . . . . .. 16

2 DISTRIBUTIONS TEMPEREES ET TRANSFORMATION DE FOU-

RIER 19
2.1 L’espace de Schwartz S(R™) . . .. ... ... ... .. ........ 19
2.2 L’espace des distributions tempérées S'(R™") . . ... ... ... .. 27
2.3 La transformation de Fourier dans ’espace LY(R") . ... ... .. 31
2.4 La transformation de Fourier dans ’espace de Schwartz S(R") . . 33
2.5 La transformation de Fourier dans ’espace S'(R"). . . . ... ... 35

2.5.1 Propriétés de la transformation de Fourier dans S'(R™) . . . . . . 37

2.5.2  Théoréme de convolution dans S'(R™) . . . . ... ... ... ... 40
26 Exercices . . . . . ... 43



Cette deuxiéme partie du cours de la théorie des distributions compléte d’une maniére
exhaustive les notions déja données dans le polycopié édité sous le titre "Une Introduction
a la Théorie des Distributions" sur la page elearning de I'université Med Saddik Ben Yahia
- Jijel au lien suivant : "http ://elearning.univ-jijel.dz/elearning/pluginfile.php/4625 /mod _resource/content/10/Cours-
Distributions-Boudjedaa.pdf". On aborde, dans cette deuxiéme partie, des notions telles que le
produit tensoriel, le produit de convolution des distributions et on définit ’espace de
Schwartz ainsi que les distributions tempérées. On termine enfin par définir et donner les
propriétés essentielles de la transformée de Fourier d’une distribution tempérée.

On estime que toutes les notions données dans la premiére partie ou la deuxiéme
partie de ce cours constituent un outil essentiel et fondamental, aux étudiants de Master
de mathématiques appliquées et aux étudiants des sciences physiques, qui leur permettra
de poursuivre leurs études sans difficulté 1a ot ils doivent utiliser des notions de la théorie
des distributions.

Le lecteur intéressé par plus de détails sur les distributions pourra consulter I'une des
références ci-apres, qui sont les principales références de ce cours :

1- L SCHWARTZ , Théorie des Distributions. Hermann, 1966, Paris.

2- L SCHWARTZ, Méthodes Mathématiques pour les Sciences Physiques. Hermann,
1983, Paris.

3- V. VLADIMIROV, Distributions en Physique Mathématique. Edition Mir, 1979,
Moscou.

4- C ZUILY, Eléments de Distributions et d’Equations aux Dérivées Partielles. Dunod,
2002, Paris.

5- C ZUILY, Problems in Distributions and Partial Differential Equations. Hermann,
1988, Paris.

6- R S PATHAK, A Course in Distribution Theory and Applications. Alpha Science,
2001, UK.

7- F HIRSCH - G LACOMBE, Eléments d’Analyse Fonctionnelle. Dunod, 1999, Paris.



Notations

Fixons d’abord quelques notations qu’on utilisera tout le long de ce cours.
-Si z=(x1,...,2,) €R" onnote: |z|=(22+ ..+ 22)2.
-Si z,y € R™ onnote aussi : x+y = (14 Y1, ., T + Yn)
et ar = (axy,...,ax,), a€R.
- Un élément o € N" est appelé multi-indice :
Si o= (aq,...,a,) € N* on pose |a| =a3 + ... +a, (lalongueur de )
et al = ail...ap,! et pour x € R?, 2% = 27" 20"

-Pour a, S €N" onnote a < si ag < f,...,a, < [,. On pose aussi :

o H Q; . a; Oéi!
ou = 1. au
B ﬁ' o — i=1 Bi Bi 5@'!(0@ B Bl)'
- Pour o € N* on écrit : D* = (a_xl)al(a_%)an T 020 Ozon

- Pour Q un ouvert de R™. On désigne par C(Q) ou C°(Q) (resp. C1(Q)) Iespace
des fonctions continues (resp. continiiment différentiables) sur 2 & valeurs réelles ou com-

plexes. Si k € N, k > 2, onpose CF(Q) = {u e C* Q) : gu e C*YQ), i=1, ,n}
4

I’espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur 2.

- Pour 1 < p < 0o, LP(2) désigne l'espace des "classes" de fonctions f p-intégrables

sur € (un ouvert de R™). LP(Q) est un espace de Banach pour la norme
191 = [ 17ty da.
Q

- Pour p = oo, L®(2) désigne I'espace des "classes" de fonctions f mesurables sur
2 qui sont essentiellement bornées supérieurement sur €2. L*>°(€2) est un espace de Banach

pour la norme

Iflloe = supess |f(@)] = inf{c [ [f(z)] < p. p. sur O}



Chapitre 1

PRODUIT TENSORIEL ET PRODUIT DE CONVOLUTION DES

DISTRIBUTIONS

Dans toute la suite il est préférable que le lecteur soit familiarisé avec les notations

et les notions déja données dans la premiére partie de ce cours.

1.1 Produit tensoriel des distributions

Soient €27, €25 deux ouverts respectivement de R, R"2,

Définition 1 — 1

Pour u; € C°(Q;), j =1, 2, on définit la fonction u; ® uy sur Q; x Qs par
(w1 ®@ug) (z, y) = wi(w)ua(y) , V(z, y) € AU x Qg ; (1.1)

que l'on lit " u; tensoriel uy".

Alors u; @ uy € C%(2; x Q) et pour ¢ € D(2; X ) on a

(0 ® s, @) = / / wn(@)ualy)ele, y)drdy (1.2)

Ql XQQ



d’apres le théoreme de Fubini on peut déduire que

s, )= [ue) (ﬁ/ us(y)(w, y)dy | da
951 2

= <U,1 ) <U2 ) QO(iU, )>> : (13)
En particulier si ¢(z, y) = ¢1(x)p2(y) ot p; € D(£2;), j =1, 2, on aura alors :
(ur @uz , 1 ®@ @2) = (ur , 1) (ua , ¥2). (1.4)

On peut, donc, généraliser cette opération aux distributions.

Théoréme 1 — 1 (Définition)

Soit f; € D'(2;), j =1, 2. Il existe une unique distribution f € D'(£2; x ) telle

que, pour toute fonction ¢; € D(€;) j =1, 2, on ait

(f, 1@ pa) =(f1, 1) (f2, ¥2)- (1.5)

De plus, pour ¢ € D(£2; x €3) on a

(f,o)=(fi, (fa, plz, ) =(f2, {fi, o(, v))- (1.6)

Sif; € £(2y), j=1, 2, on a les mémes formules pour ¢ € C*(y X {1y).
On note ainsi f = fi® fo = fo® f1 et f s’appelle le produit tensoriel des
distributions f; et fs.

Exemples (et remarques)
(1) Soit a; € Q;, j=1,2 et fj=0(zx;—a;), j=1, 2,alors f1® fo =6(x —a)

ou a=(ay, az).



(176) Si f1 € D'(Q1) et fo € D'(§22) alorson a

0 df1 T
ka(ﬁ@fz) (axk)®f27 Vka k y 1 5 ( 7)
9 Af2 —
— = —= Vi, =1 . 1.8
0yl(f1®f2) f1®(8yl)’ ; ;N2 (1.8)
Par exemple, si H (t) désigne la fonction de Heaviside sur R, alors pour x = (x1, xa, ..., T,) €
R™ on a
P Ha) @ HE) @ . H(n,)) =0, @0, @ .. 8, = 0(x).  (1.9)
0x10xy...01, ! 2 e ' '

(7i1) Soit f € D'(21) et g€ E'(Q). Soit x € D(Qy), x =1 dans un voisinage du
support de g. Alors pour ¢ € D(2; x Q) ona (f®g, ¢)=(f®g, x¥).
En effet

(f@g, o)=(f, g, vz, )=, (g, xplx, ) =(f®g, xp). (1.10)

Ceci montre que 'on peut prolonger f ® g aux fonctions ¢ € C*(Q; x ) telles
que xp € D(£21 x ).

Enoncgons maintenant un résultat de densité.

Lemme 1 — 1 (Densité)

L’espace des fonctions de la forme
P p
ple, y) =Y b ®@0;(x, y) =Y 1;()0;(y) (1.11)
j=1

Jj=1

ou ;(z) € D(R™) et 0;(y) € D(R™) , est dense dans D(R™*"2).



Le produit tensoriel des distributions possede quelques propriétés intéressantes.
Propriété 1 (Commutativité)
Le produit tensoriel de deux distributions est commutatif, i.e. pour f € D'(R™) et
g € D'(R™) on a
feg=gf. (1.12)

Propriété 2 (Associativité)

Pour f(z) € D'(R™), g(y) € D'(R™) et h(z) € D'(R") on a

f (@)@ g(y) @ h(z)] = [f(z) @ g(y)] @ h(z). (1.13)

Propriété 3 (Continuité)
Si fr — f dans D'(R™), quand k — 400, et g € D'(R"™), alors

fi®g— f ®g,quand k — +o0 , dans D'(R™*"2). (1.14)

Propriété 4 (Support)
Soient f(z) € D'(R™) et g(y) € D'(R") alors

supp(f ® g) = supp(f ) x supp(g). (1.15)

1.2 Produit de convolution des distributions

Le produit de convolution de deux fonctions f et ¢, définies sur R", est défini par
(4 9)a) = [ £wate~ v)dy (1.16)
R?’L

qui n’a de sens que si 'intégrale (1.16) existe. Par le changement de variable z = x — y



il s’ensuit que
(£ %) / f)ale — )y = [ fla = 2)g(2)dz = (g Hla) . (147
Rn
c’est-a-dire que le produit de convolution, s’il existe, est par définition commutatif.
Si on suppose de plus que f et g sont continues et que 'une d’elles est a support

compact alors le produit de convolution f * g existe et est continu, donc il représente

une distribution et on a

g o /f*g de . e DR (1.18)

//ffc— y)dy | o(z)dx
:/ /f:c— r)dx | dy

:/ /f o(x +y)dx | dy
=//f(fv)g(y)<p(x+y)dwdy

= (f(@), (9(y), ¢(z+y)))
= (f(x) @ 9(y), v(z+y)). (1.19)

Ce qui motive la définition de la convolution de deux distributions f et ¢ par

(frg, 0)=f(@)@9(), elz+y)) = {f2),(9), plx+y) , ¢ DR"). (1.20)

Mais ici il faut remarquer que cette définition peut ne pas avoir de sens (n’est pas



toujours valable) car le support de ¢(z + y) n’est pas borné. En effet si le support de
©(x) est contenu dans

{reR"/ |z|<a, a>0}
alors le support de p(x + y) est contenu dans la bande infinie

{(x, v)/ e +yl<a,a>0}C{(z, v)/ |lvi+y|<a,i=1 2,..,n}.

Donc on peut donner un sens a la définition (1.20) si on suppose que 'une des deux

distributions est a support compact. En effet puisque on sait que

supp(f ® g) = supp(f ) x supp(g)

alors supp(f ® g) N supp(p(z + y)) est un borné pour tout ¢ € D(R™).

Par exemple si

supp(p) C{z € R"/ |z|<a, a>0} et supp(f)C{zeR"/ |z|<b, b>0}

alors  [supp(f ) x supp(g)] N supp(p(z +y)) = {(=, y)/ |z|<b, |z +y|<a}

qui est bien un borné.

Alors si f € E'(R"), ¢ € D'(R") et soit x € D(R™), x(z) = 1 dans un voisinage
du support de f et égale a zéro a l'extérieur d’un voisinage plus large. Alors 0(z, y) =

x(z)e(z 4+ y) € D(R?*"), pour p € D(R") et on a

(fxg, 0)=(f, g, x(x)p(x+y))=(f, x(x) (g, ez +y))) (1.21)

puisque la valeur de la distribution f dépend de la valeur de la fonction-test ¢ au

voisinage du support de la distribution et n’est pas altérée par un changement de valeurs



de ¢ a lextérieur de tout voisinage du support de f, c’est-a-dire la définition (1.21) est

indépendante du choix de y(z) et donc on peut écrire

(fxg,0) + =(f, (g, el@+y)). (1.22)

Donc on a le résultat suivant :

Théoréme 1 — 2

Soient f € &'(R™) et g € D'(R™) , alors le produit de convolution f % g donné par
(1.22) est une distribution de D'(R").
Preuve

Pour 0(x, y) et x(x), définies plus haut, on a

(frg, o) =(f ®©g, 0z, y) , vecDR". (1.23)

Puisque le produit tensoriel est une distribution alors le produit de convolution f * g
est une application linéaire sur D(R"), et il ne reste qu’a montrer que f % g est une
application continue sur D(R"). Soit {¢}},y une suite de D(R™) qui converge vers zéro
dans D(R™) alors la suite 0y (z, y) = x(2)¢r(z+y) est une suite de D(R*") qui converge

vers zéro dans D(R?*"), d’ou

(f*g, ou)=(f ®g, Oz, y)) =0, k— 4o0; (1.24)

i.e. f* g est application continue sur D(R") et donc f x g € D'(R").

Exemple

Montrons que

dxf=fxd=Ff (1.25)

ou ¢ est la distribution delta de Dirac.

10



En effet puisque ¢ est & support compact alors le produit de convolution ¢ x f a bien

un sens pour tout f € D'(R™). Soit ¢ € D(R™) alors d’aprés la définition (1.22)

(0% f, @) =((x), (fy), el@+y)) = (), W) ; (1.26)

de méme on a

(f 0, 0) = (fz), (06(y) , elx+y))) = (f(x), p(x)). (1.27)

La convolution posséde aussi quelques propriétés semblables a celles du produit ten-
soriel.

Propriété 1 (Commutativité)

Soient f € &'(R") et g € D'(R™) le produit de convolution de f et g, f*g, est

commutatif i.e.

frg=gx[. (1.28)

Propriété 2 (Support)
Soient f € &'(R") et g € D'(R") alors

supp(f *g) C supp(f ) + supp(g). (1.29)

Propriété 3 (Associativité)
Pour f, g et h € D'(R") telles que deux d’entre elles au moins sont a support

compact. Alors
f *x[g=*h]=[f*g]*h. (1.30)
Propriété 4 (Dérivation)

Si la convolution f * g existe alors pour tout o € N on a

D (f xg) = D*(f) g = f * D*(g). (1.31)

11



Propriété 5 (Continuité)
Dans certains cas la convolution est un opérateur continu. Le théoréme suivant donne
deux cas.

Théoréme 1 — 3

(i) Soient f € £'(R") et {gr},cy une suite de D'(R™) qui converge vers g, quand
k — +o0, dans D'(R™). Alors

f*gr— f*g, quand k — +oo, dans D'(R"). (1.32)

(ii) Soient f € D'(R") et {gi}yey une suite de D'(R™) a support inclus dans un

compact K qui converge vers g dans D'(R"). Alors

f*xgx — f*g, quand k — +o00, dans D'(R"). (1.33)

1.2.1 Reégularisation des distributions

La convolution f % ¢ d’une distribution f € D'(R™) avec une fonction-test ¢ €
D(R™) transforme cette distribution en une fonction de classe C'*. Ce procédé est appelé

"Régularisation des distributions".

Enoncons d’abord quelques résultats qu’on utilisera par la suite.

Lemme 1 —2

Soit I un intervalle ouvert de R et m € N. Pour tout A € I, soit une fonction
x — (z, \) appartenant & D(2), ou € est un ouvert de R", et supposons que cette
fonction vérifie :

(i) Yo € N*, V¢ = 0, 1,..., m, la fonction (x, \) — D2D{p(x, \) existe et est
continue sur 2 x [ .

(ii) VAo € I, 3§ > 0, 3 K C Q compact tels que supp(Dip(x, \) C K, pour tout
AE[X—0d, Ng+d]ettout =0, 1,..., m.

12



Alors pour tout f € D'(R2), la fonction G(\) = (f(x) , ¢(z, A)) est de classe C™ sur

I etona

(%) G(\) = (f(x), Dig(z, \)), £=0,1,.., m, VA€ L. (1.34)

Remarque 1 — 1

Dans le cas ou f est a support compact la condition (ii) n’est pas nécessaire.

Corollaire 1 — 1

Soient © un ouvert de R™, Q un ouvert de R™, ¢ un élément de D(O x Q) et
f e D'(Q). Alors

<f(:c) / t;z:dt> / ) dt. (1.35)

Théoréeme 1 — 4
Soient f € D'(R") et 1 € D(R™), alors f x1 est une fonction de classe C*° sur R”

et on a

fr(x) = (fly), ¥z —y)) (1.36)

Preuve
D’apres le lemme 1 —2 (f(y), ¥(x —y)) est une fonction de classe C* sur R".

Montrons maintenant la relation (1.36). En effet

(f*v, @)= (fy), (W(2), p(z+y))), pour p € D(R"); (1.37)
alors
<f*¢,so>:<f(y), [ otz + v >=< WECEE > (1.38)

13



comme la fonction (z, y) — ¥ (x —y) ¢(x) est une fonction de D(R?*"), on peut appliquer

le corollaire 1 — 1 et on en déduit alors

(frd, o) = / (), D —y) pla)) de = / (), Ve —9)) ol@)de

R7 R”

= {{(f(y), ¥(z —y)) , ¢(x)). (1.39)

Maintenant on est en mesure de démontrer le résultat de densité suivant :
Théoréme 1 — 5

D(R™) est dense dans D'(R").

Preuve

11 faut montrer que pour toute distribution f € D’(R™) il existe une suite de fonctions-
test {fi},en qui converge vers f dans D'(R").

Soit

—) si |zl <1

pla) = , (1.40)

0 si Jz|>1
qui est bien une fonction de D(R™) et soit aussi

kp(ka)
/p(x)dx

R

() = (1.41)

I est facile de vérifier que la suite {n;(x)} est une suite de fonctions de D(R")
qui converge vers ¢ (delta de Dirac) dans D'(R™). Donc si f € D'(R"), la suite
{f *n}, des régularisations de f, est dans C°(R") et par continuité de la convolu-

tion (Théoreme 1 — 3) elle converge vers f*d = f,, quand k — 400, dans D'(R").

14



Puisque les f *n; ne sont pas a support borné, on choisit alors ¢(x) une fonction de

D(R™) telle que 1(z) = 1 pour |z| <1, (z) =0 pour |x| > 2 et on définit :

filw) = (D [f (@) k=1, 2. (142)

qui sont des fonctions & support compact de classe C*°(R") i.e. de D(R™).
En considérant les 7, (x) comme étant des distributions dans £'(R™) avec les supports
1 T
contenus dans |z| < o alors pour toute fonction-test ¢ on a w(E)go(x) = ¢(z) pour k

assez grand.

Donc
(fula) s e@)) = (WD I xm@)] s o)) = (Frm@) . v()el))
= (f*m(z), ¢(x)) pourk assez grand , (1.43)

et alors  (fi(2) , p(x)) = (f*d(x) , (z)) = (f(2) , ¢(x)) quand k — +o0.

1.2.2 Application aux équations différentielles linéaires

L’une des plus importantes utilisations de la théorie de la convolution est de déter-
miner une solution particuliére d’une équation différentielle.

Soit I’équation différentielle linéaire & coefficients constants suivante
P(D)u=f (1.44)

ou P(D) = Z anD® , a, € C, est un opérateur différentiel linéaire a coefficients
la|<m
constants et [ est une distribution donnée.

On sait qu’une distribution £ telle que P(D)E = ¢§ est appelée solution élémentaire

de 'opérateur différentiel P(D). Doncsi E est connue, une solution de 1’équation (1.44)

15



est donnée par F x f, bien sir si ce produit de convolution existe. On a alors le résultat

suivant :

Théoréme 1 — 6

Soit f € D'(R") et E une solution élémentaire de l'opérateur différentiel P(D).
Supposons que E x f existe. Alors ug = E'x f est solution de I’équation (1.44). Si u est
une autre solution de ’équation (1.44) alors u = ug + v ou v est solution de I’équation
homogéne

P(D)v = 0. (1.45)

Preuve

En utilisant les propriétés de la convolution on a :

P(Dyug= Y  auD*(Exf)= | Y auD(E)| xf=0xf=f, (1.46)

laj<m laf<m

donc ug = E * f est solution de ’équation (1.44). En plus pour toute autre solution u

de I’équation (1.44) on a

P(D)(u — ug) = 0. (1.47)

1.3 Exercices

Exercice 1

Soit a(z) C*°(R™). Montrer que

a(z) [f(z) @ g(y)] = [a(2) f(x) @ 9(y)]

ou f(z) e D(R™), g(y) € D(R").

16



Exercice 2

Montrer que pour f(z) € D'(R™), g¢(y) € D'(R") on a

(f@g(r+h,y) =[flx+h)g(y)

Exercice 3

Soit f(z) € &'(R) et g(y) € D(R). Montrer que pour tout k£ € N on a

TR A I

k
=0 \ J

Exercice 4

Soit f(z) € E'(R™) et g(y) € D'(R™). Montrer que pour tout a € R™ on a

e (fxg)=(e""f)*(e""g) .

Exercice 5

Soit pour k£ > 2

1) Montrer que Ej, est une solution de 1’équation

(Y e

17



d k
2) Déduire une solution élémentaire de <d—) i.e. une solution de I’équation
x

k
(di) E =6 ; ou ¢ estla distribution delta de Dirac sur R.
x

(Ind:2P6@ =0 si p>q).

3) Donner une solution de I’équation

dI\F
(d_) E = f ; ou f est la distribution a support compact sur R.
x

18



Chapitre 2

DISTRIBUTIONS TEMPEREES ET TRANSFORMATION DE FOURIER

Les distributions tempérées sont des généralisations des fonctions L, elles sont "bonnes"
pour I’étude de la transformation de Fourier. Ce sont des fonctionnelles linéaires conti-
nues définies sur 'espace S (R™) (espace de Schwartz) des fonctions C* a décroissance
rapide & infini. L’espace &’ (R") des distributions tempérées, le dual topologique de
S (R™), est un espace intermédiaire entre I'espace &' (R") et espace D'(R™) qui pos-
séde des propriétés trés intéressantes qui ne sont pas vérifiées par d’autres espaces de

distributions, en particulier 'invariance de cet espace par la transformation de Fourier.

2.1 L’espace de Schwartz S(R")

Définition 2 — 1

L’espace de Schwartz, qu'on note S(R™), est lespace de toutes les fonctions ¢

appartenant a C*°(R") telles que

Ya, p(p) = sup ’anﬁgp(:r)‘ <400 , Va, € N". (2.1)
TeR™
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Remarque 2 — 1

1- lespace S(R™) est un C-espace vectoriel.
2- 11 est facile de voir que ¢(z) = e~ @ > 0, est un élément de S(R"), mais la

fonction ¢(x) = n’est pas un élément de S(R").

1
1+ \:U]z

Théoréme 2 — 1

L’espace S(R™) muni de la famille des semi-normes

Ya, 5(¢) = sup |2°Dp(z)| < 400 , Va, B €N" (2.2)

reR™

est un espace vectoriel métrisable et complet.
La convergence dans S(R") peut étre caractérisée par

Proposition 2 — 1

Une suite de fonctions {¢}, .y de S (R") est dite convergente dans S(R") vers
zéro, quand k — 400, si v, s(pr) — 0 quand k — 400, Vo, S € N"; ou encore une
suite {¢y},cy converge vers ¢, quand k — +o0o, dans S(R™) si et seulement si la suite
{¥r — ¢}ren converge dans vers zéro, quand k — 400, dans S(R").

Le lemme suivant donne une autre condition équivalente a la condition (2.1) donnée
dans la définition de S(R").

Lemme 2 — 1

Une fonction ¢ € C*(R™) satisfait la relation (2.1) (i.e. ¢ est dans S(R™)) si et

seulement si

T, 5(0) = sup |(1+ Imlz)% D%‘ <400 ,VYmeN et V5eN". (2.3)

zeR™

Preuve

1
Rappelons d’abord que |z| = (23 + 23 + ... +22)? et notons que

Y = eyt = || o] x| et ] <z, =1, 2,0 (2.4)

|z
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Alors il est facile de vérifier que

Lo

21| 2|2 [ < 2| < (14 |2) 2 < (14 [2f)

I\J‘S

, Vo, |af < m. (2.5)

Ainsi, si p € C°(R") vérifie la relation (2.3) alors ¢ verifie aussi la relation (2.1).
Réciproquement, supposons que ¢ vérifie la condition (2.1). Puisque on sait que pour

tout kK € Non a
|z = (27 + 23+ ... +xi)k = Z;

alors, pour m € N on aura

()" =3 (1) = S5 () S (2.7)

(£l

et donc

par conséquent

o= [(7) Z—',}v () (2.10)

Des résultats précédents il est facile de démontrer ces propriétés élémentaires.
Propriété 1
Pour tout multi-indice o € N, les applications

p—a%p et o= D%

sont des applications linéaires et continues de S(R"™) dans S(R™).
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En effet, si ¢ € S(R") alors , 2% € S(R"),pour tout o € N", car ¢ € C®°(R") et
z* € C*°(R") alors z%¢p € C*°(R") et en plus si

sup ‘x"Dﬁgo(a:)‘ <4+ , Vo, peN" (2.11)

z€R™

alors d’apres la formunle de Leibniz, on peut déduire qu’il existe une constante Cy > 0

telle que

sup ’xUDB(xagp(x))‘ < () Z sup |x”+a+”_'6D”g0(x)} <400 , Vo, B € N",

zeRn 5 om<ry< TER"

(2.12)

donc z%p € S(R"), Vo € N™.

La linéarité de lapplication ¢ <— %y est évidente et de la relation précédente (2.12)
il est facile de vérifier que si ¢ — 0 dans S(R™), quand & — 0, alors z%pp — 0
dans S(R™), quand k& — 0, i.e. la continuité de I'application ¢ — z%p de S(R") dans
S(R™), Ya € N™.

De méme si ¢ € S(R") alors D%p € S(R"), pour tout o € N", car ¢ € C*°(R") alors
D*p € C*(R™) et de plus si

sup |27 DPp(z)| < 400 , Vo, B€N" (2.13)
TeR™
alors
suRp ‘:cUD’B(Da@(x)H = su]é) |a:"D5+a<p(:c))| <400 , Vo, p €N, (2.14)
TER™ TeR™

donc D%p € S(R"), Va € N".
De méme la linéarité de application ¢ < D%p de S(R™) dans S(R™) est évidente

et la continuité se déduit directement de la relation (2.14).
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Propriété 2
Le produit de deux éléments de S(R™) appartient a S(R").
En effet, si ¢1, po € S(R™) alors d’apres la formunle de Leibniz, on peut déduire

qu’il existe une constante C; > 0 telle que

sup [2°D%(p1(x) @alx))] < 1Y sup 2Dy (2)] sup [D*u(a)| < 400 , Vo, § €N,
rER™ VSBwER" reR™

(2.15)
c’est-a-dire @15 € S(R™).

Propriété 3
DR") c S(R*) c LP(R™) , 1 <p<+4o00.
En effet, la premiére inclusion est évidente i.e. D(R") C S(R"), carsi ¢ € D(R"),

k = supp ¢, alors

sup |a:O‘DB<p(a:)| = sup |xO‘DB<p(a:)| <400 , Va, €N" | (2.16)
zek

TER™

car k est compact et la fonction 2*DPp(x) est de classe O, Vo, 3 € N, et donc
p € S(R™).

Montrons maintenant que S(R™) C LP(R™) |, 1 < p < +o00. Il est assez clair que
S(R™) C L*(R") car si ¢ € S(R") alors

sup |anB<p(a:)| <400 , Va, feN" (2.17)
rERM

Ainsi pour |a| = || =0 on a sup |p(x)| < +oo c’est-a-dire que ¢ € L>®(R").
Si 1<p<+4oo etsi p € SR alors

(1+|x!2)72n<p(x)‘/(1+6|i—;2)g <400 (2.18)

TER™ TER™

[leta)rds < {sup |so<x>|]p_1 sup

Rn

pour tout m € N et m >n+1 et donc ¢ € LP(R").
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Dans la suite nous donnerons quelques propriétés de l'espace de Schwartz S(R"),
aussi importantes que les précédentes, que nous énoncerons sous forme de théorémes.

Théoréme 2 — 2

L’espace D(R") est dense dans S(R") avec injection continue.

Preuve

Il faut démontrer que pour toute fonction ¢ € S(R™) il existe une suite {¢;} de D(R")
qui converge vers ¢ dans S(R").

Soit p(x) € D(R™) tel que
ple)=1si |z|<1, 0<p(x)<1 et plx)=0 si |z|>2. (2.19)

Alors pour ¢ € S(R™) et pour tout k£ =1, 2,..., on définit

oulx) = p(@)p(T) € D(R").

Ainsi,

2 [DPu(e) = DPe(@)] | = |2 [ Dp(@)(T) — DPela)]|
= |e=0? [o(@) (1= 0(D)]|
o b ) DB (x) D (1—p(%)> . (2.20)
v<B \ Y

Remarquons d’abord que

0<1—p(zx) <z

car

1—p(x)=0 si |2]<1 e que 0<1—p(x) <1 si |z|>1,
2
|z

=3 pour tout x € R™.

c’est-a-dire que 0 <1 — p(%) <
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Ainsi donc pour tous les multi-indices o, 5 € N”, on a

2> DP () (1 - p(%))) k12 suléi ES |z|? D6g0| (2.21)

Sachant que pour tout multi-indice v € N™, || > 1 :

Dr(1— p(%)) - k*lvlp@)(%) —0 quand k — 400 (2.22)

uniformément pour tout x dans un domaine borné de R" car

DY p(— ‘—k VI 'sup |p(”)(x)‘—>0 quand k& — 4o0.
|z[<2
(2.23)

’D” <1_p(k))‘ < k7" sup

reR”™

Alors

1 (0%
Vo, s(pr—p) < 2 5 sup |a: |x| D6g0|+ E ( ) , s—v() SHRP
we n

v<pB
v|>1

(2.24)

D’ou la densité de D(R™) dans S(R™).

Montrons aussi que 'injection de D(R") dans S(R™) est continue i.e il faut montrer
que la convergence dans D(R") implique la convergence dans S(R™). En effet soit {py}

une suite de D(R™) qui converge vers zéro dans D(R"),alors toutes les fonctions oy (x)

s’annulent en dehors d’'un domaine borné |z| = R > 1 ; et donc
sup |2 DPpy(z)] < Rl sup |DPpr(x)| — 0 lorsque k — +oc. (2.25)
zeR?

xER”™

C’est-a-dire que la suite {¢y} converge vers zéro dans S(R™).
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Théoréme 2 — 3

L’espace de Schwartz S(R™) est un sous-espace dense dans C*°(R") avec injection
continue.

Preuve

On sait déja que D(R") est dense dans C*°(R"™) ce qui implique que S(R™) est dense

dans C*°(R™) car on a les inclusions suivantes :
D(R™) C S(R™) C C*°(R™).

Il reste a démontrer que l'injection de S(R™) dans C*(R™) est continue. Soit {¢y}
une suite de S(R™) qui converge vers zéro dans S(R") montrons qu’elle converge vers
zéro dans C°(R™).

Alors pour tout compact k C R” on a
sup | Dy, (z)| < sup |(1+ |:I:|2)%D5g0k(x)‘ — 0 lorsque k — 400 (2.26)
k reR”

pour tout m € N et tout multi-indice 5 € N", ce qui implique la convergence de {¢y}
vers zéro dans C*°(R").

Théoréme 2 — 4

L’espace de Schwartz S(R™) est un sous-espace dense dans LP(R") |, 1 < p < +o0
avec injection continue.

Preuve

On sait que D(R") est dense dans LP(R"), 1 < p < 400, et puisque D(R") C S(R") C
LP(R™) alors S(R™) est dense dans LP(R"), pour 1< p < +o00.

Montrer que 'injection est continue de S(R™) dans LP(R"), 1 < p < +o0. Soit {¢x}
une suite de S(R™) qui converge vers zéro dans S(R") montrons qu’elle converge vers

zéro dans LP(R").
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En effet d’aprés l'inégalité (2.18) on a

m
2

(1+[=F)

p—1
||gpk||£ <C [sup |g0k(x)|] sup gpk(x)‘ — 0 , lorsque k — +o0 , (2.27)

TeR™ reER™

dx
ol C’:/—m et meN tel que m >n+ 1.
2

S+ |z[%)

2.2 L’espace des distributions tempérées S'(R")

Définition 2 — 2

S'(R™) est I'espace des fonctionnelles linéaires continues sur S(R"), ¢’est-a-dire le dual
topologique de S(R™), ou la continuité dans S’(R™) est définie de la méme maniére que

dans D'(R"), et les éléments de S’(R™) sont appelés les distributions tempérées.

Donc une application linéaire f : S(R") — C est dans S'(R") si et seulement si

Ik, 1EN, 3C >0 :|(f; @) <CY sup [a°Dp(z)| , Vo eSRY).  (2.28)

\MSkmERn
1B1<!

La convergence des suites dans S’(R") est définie de la méme maniére que dans D'(R").

Définition 2 — 3

Une suite { fi },cn de S'(R") est dite convergente vers f dans S'(R") si et seulement

si (fu, @)= (f , ¢, Yo eSR") quand k — ooc.

Soit f € S'(R™), et puisque D(R") est un sous-espace de S(R™) alors (f , ) est bien
définie pour tout ¢ € D(R™). 1l est assez clair que ¢a définit une fonctionnelle linéaire
sur D(R") et puisque la convergence dans D(R") implique la convergence dans S(R") et
donc (f , ¢r) — 0 quand ¢, — 0 dans D(R") i.e. f est une distribution de D'(R")
et par suite S’'(R") C D'(R™).

27



De méme si f € E'(R") alors (f ; o) est bien définie pour tout ¢ € S(R™) car
S(R™) € C*°(R™) et puisque la convergence dans S(R") implique la convergence dans
C>®(R") et alors (f , vx) — 0 quand ¢, — 0 dans S(R™) ie. feS'(R").

Ce qu’on peut exprimer par le théoréme suivant :

Théoréme 2 — 5

On a les inclusions suivantes

£'(R") ¢ S'(R") € D'(R")

et que §’'(R") s’injecte continiment dans D'(R™).

Remarque 2 — 2

On peut voir par exemple que S’'(R") est un sous-espace propre de D'(R") i.e. que

I'inclusion de S'(R™) dans D'(R™) est stricte.
“+oo
En effet soit la série  f(t) = ZekQ(S (t—k) qui est une série convergente dans D’'(R)
k=1

et qui définit une distribution de D’ (R), mais elle ne converge pas dans S'(R).

En effet, soit ¢ € D(R), alors

+o0

(f ey => ok (2.29)

k=1
puisque @ est a support compact et donc la série ne posséde qu’un nombre fini de termes.
D’autre part, si on prend ¢(t) = e~2" € S(R) alors la série (2.29) ne converge pas et
donc f ¢ S'(R).
Proposition 2 — 2

LP(R™), 1 < p < 400, est un sous-espace de S'(R").
Preuve

En effet tout élément f € LP(R™) définit une forme linéaire continue sur S(R") par
o [f@)pla)da
Rn
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pour tout ¢ € S(R™) on a

1 1
o) = /f )43 < || fll gy 9]l pagany < 00 (245 = 15 inégalité de Hilder)
b q

(2.30)
car p € S(R™) C LY(R™). En plus, d’aprés l'injection continue de S(R") dans LI(R")
i.e. si la suite {¢y}, .y converge vers zéro dans S(R™) alors elle converge vers zéro dans
Li(R™) et d’apres l'inégalité (2.30) on a (f , ¢x) — 0 quand k — oo. Alors f est
continue sur S(R") i.e. f € S'(R™).

Exemples
(i) Tout polyndéme P(x Z anx® , a, € C, définit une distribution tempérée
par : lsm
(0= / P(e)pla)ds . Vg € S(RY).
]Rn
En effet

\<f,so>|=/P( dx<2|aa|/|x o)| da

|a|<m
<3 Jadl / (1+ [2)% ()| dz
|a|<m R™
S S A I L R I S S C 1
la|<m n

La continuité de f résulte de I'inégalité précédente (2.31), et la linéarité est évidente.

(71) Soit f une fonction continue sur R telle que pour tout m € N

sup [(1+ [2%)7% | £(@)]] < oo (2.32)

FASING

une telle fonction s’appelle une fonction a croissance lente a ’infini ou fonction tempérée.
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Cette fonction définit une distribution tempérée, en effet
(9= [Fa)ewin |, vpeSE)
Rn

Alors

m

(f 5 #)l S/(1+Ix\2)2 F@) L+ |27 [p(x)|de , meN,

Rn

< sup [(1+[2") F /@] [ 1+ E @) (14 af?) "

z€R™

< sup [(1+ o) (F@)] | [ o) o) s ole) (233

n

En utilisant cette inégalité on peut facilement voir que f est une forme linéaire conti-
nue sur S(R™).

(7i1) Toute dérivée au sens des distributions d’une fonction tempérée continue est
encore une distribution tempérée. En effet, pour ¢ = D*f , ou f est une fontion

tempérée, alors
(92 @) =07 [ H)De@ids Vo e SR
R”’L

et la conclusion résulte de 'exemple précédent.

(iv) La fonction f(x) = e”cos(e”), x € R, n’est pas une fonction tempérée mais elle
définit une distribution tempérée.

En effet, il est facile de voir qu’il n’existe pas un m € N tel que |z|™™ e* cos(e”) soit

bornée quand x — +oc.
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Mais pour ¢ € S(R) on a

+00 +00 +oo

/ f@)p(z)dr | = / e cos(e)p(x)dz | == |[sin(e)p(a)] 7 — / sin(e”)g! (2)dr |
- / sin(e”)!(z)der| < / (1 [2?) |/ (@)] (1 + [2[2) e
< sup [(L+ ]z} ' ()] (2.34)

ce qui définit une distribution tempérée.

2.3 La transformation de Fourier dans I’espace L'(R")

Définition 2 — 4

La transformée de Fourier d’une fonction ¢ € L'(R™) est définie par

B(6) = (Fo) (6) = / exp(—iz€)p(z)dn , £ER®, on aE=3 m&.  (235)
k=1

Rn
Il est clair que
16(6)] < / @) dz = ¢l gn » YEER (2.36)
Rn

c’est-a-dire que ¢ € L*(R").

De plus, si {&}est une suite de R™ qui converge vers &, alors
6(6) = (O] < [ lexp(~iag) = expl—ize) | o(o)] da (237)
Rn

D’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, le second membre de

I'inégalité de (2.37) converge vers zéro quand k — +oo, et donc $(&) est une fonction
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continue sur R". En conclusion la transformée de Fourier d’une fonction ¢ € L'(R") est

une une fonction continue et bornée sur R”.

En général, ¢ n’est pas intégrable. Par exemple la fonction

1 si|z| <1;
p(r) =

0 sinon ;

Sln £

alors $(¢) = ¢ L'(R).

Mais si ¢ est intégrable on peut exprimer ¢ en fonction de ¢ par la formule de

Fourier inverse

o(@) = (F¢) (x) = (2m) " / expliz€)p(€)dE , © €R" . (2.38)

Rn”

Quand f et o € L}Y(R™) on a aussi f ¢ € L'(R"), car ¢ est une fonction bornée et

de plus on a

[t@i@s = [1@) | [ep(-imoete)ds | do (2.39)

d’aprés le théoreme de Fubini on aura donc

/ f(2)p(x)dz = / () / exp(—ixt) f(z)dz | dE = / fOple) de (240

Rn Rn n Rn

qui est appelée formule de Parseval de la transformée de Fourier.

Une autre formule qui se déduit directement de la formule précédente (2.40) est

/ F(©)@(&)d¢ = (2m) / f(z (2.41)
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d’ot on aura immédiatement

/4@

De la définition de la transformation de Fourier et des relations précédentes il est

2d5: (27r)"/|f(x)]2dx, f € L*(R™). (2.42)

facile de déduire les propriétés suivantes.

Propriété 1 Sipet p € L'Y(R") on a

(F ) (2) = (2m) " (F@(€)) (2) , o @(§) = p(=¢). (2.43)

Propriété 2 Sip e L'(R") et 2%p € L'(R") pour tout multi-indice o € N" alors

— olel

D?@(f) = F((—ix)" )(§) = ((—ix)* )(§) , on Dg = DETTOES? .. e

(2.44)

Propriété 3 Sip e L'(R") et Dy € L'(R™) pour o un multi-indice de N™ alors

_— olel

F(DFe)(§) = (Do) () = (i)" 4(§) =, ou Dy = - (249)

- [a%1 a2
0x " 03> ...0xon

2.4 La transformation de fFfourier dans 1’espace de

Schwartz S(R")

Pour pouvoir étendre la transformation de Fourier aux distributions tempérées on
va d’abord 'é¢tudier dans I'espace S(R™). Puisque S(R™) C L'(R") alors on définira la

transformée de Fourier d'une fonction ¢ de S(R") par la méme relation (2.35) i.e.
56 = (F) (€)= [ ew(-in)plats , € € R (2.46)
Rn

Le résultat suivant est tres particulier et trés intéressant, qui est une caractérisation

trés spéciale de la transformation de Fourier sur 'espace de Schwartz S(R™).

33



Théoréme 2 — 5

La transformation de Fourier F est une application linéaire bijective bicontinue de

S(R") sur S(R") et on a
FF' = FLF =identité de S(R™).

Preuve

Montrons tout d’abord que F et F~! envoient S(R") dans S(R"). Comme F 1y =
(2m)" F(p), alors il suffit de le faire pour F.

Tout d’abord, si ¢ € S(R") alors Fo € C*(R"). En effet pour tout = fixé de R™
la fonction £ +— exp(—izf)p(z) est une fonction de classe C*°(R™) et que pour tout

multi-indice § € N” on a
D (eXp(—i:vé)sO(x))‘ = |(—iz)” exp(—iz€)p(z)| = [¢7p(x)| € L' (R") (2.47)

et par suite D? (Fe) (€) pour tout multi-indice 5 € N" i.e. Fp € C°(R") et on a
D} (F0)(©) = [ expl-ia)(~ia) (o) (2.48)
Rn”

Par des intégrations par parties successives on peut facilement montrer que pour «

et € N"on a

()" D} (F¢) (€) = [ exp(-ia) D5 ((~ix)plw)) do (2:49

Rn

on déduit alors que

D] (Fo) ( / D2 (2°¢p(z))|da < +o0 , VE € R™. (2.50)

Ce qui prouve que ¢ = Fp € S(R"), et d’apres la formule de Leibniz 1'application
¢ — F est continue de S(R™) dans S(R™). La linéarité est évidente par définition de la
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transformation de Fourier.
De méme d’aprés les propriétés de la transformation de Fourier, données plus haut

sur lespace L'(R™), on sait que pour p € S(R") C L'(R")
F(Fle)=p=F"1(Fp) ,

ce qui prouve que I'application F est injective de S(R") dans lui-méme ( resp. F1).

Remarque 2 — 3

Puisque pour toute fonction ¢ € S(R") C L*(R™), on sait que z%p € LY(R"), D% €
LY(R™) et ¢ € S(R™) C L*(R"), alors la transformation de Fourier dans I'espace S(R")

posséde les mémes propriétés que dans Pespace L!(R™).

2.5 La transformation de Fourier dans I’espace S'(R")

D’apres la formule de Parseval (2.40) on sait que

/ f ()¢ (x)dz = / F(€)el6) de | (2.51)

R R™

par l'utilisation de cette relation (2.51) on est bien motivé pour définir la transformée de
Fourier d’une distribution tempérée. S’il n’y a pas d’inconvénient on notera par F f = f
la transformée de Fourier d’une distribution tempérée f.

Définition 2 — 5 (Théoreme)

Si f € §'(R™), la transformée de Fourier de f , notée F f ou f, est la forme linéaire

définie sur S(R™) par

(Ff, o) =(f,Fp) ,YoecSR"); (2.52)

et Ff est une forme linéaire continue sur S(R") ie. Ff € S'(R").

En effet, la linéarité de Ff se déduit de la linéarité de f et de la linéarité de trans-
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formation de Fourier sur S(R™). La continuité est une conséquence de la continuité de f

sur S(R™) car 3C' >0 et k,l € N tels que

(Ff o =I(f, Fe)l <CY e s(Fp) , Vo € S(R). (2.53)
o<k
1B1<i

Comme la transformation de Fourier F est continue de S(R") sur S(R") alors chaque
semi-norme 7, 3(Fp) est majorée par des semi-normes de ¢ dans S(R™), d’ou la conti-
nuité de Ff dans S’'(R™).

De la définition précédente on est en mesure d’énoncer un théoréme analogue au

théoréme 2-5, qui concerne la transformation de Fourier pour les distributions tempérées.

Théoréme 2 — 6

La transformation de Fourier F est une application linéaire bijective bicontinue sur

les suites de S'(R™) dans S'(R™) et on a
FF'f=F'Ff=f, Vfe SR".

Preuve

Cela résulte de la définition (2.52). En effet
FFYf=F1'F f=f pourtout f ¢ S'(R"),

car

(FIUFf,o)=(f, FF'o)=(f,¢) , VoeSR");

de méme

(FFU o) =(f, F'Fo)=(f, ¢) , Vo SER").
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Donc F est bijective. Ensuite, si fr — f , quand k — 400, dans S'(R") alors

(ffk,90>:<fk,F<p>—><f,.7:g0>:<ff,go),quandk—>—{—oo,

ie. Ffy — Ff,quand k — 400, dans S'(R™). De la méme maniére on démontre que

F~1 est continue sur les suites de S'(R").

Exemple
+oo

Soit g = ng € §'(R™) alors, pour tout ¢ € S(R™) on a
k=1

(Fg, vy ={g, Fp)= lim <;9k , Fo > = lim <;ng : 90> o (254)

+00
et donc Fg= Zf gr dans S'(R™), ce qui n’est pas vrai dans le sens classique.
k=1

2.5.1 Propriétés de la transformation de Fourier dans S'(R")

Les propriétés suivantes sont vérifices dans S’'(R™) et elles sont similaires a celles
données dans S(R™).
Propriété 1 (Dérivation de la transformée de Fourier)

Pour tout f € S'(R") et pour tout & € N” on a

— glal

D? [f] (5) = ]:((_Zm)a f)(f) = ((_im)a f)(g) ; ol D? = 65?10532--06%.

(2.55)

En effet, pour ¢ € S(R") on a

(DEFI1©) . 9(€)) = (=) N(F[f1(&), Dew(€)) = (I (f(z) , F[DEp(€)] (x))
= (=) (f(2) , (i2)*F[g] (2)) = {(—iz)" f(x) , F[g] (2))
(Fl(=iz)* f()] (€) » o(€)) - (2.56)
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En prenant f =1 il est facile de voir que
F2°)(§) = ()" DeF (1] () = (2m)" () DZa(e). (2.57)
Propriété 2 (La transformée de Fourier de la dérivée)

Pour tout f € §’'(R") et pour tout @ € N” on a

. loe|
FID) () = (O°F (1) (€) = (i€)°f€) . on Df= 0 (2.58)

- a1 g .
0x{" 0x5?...0xon

En effet, pour ¢ € S(R") on a

(FIDf(€) , 0(&) = (D2f (x), Fle©)](x)) = (1) (f(z), D2F [¢] (x))
= (=Dl (f(x) , FI(—i&)*¢] (2)) = (F[f(@)] (€) , (i&)*e(€))
(GOF [f(@)] (&), @(©)) . (2.59)

Si on prend f =0 on aura

F Do) (§) = (i€)*F [0] (€) = (i€)". (2.60)

Propriété 3 (La transformée de Fourier d'une translatée)

Pour tout f € S'(R") on a
Ff(z = 0)] (§) = exp(—iwo) F [f](§), Vao € R™ (2.61)
En effet, pour ¢ € S(R") on a

(Flf(@=z0)] (£) s (&) = (f (x = m0), Flp©)](x)) = (f(z), Fle(E)] (x+ o))
= {f(z) , Flexp(—izo&)e] (x)) = (F[f(x)](£) , exp(—izo€)p(E))
= (exp(—izo) F [f ()] (€) , ¢(£))- (2.62)
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Propriété 4 (La translatée d’'une transformée de Fourier)

Pour tout f € §'(R") on a

Ff1(E = &) = Flexp(izto) f] (§), Y& € R". (2.63)

En effet, pour ¢ € S(R") on a

(FIUNE=8), 9€) = (FIE), ¢€+&)) = {f(z), Flp(+ &)l (x))
(f(x) , exp(izo) F [¢] () = (exp(izto) f(x) , Fg] (x))
= (Flexp(ix&o) ] (§) , ¢(£))- (2.64)

Exemple
En utilisant la définition de la transformée de Fourier d’une distribution tempérée

(2.52) et les propriétés précédentes on peut facilement voir que

Fo(x—a)](§) =exp(—ia), & €eR"et a € R" |
(4) et
F[(exp(iax)] (¢) = (27)"6(¢ —a), & €R" et a € R".

F[D¥5(x —a)] (§) = (i&)*exp(—ial) , £ € R", a € R" et a € N",
(”) et
Fl(—iz)* exp(iax)](§) = 2m)"Dgé(§ —a), § €R", a€R" et a € N".

Montrons d’abord (7). En effet, pour ¢ € S(R") on a



d'ou F[d(z — a)] (§) = exp(—ia&) et donc pour a = 0 on aura F [§] = 1.

Par application de F~! on peut voir que
S(x — a) = F fexp(iat)] = (2m) " F [(exp(~iat)]] = (2m) " F [(exp(iat)] . (2:66)

d'on  Fl(exp(iar)] () = (2m)"0(£ — a) et donc pour a = 0 on aura F [1] = (27)" 6.

Montrons maintenant (ii). En effet pour ¢ € S(R") on a

(FDg(z —a)l (&), ¢(€)) = (DIo(x — a), (Fy) () = (=1)*1{(d(z — a), Dg (Fo) ()
= (=1 DZ (Fp) (a) = (-1 F[(~i&)*¢] (a)

+o00
- / (i6)° expl—ia€ ) p(€)dE = ((i€)" exp(—iat), @(€)).

(2.67)

Par I'utilisation de la transformation de Fourier inverse on déduit facilement que

Dgo(z —a) = FH[(i6)" exp(—ias)] (z) = (2m) " F[((i€)* exp(—iag)))(x)
= (2m) 7" F(—i§)" exp(iag)](x) (2.68)

c’est-a-dire

Fl(—iz)* exp(iax)] = (2m)"Dgo(§ — a). (2.69)

2.5.2 Théoréme de convolution dans S'(R")

Ce qu’on entend par théoréme de convolution c’est la relation
FLf = g9 = FIf]Flg] (2.70)

qui a un role important dans la théorie de la transformation de Fourier, en

particulier dans ses applications aux équations différentielles.
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La relation (2.70) est vérifiée par exemple quand f et g € S(R™) car f*xg € S(R")

ce qu’on peut voir par utilisation du théoréme de Fubini comme suit :

FIf * g)(6) = / exp(—izt) (f * g) (¢)dz = / exp(—iz€) / F)g(x — y)dy| da

R”

B / / exp(—i(z — y)€) exp(—iyé) f(y)g(x — y)dydz

Rn Rn

_ / exp(—iy€) / exp(—i(z —1)E)g(x — y)dz | F(y)dy

R n

8(¢) / exp(—iyé) f(y)dy = §(E)F(€) € SEM. (2.71)

R

Ainsi par application de la transformation de Fourier inverse on peut facilement
conclure que f x g € S(R") a chaque fois que f et g € S(R"). De la méme maniére on

peut facilement vérifier que pour f et g € S(R") on a
Ff gl = @n)"F {17 g] € S(R™). (2.72)

On sait aussi, d’apres le chapitre 1, que le produit de convolution de deux distributions
quelconques peut ne pas étre défini et que si I'une au moins des deux distributions est
a support compact, i.e. appartient a £&'(R™), leur produit de convolution aura un sens et
définit une distribution dans un sens bien précis.

Soient maintenant f € S'(R™) et g € S(R™) et en utilisant la méme définition (1.22)
du chapitre 1, pour le produit de convolution, on définit le produit de convolution f * g

comme étant la fonctionnelle donnée par

(fxg, )= (fx), d) (2.73)

ol

Y(x) =(9(y) , vz +y)), »ecSR") (2.74)



c’est-a-dire

b(z) = / o(y)ele + y)dy = / oy — 2)p(y)dy

_ / 3z — y)e(y)dy = (% 9) (z) € SR, (2.75)

ce qui montre que la relation (2.73) est bien définie.

I1 est bien clair que le produit de convolution f* g, pour f &€ S'(R") et g € S(R"),
défini par la relation (2.73) est une fonctionnelle linéaire sur S(R™). Pour montrer la

continuité, on prend une suite {¢;}, de S(R™) qui converge vers zéro dans S(R"). Alors

V() = (o1 % ) (2) = F 1 (F [0 * 9]) ()

=F Y (Fler] F[g]) (x) — 0 dans S(R"), (2.76)

par continuité de la transformation de Fourier et de la transformation de Fourier
inverse dans S(R™).
Donc  (fxg, vr) = (f(z), Yr(x)) — 0 quand k — +oo. Ainsi fxg € S'(R"), i.e.

une distribution tempérée.

Enoncons maintenant le théoréme de convolution pour les distributions.
Théoréme 2 — 7 (Théoréeme de convolution)

Soient f € S'(R") et g € S(R"), alors

FIf =gl = F[f1Fg]- (2.77)
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Preuve

Soit ¢ € S(R"), alors

(Flf=gl, o) =(f*g, Flel) = (f(z) , (9(y) , Flel(x+y))
=(f(z) , Flel*9). (2.78)

En utilisant la relation (2.70), le théoréme de convolution dans S(R"), et la formule

d’inversion on aura

Flelxg=Flel«F(F ) = (2m) " F ] = F (Flg))
= @2m) " F [F Y (Flel = F(Flgl)] = FleFlg]] (2.79)

et donc

(FIf x gl o) = (f(=) , FleFlgl) = (FIf1 , »Flgl)
=(Flf1 Flgl, #)- (2.80)

2.6 Exercices

Exercice 1

Soit @ € R, a > 0. Calculer les transformeés de Fourier des fonctions suivantes :

, a
1 si |z <= 1—m si x| <a
2 a
1) f(z)= ;2) flz) = :
, a
0 si |a:|>§ 0 st |zl >a
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0 st <0

Exercice 2
Soit f une fonction appartenant a L'(R).

1) Montrer que la transformée de Fourier de f peut s’écrire sous la forme

“+o00 +oo
Flf(x)] = f(w) = Q/fpaire(x) cos(wx) dx — Qi/fimpaire(x) sin(wz) dx |
0 0
Ol fpaire(z) désigne une fonction paire et fimpaire(z) désigne une fonction impaire.

2) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la transformée de Fourier

d’une fonction réelle soit réelle.

3) Montrer que si f est une fonction paire, alors

“+o00

fuun:f@ozz/f@w%@mwm;

0

et que si f est une fonction impaire, alors

fwmn—fwy——m/j@mmw@dm
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Exercice 3

Soient f et g deux fonctions données par :

, 1
1 sz < 3 1— |z
flx) = ; g(x) =
1
0 J > = 0
si |zl 5

1) Calculer la transformée de Fourier de la fonction f .

2) Montrer que

si Jz| <1

si x| >1

3) Calculer la transformée de Fourier de g¢'(x) et en déduire celle de g(z).

4) Sachant que le produit de convolution (f * f) (z) appartient & L'(R). Calculer la

transformée de Fourier de ( f * f) (x) et déterminer (f * f) (z).

Exercice 4

En utilisant la transformée de Fourier :

1) Déterminer la solution de 1’équation de la chaleur

ou 0%u

E:a@, a>0
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w2

avec la condition initiale : u(x,0) = p(z) . |Ind: F [e‘o‘xﬂ = \/feﬁ
a

2) Résoudre ’équation intégrale suivante :

+oo

f(2) = g(o) + / k(e — ) f)dy

—00

ol g et k sont des fonctions connues ainsi que leurs transformées de Fourier respectives

g et k.
Exercice 5

On rappelle qu’une distribution f € D'(R") est dite homogene de degré A € R si

(f o) =t (f ), YpeDR") , ¥t>0 (oug(z)=p(tr)).

Montrer que la transformée de Fourier d’une distribution tempérée homogéne de

degré X\ est homogene de degré —n — A.
Exercice 6

Une distribution tempérée f € S’(R) est dite paire ( resp. impaire ) si

(f, 2=, 9 (resp. =(f, ), VpeSR)ou @(x)=p(-z).

Montrer que si f € S'(R) est paire ( resp. impaire ) alors sa transformée de Fourier

est paire ( resp. impaire ).
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Exercice 7

1
1) Calculer la transformée de Fourier de la distribution f = VP(—) et en déduire
x
la transformée de Fourier de la distribution H(z), i.e F H(x), et sa transformée de

Fourier inverse, F 'H(x), ou H(z) est la fonction de Heaviside :

1 st >0
H(z) =

0 st x<0

2) En utilisant I'identité
|| =xH(x) —xH(—x) .
1
Calculer la transformée de Fourier de |z|, i.e F|z| et en déduire F (P f —2) .
T

Exercice 8

Soit la fonction signe sur R définie par :

1 s2 >0
Sign (x) = 0 si =0
-1 st <0

Montrer que :

N4
(1) ESmn (x) =26 ;

(i1) F(Sign (2) ) = —2i VP(3).

X
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