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RESUME

L’objectif principal de ce mémoire est la recherche des formules explicites pour
la solution de deux équations et de deux systemes d’équations aux différences non

linéaires d’ordre deux.

Nous donnons dans le premier chapitre les définitions principaux de la théorie

d’équations aux différences, de plus nous étudions la suite de Pell.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons les formes explicites des solutions de
deux équations aux différences non linéaires d’ordre deux en fonction des nombres de

Pell généralisés.
Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons les formes explicites des solutions
du deux systemes d’équations aux différences d’ordre deux avec leur solutions sont

donnés en terme des nombres de Pell généralisés.

Mots-clés : Equations aux différences, systemes d’équations aux différences, sta-

bilité, nombres de Pell généralisés, forme de solution.
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ABSTRACT

The purpose of this work is the search for explicit formulas of the solutions of two
second-order nonlinear difference equations and a two systems of nonlinear difference

equations.

In the first chapter, we give the definitions of difference equations theory. Moreo-

ver, we study the Pell sequence.

In the second chapter, we give the explicit form of the solutions of a two second-

order nonlinear difference equations in terms of generalized Pell sequence.

Finally, in the last chapter, we give the explicit form of the solutions of a two
systems of second-order nonlinear difference equations with their solutions are given

in terms of generalized Pell sequence.

Keywords : Difference equations, systems of difference equations, stability, gene-

ralized Pell numbers, form of solution.
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INTRODUCTION

L’objectif principal de ce mémoire est la recherche des formules explicites pour
la solution de deux équations et de deux systéemes d’équations aux différences non

linéaires d’ordre deux.

Les équations aux différences sont a la base de 1’analyse appliquée depuis L. Euler
(1707 - 1783), P. L. Tchebycheff (1821 - 1894) et A. A. Markov (1856 - 1922). En réalité,
le concept de récurrence, qui est la base de ce genre d’équations, est apparu depuis

I'époque de De Moivre (1667-1754).

Une équation aux différences est une équation, dont I'inconnue est une suite, qui
relie plusieurs termes d"une méme suite. Elles revétent une importance particuliere
dans plusieurs domaines et disciplines scientifiques, ceci par leurs champs d’appli-
cations avait connu une diversité qui touche des domaines comme : 1'économie, la

biologie, la théorie des probabilités, 1’écologie, . . ., etc.

D’'une part, elles sont utilisées pour la simulation des équations différentielles
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ordinaires ou aux dérivées partielles, dans 1’analyse numérique pour la résolution des
équations a 'aide des suites, avec la recherche de la valeur approchée de la solution
par exemple le schéma numérique d’Euler ou de Runge-Kutta.

D’autre part, elles sont utilisées en modélisation des phénomenes de la vie réelle, car

la plupart des mesures de 1’évolution des variables temporelles étant discretes.

Plus important encore, les équations aux différences linéaires sont des sujets de la
théorie des équations aux différences bien comprises, car elles se basent principalement
sur les propriétés de l’algebre linéaire qui offrent des méthodes simples pour résoudre
ces équations, contrairement a la théorie des équations aux différences non linéaires
restent un sujet difficile pour les mathématiciens, car il n’existe pas une méthode sy-

thématique pour trouver une forme explicite pour la solution.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Apres l'introduction on a :

Dans le premier chapitre, nous avons divisé le travail en deux parties, la premiere
partie, nous avons donnés des définitions et résultats généraux sur les équations et les
systemes d’équations aux déférences, la deuxieme partie est dédiée a 1’étude de la suite

de Pell.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons a donner la forme explicite des

solutions de deux équations aux différences non linéaires d’ordre deux suivantes :

+1

- Xp(x,1 F2)—1

Xn+1 ’ ne NO/

avec les valeurs initiales x_1, xo sont des valeures réelles arbitraires.

Et donner la relation entre ses solutions et les nombres de Pell généralisés.
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Dans le dernier chapitre, nous donnons la forme fermée des solutions de deux

systémes d’équations aux déférences non linéaires d’ordre deux suivantes :

_ +1 B +1
oy F2) -1 Yn1 = XYy F2) =17

Xn+1 n € Ny,

avec les valeurs initiales x_1, xo, y-1, o sont des valeures réelles arbitraires.

Enfin, nous avons donné la conclusion de ce travail.



CHAPITRE 1

QUELQUES PRELIMINAIRES ET LES
SUITES DE PELL

1.1 Quelques préliminaires

Dans cette section, nous allons donner quelques définitions de base et des résul-
tats généraux concernant les équations, les systemes d’équations aux différences et la
stabilité de ces derniéres, ainsi que quelques théoremes qui nous seront utiles pour la
suite de notre mémoire. Dans toute la suite, on définit I’ensemble IN,J;O par ’ensemble

des nombres n € N tel que n > ny.

1.1.1 Equations aux différences linéaires

Définition 1.1.1 ([6])
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e L'équation

Xnk + P1(M)X k-1 + -+ + pe(n)x,, = g(n), (1.1)

avec, po(n) = 1, p1(n), p2(n), ..., pr(n), et g(n) sont des fonctions définies sur IN,,,, s’ap-

pelle équation aux différences linéaire d’ordre k dés que pr(n) # 0.

o En générale on associé k conditions initiales avec I'équation (1.1)

Xng = C1, Xngs1 = €2, « vy Xpgak—1 = Ck, (1.2)

avec ¢c;,i =1, ..., k sont des constantes réelles ou complexes.

e Sig(n) =0, I'équation (1.1) est dite homogeéne et elle s’écrit comme suit

Xn+k + P1(M)X a1 + - - + pe(n)x, = 0. (1.3)

e Si les fonctions pr(n), Yn > ng sont constantes, I"équation (1.1) est dite autonome.

Définition 1.1.2 ([6])
Une suite {x,}n=n, est dite solution de I'équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) si elle

satisfait la relation (1.1).

Théoréme 1.1.1 ([6])

L’équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet une et une seule solution.

Théoreme 1.1.2 ([6])
L’ensemble S des solution de I'équation aux différences homogene (1.3) est un espace vectoriel

sur IK de dimension k.

Définition 1.1.3 ([6])
Un ensemble de k solutions libres de I'équation aux différences (1.3) est dit ensemble fonda-

mental des solutions.
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Théoreme 1.1.3 ([6])(Théoreme fondamental)
Sipr(n) # 0, VYn > ny, I'équation aux différences linéaire homogene (1.3) admet un ensemble

fondamental des solutions.

Théoreme 1.1.4 ([6])

Soit I'équation linéaire homogene autonome
Xk + P1Xnak-1 + -+ + P = 0. (1.4)

La solution générale de I'équation (1.4) s’écrit :
r mi—1
X, = Z Z ci,jnj)\?, Ci,j € R, (15)
i=1 j=0

]
— Le parametre r < k désigne le nombre de racines distinctes du polyndme caractéristique

définie par :
k
p(A) = ) pid . (16)
i=0

— Le parametre A; désigne une racine du polynome caractéristique (1.6).
— Le parametre m; désigne la multiplicité de la racine A,.

— Les coefficients c; j sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions initiales.

1.1.2 Equations aux différences non linéaires

Soit I un intervalle de R et soit f : ["*! — I est une fonction définie.

Définition 1.1.4 ([6])

Une équations aux différences d’ordre (k + 1)

Xni1 = f(Xn, Xu-1, .-, Xuk), 1 €Ny (1.7)
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avec les conditions initiales xo, X_1, ..., Xu—x € I, est dite non linéaire si n’est pas de la forme

(1.1).

Définition 1.1.5 ([6])

Un point X € I est un point d’équilibre de I’équation (1.7) si
x=f(%%...,%),

autrement dit

Définition 1.1.6 ([6])
Une solution {x,},-_ de I"équation (1.7) est dite éventuellement périodique de période p € N
si

AN > -k xu4p =x,, Yn=N.

Si N = —k, on dit que {x,},>_i est périodique de période p.

Définition 1.1.7 ([6])

Un intervalle | C I est dit intervalle invariant pour I'équation (1.7) si

X_j,Xfs1,--, X0 €] =>x, €], VYnelN.

1.1.3 A propos de la stabilité

Définition 1.1.8 ([6])
Soit X un point d’équilibre de I'équation (1.7).

1) X est dit localement stable si
VYe>0, 30>0, Vx_i, Xps1,---,X0 €1 |x_p = X| + |Xpy1 = X| + -+ - + |xg — X| <9,

alors

X, —X|<e, Vn>-—k.
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2) X est dit localement asymptotiquement stable si
e ¥ est localement stable,
e 18>0, Vi, Xjs1,. -, X0 €1 X=X+ |Xpp1 =X+ -+ |xg—X| <&,
alors

lim x, = .

n—+oo

3) X est dit globalement attractif si

vx—k/ X_k+1,---,%0 € I/ lim Xy = X.

n—+00

4) x est dit globalement asymptotiquement stable si
e X est localement stable,
o X est globalement attractif.

5) Le point X est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Définition 1.1.9 ([6])
Soit f une fonction continument différentiable.

On appelle équation aux différences linéaire associée a I’équation (1.7) autour de X I'équation

Yue1 = PoYn + P1Yn-1 + - + PkYuts (1.8)

aovec

et
f: Jkt1 — ]

(o, 1, .. ) += fluo,thy, ..., ty).

1.1.4 Stabilité par la linéarisation

Théoreme 1.1.5 ([6])
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e Sitoutes les racines du polyndme caractéristique de I'équation aux différences linéaire associée
sont dans le disque unité ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre X de Iéquation (1.7) est

asymptotiquement stable.

e Si au moins une racine du polynome caractéristique de I'équation aux différences linéaire
associée a un module supérieur a un, alors le point d’équilibre X de I'équation (1.7) est

instable.

Théoreme 1.1.6 (Théoréme de Clark,[4])
Une condition suffisante pour la stabilité locale asymptotique du point d’équilibre X de I"équation
(1.7) est

Ipol + [p1] + -+ + [pe] < 1.

1.1.5 Systémes d’équations aux différences non linéaires
Soient fU, f@, ..., f des fonctions contintiment différentiables, tel que
SO X B % xBTS I, i=1,2,.,p,

oul;,i=1,2,...,p sont des intervalles réels.

Considérons le systeme de p équations aux différences

n 1) (D (1) o @ 2 (2) » P ®)
x) = f )(xn X x0T XX ,xn_l,...,xn_k),

2  _ 2) (1) (1) @ 2 Q) (2) » ..p )

X, = f( )(xn P Xy e Xy L X Xy e X e Xy ,xn_l,...,xn_k), (1.9)

m @ @ o L2 2 2 » (9]
xo= f® (xn X e XX XX X ,xn_l,...,xn_k),

ot 1,k € Ny, (x%, 2 MNepr, i=1,2 Défini la foncti
, o (X0, x5 g ) €I, i=1,2,...,p. Définissons la fonction

. 7hk+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
H:LT XL7 X XL - [0 XLT XX
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par
1 1 1 2 2 2 ) r)
Hw) = (£ @), £ @), ..., [ @), £ @), fP@), ..., fE@), ..., [ @), [ w),
avec
® M o @ @ u? ® @ ®\’
w = (0,1,.. Uy U Uy U, 0,1,...,uk),
fOw) = fOw), [Ow) =ul,..., [Qw) =u?, i=12,...,p.
Posons,
—(® D D@2 @ ) P ®)
wn—(xn DX e X Xy X e X Xy X, X n_k> .
Ainsi, le systeme (1.9) est équivalent au systeme
Wy = H(w,), n €N,
c’est-a-dire
) — D (D AL (2) @ Pac (P) (P) v)
xn+1 - f( ( 4 nl"" nk’ 4 nl""’ n—k""’ ”’ nl""’xn—k
e .
M — 0
Yotk = Mpokers
@ — 2) (D 4 @D 2@ 42 @ ® P (P)
xn+1 - f()< 4 nl’ "’xn—k’ ’xn—l""’ n—k’ """ rXn ’xn 1707 n—k
2 e
) — 2
Yok = Xukn
») — @ M 2@ 42 Pac ® P (P)
xn+1 - f(P)( ¢ nl’ "’xn—k’ ’xn—l""’ n=k’*"" 7 Xn ’xn 170 n—k
xif’) — qup)
®) — 4P
Yok = Xuken

10

o [P W),

(1.10)

)

)

)
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Définition 1.1.10 (Point d’équilibre)

1) Un point (x0,x®, ..., x¥) e I X I x - X I+ est dit point d'équilibre de (1.9) si

W o= (30,0838, T, 5, ).

Autrement dit (W, x@, ... ,W) est une solution de (1.9).

2) Un point w = (W,W,...,x(l),x(z),x@),...,ﬂ,...,W,W,...,@) eI XIET X X

I’;*l est point d’équilibre du systéeme (1.10) si

w = H(w).
1.1.6 A propose de la stabilité
Définition 1.1.11 ([6])
Soient w un point d’équilibre du systeme (1.10) et ||.|| une norme, par exemple la norme

euclidienne.

1) Le point d’équilibre w est dit stable (ou localement stable) si pour chaque ¢ > 0, 36 > 0,

tel que |lwo — w|| < 6 implique ||w, —wl|| < & pour n > 0.

2) Le point d’équilibre w est dit asymptotiquement stable s’il est stable et s'il existe y > 0,

tel que |lwo — w|| < y implique ||w, —w|| = 0, n — +oo.

3) Le point d’'équilibre w est dit globalement attractif ( respectivement globalement at-
tractif de bassin d'attraction l'ensemble G C I}™' x I;*! x - -- X I{*1) si pour chaque Wy

(respectivement pour chaque wy € G)

llwn = wl| = 0, 1 — +co.
4) Le point d’équilibre w est dit globalement asymptotiquement stable si

11
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e Le point d’équilibre w est stable,

o Le point d’équilibre w est globalement attractif.

5) Le point d’équilibre w est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Remarque 1.1.7 ([6])

1l est clair que (xM,x®, ..., x®) e I X I x - X It est dit point d'équilibre de (1.9) si et

seulement si w = (W,W,...,x(1>,x<2),x(2),...,ﬂ,...,ﬁ,ﬁ,...,ﬁ) eI X IE ! x--- x

I’;” est un point d’équilibre du systeme (1.10).

Définition 1.1.12 (systéme linéaire associé)
Le systéme linéaire associé au systeme (1.10) autour du point d’équilibre

@ = (x®,x0,...,x0,x0,x@, ., x®, .. 0, x0), ..., x®) est donné par :

Wpe1 = Aw,, n €Ny, (1.11)

12
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avec A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre w, donnée par :

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
iy’ dfy’ Iy dfyT dfy  dfyT  dfyT dfyt dfy
8u(()1) 8u§1) 8u,(cl) 8uéz) 8u§2) 8u,((2) 8ug’) 8u§p ) 8u,(f )

of IR R oY af” af” A 9" af”

duy) oy’ ol oug’ ou?  ow? o oul  oul

:(1) :(1) : :(1) :(1) :(1) : :(1) : :(1) :(1) : :(1)
afk 8fk afk 8fk afk 8fk ka 8fk ka
(9u(()1) 8u§1) (9ul((1) 8uéz) é?u(lz) 8u,(<2) au(()p) 8u§’” ) 81,1,((?)

ORI IR R IR ARy oY IRY IR

A= 8u61) 8u§1) o"'u,((l) 8u(()2) 8u§2) 8u,({2) 81,1(()”) 8u§p ) 8u,(f) ,

D) A D) AL A AL A D) )
o'?fO &fo 8f0 afo afo 8f0 8f0 8f0 8f0
81451) c?ugl) 8u,((1) 8u§)2) 8u(12) Quf) &ug’ ) 8u§p ) 8u,(f )

of of” af of of” af” af” af”  of”
auf)l) &uil) c%l,({l) 3“5)2) u? 8”1(3) a”(()p) auip) a”'(f)

0 fk(p) p) fk(P) po fk(p) b f(P) ) f(P) p) f(lﬂ) 0 fk(p) p) fk(lﬂ) 0 fk(P)

k k k
duy) oy ol oug ou?  ow?  oul oul’  oul

tel que
fﬁ:f}@(w), i=1,2,...,p, j=0,1,...,k

Théoreme 1.1.8 (Stabilité par linéarisation, [6])

1) Sitoutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert (c’est-
a-dire |A| < 1), alors le point d’'équilibre w du systeme (1.10) est asymptotiquement

stable.

2) Siau moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur a un, alors

le point d’équilibre w du systéme (1.10) est instable.

13
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1.2 Les suites de Pell

La suite de Pell est la suite d’entiers {P,},>¢ définie par une relation de récurrence
linéaire, out chaque terme représente la somme de deux fois le précédent et une fois
I’autre d’avant, avec des conditions initiales Py = 0et P = 1.

Le nom des nombres de Pell proviennent de l'attribution erronée par Leonhard Euler

de I'équation et des nombres qui en dérivent a John Pell. Les nombres de Pell peuvent

FiGure 1.1 — John Pell(1611-1685).

étre calculés au moyen d’une relation de récurrence similaire a celle des nombres de
Fibonacci. Il en résulte une suite dans laquelle le rapport entre deux termes consécutifs
converge vers le nombre d’argent ou proportion d’argent (1 + V2 ~ 2.414213562373...).
En plus d’étre utilisé pour approximer la racine carrée de deux, les nombres de Pell
peuvent étre utilisés pour trouver des nombres triangulaires carrés, pour construire des
approximations entiéres du triangle isocele droit et pour résoudre certains problemes

d’énumération combinatoire.

a

H

/

Ficure 1.2 — La spirale de Pell.
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Quelques préliminaires et les suites de Pell

Définition 1.2.1
La suite de Pell est la suite {P,},>o telle que Py = 0, P; = 1 et

Pus2 = 2P, +P,, 1€ Ny, (1.12)

Les termes de cette suite sont appelés les nombres de Pell.

Alors les termes de la suite de Pell d’ordre deux sont :

0,1,2,5,12,29,70,169,408, 985, 2378, 5741, 13860, 33461, . . ., etc.

1.2.1 Résolution de la suite de Pell

Soit la suite de Pell définie par (1.12).

Remarque 1.2.1

La suite (1.12) est une équation aux différences linéaire homogeéne autonome d’ordre 2.

— L'équation caractéristique de (1.12) est :
A2=21-1=0. (1.13)
Les solutions de (1.13) sont :

A 1+ V2, (nombre d’'argents)
/\2 = 1- ‘/E

— La solution générale de I'équation (1.12) est sous la forme :
P, = C1<1 + \/E)n-i'Cz(l — \/E)n

15



Quelques préliminaires et les suites de Pell

Utilisons les conditions initiales, on obtient

1 1
Ci=——, GCy=-——,
1 22 2 23
donc . .
5 (1 + \/5) - (1 - \/5)
n — 2\/5
Définition 1.2.2

La formule (1.14) est dite la formule de Binet.

Autrement dit
at —p"
P, = ,
" a-b

aoec

a=1+V2, b=1- V2

Corollaire 1.2.1

Soit {P,},>0 la suite de Pell et P,, le n-eme nombre de Pell. Alors

li Pn+l _
im =a,
n—o0 Pn
oil a est le nombre d’argents.
Preuve.
Ona
n
a*la—>b b
Pn+1 3 ) an+1 _ bn+1 ) a

lim

puisque lim (Z) =0, alors

Pn+1

n—oo Pn

16
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a
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1.2.2 La suite de Pell-Lucas

La suite de Pell-Lucas est la suite d’entiers {Q,},>0 définie par une relation de
récurrence linéaire, oi1 chaque terme représente la somme de deux fois le précédent et
une fois I'autre d’avant, avec des conditions initiales Qy = Q; = 2.

Le rapport entre deux termes consécutifs converge vers le nombre d’argents.

Définition 1.2.3
La suite de Pell-Lucas est la suite {Q,},>o telle que Qy = Q1 =2 et

Qui2 = 2Qu41 + Qn, n € Np. (116)

Les termes de cette suite sont appelés les nombres de Pell-Lucas.

Alors les termes de la suite de Pell-Lucas d’ordre deux sont :
2,2,6,14,34,82,198,478,1154,2786,6726,16238,39202,94642, . . ., etc.
Résolution de la suite de Pell-Lucas

Soit la suite de Pell-Lucas définie par (1.16) .

Remarque 1.2.2

La suite (1.16) est une équation aux différences linéaire homogeéne autonome d’ordre 2.
— L’équation caractéristique de (1.16) est :
Y* -2y —-1=0. (1.17)

17



Quelques préliminaires et les suites de Pell

Les solutions de (1.17) sont :

1+\/§,
1- V2.

Y
s

— La solution générale de I'équation (1.16) est sous la forme :

Qn = Gy + Cony,.

Utilisons les conditions initiales, on obtient

C1 = C2 = 1,
donc
Qu=(1+v2)' +(1- v2)". (118)
Définition 1.2.4
On appelle la formule
Qn = an —+ bn’ (119)

la formule de Binet de la suite de Pell-Lucas, avec

a=1+V2, b=1- V2.

1.2.3 Quelques propriétés des nombres de Pell

Proposition 1.2.1

Soit {P,},>0 la suite de Pell. Donc on a les identités suivantes :

1) L’'identité de Cassini : Pour n € N

Pn+1pn—1 - P;21 = (_1)11. (120)

18



Quelques préliminaires et les suites de Pell

2) L'identité d’ocagne : Pour n,m € N

Pm+npn+1 - Pn+m+lpn = (_1)7’1Pm' (1.21)

3) L’identité de Catalan : Pour n,m € IN

P2 = PpimPuy = (=1)""P2, (1.22)

4) L'identité de Johnson : Pour k,I,n,metr € N tels quek +1=m +n,

PyP; — PP, = (=1) (PieyPry — Py Pyiy) - (1.23)

Preuve.

Ona P, =

at—b"

a-b’

avec a=1+V2, b=1- 2.

1) L’identité de Cassini : Soit n € IN, on a

an+1 _ bn+l an—l _ bn—l _ a’ — bn 2
a-b a-b a-b |’
— (a _]‘b)Z <a2n + b2n _ an+1bn—1 _ an—lbn+1 _ a2n _ bZn + Z(Qb)n),
(ab)"

= @ —bP (2 —ab™' - ba‘l) ,

Pn+1pn—1 _Pi

puisque 2—ab!—ba! = (a—b)? et (ab)" = (-1)", alors

1"
(a—Db)
(=1)"

Pys1P,q — P2 (a-0b)>,

19
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2) L’identité d’ocagne : Soient n,m € IN, on a

n+m __ bn+m n+l _ bn+1 n+m+1 _ bn+m+1 n_ bn
PuimPrii = Ppoma Py = (a )(a ) - (a )(a )/

a—>b a—>b a—>b a-—>b

— (ﬂ _1b)2 (a2n+m+1 _ am+nbn+1 _ an+1bn+m + b2n+m+1 _ a2n+m+1 _ b2n+m+1
+ an+m+1bn +anbn+m+1)’
— a _1b)2 (—[ln+1bn+m _ gl pnamdpn anbn+m+1),
donc
a-b n+mi,n nyn+m
PyuiwPuir = Poom Py = (a—b)Z(a b" —a"b )/
@b)" o m
= 5@ -,
am — pm
= (=1)"
(-1) ( — )
= (=1)'P,,.

3) L’identité de Catalan : Soient n,m € IN, on a

2
- B at — bt ~ qtm — prrm\ [ gn-m _ pp—m
PPt = (5 ) () (o)

= (a _1b)2 (a2n + bZn _ 2(1117)” _ aZn _ b2n 4 gtmpnm 4 an—mbn+m)’

- ()6 -2

donc

P_p p (ab)" (azm + b — 2(ab)m)’

(ab) (a—0b)

n—m a — bm 2

= (-1 (a_b),
= (-1)""P2.

20
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4) L’identité de Johnson : Soientk,I,n,metr € Ntelsquek+[=m+n,

a—v\(d -1V a™ —pm\ (a" - b"
PPy = PulPu = (a—b)(a—b)_( a—b )(a—b)'

— (a _1b)2 (ak+l _ akbl _ albk + bk+l — ™" L g 4 A" — bm+n)’
=@ —1b)2 (—akbl —adb* +a"" + a"b’”).
D’autre part
. . ak—r _ bk—r al—r _ bl—r Y bm—r atr — bn—r
(_1) (Pk—rpl—r_Pm—rPn—r) = (_1) (( a—b )( a—b )_( a—b )( 1—b ))/
(ab) ( k+1-2 k+1-2 k—ry,l— I-r7k— -2 -2
— Ty PR gkl gk gmen=2r _ pmAn=2r
(a—b)?
+ 4T+ an—rbm—r),
b)Y
— (a(a_ 2)2 (_ak—rbl—r _ al—rbk—r + am—rbn—r + an—rbm—r),
= ﬁ (—akbl —ad'tf + a"b + a”bm) ,
= PP, -P,P,.

Proposition 1.2.2 ([2])
Soient {P,},>o la suite de Pell et {Q,,},0 la suite de Pell-Lucas, donc

1) Pour n,m € N

PPy + PPy = Py (124)
2) Pourn,m € N
PP, — PPy = (=1)"Pyp. (1.25)
3) Pourn e N
P} + P2 | = Po. (1.26)
4) Pourn € N
P2 — P2 =2P,,. (1.27)
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5) Pourn € N
2P, 1P, — 2P2 = P,,. (1.28)
6) Pourn € N
P2 + P2, = 5P;.3. (1.29)
7) Pourn € N
Pyui1 + Py, = 2P2, = 2P% — (-1)". (1.30)
8) Pourn e N
QZ
P2+ P, (P, = I”. (1.31)
9) Pourn e N
P, +P,q = Qn- (132)
10) Pourn € N
P,Q, = Py,. (1.33)
Preuve.
Ona
a’ — bn
p, = P Qu=a"+10",
avec

1) Soientn,m € IN, on a

PmPn+1 +Pm—1pn

am — pm an+1_bn+l N am—l_bm—l an_bn
a->b a—>b a->b a-b )’

_ ( 1b)2 (am+n+1 + bm+n+1 _ an+1bm _ ambn+1 + am+n—1
a—

+ bm+n—1 _ anbm—l _ am—lbn)/

o 119)2 (™ (a+a)+ 0™ (b +b7") —a"b" (a+ b7")
a—

- a"b" (b + a‘l)) ,

22



Quelques préliminaires et les suites de Pell

comme a-b=(@+al)=-b+b') et a+bl=b+al=0,
alors
a_b m+n m+n
PPy + PpyaPy = (a—b)z(a+ _b+)/
g _ pmn
Bl a-b '
= Puyn.

2) Soientn,m € IN, on a

PmPn+1 _Pm+1pn

am — bm an+1 _ bn+1 am+1 _ bm+1 a’ — bn
(a—b )( a->b )_( a->b )(a—b)'

1

T (am+n+1 _ g"prtl — gl 4 el
am+n+1 _ am+1bn _ anbm+1 + bm+n+1)’
(a _1b)2 (am+1bn + anbm+1 _ ambn+1 _ bman+1),
donc
a-b
PyPuy1 — PPy = (a — b)2 (ambn - anbm)’
(ab " m—n m—n
= ﬁ(” -0
; g _ pm—n
= e (T)
= (_1)n Py

3) Soitn € N, on a

P2+P:, =

n+1

— b)Z

(a—b)?

((an _ bn)Z + (an+1 _ bn+1)2),

(aZn + bZn _ 2([Zb)n + a2n+2 + b2n+2 _ z(ab)n+l) ,
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donc

P24+P2 = T _1 7 (2@ +a) + "1 (b7} + b) — 2(ab)"(ab + 1)),

etcomme al4+a=-(b"'+b)=a-b,

alors
2 o @=b) o e
Pn+Pn+1 = m((l -b ),
612”+1 _ b2n+1
- (=)
= P2n+1-

4) Soitn € N,on a

P2 _ PZ _ an+1 _ bn+1 2 _ an—l _ bn—l 2
n+1 n-1 a—>b a—>b ’

= (a _1b)2 (a2n+2 + b2n+2 -2 (Elb)n+1 _ aZn—Z _ bZn—Z +2 (ﬂb)n_l) )

_ 1 2n 2_1) 2”(2_1)_ n(l_ ))

- (a-by (a (a a? +b7\b B2 2(ab) o abl|,
o az_al_zz_(bz_%):z(“_b) t %—ab:o,
alors

2 o _ (El—b) o o
P =P = (a — b)? (” -b ),
aZn _bzn
o)

2P;,.

5) Soitn € IN, on a

2
_ ) an+l _ bn+1 a’ — pt _ a — b
2P,1 P, — 2P 2( — — 2=
— (a _zb)z (a2n+1 + b2n+1 _ an+1bn _ anbn+1 _ aZn _ bZn + z(ab)n),
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donc

2P, 1P, —2P> =

(a _zb)z (@@= 1)+ b*"(@—1) - (@b)"(@ + b - 2)),

etcomme (@-1)=-(b-1)=V2, et a+b-2=0,

alors

(@-0b)

2 A 7 (g2n 2

2Pnalbn =20 = (a — b)? (a b ),

a2n _ bzn

()
= P2n-
6) Soitn € N,ona
2 2
Pn+Pn+3 - (ﬂ—b)+( a_b ,
1
= G (D 2y 1 2y ),
1 1 1
= o™ (g ) () -2y (1 @),
1 3 1 X 3
comme  — +a :—(ﬁ+b):5(a—b) et 1+ (aby =0,
alors
2 2 _ (@a="b) / 913 -

Pn+Pn+3 - 5((,1_[7)2([1 +—b +),

a2n+3 _ b2n+3

_ 5(7)
= OPoy43.
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7) Soitn € N, on a

2p?

n+1

= 2P, = (-1)"

an+1 _ bn+1 2 a® — bn 2 ;
e R e
— (a _Zb)z <a2n+2 + b2n+2 _ 2(5!b)n+1 _ aZn _ bZn + Z(le)n) _ (ﬂb)n ,
= % _2 7 (a2 1a + "*1b — a? — b + 2(ab)"(1 — ab)) — (ab)",

comme ﬁ(ub)“(l —ab) — (ab)" =0,

alors

— Zpi _ (_1);1 — (a _zb)z (ﬂ2n+1ﬂ + PPy — g2 bZn)’

T @ —2 b)? (@= D@ +a™) + (0 - DE" +5™),
(a—0D)

— (a2n+1 _ b2n+1 + aZn _ bZn) ,

(a—b)?
(a2 - X g2 _
B a—b a-b )

= Poyi1 + Py

2p?

n+1

8) Soitn € IN,ona

2
n _ bn n-1 _ bn—l n+l _ bn+1
P2+ PyiPry = (” ) + (“ )(” )

a—>b a—> a—>b

— (a _1b)2 <a2n + bZn _ 2(61[9)” + aZn + b2n _ an—lbn+l _ (Zn+lbn_l),

= G —1b)2 <2a2” +2b% — (ab)"2+a b + ab‘l)) ,

comme 2+al'b+ab™t =4,
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alors

2
P’ + Py 1Py = T (aZ” + 07+ 2(ab)”),

(a" +b")?
4 7

QZ

I.

9) Soitn € IN,on a

Pn+1 +Pn—1

an+1 _ bn+1 an—l _ bn—l

(=) (=)
1 " 1 " 1

= (e g) - (ee).

comme (a+%):—(b+1):a—b,

b
alors
Ppy + Py = % @+ =a"+b" = Q,.
10) Soitn € IN, on a
at — bn aZn _ b2n
P.Qs = ( — )(a”+b") =P

Maintenant, nous donnons quelques informations sur les nombres de Pell généra-

lisés.
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1.2.4 La suite de Pell généralisée

Définition 1.2.5
La suite de Pell généralisée (d ordre trois) est la suite {P,}, telle que Py = 0, Py =1, P, =2 et

P,=2P, 1+ P, >+ Pn_g, Vn e No. (134)

Les termes de cette suite sont appelés les nombres de Pell généralisés.

Alors les termes de la suite de Pell généralisée sont :
0,1,2,5,13,33,84,214, 545, 1388, 3535, 9003, 22929, 58396, . . . , etc.
En outre, il peut étre étendu la suite de Pell généralisée des indices négatifs comme
P_y,==P_(-1) = 2P_(4-2) + P_y—3), Vn € Nj. (1.35)
Alors les termes de la suite de Pell généralisée des indices négatifs sont :

0,01,-1,-1,4,-3,-6,16,-7,-31,61,—-6,-147, ... etc.

Résolution de la suite de Pell généralisée
Remarque 1.2.3

La suite (1.34) est une équation aux différences linéaire homogene autonome d’ordre 3.

L’équation caractéristique de (1.34) est :

X’ —2x*—x—-1=0. (1.36)
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On utilise le changement de variable : x = z + %
Donc I'équation (1.36) équivaux a
7 6l
S _l,_ = =
z 32 > 0. (1.37)

Dans le lemme suivant, nous rappelons la méthode de Cardan qui permette de trouver

les solutions de 1’équation (1.37).

Lemme 1.2.1 (Méthode de Cardan)

Soit I'équation de troisieme degré
Z2+pz+9=0, pgeR. (1.38)

Soit A = —(4p> + 27¢%) .

Si A <0, I'équation (1.38) possede alors une solution réelle et deux complexes données par :

zo = A+B,
z1 = wA+ &’B,
Z, = w?A+ wB,

aovec

I /A N

Soit maintenant I’équation caractéristique (1.37).

D’apres le lemme (1.2.1), on trouve

_7 _.6
P="3 1=
1 1
61 913 61 2913
A=-57 A—(5—4+ %) —(5—4‘ %)
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Alors, il existe une solution réelle, et deux solutions complexes conjuguées sont :

1 1
- B (s
54 36 54 36| ’
1 1
z1 = w[§+ §]§+a}2 ol _ §§
54 36 54 36) ’
1 1
o - (@ @]3 o1 _ 233
54 36 54 36
Ainsi, les solutions de I'équation (1.36) sont :
1 1
. %+(Q+ §J5+(§_ @]5
3 |54 36 54 36) 7
1 1
2 (61 [29)3 (61 [29)3

= Hw|l—=+ =] +t*| ==
B =3 “’(54 36) “154~ V36|

(o))

—_

N

\O
Wl

- 28y §3+a)—— —
yo= 3 52 7\ 36 58 V36 ’

avec

w=(-1+iV3)/2.

Notez que nous avons les identités ([11]) suivantes :

a+f+y = 2,
ap+ay+py = -1,
afy = L
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La solution générale de I'équation (1.34) est sous la forme :

P, =cia" + " + c3y".

Pour trouver cy, ¢, et ¢3, on utilise les conditions initiales (Py = 0, P; = 1, P, = 2),

c’est-a-dire,

C1+C+C3 = 0,
cia + cf + c3y = 1, (1.39)
aa®+ ot +cy? = 2
On écrit le systeme sous la forme matricielle,
1 1 1||a 0
a B vyvl]le|=|1
22 B e )
En utilisant la méthode de Cramer, on obtient
01 1
L gy
2 L2
o = 2Pl -0 =) +2(0r-p) __ G=pC-(+p)
11 1| =B -a(?-p)+at(y-p) (- By—aly+p)+a?)
a B
o2 By
B a
(@=p)(a-y)
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1 0 1

2

«“ 2r —(P-a)+2(y-a) __ -o@-(a+y)
1 1 1] @=a)-BOo*r-a)+p(-p -a)lay-pla+y)+p)

C =

0(2 52 y2

S
o>
—_

o« p 2 ~(B-a®)+2(8-a) _ (B-®)C-@+p)
(af —pa?) —y (B - )+ (B-a) ~ (B-a)(ap—y(a+p) +)?)

o —
=
~ —

y-a)(y-p)
La solution de (1.34) est :

0(n+l ﬁn+1 ,)/n+l

T@-Pla—) G- B-) G-a)-p) (1.40)

Py,

avec

1 1
a:z+(g+ @)%(ﬂ_ @]3
3 |54 36 54 36 7
1 1
ﬁ:%+w(ﬂ+ §)3+a)2 or_ |2
3 54 36 54 36 7
1 1
y:%+w2(g+ §)3+w ol §3.
3 54 36 54 36
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Définition 1.2.6
La formule (1.40) est dite la formule de Binet de la suite de Pell généralisée.

Résolution de la suite de Pell généralisée d’'indice négatif

Remarque 1.2.4

La suite (1.35) est une équation aux différences linéaire homogene autonome d’ordre 3.

L’équation caractéristique de (1.35) est :
¥+x*+2x—-1=0. (1.41)

On utilise le changement de variable : x =z — ~.

3
Donc I'équation (1.41) équivaux a
5 43
3 -7 — — =
z7 + 32 > 0. (1.42)
D’apres le lemme (1.2.1), on trouve
g
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Alors, il existe une solution réelle, et deux solutions complexes conjuguées sont :

1 1
5B (a8
54 36 54 36| ’
1 1
z1 = w[4—3+ §]3+a}24—3— 2\
54 36 54 36) ’
1 1
z; = a)z(ﬁ+ §]3+w B ?3.
54 36 54 36
Ainsi, les solutions de I’équation (1.41) sont :
1 1
o - 1(@ @)3 (@ @)3
3 |54 36 54 36) '
1 1
X, = —1+w(§+ 2)3+a)2 B_ 2P
3 54 36 54 36) 7
1 1
X3 = —1+w2[4—3+ §]3+w B g?’.
3 54 36 54 36
On remarque que
x1=1,x2=1 et x3=1,
a p Y

avec a, 3 ety sont les solutions de 1’équation (1.36).

Dong, la solution générale de I'équation (1.35) est sous la forme :

P_, = cla_" + CQﬁ_n + ng_n.
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Pour trouver cy, ¢, et ¢;3, on utilise les conditions initiales (P, = 1, P_.; = 0, Py = 0),
c’est-a-dire,

2C1+ﬁ2C2+ cz = 1,
1 1
—C1+ =C+ —C3 = 0, (143)
a BTy
C1+C+C3 = 0.
On écrit le systeme sous la forme matricielle,
1 1 1
27 7 [
1 1 1 _
— Z Zlel=10]-
a p oy
11 1\e) 0
En utilisant la méthode de Cramer, on obtient
1 1
LE oy
o 1 1
B (1 1)
o 0 1 1 _ By
oL 11111y 11 1) (1 1Yy
az g2 a2\ oy) a\p 2] \By By
11 1
a p vy
1 1 1
donc
-
cp = ﬁ y = 0(267/ = a
(1_1)(i_1(1+1)+i) 2—aB+) Py @-Pla-y)
B y/\a® a\p y] By
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213
@ YV
1,1
ol g
.- 1 0 1 _ e
111 l(l_l)_l(i_l) (L_L)'
Oiﬁlyl pla y) pla 2] \a?y ay?
a By
1 1 1
donc
)
0 = ¢ 7 _ pay _ p
2 (1_1)(1_1(1+1)+L) P-pla+y+ay B-mE-7)
a y)\p pl\a y] ay
1 1
T
a E ! 1 1
i 53]
ST IEII ‘1(1_1)_1(1_1)+(L_L)’
TR e BLoylet B o
a By
1 1 1
donc
)
c a b — yiap _ b4
’ (1_1)(1_1(1 1)+L) yi-y@+p+ap - -p)
a BJ\y* yl\a B} ap

36



Quelques préliminaires et les suites de Pell

La solution de (1.35) est :

a_n+1 ﬁ—n+1 y—n+1

“@-pa-» G-0B-1 G- -p)

P_,

avec

1 1

a=%+(§+ @)h(ﬁ_ 2)3

3 54 36 54 36| 7
1 1
ﬁ=%+a)(ﬂ+ §]§+w2[§— g]s
3 54 36 54 36| 7
1 1
y:zmz(a @)3+w(ﬁ_ @]3
3 54 36 54 36| 7

Définition 1.2.7

(1.44)

La formule (1.44) est dite la formule de Binet de la suite de Pell généralisée d’indice négatif.
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CHAPITRE 2

LA SOLUTION DE DEUX EQUATIONS
AUX DIFFERENCES NON LINEAIRES
D’ORDRE DEUX EN TERMES DES
NOMBRES DE PELL GENERALISES

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la recherche de la solution de deux équations aux

différences non linéaires d’ordre deux suivantes :

B 1
X —2) =17

Xn+1 n € Ny, (2.1)

-1
Xt +2) =17

xn+1 ne NO/ (2'2)
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

avec les conditions initiales x_;, xo sont des nombres réels et les solutions sont données
en termes des nombres de Pell généralisés.
Nous rappelons que P_, est le n-eme nombre de Pell généralisé d’indice négatif, qui

vérifie la relation de récurrence

P_, = _P—(n—l) — 2P_(n_2) + P_(n_g,), Py=P,=0 et P,=1.

1
xn(xn—l - 2) -1

2.1 Forme de solution del’équation x,,;; =

Pour trouver la forme des solutions de 1’équation (2.1) nous aurons besoin du lemme

suivant.

Lemme 2.1.1

On considére I'équation aux différences linéaire
Zusl + 2Zn + 2241 — 2,0 =0, n €Ny, (2.3)

avec les valeurs initiales z_1, zg et z1 € R.

Alors toutes les solutions de I’équation (2.3) écrites sous la forme

zy = P_yz_1 + (P_(us1) + P_(u42))20 + P_us1)Z1. (24)

Preuve.
L’équation caractéristique de I'équation (2.3) est I'équation (1.41) avec les solutions

a”l, Bt et y7! tel que les trois solutions vérifions les équations suivantes :

I
N

a+p+y
ap+ay+py = -1,
apy

Il
—
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

Donc la solution générale de (2.3) est donnée par :

Zp ="+ of +

-n
cy .

Pour trouver c; , ¢; et ¢3, on utilise les conditions initiales z_1, z; et z;, ¢’est-a-dire,

acy +ﬁC2+)/C3 = Z_,
Ci+Cr+C3 = Z,
1 1 1
—C1+=C+—C3 = Z.
a BTy
On va écrit le systeme sous la forme matricielle,
o ﬁ )4 (o] Z1
1 1 1 o=z
111
a poy)\") =
En utilisant la méthode de Cramer, on obtient
z1 By
20 1 1
1 1 1 1 B )
z1 = —| zal—-—-=|-z|==-=%|+z1(B-
LBl (5-p) =l -p)r=e-»
1 1 B v\ 1 ’
o] o) BTy
a
111 y Bl \yv B
111
a py
1.1 B_7r
22_1117/3 T y B ;
a
[ SR R g
y B a Y BJ\B+Yy af+7y)
+ Zl ‘3_(7;+ ) 1 7
a )4
(ﬁ—w(———+—)
pr Py o«
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

donc

_ a a(y +p) apy

a = Z_laz —a(f+y)+By _Zoa2 —a(f+y)+py +Zla2 —aB+y)+py’

_ a . aB+y) 1 o

T Hape-) a-pa-n  a-pa-y st
Ona

al+y)=ap+ay,

et comme

ap+ay+py=-1, alors af+ay=-(1+py).

D’autre part on a

1
afy =1= — =py.

Donc
a@+y) = ~A+py)=-(1+1).
Alors
1
C = Z a + Z (1+5) +z ;
' Ta-pla-y) a-pPla-y) a-pla-y)
De méme
a z_1 Y
1 ) 1
Rl I I e [
= T 1) [a y) 1 /
] R e
111 y «af \y «af P
111
a py
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

donc
1.1 a_y
Yy o« Yy o«
Ch = Z1 —2p
1 4 a y\[ P ay
(?‘E)(ﬁ_(“””ﬁ) (ra)(m‘ ﬁ(aw))
+ z ay
B (a+y) 1
(a_y)(@_ ay +E)
_ p L Baxy o apy
TR -Bla+y) tay Cp-pla+y)ray  p-pla+y)+ay’
3 p B Bla+7y) 1
T B-0G-n B-aB-1 G-aE-1)
ona
Bla+y)=aB+py,
et comme

af+ay+py=-1 alors af+py=—-(1+ay).
D’autre part on a

aﬁy:lz%:ay.

Donc

Bla+y) = —(1+0(7/):—(1+%).

Alors

3]
ﬁ + Zp ‘8 + 21;'
B-a)B-7) ~B-a)B-y) B-a)B-))

Chr = Z4
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

a B oz
1 1 Z0
B ey
3 1 1\ (B a\ 1
a By Sl I (Ve
N [a=5)-(6-5) -
111
a By
1.1 P_a
22‘111aﬁ B\ 1 a yaﬁ ap
[ B [ oo
-
+ Z;
y B+a) 1
$- )(a_ﬁ_ ap ;)
_ ., 04 _, y(a+p) ey apy
2—ya+prap yi-yla+prap T y2-yla+p)+ap’
_ 14 B y(a+ p) 1 R —
S 0sa0-p C0-a0-p o-ag-p W=t
Ona
y(a+p)=ay+py,
et comme

ap+ay+py=-1, alors By+ay=-(1+ap).
D’autre part on a
apy =1= % = ap.

Donc

ya+p) = —(1+aﬁ):—(1+%).
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

Alors

)
)4 )4 1

T 00— 0-a0-p -0 -p)

C3

On remplace cy, ¢, et c3 dans (2.5), on obtient

a (1 + a‘l) 1 »
o Z%a—@@—y)+%m—ﬁXa—w*%%a—mm—yJ“
1+p7! 1
*‘Z1@—5;—w+%wgmw)w+mw—mw—w%"
+ |z, 4 + 29 (1 ! 7/‘1) + 27 1 ]y”
G-00-p G-a0-p G-y -p
o —n+1 —n+1
- m—mm—w*w—%w—w*w—%w—mz*
N a™" (1 + a‘l) N B (1 + ﬁ‘l) N yn (1 + 7/‘1) .
@-Pla-7) B-B-7 G-a@-p|"
+ o + P + ye 1.
(a@a=B)la-y) B-a)B-7) F-a)@-p

D’apres la formule (1.44), on obtient

Zy = P_yz_q + (P_(ni1) + P_u42))20 + P_(ns1)Z1.

Pour trouver la forme des solutions de 1’équation (2.1), on considere le changement

de variable suivant :
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

alors

Zn+1 _ 1 _ Zn+1Zn _ Zn+1

Zn+2 Z_” (Z”__l _ 2) -1 ZnZp-1 — 22% — Zp+1Zn Zpn-1 = 2Zp — Zn+1
Zy

Zp+1

Donc I’équation (2.1) devient

Zy4d = —Zpel — 2Zn + Zp_1. (2.6)

L’équation (2.6) est sous la forme de 1’équation (2.3), alors d’apres le Lemme (2.1.1) sa

solution est sous la forme (2.4), c’est-a-dire,

Zy = P_yz_1 + (P_us1) + P_us2))20 + P_(n41)21,

tel que P_, est le n-eme nombre de Pell généralisé d'indice négatif et z_;, z et z; sont
des nombres réels.

Alors

Zn

Xn = ’
Zn+1
P_,z_1 + (P_+1) + P_(n2))Z0 + P_ue1yZ1

P_ui1yz-1 + (P—u+2) + P—n43))20 + P_(ns2y21”

z_ z
P_, (—1) + (P_(ns1y + P-n42)) (—0) + P_gue1y
Z1 41

7

Zq 20
P_(u11) (Z) + (P_n42) + P—_(u43)) (Z) + P_(n42)

Z_12

20
P_, ——)+ P_gi1y + P_ (—)+P_n
( Z0 71 ( (n+1) ( +2)) Z (n+1)

7

212 )
P_(u11) (ZZ) + (P_(ns2) + P_(u13) (Z) + P_(n12)

avec

donc
P_yx_1x0 + (P_u41) + P_(n42))X0 + P_(41)

 P_gyx_1%0 + (P_uez) + P_uaz)Xo + Pns2)

Xy (2.7)
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

De tout ce qui précede, le théoreme suivant est vrai.

Théoreme 2.1.1
Soit {x,},>_1 une solution bien définie de I'équation aux différences (2.1).
Alors pour n € Ny,

P_yx_1x0 + (P_u41) + P_(n42))x0 + P_(41)
Xy = , (2.8)
P_ni1yx_1x0 + (P_(ns2) + P_(n43))X0 + P_(n42)

oit {P_,},>q est la suite de Pell généralisée d'indice négatif.

2.2 Stabilité globale de solution de 1’équation (2.1)

Lemme 2.2.1
L’équation (2.1) admet un seul point d’équilibre réel, et il est donné par :

1 1
L2, (6, )3, (e [
=375 V3e) |54 V36
Preuve.
Supposons I C R et on considére la fonction
f: P -1
1

vy P flxy = =21

Soit 7 un point d’équilibre de 1’équation (2.1), donc

@9 = 7
1 i
G-2-1 7
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

alors

7 -2 -7-1=0. (2.9)

L’équation (2.9) est I'équation caractéristique (1.36) dans le chapitre précédant, qui

admet une seule solution réelle dans I, donnée par :
1
e )
54 36
Théoréme 2.2.1

Le point d’équilibre i est instable.

Preuve.

L’équation linéaire associée a I'équation (2.1) autour du point d’équilibre i est donnée

par:
Spe1 = RoSy + RSy,
avec
d —a+2 2 -«
RO = —f(a,a) = 5 = >
ox (ax(a—=2)-1) (a2 -2a—1)
= 2_6; =20 -a®=-a-1,
1
()
J ! -
R1 = a—f(a, ) = 2 = 5
y (ax(a—=2)-1) (a2 -2a—-1)
_ a3
1 2
()
Alors

Spa1 = —(Oé + 1)511 - 0(3511—1/
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

son équation caractéristique est donnée par :
A+@+DA+a’=0.

OnaA = (a+1)*-4a®>=-53.51<0,

alors 1’équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées

A —1.7735 - 3.65754 1,

Ay —1.7735 + 3.65754 1.

On trouve, |Aq] =1|A,| =1.7735 > 1.
Donc, d’apres le Théoreme (1.1.5) le point d’équilibre 7 est instable. m

Exemples numériques

Pour confirmer l'instabilité des solutions de 1’équation (2.1), nous considérons les

exemples numériques suivants :

Le graphe de '&quation x(n+10=[1) ) (x(n-13-2)-11]

1500 ; ; ! ! ; ! ; ! :
000 k|- ........ ......... ......... ........ ........ ......... ........ ........ .........
00 ....... ....... ........ e ........ ........ .........
=
g ‘]}I ‘ll] ll]] |]]l|]1.|1|..|1]1‘|| Il]] |JJJ ]JJI
"[[ff[f[‘ :"I[{r‘l'. rr[[r‘r[[[rr
=k L 5 ......... I e SR L S i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 S000 10000
n

Ficure 2.1 - La figure de la solution de I'équation (2.1) avec les conditions initiales
x_1 =35, x9=D>5b5.
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

Le graphe de léquation x(n+1=[1 [ ximtin-1)-2-11]
200 ——— T

1500_.......; ........ ........ ......... ........ ........ ........ ........ .........

mgg_.......; ....... ......... ........ ......... ......... ........ ........ .........

= SDD_.......; ....... ....... ...... ’ ........ ........ ........ .........

il
rr|[rr1[lr‘lr[ll‘rr[|{

sk 5 ........ U TR 5 ......... Bt foeeeds B

1]1
.r[l

0 IJ[J[ " lJ[[lllll[lrll[l[J‘J | Loadord

-1000

i i ; i ; i i ; i
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 FOOO 8000 9000 10000
n

Ficure 2.2 - La figure de la solution de I'équation (2.1) avec les conditions initiales
X_1= —20, Xog = 100.

le graphe de I'&quation x(n+1=[1 1]y n(xn-13-23-1]
1200 T ; ; T ; ; ; ; T

000k ........ ......... ......... ........ ........ ......... ........ ........ .........

Bo0k .- ....... ........ ........ ........ ........ ........ .........

o0k ....... ........ ........ ....... ........ ; ........ ........ .........

QDD-------; ....... :, ........ ..................

b ‘:1 I n ,J ) JJI i 1 J i ‘ JJJ ,‘ ol " ‘.I.J,J,JJ, J‘.|J
|| \r I [ |’ L I I | | [ [ f [ [ rnl.,,[,.-,
200+ S O 5 5 : :

[}

Amk ........ SR ........ ......... ........ L .................

600

i I i i 1 i I i
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 8000 9000 10000
n

Ficure 2.3 — La figure de la solution de I'équation (2.1) avec les conditions initiales
X_1= —11, Xg = 33.

-1
xn(xn—l + 2) -1

2.3 Forme de solution del’équation x,,;1 =

Pour trouver la forme des solutions de 1’équation (2.2), on considere le changement

de variable suivant :




La solution de deux équations aux différences non linéaires

]/n+1 _ _1 _ _1 _ _yﬂ+1

“Yn B “Yn n— “Yn n-1" n B n— -2 n- Yn ‘

Yn+2 y(y1+2)_1 y(y 1 Zy)_l Yn-1 = 2Yn = Yns1
yn+1 _yn yn+1 _yn

Donc I’équation (2.2) devient

Yns2 = =Yns1 = 2Yn + Yu1. (2.10)

L’équation (2.10) est sous la forme de 1’équation (2.3), donc d’apres le Lemme (2.1.1)
ses solutions sont sous la forme (2.4).
ie.

Yn = P_yy_1 + (P—pus1) + P—(ns2)) Yo + P—(ney 1,

tel que P_, est le n-eme nombre de Pell généralisé d’indice négatif et y_;, yo et y; sont
des nombres réels.

Alors

Yn
_yn+1 ’
P_,y_1 + (P—gu+1) + P—(ns2)) Yo + P—(nsny1

—P_ne1yY-1 = (P-gus2) + P_n+3) Y0 — P_guayyi’”

pP_, (];11) + (P_(nr1) + P_(n42)) (yl) + P_(41)

Yo Yo '
_P—n+ P_ n+ +P—n+ P—n+
( ”(y]) (P-n+2) ( 3)(3/1) (1+2)

Y1 —Yo
P_,|— P_y1) + P_y +P_,
(—yo " ) (P—gn+1) <+2>)( y1) (n41)

7

_P—(n+1) ;_) + (P—(n+2) + P—(n+3)) (_y_O) - P—(n+2)
0 W1 VAl

avec

donc
P_yx_1x0 = (P_(ns1) + P_(n42))X0 + P_(41)

—P_(ui1yx_1X0 + (P_(ns2) + P_(n13))X0 — P_(u12)

X, = (2.11)
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

De tout ce qui précede, le théoreme suivant est vrai.

Théoreme 2.3.1
Soit {x,},>_1 une solution bien définie de I'équation aux différences (2.2).
Alors pour n € Ny,
‘= P_yx_1x0 = (P_u41) + P_(n42))x0 + P_(41) ’ (2.12)
—P_(ns1yx1X0 + (P—(n42) + P_(n13))X0 — P_(u12)

ot {P_,},>q est la suite de Pell généralisée d'indice négatif.

2.4 Stabilité globale de solution de 1’équation (2.2)

Lemme 2.4.1
L’équation (2.2) admet un seul point d’équilibre réel, et il est donné par :

1 1
2 el 2913 (61 2913
X=—|-+|=— — ——/= | 2.1
* 3+[54+ 36] +(54 36] 213)
Preuve.
Supposons I C R et on considére la fonction
g: P > 1
1

vy P gy = W

Soit ¥ un point d’équilibre de I"équation (2.2) , donc

f(x% = %
_1 .
M(x+2) -1 o
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

alors

P2 -x+1=0. (2.14)

L’équation caractéristique (2.14) admet une seule solution réelle dans I, donnée par :
1
t=-a=-| 24|24 2P

7 [3 154 V36

L
S8 2P
54 \36) |

Théoréme 2.4.1

Le point d’équilibre X est instable.

Preuve.

L’équation linéaire associée a I’équation (2.2) autour du point d’équilibre ¥ est donnée

par:
Ty = KoTy + KiTyq,
avec
dg —a+2
K0 = a ( s )_ )
X (—a(-a+2)-1)
— —a+3 =—-a’+2a*=-a-1,
1
&
g —a
Ki = =((x,x) =
' 6’1/( ) —a(—a+2)-1)
_ a3
= T —-a”.
&
Alors

Tpi1 = (—a = DT, + (=a®)T,_1,
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

son équation caractéristique est donnée par :
A+r@+DA+a’=0,

OnaA = (a+1)*-4a®>=-53.51<0,

alors 1’équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées

A —1.7735 - 3.65754 1,

Ay —1.7735 + 3.65754 1.

On trouve, |A4] =|Ay| =1.7735 > 1.

Donc, d’apres le Théoreme (1.1.5) le point d’équilibre ¥ est instable. m

Exemples numériques

Pour confirmer l'instabilité des solutions de 1’équation (2.2), nous considérons les

exemples numériques suivants :

Le graphe de I'"8quation x({n+1)=[-1}]x(n)(x(n-1)+2)-11]

1oao ! ; ; ! ; ; ; ; !
SIS W O O T U O O
S U W T S YT
S U N W 0
G ’ _______ ‘ _________ 1 ________ |
= o ik ‘I‘l I|r5.l.l.|. bkl L IL b hl.] WL |.§L.IL..IJEL.IIL.|1
[T |““1‘““|"“|"‘“ "l";""ﬁ"T’H
200 IRRE R R SRREEEE e ol -
agnfo 1. A R - SRS RN I -
O O S O O WO WO SO S
ol
0 1000 2000 3000 4000 5000 BOOO 7000 6000 9000 10000
n

Ficure 2.4 - La figure de la solution de I'équation (2.2) avec les conditions initiales
x_1 =30, x9=>50.

53



La solution de deux équations aux différences non linéaires

Le graphe de I'®quation x({n+1)=[-1}x(n)(x(n-1)+2)-11]
2000 T ! ; T ! : ! ; !

1500k ........ ......... ......... ........ ........ ......... ........ ........ .........
ook ........ ........ ........ ........ ........ ........ .........

B0k ........ ........ ........ ........ ....... ........ .........

[}

|.||!|§I |.l| |;.| l.lu |l l.|| | l.|.||;| Ll L e |.| N l.iu Lok l.|| Lokl
.l HoH

']'1’|': ']'l:‘"']'|E1"|']51"|':11"']

|]1| u E|‘||-] T |-|-]-}:'|

-500

I i i I i I i i
a 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7OOO 8000 5000 10000
n

Ficure 2.5 — La figure de la solution de I'équation (2.2) avec les conditions initiales
X_1 = 15, Xo = 55.

Le graphe de I'équation x(n+11=[-11x(n ion-1)+23-17]
oo ! T ! T T ! T ! !

DllI.|||l||.l|||.|l|||ll|.l||l|.|

||I|'||I| !Il1||‘||l“]|| ’1|I
= n ] ........ ....... ..... ‘ ....... ........ ........ .........

ooak] ........ PR ........ ......... ........ ........ .........

()

sk ........ RV ........ ......... ......... T ........ ]

ook N ......... ......... e ........ U ........ ........ R

-2600

i i ; i ; i i ; i
0 1000 2000 3000 4000 5000 E0O00 7000 2000 9000 10000
n

Ficure 2.6 — La figure de la solution de 1’équation (2.2) avec les conditions initiales
X1 = 55, Xo = 100.
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CHAPITRE 3

LA SOLUTION DE DEUX SYSTEMES
D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES
NON LINEAIRES

Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons des formules explicites pour la solution générale

de deux systémes d’équations aux différences non linéaires d’ordre deux suivants :
Yy

1 1
Yn(u —2) — 17 Yni1 = Xp(Yp1 —2) =17
-1 ) -1
Yu(pg +2) =17 Ynr1 = Xp(Ypog +2) =17

n € Ny, (3.1)

Xn+1 =

n € Ny, (3.2)

Xn+1 =

avec les conditions initiales x_, xo, y_1, Yo sont des nombres réels.
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La solution de deux systémes d’équations aux différences non linéaires

Ot les solutions sont données en termes des nombres de Pell généralisés .

3.1 Forme de solution du systéme (3.1)

Nous rappelons que P_, est le n-éme nombre de Pell généralisé d’indice négatif, qui

vérifie la relation de récurrence
P_, = _P—(n—l) - 2P_(n_2) + P_(n_g,), Py=0,P;=0 et P,=1.

Pour trouver la forme des solutions du systéme (3.1) nous aurons besoin de deux

lemmes suivants.

Lemme 3.1.1

On considere I'équation aux différences linéaire
Tyy—T,+2T,1+T,,=0, nelN, (33)

avec les valeurs initiales T_,, To et T1 € R. Alors toutes les solutions de I'équation (3.3) écrites

sous la forme

Ty = (=1)" (P_,To1 = (Pogueny + Pue)To + PouanyTh ) - (3.4)

Preuve.

L’équation caractéristique de I’équation (3.3) est donnée par :
pPP=—p*+20+1=0,
qui a trois solutions distinctes, une solution réelle p; et deux solutions complexes

conjuguées py, p3, ol
-1

pr=-a,pp=—B,p3==y7",
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La solution de deux systémes d’équations aux différences non linéaires

tel que a, B et ) sont les solutions de 1’équation (1.36). Donc la solution générale de (3.3)

est donnée par :

T, =c(—a)" +c(=p)" + cs(=p)™". (3.5)

Pour trouver c; , ¢; et ¢3, on utilise les conditions initiales T_;, T et T, c’est-a-dire

—acy — Py —yes = Ty,
C1 +C+C3 = To,
1 1
—C1 + —ﬁCZ + —C3 = Tj.

On va écrit le systeme sous la forme matricielle,

1 1 1 |g|=|1
1 1 1 T
- 5 —_]l\c

—a —‘B _,)/ 3 1

En utilisant la méthode de Cramer, on obtient

_a 1+% 1
CCapa ) T EPe N G pa) "
1
1+ =
Cr = _—ﬁ +ﬁ T()— L T1
(B—a)B- 7/) (ﬁ—a)(ﬁ—w B-a)B-y) "
3 1+1 1
o5 = Y Y

G-a0-p " To-a0-p T-a0-p
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Donc
~ (—a)™* (-p)™""! (-y) ™!
b= \epen t-06-n" (y—a)(y—ﬁ)]T_l
L[ (1+a™) LB (1+57) Lo (1+y7)
@-Ppa-p B-06-p  G-00-p
o ()" (=)
@ P G-nE-" (V—a)(V—ﬁ))Tl'
Alors

Ty = Goy Tt = (~Goueny + Gued)) To = Gouny T,

ot, G_, est définie pour n € Z par:

(—a)™" (-p)™" ()™
B ) e R By Y - Rl cyamgey Yoy
B P Ck_n+l ﬁ—n+1 y—n+1
= 0 ((a—ﬁ)(a—y)+(ﬁ—a)(ﬁ—y)+(y—a)(y—ﬁ)

(_1)—n+1p_n,

ou, P_, est donnée par (1.44).

Alors

T,

(=) (P Ty = (Poueny + Pue)To + PouenyTh ) -
Dong, la solution est écrite sous la forme suivante :
Tons1 = PouenyT-1 — (P —en+2) + P —(2n+3)) To + P_@ni2)T1,

et

Ton = =P, T4 + (P—(2n+l)) + P—(2n+2)) To — P_ueyTh.
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Lemme 3.1.2 ([1])

On considere le systeme d’équations aux différences linéaires suivant :

Upta = —Op41 — zun + Un-1,
n € Ny,
Ony2 = —Upy1 — zvn + Up-1,

avec les valeurs initiales u_q, Uy, Uy, v—1, vo et v1 € R.

Alors toutes les solutions de ce systeme sont écrites sous la forme

Uy, = P_pvq+ (P—(2n+1) + P—(2n+2)) uy + P_usyvn,
Uppp1 = P_puenyu_r + (P —n+2) + P —(2n+3)) Vo + P_usotty,
Uop = Pyuq+ (P—(2n+1) + P—(2n+2)) Vo + P_ns1y1,
Uit = P_uinyv-1 + (P —n+2) + P —(2n+3)) Uy + P_2n42)01.

Preuve.

Du systeme (3.7), pour n € Ny, on a

Upt1 T Opp1 = — (vn + un) -2 (un—l + Un—l) + (Un+1 + un—2) ’
Upt1 = Opv1 = — (Un - un) -2 (un—l - Un—l) + (Un+1 - un—Z) .
On pose
R, = u,+o,
S, = u,—v,.

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

On remplace (3.10) dans (3.9), on obtient les deux équations aux différences linéaires

suivantes :

Ru+1 = =R, = 2Ry—1 + Ry,

Spe1 =5, —25,1 — Sua.

(3.11)

(3.12)

— L’équation (3.11) est sous la forme de 'équation (2.3), donc d’apres le Lemme

(2.1.1) sa solution est sous la forme (2.4). C’est-a-dire

Ry = P_yR_y + (P-gut) + Pnan)) Ro + PRy,
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tel que P_, est le n-eme nombre de Pell généralisé d'indice négatif et R_;, Ry et R4
sont des nombres réels.
— L'équation (3.12) est sous la forme de 'équation (3.3), donc d’apres le Lemme

(3.1.1) sa solution est sous la forme (3.4). C’est-a-dire
S, = (_1)—n+1 (P_nS_l — (P_(n+1) + P—(n+2))SO + P_(n+1)51) , (313)

tel que P_, est le n-eme nombre de Pell généralisé d’indice négatif et S_;, Sy et 51
sont des nombres réels.
De (3.10), on a

= SR, +S,),
2 (3.14)
Op = E(Rn_sn)

Donc la solution du systéme (3.7) est donnée par :

Uy = Poyvg+ (P —@en+1) + P —(2n+2)) ug + P_2n11y01,

Upnr1 = P_guinyu-g + (P —@en+2) + P —(2n+3)) Vo + P_us2)li1, (3.15)
Uy = Pouq+ (P—(2n+1) + P—(2n+2)) Vo + P_ni1yU1,

Uit = P_puinyv1 + (P —n+2) + P —(2n+3)) Uy + P_n42)01.

Pour trouver la forme des solutions du systéeme (3.1), on considere les changements

des variables suivants :

Zy Wy
Xn ’ n =
Whn+1 Zn+1
Alors
_ Zntl
Xn+1 = ’
Why2
(3.16)
y _ Win41
n+l —
Zp+42
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Zn+1 _ 1
- 4
Wy42 Wy (Zn—l _ 2) -1
Zn+1 \ Wy
Zp+1

Wyt1 1
- 7
Zp42 Zn (wn—l _ 2) -1
Wyl \ Zp
Whn+1

Dong, le systeme (3.1) devient

Wpy2 = —Zps1 — 2Wy + Zy-1, (317)
Zp4d = —Wny1 — 22, + W1
Le systeme (3.17) est sous la forme du systéme (3.7), donc d’apres le Lemme (3.1.2) ses

solutions sont sous la forme (3.8), c’est-a-dire,

Wy = Poyyza+ (P —enr1) + P —(2n+2)) wo + P_gni1yz1,

Won1 = P_guenyw-1 + (P —@n+2) + P —(2n+3)) 2o + P_uiyws, (3.18)
2o = Powq+ (P —@en+1) + P —(2n+2)) Zo + P_gninyws,

Zows1 = P_puinza + (P _@n+2) + P —(2n+3)) Wy + P_n42)z1,

tel que les valeurs initiales w_;, wy, w1, z-1, zo et z1 € R.

On a
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alors

22n+1

Xopn+1 = w ’
2n+2

P_pni1yz—1 + (P ~@n+2) TP —(2n+3)>
) ) o

P_oni2z1 + (P—(2n+3) + P_pigy | w

wo + P_on42)z

4

+ P_n+3)Z1

Z1
P_pn+ = +(P-@n+2) + P_n+3)) — + P_n+2)
1 1
]
21

)
= z
y— + (P-@n+3) + P_n+4)) — + P_n+3)

(
(
p RGas (P —@en+2) + P —(2n+3)) — + P_gui2)

- Z_1 Wy ’
P_n42) P + (P @n+3) + P_ (2n+4)) — + P_on43)

)%
) |

donc
P_pns1yx-1yo + (P _on+2) + P —(2n+3)) Yo + P_n+2)

(3.19)

Xon+1 =
P_onix_1yo + (P _@n+3) + P —(2n+4)) Yo + P_n43)

Et

Zon+2

Xont2 = w ’
2n+3

P_oniyw_q + (P —n+3) + P_ntay) 20 + P_ns3yw

4

P_onizyw_q + (P —n+4) + P_ni5)) 20 + P_onsaytn

w1
P_ @27 + (P @n+3) T P_2n+4) ) — + P_on13)

- 7

w_ z
P ~nd) + (P —n+a) + P —(2n+5)) — + P_ni4

w_1 Zg
P ) + (P —n+3) + P —(2n+4)) — + P_n+3)

7

w-_1 Zg Z
P_ S~ + (P @n+a) + P (2n+5)) — + P_n14
1

donc

P_pni2)y-1x0 + (P—@n+3) + P_2n+a) ) X0 + P_2143)
i (P ) = (3.20)

Xon42 =
P_pni3)y-1x0 + (P _n+a) + P —(2n+5)) Xo + P_n14
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Par un calcul similaire, on trouve y,,.

On a

alors

_ Wonn1
y2n+1 - s
Zon+2

P_ppiyw-_1 +

7

—@n+2) + P- 2n+3)) zo + P_gni2ywn

P_oniyw_1 + (P_n+3) + P_2ns4)) 20 + P_n43)W1

+ P_n12)

7

(
P—(2n+1)_ + ( —n+2) + P_n13)
(P

p —(2n+2)_ +(P-@n+3) + P- 2n+4)> + P_n+3)
(O

w-_1 Zp
p RCas i— + (P —@n+2) + P_2n43) ) + P_n42)
1

4

w-_1 Zg
P RCaEa— + (P @n+3) + P_ (2n+4)) — + P_oni3)
1

donc
P_oni1yy-1xo + (P —n+2) + P —(2n+3)) Xo + P_u42)

Yon+1 = (321)

P_oni2)y-1x0 + (P —@en+3) + P —(2n+4)) Xo + P_n43)

Et

W2
Yoo = —y
Zop+3

P_oni2z-1 + (P (
_(n+3)Z-1 * (P (

Z_

P

1 wWo

p —(2n+2)Z_ + (P @n+3) + P —(2n+4)) — + P_gui3)
1

2n43) + P_onsay) Wo + P_on13)21

7

on+a) + P (2n+5)) Wy + P_on4ay21

7

w
p —(2n+3)_ + (P @n+a) + P —(2n+5)) — +P_nia

Z_1 Wy wWo
P_ @) + (P @n+3) T P_on+4) ) — + P_on43)
1

4

Z_1 Wy w
pP_ @) + (P @n+a) + P (2n+5)) — + P_n1a
1
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donc
P_pniox_1yo + (P —n+3) + P —(2n+4)) Yo + P_on43) (3:22)
Yoni2 = . .
P_pni3x_1yo + (P _n+a) + P —(2n+5)) Yo + P_on+4
D’apres tout ce qui précede, le théoreme suivant est vrai.
Théoreme 3.1.1
Soit {x,, yn}nz_1 une solution bien définie du systéme (3.1). Alors pour n € Ny
P_oninyx_1yo + (P —n+2) + P —(2n+3)) Yo + P_u42)
Xon+1 = ’
P_pnio)x_1yo + (P —n+3) + P —(2n+4)) Yo + P_pne3)
P_gni2y-1x0 + (P —n+3) + P —(2n+4)) Xo + P_ou43)
Xon+2 = ’
P_oni3)y-1X0 + (P —n+ay + P —(2n+5)) Xo + P_2n+4
(3.23)
P_pns1yy-1x0 + (P _on+2) + P —(2n+3)) Xo + P_n42)
Yons1 = ’
P_pn+2)y-1x0 + (P —n+3) + P —(2n+4)) Xo + P_n+3)
P_onix_1yo + (P —en+3) + P —(2n+4)) Yo + P_uy3)
y21’l+2 = ’
P_pni3x_1yo + (P —n+a) + P —(2n+5)) Yo + P_on+4)

ot {P_y},50 est la suite de Pell généralisée d'indice négatif.

3.2 Stabilité globale des solutions du systéme (3.1)

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale des solutions réelles du systeme
(3.1).

Supposons I et | C IR et on considére les fonctions

f: Px]? > 1
g: IZX]2 - ]
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définies par
1
f(xn/ Xn-1, ynl yi’l—l) - yn (xn—l _ 2) — 1’

1
X (Yn1 —2) =1

g (X, Xn-1, Yn, Yn-1) =

Lemme 3.2.1

Le systéme (3.1) admet un seul point d’équilibre réel donné par :

1 1
- 2 (61 913 (61 293
M= & 17) =(a,a), avec a= 3t (5—4 %) (5_4 _ %)
Preuve.
Soit (¥, 7) un point d’équilibre, donc
s 1
T gE-2-1
_ 1
Trg-y-T
On obtient
Py-237-%-1=0, (3.24)
7Fx-2yx-7-1=0. (3.25)

D’apres la soustraction (3.25) de (3.24), on obtient

alors
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ou

(3.26)

=i
1]
§|

On remplace (3.26) dans (3.25), on obtient
7P -2 -7-1=0. (3.27)

L’équation (3.27) est I'équation caractéristique (1.36), qui admet une seule solution

réelle dans I, donnée par :

et d’apres (3.26), on a

donc le point d’équilibre du systéeme (3.1) est :
M=(x,7) = (v, a).

m La stabilité locale du point d’équilibre M = (a,a) du systeme (3.1) est décrite dans le

théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1
Le point d’équilibre M est instable.

Preuve.

Le systéme linéaire associé au systeme (3.1) autour du point d’équilibre M, est donné

par:
Wn+1 = AWn/ Wn = (xn/ Xn-1rYns yn—l)T ’
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ol A est la matrice Jacobienne donnée par :

0 —a® —-a-1 0
1 0 0 0
A =
-a—1 0 0 —ad
0 0 1 0

A —a® -a-1 0
1 -A 0 0
Pa(A) = det(A=AL)= = A+ 2% (20° = (@ + 1)) + .
-a-1 0 A =a?
0 0 0 -A

Ona A =-672.99 <0, donc le polynéme caractéristique admet 4 racines

A= =1.77501 - 3.66479 1,
Ay = =1.77501 + 3.66479 1,
Ay = 1.77501 — 3.66479 1,
Ay = 1.77501 + 3.66479 1.

On trouve,

M| = [Aa| = |As] = |Aa] = 1.77501 > 1.

Donc, d’apres le Théoréme (1.1.8) le point d’équilibre M est instable . m

3.3 Exemple numérique

Pour confirmer 1'instabilité globale des solutions du systeme (3.1), nous considérons

les exemples numériques suivants :
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Ficure 3.1 — La représentation graphique du systéeme (3.1) avec les conditions initiales
x-1=30, ,x=35ety_; =50, ,yo=>55
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n

Ficure 3.2 — La représentation graphique de la solution du systeme (3.1) avec les
conditions initiales x_ = =33, ,xp=1lety_1 =33, ,y,=45

3.4 Forme de solution du systéme (3.2)

Nous rappelons que P_, est le n-eme nombre de Pell généralisé d’indice négatif, qui

vérifie la relation de récurrence

P_n = _P—(n—l) - ZP_(n_z) + P_(n_3), PO =0,P1=0 et P,=1.
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1000 ; ; ! ! ! ; ; ! .

i)
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i i ; i ; i i ; i
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 FOOO 8000 9000 10000
n

Ficure 3.3 — La représentation graphique de la solution du systeme (3.1) avec les
conditions initiales x_; = =11, ,xp=22ety_1 =99, ,yo =111

Pour trouver la forme des solutions du systeme (3.2), on considere les changements des

variables suivants :

_ T _ Sn
Xy = , Yn = :
—Su+1 —Tn+1
Alors
_ T+l
Xn+1 = ’
—Sn+2
(3.28)
Y1 = Sn+1
n+l — .
—The2
T+l _ -1
- 4
—Sn+2 —5Sn (rn—l + 2) -1
Tl \ =Sy
—Tut1

Typ—1 — 2Sn — Tn41

Spyl -1
- 7
—TVn+2 —Ty (Sn—l + 2) -1
S+l \ =Ty
—Sn+1

Sp-1 — 27’n — Sn+1
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Dong, le systeme (3.2) devient

Sp42 = —Tps1 — 28, + Ty,
(3.29)
Tns2 = —Sps1 — 21y + Sy,

Le systeme (3.29) est sous la forme du systéme (3.7), donc d’apres le Lemme (3.1.2) ses

solutions sont sous la forme (3.8), c’est-a-dire,

Son = Py rq+ (P—(2n+1) + P—(2n+2)) so + P_pnsnyr1,

Son+1 = P_@ni1)s-1 + (P —n+2) + P —(2n+3)) o + P_@n+2)81, (3.30)
ran = P_gsq+ (P—(2n+1) + P—(2n+2)) o + P_ns1)S1,

Toasr = P_uenyr—n + (P _@n+2) + P —(2n+3)) So + P_pus2)11,

tel que les valeurs initiales s_y, sg, s1, 7-1, rp et r1 € R.

On a

alors

on+1
Xop+1 = —s ’
—S2n+2

P_onenyr—1 + (P _en+2) + P —(2n+3)) S0 + P_uinr

—P_pnioyr-1 — (P —@n+3) + P —(2n+4)> So — P_u+3)r1

r—q S0
P_ony— + (P —n+2) + P —(2n+3)) — + P_n42)
[§1 81

r_q So /
-P G2 (P —n+3) + P —(2n+4)) P P_n43)
r—1 —Sp S0
P ) T (P —ns2) + P —(2n+3)) - + P_n42)

rY—_1 —5So 50 !
-P o) T + (P —n+3) + P —(2n+4)) e P_n+3)
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donc
P_pns1yx_1yo — (P _en+2) + P —(2n+3)) Yo + P_ns2)

(3.31)

Xon+1 =
—P_oni2)x-1Yo + (P —n+3) + P —(2n+4)) Yo — P_ns3)

Et

T2n+2

Xon+2 =

—521+3 ’
P_pni2)s-1 + (P —n+3) + P —(2n+4)) 70 + P_(2443)51

—P_u3)5-1 — (P —n+4) + P —(2n+5)) 1o — P_ni4)S1

donc

S_1 Yo
p RCac iy (P —n+3) + P —(2n+4)) i P_oni3)
1 1
Xon+2 = 51

—P_on+3)

I ’
— - (P —@n+4) + P —(2n+5)) — = P_n+4)
51 51
51—t

7o
p ) T (P —n+3) + P —(2n+4)) -~ + P_n43)

ro ¢
— — P_on+4

S_1 —Fhy
-P —@ned) T + (P—(2n+4) +P —(2n+5))
1y S

P_pni2)y-1x0 — (P —n+3) + P —(2n+4)) Xo + P_n43)

—P_oni3)y-1x0 + (P —n+a) + P —(2n+5)) X0 — P_on+4)

Par un calcul similaire, on trouve y,,.
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alors
Yon+1 =
donc
Yon+1 =
Et
Yon+2 =
donc
Yons2 =

Son+1

—7”2n+2’
P_p41y5-1 + (P —n+2) + P —(2n+3)) o + P_n42)51

—P_ni2)8-1 — (P —@en+3) + P —(2n+4)) 10 — P_u43)51

5.1
p - + (P —@n+2) + P —(2n+3)) — + P_n42)

S 1’0 ’
—P_ons2)— (P —n+3) T P_ 2n+4)) — = P_n43)
51
S_1 —Ty To
P —(2n+1)_s_ - (P —ns2) + P —(2n+3)) — + P_n42)
1
S1 7’0 !

—P_n12) _1”0? + (P @n+3) + P_ (2n+4)) . P_oni3)

P_oni1yy-1x0 — (P —n+2) + P —(2n+3)) Xo + P_u42)

(3.32)
—P_pui2)y-1x0 + (P —@n+3) + P —(2n+4)) Xo — P_n+3)

Son+2

—Tomn+3 ’
P_pnioyr-1 + (P —n+3) + P —(2n+4)) S0 + P_ne3)r

—P_ni3yr-1 — (P —n+a) + P —(2n+5)) So — P_gun+ayn1

7
P_ (2n+2)_ + (P @n+3) + P_ (2n+4)) — + P_us3

7

r s
—P_pn43— . (P @n+a) + P —(2n+5)) — = P_na
1

r-1 —5Sp 50

P_ e T (P—(2n+3 + P—(2n+4)> — + P_n43)
1

r-1 =Sp So ’
—P_ @) o + (P @n+a) + P_ (2n+5)) — —P_usg
—So r

P_oni2x_1yo — (P —n+3) + P —(2n+4)) Yo + P_u43)

(3.33)
—P_oni3yXx_1yo + (P —(n+a) + P —(2n+5)) Yo — P_n+4

D’aprés tout ce qui précede, le théoréme suivant est vrai.
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Théoréme 3.4.1

Soit {x, Yn},_, une solution bien définie du systeme (3.2). Alors pour n € Ny

P_pni1yx-1y0 — (P—(2n+2) + P—(2n+3)) Yo + P_ni2)

Xon+1 = ’
—P_puio)x_1yo + (P —n+3) + P —(2n+4)) Yo — P_us3)

P_oni2)y-1x0 — (P —n+3) + P —(2n+4)) Xo + P_2u43)
Xon+2 = ’
—P_ni3)y-1x0 + (P —n+a) + P —(2n+5)) Xo — P_nia

(3.34)

P_oniyy-1x0 — (P —en+2) + P —(2n+3)) Xo + P_n42)
Yon+1 = ’
—P_pni2)y-1x0 + (P —n+3) + P —(2n+4)) Xo — P_u43)

P_ninx-1Yyo — (P —n+3) + P —(2n+4)) Yo + P_n+3)

Yon+2 =

—P_n3)x_1y0 + (P —(n+4) T P —(2n+5)) Yo — P_n+4)

ot {P_,},>q est la suite de Pell généralisée d'indice négatif.

3.5 Stabilité globale de solution du systeme (3.2)

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale des solutions réelles du systeme
(3.2).

Supposons [ et | C R et on considere les fonctions

f: PxJ]? - 1
g: PxJ -]
définies par :

-1
Yn (xn—l + 2) - 1’

f (xn/ Xn-1rYns yn—l) =

-1
Xy (Y1 +2) =1

g (X, Xn-1, Yn, Yn-1) =
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Lemme 3.5.1

Le systeme (3.2) admet un seul point d’équilibre réel donné par :
N = (7 = (-a,-w),
avec

1 1
S L Y EC) O TS ECA S
a 54 36

527 V36

Preuve.

Soit (¥, 7) un point d’équilibre, donc

|
TG+ -1
|
y_x@+2y—1
On obtient
By+2xj-x+1=0, (3.35)
Pr+2gx—§+1=0. (3.36)

~
=i
<
|
—_
e
~
=i
|
<
N
Il
=

alors
=7 (3.37)

On remplace (3.37) dans (3.35), on obtient

428 -%+1=0. (3.38)
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L’équation (3.38) admet une seule solution réelle dans I, donnée par :

54 V36

1 1
M N R A e
T 54 36 ’

et d’apres (3.37) on a

X=y=-aqa,

donc le point d’équilibre du systeme (3.2) est :
N = (%, 7) = (~a, —a).

m La stabilité du point d’équilibre N = (-a, —a) du systéeme (3.2) est décrite dans le

théoréme suivant.

Théoréme 3.5.1
Le point d’équilibre N est instable.

Preuve.
Le systéme linéaire associé au systeme (3.2) autour du point d’équilibre N, est donné

par:
Vn+1 = an/ Vn = (xn/ Xn—-1, ynl yn—l)T/

ol B est la matrice Jacobienne donnée par :
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Le polyndme caractéristique de B est donné par :

Py(A)

det(B - AI4),
= PA(A),
= A+ 22(20° - (@ + 1) +a®.

Donc le polyndme caractéristique admet 4 racines

A= =1.77501 - 3.66479 1,
Ay = =1.77501 + 3.66479 1,
Ay = 1.77501 — 3.66479 1,
Ay = 1.77501 + 3.66479 1.

On trouve,

Al = |As] = |As] = |A4] = 1.77501 > 1.

Donc, d’aprés le Théoréme (1.1.8) le point d’équilibre N est instable . m

3.6 Exemple numérique

Pour confirmer l'instabilité globale des solutions du systeme (3.2), nous considérons

les exemples numériques suivants :
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1000 ; ; ! : : , : ! .

sook- ........ ........ ......... ........ ........ ........ ........... .

||] |4 J H ‘ MJJ H.JHL JMJ ll‘l‘lj’| il

| J I J.hEJ ]
P ;|" i FHW

o

= 5o ....... ....... ........ b ........ ........ .........

Aooaf e ......... ......... e ........ U ........ ........ P

s ........ P ........ P ........ ........ .........

-2000

i i ; i ; i i ; i
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 FOOO 8000 9000 10000
n

Ficure 3.4 — La représentation graphique de la solution du systeme (3.2) avec les
conditions initiales x_; = =10, ,xp=19ety_1 =89, ,yp=92

2500 T T T T T T T T T

cooo ke PR ......... ......... e ........ (R ........ !
1500

1000

x{n).y(n)

500

-500 -

i I i i I i I i i
a 1000 2000 3000 4000 A000 BOOO 7000 S000 S000 10000
n

-1000

Ficure 3.5 — La représentation graphique de la solution du systeme (3.2) avec les
conditions initiales x_y =55, ,xp=76ety_; =-57, ,yo=-45
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1500 , ! , | ! ; ! , :

o0k ........ ......... ......... ........ ........ ......... ........ ........ ........ I

x{n),yin)

i I i i I i I i i
a 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 S000 5000 10000
n

-1000

Ficure 3.6 — La représentation graphique de la solution du systeme (3.2) avec les
conditions initiales x_; = =45, ,xp=-32ety_1 =22, ,yo =48
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CONCLUSION

Dans notre mémoire, nous avons présenté la forme explicite des solutions de deux

équations aux différences non linéaires d’ordre deux

+1

Xn+l = s ne NO'

Xn (xn—l + 2) -1

Les solutions de ces équations, ont été exprimées en termes des nombres de Pell

généralisés.

Nous avons donnés également la forme fermée des solutions de deux systemes

d’équations aux différences non linéaires d’ordre deux

+1 +1

yn (xn—l + 2) - 1’ yn+1 - Xn (yn—l + 2) - 1’

n € INp.

Xn+1 =

Nous présentons également quelque explications théoriques liées a la représentation

de c’est deux systemes .
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