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RÉSUMÉ

L’objectif principal de ce mémoire est la recherche des formules explicites pour

la solution de deux équations et de deux systèmes d’équations aux différences non

linéaires d’ordre deux.

Nous donnons dans le premier chapitre les définitions principaux de la théorie

d’équations aux différences, de plus nous étudions la suite de Pell.

Dans le deuxième chapitre, nous donnons les formes explicites des solutions de

deux équations aux différences non linéaires d’ordre deux en fonction des nombres de

Pell généralisés.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons les formes explicites des solutions

du deux systèmes d’équations aux différences d’ordre deux avec leur solutions sont

donnés en terme des nombres de Pell généralisés.

Mots-clés : Équations aux différences, systèmes d’équations aux différences, sta-

bilité, nombres de Pell généralisés, forme de solution.
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ABSTRACT

The purpose of this work is the search for explicit formulas of the solutions of two

second-order nonlinear difference equations and a two systems of nonlinear difference

equations.

In the first chapter, we give the definitions of difference equations theory. Moreo-

ver, we study the Pell sequence.

In the second chapter, we give the explicit form of the solutions of a two second-

order nonlinear difference equations in terms of generalized Pell sequence.

Finally, in the last chapter, we give the explicit form of the solutions of a two

systems of second-order nonlinear difference equations with their solutions are given

in terms of generalized Pell sequence.

Keywords : Difference equations, systems of difference equations, stability, gene-

ralized Pell numbers, form of solution.
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INTRODUCTION

L’objectif principal de ce mémoire est la recherche des formules explicites pour

la solution de deux équations et de deux systèmes d’équations aux différences non

linéaires d’ordre deux.

Les équations aux différences sont à la base de l’analyse appliquée depuis L. Euler

(1707 - 1783), P. L. Tchebycheff (1821 - 1894) et A. A. Markov (1856 - 1922). En réalité,

le concept de récurrence, qui est la base de ce genre d’équations, est apparu depuis

l’époque de De Moivre (1667-1754).

Une équation aux différences est une équation, dont l’inconnue est une suite, qui

relie plusieurs termes d’une même suite. Elles revêtent une importance particulière

dans plusieurs domaines et disciplines scientifiques, ceci par leurs champs d’appli-

cations avait connu une diversité qui touche des domaines comme : l’économie, la

biologie, la théorie des probabilités, l’écologie, . . . , etc.

D’une part, elles sont utilisées pour la simulation des équations différentielles
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Introduction

ordinaires ou aux dérivées partielles, dans l’analyse numérique pour la résolution des

équations à l’aide des suites, avec la recherche de la valeur approchée de la solution

par exemple le schéma numérique d’Euler ou de Runge-Kutta.

D’autre part, elles sont utilisées en modélisation des phénomènes de la vie réelle, car

la plupart des mesures de l’évolution des variables temporelles étant discrètes.

Plus important encore, les équations aux différences linéaires sont des sujets de la

théorie des équations aux différences bien comprises, car elles se basent principalement

sur les propriétés de l’algèbre linéaire qui offrent des méthodes simples pour résoudre

ces équations, contrairement à la théorie des équations aux différences non linéaires

restent un sujet difficile pour les mathématiciens, car il n’existe pas une méthode sy-

thématique pour trouver une forme explicite pour la solution.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Après l’introduction on a :

Dans le premier chapitre, nous avons divisé le travail en deux parties, la première

partie, nous avons donnés des définitions et résultats généraux sur les équations et les

systèmes d’équations aux déférences, la deuxième partie est dédiée à l’étude de la suite

de Pell.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à donner la forme explicite des

solutions de deux équations aux différences non linéaires d’ordre deux suivantes :

xn+1 =
±1

xn(xn−1 ∓ 2) − 1
, n ∈N0,

avec les valeurs initiales x−1, x0 sont des valeures réelles arbitraires.

Et donner la relation entre ses solutions et les nombres de Pell généralisés.

2



Introduction

Dans le dernier chapitre, nous donnons la forme fermée des solutions de deux

systèmes d’équations aux déférences non linéaires d’ordre deux suivantes :

xn+1 =
±1

yn(xn−1 ∓ 2) − 1
, yn+1 =

±1
xn(yn−1 ∓ 2) − 1

, n ∈N0,

avec les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0 sont des valeures réelles arbitraires.

Enfin, nous avons donné la conclusion de ce travail.

3



CHAPITRE 1

QUELQUES PRÉLIMINAIRES ET LES

SUITES DE PELL

1.1 Quelques préliminaires

Dans cette section, nous allons donner quelques définitions de base et des résul-

tats généraux concernant les équations, les systèmes d’équations aux différences et la

stabilité de ces dernières, ainsi que quelques théorèmes qui nous seront utiles pour la

suite de notre mémoire. Dans toute la suite, on définit l’ensemble N+
n0

par l’ensemble

des nombres n ∈N tel que n ≥ n0.

1.1.1 Équations aux différences linéaires

Définition 1.1.1 ([6])

4



Quelques préliminaires et les suites de Pell

• L’équation

xn+k + p1(n)xn+k−1 + · · · + pk(n)xn = 1(n), (1.1)

avec, p0(n) = 1, p1(n), p2(n), . . . , pk(n), et 1(n) sont des fonctions définies surNn0 , s’ap-

pelle équation aux différences linéaire d’ordre k dés que pk(n) , 0.

• En générale on associé k conditions initiales avec l’équation (1.1)

xn0 = c1, xn0+1 = c2, . . . , xn0+k−1 = ck, (1.2)

avec ci, i = 1, . . . , k sont des constantes réelles ou complexes.

• Si 1(n) = 0, l’équation (1.1) est dite homogène et elle s’écrit comme suit

xn+k + p1(n)xn+k−1 + · · · + pk(n)xn = 0. (1.3)

• Si les fonctions pk(n), ∀n ≥ n0 sont constantes, l’équation (1.1) est dite autonome.

Définition 1.1.2 ([6])

Une suite {xn}n≥n0 est dite solution de l’équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) si elle

satisfait la relation (1.1).

Théorème 1.1.1 ([6])

L’équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet une et une seule solution.

Théorème 1.1.2 ([6])

L’ensemble S des solution de l’équation aux différences homogène (1.3) est un espace vectoriel

surK de dimension k.

Définition 1.1.3 ([6])

Un ensemble de k solutions libres de l’équation aux différences (1.3) est dit ensemble fonda-

mental des solutions.

5



Quelques préliminaires et les suites de Pell

Théorème 1.1.3 ([6])(Théorème fondamental)

Si pk(n) , 0, ∀n ≥ n0, l’équation aux différences linéaire homogène (1.3) admet un ensemble

fondamental des solutions.

Théorème 1.1.4 ([6])

Soit l’équation linéaire homogène autonome

xn+k + p1xn+k−1 + · · · + pkxn = 0. (1.4)

La solution générale de l’équation (1.4) s’écrit :

xn =

r∑
i=1

mi−1∑
j=0

ci, jn jλn
i , ci, j ∈ R, (1.5)

où

– Le paramètre r ≤ k désigne le nombre de racines distinctes du polynôme caractéristique

définie par :

p(λ) =

k∑
i=0

piλ
k−i. (1.6)

– Le paramètre λi désigne une racine du polynôme caractéristique (1.6).

– Le paramètre mi désigne la multiplicité de la racine λi.

– Les coefficients ci, j sont des constantes qui sont déterminées à partir des conditions initiales.

1.1.2 Équations aux différences non linéaires

Soit I un intervalle de R et soit f : Ik+1
→ I est une fonction définie.

Définition 1.1.4 ([6])

Une équations aux différences d’ordre (k + 1)

xn+1 = f (xn, xn−1, . . . , xn−k), n ∈N0 (1.7)

6
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avec les conditions initiales x0, x−1, . . . , xn−k ∈ I, est dite non linéaire si n’est pas de la forme

(1.1).

Définition 1.1.5 ([6])

Un point x̄ ∈ I est un point d’équilibre de l’équation (1.7) si

x̄ = f (x̄, x̄, . . . , x̄),

autrement dit

xn = x̄, ∀n ≥ −k.

Définition 1.1.6 ([6])

Une solution {xn}n≥−k de l’équation (1.7) est dite éventuellement périodique de période p ∈N

si

∃N ≥ −k xn+p = xn, ∀n ≥ N.

Si N = −k, on dit que {xn}n≥−k est périodique de période p.

Définition 1.1.7 ([6])

Un intervalle J ⊆ I est dit intervalle invariant pour l’équation (1.7) si

x−k, x−k+1, . . . , x0 ∈ J⇒ xn ∈ J, ∀n ∈N.

1.1.3 A propos de la stabilité

Définition 1.1.8 ([6])

Soit x̄ un point d’équilibre de l’équation (1.7).

1) x̄ est dit localement stable si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x−k, x−k+1, . . . , x0 ∈ I : |x−k − x̄| + |x−k+1 − x̄| + · · · + |x0 − x̄| < δ,

alors

|xn − x̄| < ε, ∀n ≥ −k.

7



Quelques préliminaires et les suites de Pell

2) x̄ est dit localement asymptotiquement stable si

• x̄ est localement stable,

• ∃ξ > 0, ∀x−k, x−k+1, . . . , x0 ∈ I : |x−k − x̄| + |x−k+1 − x̄| + · · · + |x0 − x̄| < ξ,

alors

lim
n→+∞

xn = x̄.

3) x̄ est dit globalement attractif si

∀x−k, x−k+1, . . . , x0 ∈ I, lim
n→+∞

xn = x̄.

4) x̄ est dit globalement asymptotiquement stable si

• x̄ est localement stable,

• x̄ est globalement attractif.

5) Le point x̄ est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Définition 1.1.9 ([6])

Soit f une fonction continument différentiable.

On appelle équation aux différences linéaire associée à l’équation (1.7) autour de x̄ l’équation

yn+1 = p0yn + p1yn−1 + · · · + pkyn−k, (1.8)

avec

pi =
∂ f
∂ui

(x̄, x̄, . . . , x̄), i = 0, . . . , k,

et
f : Ik+1

−→ I

(u0,u1, . . . ,uk) 7−→ f (u0,u1, . . . ,uk).

1.1.4 Stabilité par la linéarisation

Théorème 1.1.5 ([6])

8
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• Si toutes les racines du polynôme caractéristique de l’équation aux différences linéaire associée

sont dans le disque unité ouvert |λ| < 1, alors le point d’équilibre x̄ de l’équation (1.7) est

asymptotiquement stable.

• Si au moins une racine du polynôme caractéristique de l’équation aux différences linéaire

associée a un module supérieur à un, alors le point d’équilibre x̄ de l’équation (1.7) est

instable.

Théorème 1.1.6 (Théorème de Clark,[4])

Une condition suffisante pour la stabilité locale asymptotique du point d’équilibre x̄ de l’équation

(1.7) est

|p0| + |p1| + · · · + |pk| < 1.

1.1.5 Systèmes d’équations aux différences non linéaires

Soient f (1), f (2), . . . , f (p) des fonctions continûment différentiables, tel que

f (i) : Ik+1
1 × Ik+1

2 × · · · × Ik+1
p → Ik+1

i , i = 1, 2, . . . , p,

où Ii, i = 1, 2, . . . , p sont des intervalles réels.

Considérons le système de p équations aux différences



x(1)
n+1 = f (1)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
,

x(2)
n+1 = f (2)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
,

...

x(p)
n+1 = f (p)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
,

(1.9)

où n, k ∈N0,
(
x(i)
−k, x

(i)
−k+1, . . . , x

(i)
0

)
∈ Ik+1

i , i = 1, 2, . . . , p. Définissons la fonction

H : Ik+1
1 × Ik+1

2 × · · · × Ik+1
p → Ik+1

1 × Ik+1
2 × · · · × Ik+1

p

9
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par

H(w) =
(

f (1)
0 (w), f (1)

1 (w), . . . , f (1)
k (w), f (2)

0 (w), f (2)
1 (w), . . . , f (2)

k (w), . . . , f (p)
0 (w), f (p)

1 (w), . . . , f (p)
k (w)

)
,

avec

w =
(
u(1)

0 ,u
(1)
1 , . . . ,u

(1)
k ,u

(2)
0 ,u

(2)
1 , . . . ,u

(2)
k , . . . ,u

(p)
0 ,u

(p)
1 , . . . ,u

(p)
k

)T
,

f (i)
0 (w) = f (i)(w), f (i)

1 (w) = u(i)
0 , . . . , f (i)

k (w) = u(i)
k−1, i = 1, 2, . . . , p.

Posons,

wn =
(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)T
.

Ainsi, le système (1.9) est équivalent au système

wn+1 = H(wn), n ∈N0, (1.10)

c’est-à-dire

x(1)
n+1 = f (1)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
x(1)

n = x(1)
n

...

x(1)
n−k+1 = x(1)

n−k+1,

x(2)
n+1 = f (2)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
x(2)

n = x(2)
n

...

x(2)
n−k+1 = x(2)

n−k+1
...

x(p)
n+1 = f (p)

(
x(1)

n , x
(1)
n−1, . . . , x

(1)
n−k, x

(2)
n , x

(2)
n−1, . . . , x

(2)
n−k, . . . , x

(p)
n , x

(p)
n−1, . . . , x

(p)
n−k

)
x(p)

n = x(p)
n

...

x(p)
n−k+1 = x(p)

n−k+1

.

10



Quelques préliminaires et les suites de Pell

Définition 1.1.10 (Point d’équilibre)

1) Un point (x(1), x(2), . . . , x(p)) ∈ Ik+1
1 × Ik+1

2 × · · · × Ik+1
p est dit point d’équilibre de (1.9) si



x(1) = f (1)
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
,

x(2) = f (2)
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
,

...

x(p) = f (p)
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
.

Autrement dit (x(1), x(2), . . . , x(p)) est une solution de (1.9).

2) Un point w =
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
∈ Ik+1

1 × Ik+1
2 × · · · ×

Ik+1
p est point d’équilibre du système (1.10) si

w = H(w).

1.1.6 A propose de la stabilité

Définition 1.1.11 ([6])

Soient w un point d’équilibre du système (1.10) et ‖.‖ une norme, par exemple la norme

euclidienne.

1) Le point d’équilibre w est dit stable (ou localement stable) si pour chaque ε > 0, ∃δ > 0,

tel que ‖w0 − w‖ < δ implique ‖wn − w‖ < ε pour n ≥ 0.

2) Le point d’équilibre w est dit asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe γ > 0,

tel que ‖w0 − w‖ < γ implique ‖wn − w‖ → 0, n→ +∞.

3) Le point d’équilibre w est dit globalement attractif ( respectivement globalement at-

tractif de bassin d’attraction l’ensemble G ⊆ Ik+1
1 × Ik+1

2 × · · · × Ik+1
p ) si pour chaque w0

(respectivement pour chaque w0 ∈ G)

‖wn − w‖ → 0, n→ +∞.

4) Le point d’équilibre w est dit globalement asymptotiquement stable si

11



Quelques préliminaires et les suites de Pell

• Le point d’équilibre w est stable,

• Le point d’équilibre w est globalement attractif.

5) Le point d’équilibre w est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Remarque 1.1.7 ([6])

Il est clair que (x(1), x(2), . . . , x(p)) ∈ Ik+1
1 × Ik+1

2 × · · · × Ik+1
p est dit point d’équilibre de (1.9) si et

seulement si w =
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
∈ Ik+1

1 × Ik+1
2 × · · · ×

Ik+1
p est un point d’équilibre du système (1.10).

Définition 1.1.12 (système linéaire associé)

Le système linéaire associé au système (1.10) autour du point d’équilibre

w =
(
x(1), x(1), . . . , x(1), x(2), x(2), . . . , x(2), . . . , x(p), x(p), . . . , x(p)

)
est donné par :

wn+1 = Awn, n ∈N0, (1.11)

12
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avec A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre w, donnée par :

A =



∂ f (1)
0

∂u(1)
0

∂ f (1)
0

∂u(1)
1

···

∂ f (1)
0

∂u(1)
k

∂ f (1)
0

∂u(2)
0

∂ f (1)
0

∂u(2)
1

···

∂ f (1)
0

∂u(2)
k

···

∂ f (1)
0

∂u(p)
0

∂ f (1)
0

∂u(p)
1

···

∂ f (1)
0

∂u(p)
k

∂ f (1)
1

∂u(1)
0

∂ f (1)
1

∂u(1)
1

···

∂ f (1)
1

∂u(1)
k

∂ f (1)
1

∂u(2)
0

∂ f (1)
1

∂u(2)
1

···

∂ f (1)
1

∂u(2)
k

···

∂ f (1)
1

∂u(p)
0

∂ f (1)
1

∂u(p)
1

···

∂ f (1)
1

∂u(p)
k

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
∂ f (1)

k

∂u(1)
0

∂ f (1)
k

∂u(1)
1

···

∂ f (1)
k

∂u(1)
k

∂ f (1)
k

∂u(2)
0

∂ f (1)
k

∂u(2)
1

···

∂ f (1)
k

∂u(2)
k

···

∂ f (1)
k

∂u(p)
0

∂ f (1)
k

∂u(p)
1

···

∂ f (1)
k

∂u(p)
k

∂ f (2)
0

∂u(1)
0

∂ f (2)
0

∂u(1)
1

···

∂ f (2)
0

∂u(1)
k

∂ f (2)
0

∂u(2)
0

∂ f (2)
0

∂u(2)
1

···

∂ f (2)
0

∂u(2)
k

···

∂ f (2)
0

∂u(p)
0

∂ f (2)
0

∂u(p)
1

···

∂ f (2)
0

∂u(p)
k

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
∂ f (p)

0

∂u(1)
0

∂ f (p)
0

∂u(1)
1

···

∂ f (p)
0

∂u(1)
k

∂ f (p)
0

∂u(2)
0

∂ f (p)
0

∂u(2)
1

···

∂ f (p)
0

∂u(2)
k

···

∂ f (p)
0

∂u(p)
0

∂ f (p)
0

∂u(p)
1

···

∂ f (p)
0

∂u(p)
k

∂ f (p)
1

∂u(1)
0

∂ f (p)
1

∂u(1)
1

···

∂ f (p)
1

∂u(1)
k

∂ f (p)
1

∂u(2)
0

∂ f (p)
1

∂u(2)
1

···

∂ f (p)
1

∂u(2)
k

···

∂ f (p)
1

∂u(p)
0

∂ f (p)
1

∂u(p)
1

···

∂ f (p)
1

∂u(p)
k

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
∂ f (p)

k

∂u(1)
0

∂ f (p)
k

∂u(1)
1

···

∂ f (p)
k

∂u(1)
k

∂ f (p)
k

∂u(2)
0

∂ f (p)
k

∂u(2)
1

···

∂ f (p)
k

∂u(2)
k

···

∂ f (p)
k

∂u(p)
0

∂ f (p)
k

∂u(p)
1

···

∂ f (p)
k

∂u(p)
k



,

tel que

f (i)
j = f (i)

j (w) , i = 1, 2, . . . , p, j = 0, 1, . . . , k.

Théorème 1.1.8 (Stabilité par linéarisation, [6])

1) Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert (c’est-

à-dire |λ| < 1), alors le point d’équilibre w du système (1.10) est asymptotiquement

stable.

2) Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur à un, alors

le point d’équilibre w du système (1.10) est instable.
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1.2 Les suites de Pell

La suite de Pell est la suite d’entiers {Pn}n≥0 définie par une relation de récurrence

linéaire, où chaque terme représente la somme de deux fois le précédent et une fois

l’autre d’avant, avec des conditions initiales P0 = 0 et P1 = 1 .

Le nom des nombres de Pell proviennent de l’attribution erronée par Leonhard Euler

de l’équation et des nombres qui en dérivent à John Pell. Les nombres de Pell peuvent

Figure 1.1 – John Pell(1611-1685).

être calculés au moyen d’une relation de récurrence similaire à celle des nombres de

Fibonacci. Il en résulte une suite dans laquelle le rapport entre deux termes consécutifs

converge vers le nombre d’argent ou proportion d’argent (1 +
√

2 ' 2.414213562373...).

En plus d’être utilisé pour approximer la racine carrée de deux, les nombres de Pell

peuvent être utilisés pour trouver des nombres triangulaires carrés, pour construire des

approximations entières du triangle isocèle droit et pour résoudre certains problèmes

d’énumération combinatoire.

Figure 1.2 – La spirale de Pell.

14
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Définition 1.2.1

La suite de Pell est la suite {Pn}n≥0 telle que P0 = 0, P1 = 1 et

Pn+2 = 2Pn+1 + Pn, n ∈N0. (1.12)

Les termes de cette suite sont appelés les nombres de Pell.

Alors les termes de la suite de Pell d’ordre deux sont :

0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, 33461, . . . , etc.

1.2.1 Résolution de la suite de Pell

Soit la suite de Pell définie par (1.12).

Remarque 1.2.1

La suite (1.12) est une équation aux différences linéaire homogène autonome d’ordre 2.

– L’équation caractéristique de (1.12) est :

λ2
− 2λ − 1 = 0. (1.13)

Les solutions de (1.13) sont :

λ1 = 1 +
√

2,
(
nombre d′ar1ents

)
λ2 = 1 −

√

2.

– La solution générale de l’équation (1.12) est sous la forme :

Pn = C1

(
1 +
√

2
)n

+ C2

(
1 −
√

2
)n
.

15
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Utilisons les conditions initiales, on obtient

C1 =
1

2
√

2
, C2 = −

1

2
√

2
,

donc

Pn =

(
1 +
√

2
)n
−

(
1 −
√

2
)n

2
√

2
. (1.14)

Définition 1.2.2

La formule (1.14) est dite la formule de Binet.

Autrement dit

Pn =
an
− bn

a − b
, (1.15)

avec

a = 1 +
√

2, b = 1 −
√

2.

Corollaire 1.2.1

Soit {Pn}n≥0 la suite de Pell et Pn le n-ème nombre de Pell. Alors

lim
n→∞

Pn+1

Pn
= a,

où a est le nombre d’argents.

Preuve.

On a

lim
n→∞

Pn+1

Pn
= lim

n→∞

an+1
− bn+1

an − bn = lim
n→∞

an

(
a − b

(
b
a

)n)
an

(
1 −

(
b
a

)n) ,

puisque lim
n→∞

(
b
a

)n

= 0, alors

lim
n→∞

Pn+1

Pn
= a.

16
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1.2.2 La suite de Pell-Lucas

La suite de Pell-Lucas est la suite d’entiers {Qn}n≥0 définie par une relation de

récurrence linéaire, où chaque terme représente la somme de deux fois le précédent et

une fois l’autre d’avant, avec des conditions initiales Q0 = Q1 = 2.

Le rapport entre deux termes consécutifs converge vers le nombre d’argents.

Définition 1.2.3

La suite de Pell-Lucas est la suite {Qn}n≥0 telle que Q0 = Q1 = 2 et

Qn+2 = 2Qn+1 + Qn, n ∈N0. (1.16)

Les termes de cette suite sont appelés les nombres de Pell-Lucas.

Alors les termes de la suite de Pell-Lucas d’ordre deux sont :

2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478, 1154, 2786, 6726, 16238, 39202, 94642, . . . , etc.

Résolution de la suite de Pell-Lucas

Soit la suite de Pell-Lucas définie par (1.16) .

Remarque 1.2.2

La suite (1.16) est une équation aux différences linéaire homogène autonome d’ordre 2.

– L’équation caractéristique de (1.16) est :

ψ2
− 2ψ − 1 = 0. (1.17)

17
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Les solutions de (1.17) sont :

ψ1 = 1 +
√

2,

ψ2 = 1 −
√

2.

– La solution générale de l’équation (1.16) est sous la forme :

Qn = C1ψ
n
1 + C2ψ

n
2 .

Utilisons les conditions initiales, on obtient

C1 = C2 = 1,

donc

Qn =
(
1 +
√

2
)n

+
(
1 −
√

2
)n
. (1.18)

Définition 1.2.4

On appelle la formule

Qn = an + bn, (1.19)

la formule de Binet de la suite de Pell-Lucas, avec

a = 1 +
√

2, b = 1 −
√

2.

1.2.3 Quelques propriétés des nombres de Pell

Proposition 1.2.1

Soit {Pn}n≥0 la suite de Pell. Donc on a les identités suivantes :

1) L’identité de Cassini : Pour n ∈N

Pn+1Pn−1 − P2
n = (−1)n. (1.20)

18



Quelques préliminaires et les suites de Pell

2) L’identité d’ocagne : Pour n,m ∈N

Pm+nPn+1 − Pn+m+1Pn = (−1)nPm. (1.21)

3) L’identité de Catalan : Pour n,m ∈N

P2
n − Pn+mPn−m = (−1)n−mP2

m. (1.22)

4) L’identité de Johnson : Pour k, l,n,m et r ∈N tels que k + l = m + n,

PkPl − PmPn = (−1)r (Pk−rPl−r − Pm−rPn−r) . (1.23)

Preuve.

On a Pn =
an
− bn

a − b
, avec a = 1 +

√
2, b = 1 −

√
2.

1) L’identité de Cassini : Soit n ∈N, on a

Pn+1Pn−1 − P2
n =

(
an+1
− bn+1

a − b

) (
an−1
− bn−1

a − b

)
−

(
an
− bn

a − b

)2

,

=
1

(a − b)2

(
a2n + b2n

− an+1bn−1
− an−1bn+1

− a2n
− b2n + 2(ab)n

)
,

=
(ab)n

(a − b)2

(
2 − ab−1

− ba−1
)
,

puisque 2 − ab−1
− ba−1 = (a − b)2, et (ab)n = (−1)n, alors

Pn+1Pn−1 − P2
n =

(−1)n

(a − b)2
(a − b)2 ,

= (−1)n.
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2) L’identité d’ocagne : Soient n,m ∈N, on a

Pn+mPn+1 − Pn+m+1Pn =

(
an+m

− bn+m

a − b

) (
an+1
− bn+1

a − b

)
−

(
an+m+1

− bn+m+1

a − b

) (
an
− bn

a − b

)
,

=
1

(a − b)2

(
a2n+m+1

− am+nbn+1
− an+1bn+m + b2n+m+1

− a2n+m+1
− b2n+m+1

+ an+m+1bn + anbn+m+1
)
,

=
1

(a − b)2

(
−an+1bn+m

− am+nbn+1 + an+m+1bn + anbn+m+1
)
,

donc

Pn+mPn+1 − Pn+m+1Pn =
a − b

(a − b)2
(an+mbn

− anbn+m) ,

=
(ab)n

a − b
(am
− bm) ,

= (−1)n

(
am
− bm

a − b

)
,

= (−1)nPm.

3) L’identité de Catalan : Soient n,m ∈N, on a

P2
n − Pn+mPn−m =

(
an
− bn

a − b

)2

−

(
an+m

− bn+m

a − b

) (
an−m

− bn−m

a − b

)
,

=
1

(a − b)2

(
a2n + b2n

− 2(ab)n
− a2n

− b2n + an+mbn−m + an−mbn+m
)
,

=
(ab)n

(a − b)2

((a
b

)m
+

(
b
a

)m

− 2
)
,

donc

P2
n − Pn+mPn−m =

(ab)n

(ab)m

(
a2m + b2m

− 2(ab)m

(a − b)2

)
,

= (−1)n−m
(

am
− bm

a − b

)2

,

= (−1)n−m P2
m.
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4) L’identité de Johnson : Soient k, l,n,m et r ∈N tels que k + l = m + n,

PkPl − PmPn =

(
ak
− bk

a − b

) (
al
− bl

a − b

)
−

(
am
− bm

a − b

) (
an
− bn

a − b

)
,

=
1

(a − b)2

(
ak+l
− akbl

− albk + bk+l
− am+n + ambn + anbm

− bm+n
)
,

=
1

(a − b)2

(
−akbl

− albk + ambn + anbm
)
.

D’autre part

(−1)r (Pk−rPl−r − Pm−rPn−r) = (−1)r

((
ak−r
− bk−r

a − b

) (
al−r
− bl−r

a − b

)
−

(
am−r
− bm−r

a − b

) (
an−r
− bn−r

a − b

))
,

=
(ab)r

(a − b)2

(
ak+l−2r + bk+l−2r

− ak−rbl−r
− al−rbk−r

− am+n−2r
− bm+n−2r

+ am−rbn−r + an−rbm−r) ,

=
(ab)r

(a − b)2

(
−ak−rbl−r

− al−rbk−r + am−rbn−r + an−rbm−r
)
,

=
1

(a − b)2

(
−akbl

− albk + ambn + anbm
)
,

= PkPl − PmPn.

Proposition 1.2.2 ([2])

Soient {Pn}n≥0 la suite de Pell et {Qn}n≥0 la suite de Pell-Lucas, donc

1) Pour n,m ∈N

PmPn+1 + Pm−1Pn = Pm+n. (1.24)

2) Pour n,m ∈N

PmPn+1 − Pm+1Pn = (−1)nPm−n. (1.25)

3) Pour n ∈N

P2
n + P2

n+1 = P2n+1. (1.26)

4) Pour n ∈N

P2
n+1 − P2

n−1 = 2P2n. (1.27)
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5) Pour n ∈N

2Pn+1Pn − 2P2
n = P2n. (1.28)

6) Pour n ∈N

P2
n + P2

n+3 = 5P2n+3. (1.29)

7) Pour n ∈N

P2n+1 + P2n = 2P2
n+1 − 2P2

n − (−1)n. (1.30)

8) Pour n ∈N

P2
n + Pn−1Pn+1 =

Q2
n

4
. (1.31)

9) Pour n ∈N

Pn+1 + Pn−1 = Qn. (1.32)

10) Pour n ∈N

PnQn = P2n. (1.33)

Preuve.

On a

Pn =
an
− bn

a − b
, Qn = an + bn,

avec

a = 1 +
√

2, b = 1 −
√

2.

1) Soient n,m ∈N, on a

PmPn+1 + Pm−1Pn =

(
am
− bm

a − b

) (
an+1
− bn+1

a − b

)
+

(
am−1
− bm−1

a − b

) (
an
− bn

a − b

)
,

=
1

(a − b)2

(
am+n+1 + bm+n+1

− an+1bm
− ambn+1 + am+n−1

+ bm+n−1
− anbm−1

− am−1bn
)
,

=
1

(a − b)2

(
am+n

(
a + a−1

)
+ bm+n

(
b + b−1

)
− anbm

(
a + b−1

)
− ambn

(
b + a−1

))
,
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comme a − b = (a + a−1) = −(b + b−1) et a + b−1 = b + a−1 = 0,

alors

PmPn+1 + Pm−1Pn =
a − b

(a − b)2
(am+n

− bm+n) ,

=
am+n

− bm+n

a − b
,

= Pm+n.

2) Soient n,m ∈N, on a

PmPn+1 − Pm+1Pn =

(
am
− bm

a − b

) (
an+1
− bn+1

a − b

)
−

(
am+1
− bm+1

a − b

) (
an
− bn

a − b

)
,

=
1

(a − b)2

(
am+n+1

− ambn+1
− bman+1 + bn+m+1

− am+n+1
− am+1bn

− anbm+1 + bm+n+1
)
,

=
1

(a − b)2

(
am+1bn + anbm+1

− ambn+1
− bman+1

)
,

donc

PmPn+1 − Pm+1Pn =
a − b

(a − b)2
(ambn

− anbm) ,

=
(ab)n

a − b
(am−n

− bm−n),

= (−1)n
(

am−n
− bm−n

a − b

)
,

= (−1)n Pm−n.

3) Soit n ∈N, on a

P2
n + P2

n+1 =
1

(a − b)2

(
(an
− bn)2 + (an+1

− bn+1)2
)
,

=
1

(a − b)2

(
a2n + b2n

− 2(ab)n + a2n+2 + b2n+2
− 2(ab)n+1

)
,
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donc

P2
n + P2

n+1 =
1

(a − b)2

(
a2n+1(a−1 + a) + b2n+1(b−1 + b) − 2(ab)n(ab + 1)

)
,

et comme a−1 + a = −(b−1 + b) = a − b,

alors

P2
n + P2

n+1 =
(a − b)
(a − b)2

(
a2n+1

− b2n+1
)
,

=

(
a2n+1

− b2n+1

a − b

)
,

= P2n+1.

4) Soit n ∈N, on a

P2
n+1 − P2

n−1 =

(
an+1
− bn+1

a − b

)2

−

(
an−1
− bn−1

a − b

)2

,

=
1

(a − b)2

(
a2n+2 + b2n+2

− 2 (ab)n+1
− a2n−2

− b2n−2 + 2 (ab)n−1
)
,

=
1

(a − b)2

(
a2n

(
a2
−

1
a2

)
+ b2n

(
b2
−

1
b2

)
− 2(ab)n

( 1
ab
− ab

))
,

comme a2
−

1
a2 = −

(
b2
−

1
b2

)
= 2(a − b) et

1
ab
− ab = 0,

alors

P2
n+1 − P2

n−1 = 2
(a − b)
(a − b)2

(
a2n
− b2n

)
,

= 2
(

a2n
− b2n

a − b

)
,

= 2P2n.

5) Soit n ∈N, on a

2Pn+1Pn − 2P2
n = 2

(
an+1
− bn+1

a − b

) (
an
− bn

a − b

)
− 2

(
an
− bn

a − b

)2

,

=
2

(a − b)2

(
a2n+1 + b2n+1

− an+1bn
− anbn+1

− a2n
− b2n + 2(ab)n

)
,
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donc

2Pn+1Pn − 2P2
n =

2
(a − b)2

(
a2n(a − 1) + b2n(a − 1) − (ab)n(a + b − 2)

)
,

et comme (a − 1) = −(b − 1) =
√

2, et a + b − 2 = 0,

alors

2Pn+1Pn − 2P2
n =

(a − b)
(a − b)2

(
a2n
− b2n

)
,

=

(
a2n
− b2n

a − b

)
,

= P2n.

6) Soit n ∈N, on a

P2
n + P2

n+3 =

(
an
− bn

a − b

)2

+

(
an+3
− bn+3

a − b

)2

,

=
1

(a − b)2

(
a2n + b2n

− 2(ab)n + a2n+6 + b2n+6
− 2(ab)n+3

)
,

=
1

(a − b)2

(
a2n+3

( 1
a3 + a3

)
+ b2n+3

( 1
b3 + b3

)
− 2(ab)n

(
1 + (ab)3

))
,

comme
1
a3 + a3 = −(

1
b3 + b3) = 5(a − b) et 1 + (ab)3 = 0,

alors

P2
n + P2

n+3 = 5
(a − b)
(a − b)2

(
a2n+3

− b2n+3
)
,

= 5
(

a2n+3
− b2n+3

a − b

)
,

= 5P2n+3.
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7) Soit n ∈N, on a

2P2
n+1 − 2P2

n − (−1)n = 2
(

an+1
− bn+1

a − b

)2

− 2
(

an
− bn

a − b

)2

− (ab)n,

=
2

(a − b)2

(
a2n+2 + b2n+2

− 2(ab)n+1
− a2n

− b2n + 2(ab)n
)
− (ab)n ,

=
2

(a − b)2

(
a2n+1a + b2n+1b − a2n

− b2n + 2(ab)n(1 − ab)
)
− (ab)n ,

comme
4

(a − b)2 (ab)n(1 − ab) − (ab)n = 0,

alors

2P2
n+1 − 2P2

n − (−1)n =
2

(a − b)2

(
a2n+1a + b2n+1b − a2n

− b2n
)
,

=
2

(a − b)2

(
(a − 1)(a2n+1 + a2n) + (b − 1)(b2n+1 + b2n)

)
,

=
(a − b)
(a − b)2

(
a2n+1

− b2n+1 + a2n
− b2n

)
,

=

(
a2n+1

− b2n+1

a − b

)
+

(
a2n
− b2n

a − b

)
,

= P2n+1 + P2n.

8) Soit n ∈N, on a

P2
n + Pn−1Pn+1 =

(
an
− bn

a − b

)2

+

(
an−1
− bn−1

a − b

) (
an+1
− bn+1

a − b

)
,

=
1

(a − b)2

(
a2n + b2n

− 2(ab)n + a2n + b2n
− an−1bn+1

− an+1bn−1
)
,

=
1

(a − b)2

(
2a2n + 2b2n

− (ab)n(2 + a−1b + ab−1)
)
,

comme 2 + a−1b + ab−1 = −4,
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alors

P2
n + Pn−1Pn+1 =

2
(a − b)2

(
a2n + b2n + 2(ab)n

)
,

=
(an + bn)2

4
,

=
Q2

n

4
.

9) Soit n ∈N, on a

Pn+1 + Pn−1 =

(
an+1
− bn+1

a − b

)
+

(
an−1
− bn−1

a − b

)
,

=
1

a − b

(
an

(
a +

1
a

)
− bn

(
b +

1
b

))
,

comme
(
a +

1
a

)
= −

(
b +

1
b

)
= a − b,

alors

Pn+1 + Pn−1 =
a − b
a − b

(an + bn) = an + bn = Qn.

10) Soit n ∈N, on a

PnQn =

(
an
− bn

a − b

)
(an + bn) =

a2n
− b2n

a − b
= P2n.

Maintenant, nous donnons quelques informations sur les nombres de Pell généra-

lisés.
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1.2.4 La suite de Pell généralisée

Définition 1.2.5

La suite de Pell généralisée (d’ordre trois) est la suite {Pn}n≥0 telle que P0 = 0, P1 = 1, P2 = 2 et

Pn = 2Pn−1 + Pn−2 + Pn−3, ∀n ∈N0. (1.34)

Les termes de cette suite sont appelés les nombres de Pell généralisés.

Alors les termes de la suite de Pell généralisée sont :

0, 1, 2, 5, 13, 33, 84, 214, 545, 1388, 3535, 9003, 22929, 58396, . . . , etc.

En outre, il peut être étendu la suite de Pell généralisée des indices négatifs comme

P−n = −P−(n−1) − 2P−(n−2) + P−(n−3), ∀n ∈N0. (1.35)

Alors les termes de la suite de Pell généralisée des indices négatifs sont :

0, 0, 1,−1,−1, 4,−3,−6, 16,−7,−31, 61,−6,−147, . . . , etc.

Résolution de la suite de Pell généralisée

Remarque 1.2.3

La suite (1.34) est une équation aux différences linéaire homogène autonome d’ordre 3.

L’équation caractéristique de (1.34) est :

x3
− 2x2

− x − 1 = 0. (1.36)
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On utilise le changement de variable : x = z +
2
3
.

Donc l’équation (1.36) équivaux à

z3
−

7
3

z −
61
27

= 0. (1.37)

Dans le lemme suivant, nous rappelons la méthode de Cardan qui permette de trouver

les solutions de l’équation (1.37).

Lemme 1.2.1 (Méthode de Cardan)

Soit l’équation de troisième degré

z3 + pz + q = 0, p, q ∈ R. (1.38)

Soit ∆ = −(4p3 + 27q2) .

Si ∆ < 0, l’équation (1.38) possède alors une solution réelle et deux complexes données par :

z0 = A + B,

z1 = ωA + ω2B,

z2 = ω2A + ωB,

avec

A =

3

√√√√√
−q +

√
−∆

27
2

, B =

3

√√√√√
−q −

√
−∆

27
2

, ω =
(
−1 + i

√

3
)
/2.

Soit maintenant l’équation caractéristique (1.37).

D’après le lemme (1.2.1), on trouve

p = −
7
3
, q = −

61
27
,

∆ = −87, A =

61
54

+

√
29
36


1
3
, B =

61
54
−

√
29
36


1
3
.
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Alors, il existe une solution réelle, et deux solutions complexes conjuguées sont :

z0 =

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3
,

z1 = ω

61
54

+

√
29
36


1
3

+ ω2

61
54
−

√
29
36


1
3
,

z2 = ω2

61
54

+

√
29
36


1
3

+ ω

61
54
−

√
29
36


1
3
.

Ainsi, les solutions de l’équation (1.36) sont :

α =
2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3
,

β =
2
3

+ ω

61
54

+

√
29
36


1
3

+ ω2

61
54
−

√
29
36


1
3
,

γ =
2
3

+ ω2

61
54

+

√
29
36


1
3

+ ω

61
54
−

√
29
36


1
3
,

avec

ω =
(
−1 + i

√

3
)
/2.

Notez que nous avons les identités ([11]) suivantes :

α + β + γ = 2,

αβ + αγ + βγ = −1,

αβγ = 1.
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La solution générale de l’équation (1.34) est sous la forme :

Pn = c1α
n + c2β

n + c3γ
n.

Pour trouver c1, c2 et c3, on utilise les conditions initiales (P0 = 0, P1 = 1, P2 = 2),

c’est-à-dire, 
c1 + c2 + c3 = 0,

c1α + c2β + c3γ = 1,

c1α2 + c2β2 + c3γ2 = 2.

(1.39)

On écrit le système sous la forme matricielle,


1 1 1

α β γ

α2 β2 γ2



c1

c2

c3

 =


0

1

2

 .
En utilisant la méthode de Cramer, on obtient

c1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 β γ

2 β2 γ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

α β γ

α2 β2 γ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−
(
γ2
− β2) + 2

(
γ − β

)(
βγ2 − γβ2

)
− α

(
γ2 − β2

)
+ α2

(
γ − β

) =

(
γ − β

) (
2 − (γ + β)

)(
γ − β

) (
βγ − α(γ + β) + α2

) ,

=
α(

α − β
) (
α − γ

) .
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c2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

α 1 γ

α2 2 γ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

α β γ

α2 β2 γ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−
(
γ2
− α2) + 2

(
γ − α

)(
αγ2 − α2γ

)
− β

(
γ2 − α2

)
+ β2

(
γ − β

) =

(
γ − α

) (
2 − (α + γ)

)(
γ − α

) (
αγ − β(α + γ) + β2

) ,

=
β(

β − α
) (
β − γ

) .

c3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

α β 1

α2 β2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

α β γ

α2 β2 γ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−
(
β2
− α2) + 2

(
β − α

)(
αβ2 − βα2

)
− γ

(
β2 − α2

)
+ γ2

(
β − α

) =

(
β − α

) (
2 − (α + β)

)(
β − α

) (
αβ − γ(α + β) + γ2

) ,

=
γ(

γ − α
) (
γ − β

) .
La solution de (1.34) est :

Pn =
αn+1(

α − β
) (
α − γ

) +
βn+1(

β − α
) (
β − γ

) +
γn+1(

γ − α
) (
γ − β

) , (1.40)

avec

α =
2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3
,

β =
2
3

+ ω

61
54

+

√
29
36


1
3

+ ω2

61
54
−

√
29
36


1
3
,

γ =
2
3

+ ω2

61
54

+

√
29
36


1
3

+ ω

61
54
−

√
29
36


1
3
.
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Définition 1.2.6

La formule (1.40) est dite la formule de Binet de la suite de Pell généralisée.

Résolution de la suite de Pell généralisée d’indice négatif

Remarque 1.2.4

La suite (1.35) est une équation aux différences linéaire homogène autonome d’ordre 3.

L’équation caractéristique de (1.35) est :

x3 + x2 + 2x − 1 = 0. (1.41)

On utilise le changement de variable : x = z −
1
3
.

Donc l’équation (1.41) équivaux à

z3 +
5
3

z −
43
27

= 0. (1.42)

D’après le lemme (1.2.1), on trouve

p =
5
3
, q = −

43
27
,

∆ = −87, A =

43
54

+

√
29
36


1
3
, B =

43
54
−

√
29
36


1
3
.
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Alors, il existe une solution réelle, et deux solutions complexes conjuguées sont :

z0 =

43
54

+

√
29
36


1
3

+

43
54
−

√
29
36


1
3
,

z1 = ω

43
54

+

√
29
36


1
3

+ ω2

43
54
−

√
29
36


1
3
,

z2 = ω2

43
54

+

√
29
36


1
3

+ ω

43
54
−

√
29
36


1
3
.

Ainsi, les solutions de l’équation (1.41) sont :

x1 = −
1
3

+

43
54

+

√
29
36


1
3

+

43
54
−

√
29
36


1
3
,

x2 = −
1
3

+ ω

43
54

+

√
29
36


1
3

+ ω2

43
54
−

√
29
36


1
3
,

x3 = −
1
3

+ ω2

43
54

+

√
29
36


1
3

+ ω

43
54
−

√
29
36


1
3
.

On remarque que

x1 =
1
α
, x2 =

1
β

et x3 =
1
γ
,

avec α, β et γ sont les solutions de l’équation (1.36).

Donc, la solution générale de l’équation (1.35) est sous la forme :

P−n = c1α
−n + c2β

−n + c3γ
−n.
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Quelques préliminaires et les suites de Pell

Pour trouver c1, c2 et c3, on utilise les conditions initiales (P−2 = 1, P−1 = 0, P0 = 0),

c’est-à-dire, 

1
α2 c1 +

1
β2 c2 +

1
γ2 c3 = 1,

1
α

c1 +
1
β

c2 +
1
γ

c3 = 0,

c1 + c2 + c3 = 0.

(1.43)

On écrit le système sous la forme matricielle,

1
α2

1
β2

1
γ2

1
α

1
β

1
γ

1 1 1




c1

c2

c3

 =


1

0

0

 .

En utilisant la méthode de Cramer, on obtient

c1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1
β2

1
γ2

0
1
β

1
γ

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
α2

1
β2

1
γ2

1
α

1
β

1
γ

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(
1
β
−

1
γ

)
1
α2

(
1
β
−

1
γ

)
−

1
α

(
1
β2 −

1
γ2

)
+

(
1
β2γ
−

1
βγ2

) ,

donc

c1 =

(
1
β
−

1
γ

)
(

1
β
−

1
γ

) (
1
α2 −

1
α

(
1
β

+
1
γ

)
+

1
βγ

) =
α2βγ

α2 − α
(
β + γ

)
+ βγ

=
α(

α − β
) (
α − γ

) .
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c2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
α2 1

1
γ2

1
α

0
1
γ

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
α2

1
β2

1
γ2

1
α

1
β

1
γ

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(
1
α
−

1
γ

)
1
β2

(
1
α
−

1
γ

)
−

1
β

(
1
α2 −

1
γ2

)
+

(
1
α2γ
−

1
αγ2

) ,

donc

c2 =

(
1
α
−

1
γ

)
(

1
α
−

1
γ

) (
1
β2 −

1
β

(
1
α

+
1
γ

)
+

1
αγ

) =
β2αγ

β2 − β
(
α + γ

)
+ αγ

=
β(

β − α
) (
β − γ

) .

c3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
α2

1
β2 1

1
α

1
β

0

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
α2

1
β2

1
γ2

1
α

1
β

1
γ

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(
1
α
−

1
β

)
1
γ2

(
1
α
−

1
β

)
−

1
γ

(
1
α2 −

1
β2

)
+

(
1
α2β
−

1
αβ2

) ,

donc

c3 =

(
1
α
−

1
β

)
(

1
α
−

1
β

) (
1
γ2 −

1
γ

(
1
α

+
1
β

)
+

1
αβ

) =
γ2αβ

γ2 − γ
(
α + β

)
+ αβ

=
γ(

γ − α
) (
γ − β

) .
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Quelques préliminaires et les suites de Pell

La solution de (1.35) est :

P−n =
α−n+1(

α − β
) (
α − γ

) +
β−n+1(

β − α
) (
β − γ

) +
γ−n+1(

γ − α
) (
γ − β

) , (1.44)

avec

α =
2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3
,

β =
2
3

+ ω

61
54

+

√
29
36


1
3

+ ω2

61
54
−

√
29
36


1
3
,

γ =
2
3

+ ω2

61
54

+

√
29
36


1
3

+ ω

61
54
−

√
29
36


1
3
,

Définition 1.2.7

La formule (1.44) est dite la formule de Binet de la suite de Pell généralisée d’indice négatif.
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CHAPITRE 2

LA SOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS

AUX DIFFÉRENCES NON LINÉAIRES

D’ORDRE DEUX EN TERMES DES

NOMBRES DE PELL GÉNÉRALISÉS

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la recherche de la solution de deux équations aux

différences non linéaires d’ordre deux suivantes :

xn+1 =
1

xn(xn−1 − 2) − 1
, n ∈N0, (2.1)

xn+1 =
−1

xn(xn−1 + 2) − 1
, n ∈N0, (2.2)
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

avec les conditions initiales x−1, x0 sont des nombres réels et les solutions sont données

en termes des nombres de Pell généralisés.

Nous rappelons que P−n est le n-ème nombre de Pell généralisé d’indice négatif, qui

vérifie la relation de récurrence

P−n = −P−(n−1) − 2P−(n−2) + P−(n−3), P0 = P1 = 0 et P2 = 1.

2.1 Forme de solution de l’équation xn+1 =
1

xn(xn−1 − 2) − 1

Pour trouver la forme des solutions de l’équation (2.1) nous aurons besoin du lemme

suivant.

Lemme 2.1.1

On considère l’équation aux différences linéaire

zn+1 + zn + 2zn−1 − zn−2 = 0, n ∈N0, (2.3)

avec les valeurs initiales z−1, z0 et z1 ∈ R.

Alors toutes les solutions de l’équation (2.3) écrites sous la forme

zn = P−nz−1 + (P−(n+1) + P−(n+2))z0 + P−(n+1)z1. (2.4)

Preuve.

L’équation caractéristique de l’équation (2.3) est l’équation (1.41) avec les solutions

α−1, β−1 et γ−1 tel que les trois solutions vérifions les équations suivantes :

α + β + γ = 2,

αβ + αγ + βγ = −1,

αβγ = 1.
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

Donc la solution générale de (2.3) est donnée par :

zn = c1α
−n + c2β

−n + c3γ
−n. (2.5)

Pour trouver c1 , c2 et c3, on utilise les conditions initiales z−1, z0 et z1, c’est-à-dire,
αc1 + βc2 + γc3 = z−1,

c1 + c2 + c3 = z0,
1
α

c1 +
1
β

c2 +
1
γ

c3 = z1.

On va écrit le système sous la forme matricielle,
α β γ

1 1 1
1
α

1
β

1
γ



c1

c2

c3

 =


z−1

z0

z1

 .

En utilisant la méthode de Cramer, on obtient

c1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z−1 β γ

z0 1 1

z1
1
β

1
γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α β γ

1 1 1
1
α

1
β

1
γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

z−1

(
1
γ
−

1
β

)
− z0

(
β

γ
−
γ

β

)
+ z1

(
β − γ

)
α

(
1
γ
−

1
β

)
−

(
β

γ
−
γ

β

)
+

1
α

(
β − γ

) ,

= z−1

1
γ
−

1
β(

1
γ
−

1
β

) (
α − (β + γ) +

βγ

α

) − z0

β

γ
−
γ

β(
β

γ
−
γ

β

) (
α

β + γ
− 1 +

βγ

α(β + γ)

)
+ z1

β − γ

(β − γ)
(
α
βγ
−

(β + γ)
βγ

+
1
α

) ,
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

donc

c1 = z−1
α

α2 − α(β + γ) + βγ
− z0

α(γ + β)
α2 − α(β + γ) + βγ

+ z1
αβγ

α2 − α(β + γ) + βγ
,

= z−1
α(

α − β
) (
α − γ

) − z0
α
(
β + γ

)(
α − β

) (
α − γ

) + z1
1(

α − β
) (
α − γ

) , car : αβγ = 1.

On a

α(β + γ) = αβ + αγ,

et comme

αβ + αγ + βγ = −1, alors αβ + αγ = −(1 + βγ).

D’autre part on a

αβγ = 1 =⇒
1
α

= βγ.

Donc

α(β + γ) = −(1 + βγ) = −
(
1 +

1
α

)
.

Alors

c1 = z−1
α

(α − β)(α − γ)
+ z0

(
1 +

1
α

)
(α − β)(α − γ)

+ z1
1

(α − β)(α − γ)
·

De même

c2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α z−1 γ

1 z0 1
1
α

z1
1
γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α β γ

1 1 1
1
α

1
β

1
γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

z−1

(
1
γ
−

1
α

)
− z0

(
α
γ
−
γ

α

)
+ z1

(
α − γ

)
β

(
1
γ
−

1
α

)
−

(
α
γ
−
γ

α

)
+

1
β

(
α − γ

) ,
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donc

c2 = z−1

1
γ
−

1
α(

1
γ
−

1
α

) (
β − (α + γ) +

αγ

β

) − z0

α
γ
−
γ

α(
α
γ
−
γ

α

) (
β

α + γ
− 1 +

αγ

β(α + γ)

)
+ z1

α − γ

(α − γ)
(
β

αγ
−

(α + γ)
αγ

+
1
β

) ,
= z−1

β

β2 − β(α + γ) + αγ
− z0

β(α + γ)
β2 − β(α + γ) + αγ

+ z1
αβγ

β2 − β(α + γ) + αγ
,

= z−1
β

(β − α)(β − γ)
− z0

β(α + γ)
(β − α)(β − γ)

+ z1
1

(β − α)(β − γ)
,

on a

β(α + γ) = αβ + βγ,

et comme

αβ + αγ + βγ = −1 alors αβ + βγ = −(1 + αγ).

D’autre part on a

αβγ = 1 =⇒
1
β

= αγ.

Donc

β(α + γ) = −(1 + αγ) = −

(
1 +

1
β

)
.

Alors

c2 = z−1
β

(β − α)(β − γ)
+ z0

(
1 +

1
β

)
(β − α)(β − γ)

+ z1
1

(β − α)(β − γ)
·
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c3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α β z−1

1 1 z0

1
α

1
β

z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α β γ

1 1 1
1
α

1
β

1
γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

z−1

(
1
α
−

1
β

)
− z0

(
β

α
−
α
β

)
+ z1(β − α)

γ

(
1
α
−

1
β

)
−

(
β

α
−
α
β

)
+

1
γ

(
β − α

) ,

= z−1

1
α
−

1
β(

1
α
−

1
β

) (
γ −

(
β + α

)
+
αβ

γ

) − z0

β

α
−
α
β(

β

α
−
α
β

) (
γ

β + α
− 1 +

αβ

γ(β + α)

)
+ z1

β − α

(β − α)
(
γ

αβ
−

(β + α)
αβ

+
1
γ

) ,
= z−1

γ

γ2 − γ(α + β) + αβ
− z0

γ(α + β)
γ2 − γ(α + β) + αβ

+ z1
αβγ

γ2 − γ(α + β) + αβ
,

= z−1
γ

(γ − α)(γ − β)
− z0

γ(α + β)
(γ − α)(γ − β)

+ z1
1

(γ − α)(γ − β)
, car : αβγ = 1.

On a

γ(α + β) = αγ + βγ,

et comme

αβ + αγ + βγ = −1, alors βγ + αγ = −(1 + αβ).

D’autre part on a

αβγ = 1 =⇒
1
γ

= αβ.

Donc

γ(α + β) = −(1 + αβ) = −

(
1 +

1
γ

)
.
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

Alors

c3 = z−1
γ

(γ − α)(γ − β)
+ z0

(
1 +

1
γ

)
(γ − α)(γ − β)

+ z1
1

(γ − α)(γ − β)
·

On remplace c1, c2 et c3 dans (2.5), on obtient

zn =

z−1
α

(α − β)(α − γ)
+ z0

(
1 + α−1

)
(α − β)(α − γ)

+ z1
1

(α − β)(α − γ)

α−n

+

z−1
β

(β − α)(β − γ)
+ z0

(
1 + β−1

)
(β − α)(β − γ)

+ z1
1

(β − α)(β − γ)

 β−n

+

z−1
γ

(γ − α)(γ − β)
+ z0

(
1 + γ−1

)
(γ − α)(γ − β)

+ z1
1

(γ − α)(γ − β)

γ−n,

=

(
α−n+1

(α − β)(α − γ)
+

β−n+1

(β − α)(β − γ)
+

γ−n+1

(γ − α)(γ − β)

)
z−1

+

 α−n
(
1 + α−1

)
(α − β)(α − γ)

+
β−n

(
1 + β−1

)
(β − α)(β − γ)

+
γ−n

(
1 + γ−1

)
(γ − α)(γ − β)

 z0

+

(
α−n

(α − β)(α − γ)
+

β−n

(β − α)(β − γ)
+

γ−n

(γ − α)(γ − β)

)
z1.

D’après la formule (1.44), on obtient

zn = P−nz−1 + (P−(n+1) + P−(n+2))z0 + P−(n+1)z1.

Pour trouver la forme des solutions de l’équation (2.1), on considère le changement

de variable suivant :

xn =
zn

zn+1
,
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

alors

zn+1

zn+2
=

1
zn

zn+1

(zn−1

zn
− 2

)
− 1

=
zn+1zn

znzn−1 − 2z2
n − zn+1zn

=
zn+1

zn−1 − 2zn − zn+1
·

Donc l’équation (2.1) devient

zn+2 = −zn+1 − 2zn + zn−1. (2.6)

L’équation (2.6) est sous la forme de l’équation (2.3), alors d’après le Lemme (2.1.1) sa

solution est sous la forme (2.4), c’est-à-dire,

zn = P−nz−1 + (P−(n+1) + P−(n+2))z0 + P−(n+1)z1,

tel que P−n est le n-ème nombre de Pell généralisé d’indice négatif et z−1, z0 et z1 sont

des nombres réels.

Alors

xn =
zn

zn+1
,

=
P−nz−1 + (P−(n+1) + P−(n+2))z0 + P−(n+1)z1

P−(n+1)z−1 + (P−(n+2) + P−(n+3))z0 + P−(n+2)z1
,

=

P−n

(z−1

z1

)
+ (P−(n+1) + P−(n+2))

(z0

z1

)
+ P−(n+1)

P−(n+1)

(z−1

z1

)
+ (P−(n+2) + P−(n+3))

(z0

z1

)
+ P−(n+2)

,

=

P−n

(z−1

z0

z0

z1

)
+ (P−(n+1) + P−(n+2))

(z0

z1

)
+ P−(n+1)

P−(n+1)

(z−1

z0

z0

z1

)
+ (P−(n+2) + P−(n+3))

(z0

z1

)
+ P−(n+2)

,

avec

x0 =
z0

z1
, x−1 =

z−1

z0
,

donc

xn =
P−nx−1x0 + (P−(n+1) + P−(n+2))x0 + P−(n+1)

P−(n+1)x−1x0 + (P−(n+2) + P−(n+3))x0 + P−(n+2)
· (2.7)
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

De tout ce qui précède, le théorème suivant est vrai.

Théorème 2.1.1

Soit {xn}n≥−1 une solution bien définie de l’équation aux différences (2.1).

Alors pour n ∈N0,

xn =
P−nx−1x0 + (P−(n+1) + P−(n+2))x0 + P−(n+1)

P−(n+1)x−1x0 + (P−(n+2) + P−(n+3))x0 + P−(n+2)
, (2.8)

où {P−n}n≥0 est la suite de Pell généralisée d’indice négatif.

2.2 Stabilité globale de solution de l’équation (2.1)

Lemme 2.2.1

L’équation (2.1) admet un seul point d’équilibre réel, et il est donné par :

ȳ =
2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3
.

Preuve.

Supposons I ⊂ R et on considére la fonction

f : I2
→ I

(x, y) 7→ f (x, y) =
1

x(y − 2) − 1
·

Soit ȳ un point d’équilibre de l’équation (2.1), donc

f (ȳ, ȳ) = ȳ,
1

ȳ(ȳ − 2) − 1
= ȳ,
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

alors

ȳ3
− 2ȳ2

− ȳ − 1 = 0. (2.9)

L’équation (2.9) est l’équation caractéristique (1.36) dans le chapitre précédant, qui

admet une seule solution réelle dans I, donnée par :

ȳ = α =
2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3
.

Théorème 2.2.1

Le point d’équilibre ȳ est instable.

Preuve.

L’équation linéaire associée à l’équation (2.1) autour du point d’équilibre ȳ est donnée

par :

Sn+1 = R0Sn + R1Sn−1,

avec

R0 =
∂ f
∂x

(α, α) =
−α + 2

(α(α − 2) − 1)2 =
2 − α

(α2 − 2α − 1)2

=
2 − α(1
α

)2 = 2α2
− α3 = −α − 1,

R1 =
∂ f
∂y

(α, α) =
−α

(α(α − 2) − 1)2 =
−α

(α2 − 2α − 1)2

=
−α(1
α

)2 = −α3.

Alors

Sn+1 = −(α + 1)Sn − α
3Sn−1,
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

son équation caractéristique est donnée par :

λ2 + (α + 1)λ + α3 = 0.

On a ∆ = (α + 1)2
− 4α3 = −53.51 < 0,

alors l’équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées

λ1 = −1.7735 − 3.65754 ı,

λ2 = −1.7735 + 3.65754 ı.

On trouve, |λ1| = |λ2| = 1.7735 > 1.

Donc, d’après le Théorème (1.1.5) le point d’équilibre ȳ est instable.

Exemples numériques

Pour confirmer l’instabilité des solutions de l’équation (2.1), nous considérons les

exemples numériques suivants :

Figure 2.1 – La figure de la solution de l’équation (2.1) avec les conditions initiales
x−1 = 35, x0 = 55.
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Figure 2.2 – La figure de la solution de l’équation (2.1) avec les conditions initiales
x−1 = −20, x0 = 100.

Figure 2.3 – La figure de la solution de l’équation (2.1) avec les conditions initiales
x−1 = −11, x0 = 33.

2.3 Forme de solution de l’équation xn+1 =
−1

xn(xn−1 + 2) − 1

Pour trouver la forme des solutions de l’équation (2.2), on considère le changement

de variable suivant :

xn =
yn

−yn+1
,
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yn+1

−yn+2
=

−1
−yn

yn+1

(
yn−1

−yn
+ 2

)
− 1

=
−1

−yn

yn+1

(
yn−1 − 2yn

−yn

)
− 1

=
−yn+1

yn−1 − 2yn − yn+1
.

Donc l’équation (2.2) devient

yn+2 = −yn+1 − 2yn + yn−1. (2.10)

L’équation (2.10) est sous la forme de l’équation (2.3), donc d’après le Lemme (2.1.1)

ses solutions sont sous la forme (2.4).

i.e.

yn = P−ny−1 + (P−(n+1) + P−(n+2))y0 + P−(n+1)y1,

tel que P−n est le n-ème nombre de Pell généralisé d’indice négatif et y−1, y0 et y1 sont

des nombres réels.

Alors

xn =
yn

−yn+1
,

=
P−ny−1 + (P−(n+1) + P−(n+2))y0 + P−(n+1)y1

−P−(n+1)y−1 − (P−(n+2) + P−(n+3))y0 − P−(n+2)y1
,

=

P−n

(
y−1

y1

)
+ (P−(n+1) + P−(n+2))

(
y0

y1

)
+ P−(n+1)

−P−(n+1)

(
y−1

y1

)
− (P−(n+2) + P−(n+3))

(
y0

y1

)
− P−(n+2)

,

=

P−n

(
y−1

−y0

−y0

y1

)
− (P−(n+1) + P−(n+2))

(
y0

−y1

)
+ P−(n+1)

−P−(n+1)

(
y−1

−y0

−y0

y1

)
+ (P−(n+2) + P−(n+3))

(
y0

−y1

)
− P−(n+2)

,

avec

x0 =
y0

−y1
, x−1 =

y−1

−y0
,

donc

xn =
P−nx−1x0 − (P−(n+1) + P−(n+2))x0 + P−(n+1)

−P−(n+1)x−1x0 + (P−(n+2) + P−(n+3))x0 − P−(n+2)
· (2.11)
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De tout ce qui précède, le théorème suivant est vrai.

Théorème 2.3.1

Soit {xn}n≥−1 une solution bien définie de l’équation aux différences (2.2).

Alors pour n ∈N0,

xn =
P−nx−1x0 − (P−(n+1) + P−(n+2))x0 + P−(n+1)

−P−(n+1)x−1x0 + (P−(n+2) + P−(n+3))x0 − P−(n+2)
, (2.12)

où {P−n}n≥0 est la suite de Pell généralisée d’indice négatif.

2.4 Stabilité globale de solution de l’équation (2.2)

Lemme 2.4.1

L’équation (2.2) admet un seul point d’équilibre réel, et il est donné par :

x̄ = −


2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3

 . (2.13)

Preuve.

Supposons I ⊂ R et on considére la fonction

1 : I2
→ I

(x, y) 7→ 1(x, y) =
−1

x(y + 2) − 1
·

Soit x̄ un point d’équilibre de l’équation (2.2) , donc

f (x̄, x̄) = x̄,
−1

x̄(x̄ + 2) − 1
= x̄,
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

alors

x̄3 + 2x̄2
− x̄ + 1 = 0. (2.14)

L’équation caractéristique (2.14) admet une seule solution réelle dans I, donnée par :

x̄ = −α = −


2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3

 .

Théorème 2.4.1

Le point d’équilibre x̄ est instable.

Preuve.

L’équation linéaire associée à l’équation (2.2) autour du point d’équilibre x̄ est donnée

par :

Tn+1 = K0Tn + K1Tn−1,

avec

K0 =
∂1

∂x
(x̄, x̄) =

−α + 2

(−α(−α + 2) − 1)2

=
−α + 2( 1
−α

)2 = −α3 + 2α2 = −α − 1,

K1 =
∂1

∂y
(x̄, x̄) =

−α

(−α(−α + 2) − 1)2

=
−α( 1
−α

)2 = −α3.

Alors

Tn+1 = (−α − 1)Tn + (−α3)Tn−1,
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son équation caractéristique est donnée par :

λ2 + (α + 1)λ + α3 = 0,

On a ∆ = (α + 1)2
− 4α3 = −53.51 < 0,

alors l’équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées

λ1 = −1.7735 − 3.65754 ı,

λ2 = −1.7735 + 3.65754 ı.

On trouve, |λ1| = |λ2| = 1.7735 > 1.

Donc, d’après le Théorème (1.1.5) le point d’équilibre x̄ est instable.

Exemples numériques

Pour confirmer l’instabilité des solutions de l’équation (2.2), nous considérons les

exemples numériques suivants :

Figure 2.4 – La figure de la solution de l’équation (2.2) avec les conditions initiales
x−1 = 30, x0 = 50.
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La solution de deux équations aux différences non linéaires

Figure 2.5 – La figure de la solution de l’équation (2.2) avec les conditions initiales
x−1 = −15, x0 = 55.

Figure 2.6 – La figure de la solution de l’équation (2.2) avec les conditions initiales
x−1 = 55, x0 = 100.

54



CHAPITRE 3

LA SOLUTION DE DEUX SYSTÈMES

D’ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES

NON LINÉAIRES

Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons des formules explicites pour la solution générale

de deux systèmes d’équations aux différences non linéaires d’ordre deux suivants :

xn+1 =
1

yn(xn−1 − 2) − 1
, yn+1 =

1
xn(yn−1 − 2) − 1

, n ∈N0, (3.1)

xn+1 =
−1

yn(xn−1 + 2) − 1
, yn+1 =

−1
xn(yn−1 + 2) − 1

, n ∈N0, (3.2)

avec les conditions initiales x−1, x0, y−1, y0 sont des nombres réels.
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Où les solutions sont données en termes des nombres de Pell généralisés .

3.1 Forme de solution du système (3.1)

Nous rappelons que P−n est le n-ème nombre de Pell généralisé d’indice négatif, qui

vérifie la relation de récurrence

P−n = −P−(n−1) − 2P−(n−2) + P−(n−3), P0 = 0,P1 = 0 et P2 = 1.

Pour trouver la forme des solutions du système (3.1) nous aurons besoin de deux

lemmes suivants.

Lemme 3.1.1

On considère l’équation aux différences linéaire

Tn+1 − Tn + 2Tn−1 + Tn−2 = 0, n ∈N0, (3.3)

avec les valeurs initiales T−1, T0 et T1 ∈ R. Alors toutes les solutions de l’équation (3.3) écrites

sous la forme

Tn = (−1)−n+1
(
P−nT−1 − (P−(n+1) + P−(n+2))T0 + P−(n+1)T1

)
. (3.4)

Preuve.

L’équation caractéristique de l’équation (3.3) est donnée par :

ρ3
− ρ2 + 2ρ + 1 = 0,

qui a trois solutions distinctes, une solution réelle ρ1 et deux solutions complexes

conjuguées ρ2, ρ3, où

ρ1 = −α−1, ρ2 = −β−1, ρ3 = −γ−1,
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La solution de deux systèmes d’équations aux différences non linéaires

tel que α, β et γ sont les solutions de l’équation (1.36). Donc la solution générale de (3.3)

est donnée par :

Tn = c1(−α)−n + c2(−β)−n + c3(−γ)−n. (3.5)

Pour trouver c1 , c2 et c3, on utilise les conditions initiales T−1, T0 et T1, c’est-à-dire
−αc1 − βc2 − γc3 = T−1,

c1 + c2 + c3 = T0,
1
−α

c1 +
1
−β

c2 +
1
−γ

c3 = T1.

On va écrit le système sous la forme matricielle,
−α −β −γ

1 1 1
1
−α

1
−β

1
−γ



c1

c2

c3

 =


T−1

T0

T1

 .

En utilisant la méthode de Cramer, on obtient

c1 =
−α

(α − β)(α − γ)
T−1 +

1 +
1
α

(α − β)(α − γ)
T0 −

1
(α − β)(α − γ)

T1,

c2 =
−β

(β − α)(β − γ)
T−1 +

1 +
1
β

(β − α)(β − γ)
T0 −

1
(β − α)(β − γ)

T1,

c3 =
−γ

(γ − α)(γ − β)
T−1 +

1 +
1
γ

(γ − α)(γ − β)
T0 −

1
(γ − α)(γ − β)

T1.
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Donc

Tn =

 (−α)−n+1(
α − β

) (
α − γ

) +

(
−β

)−n+1(
β − α

) (
β − γ

) +

(
−γ

)−n+1(
γ − α

) (
γ − β

) T−1

+

 (−α)−n
(
1 + α−1

)(
α − β

) (
α − γ

) +

(
−β

)−n
(
1 + β−1

)(
β − α

) (
β − γ

) +

(
−γ

)−n
(
1 + γ−1

)(
γ − α

) (
γ − β

)  T0

−

(
(−α)−n(

α − β
) (
α − γ

) +

(
−β

)−n(
β − α

) (
β − γ

) +

(
−γ

)−n(
γ − α

) (
γ − β

)) T1.

Alors

Tn = G−nT−1 −
(
−G−(n+1) + G−(n+2)

)
T0 − G−(n+1)T1, (3.6)

où, G−n est définie pour n ∈ Z par :

G−n =
(−α)−n+1(

α − β
) (
α − γ

) +

(
−β

)−n+1(
β − α

) (
β − γ

) +

(
−γ

)−n+1(
γ − α

) (
γ − β

) ,
= (−1)−n+1

(
α−n+1(

α − β
) (
α − γ

) +
β−n+1(

β − α
) (
β − γ

) +
γ−n+1(

γ − α
) (
γ − β

)) ,
= (−1)−n+1P−n,

où, P−n est donnée par (1.44).

Alors

Tn = (−1)−n+1P−nT−1 −
(
−(−1)−nP−(n+1) + (−1)−n−1P−(n+2)

)
T0 − (−1)−nP−(n+1)T1,

= (−1)−n+1
(
P−nT−1 − (P−(n+1) + P−(n+2))T0 + P−(n+1)T1

)
.

Donc, la solution est écrite sous la forme suivante :

T2n+1 = P−(2n+1)T−1 −
(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
T0 + P−(2n+2)T1,

et

T2n = −P−2nT−1 +
(
P−(2n+1)) + P−(2n+2)

)
T0 − P−(2n+1)T1.
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Lemme 3.1.2 ([1])

On considère le système d’équations aux différences linéaires suivant : un+2 = −vn+1 − 2un + vn−1,

vn+2 = −un+1 − 2vn + un−1,
n ∈N0, (3.7)

avec les valeurs initiales u−1, u0, u1, v−1, v0 et v1 ∈ R.

Alors toutes les solutions de ce système sont écrites sous la forme



u2n = P−2nv−1 +
(
P−(2n+1) + P−(2n+2)

)
u0 + P−(2n+1)v1,

u2n+1 = P−(2n+1)u−1 +
(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
v0 + P−(2n+2)u1,

v2n = P−2nu−1 +
(
P−(2n+1) + P−(2n+2)

)
v0 + P−(2n+1)u1,

v2n+1 = P−(2n+1)v−1 +
(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
u0 + P−(2n+2)v1.

(3.8)

Preuve.

Du système (3.7), pour n ∈N0, on a un+1 + vn+1 = − (vn + un) − 2 (un−1 + vn−1) + (vn+1 + un−2) ,

un+1 − vn+1 = − (vn − un) − 2 (un−1 − vn−1) + (vn+1 − un−2) .
(3.9)

On pose  Rn = un + vn,

Sn = un − vn.
(3.10)

On remplace (3.10) dans (3.9), on obtient les deux équations aux différences linéaires

suivantes :

Rn+1 = −Rn − 2Rn−1 + Rn−2, (3.11)

Sn+1 = Sn − 2Sn−1 − Sn−2. (3.12)

– L’équation (3.11) est sous la forme de l’équation (2.3), donc d’après le Lemme

(2.1.1) sa solution est sous la forme (2.4). C’est-à-dire

Rn = P−nR−1 +
(
P−(n+1) + P−(n+2)

)
R0 + P−(n+1)R1,
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tel que P−n est le n-ème nombre de Pell généralisé d’indice négatif et R−1, R0 et R1

sont des nombres réels.

– L’équation (3.12) est sous la forme de l’équation (3.3), donc d’après le Lemme

(3.1.1) sa solution est sous la forme (3.4). C’est-à-dire

Sn = (−1)−n+1
(
P−nS−1 − (P−(n+1) + P−(n+2))S0 + P−(n+1)S1

)
, (3.13)

tel que P−n est le n-ème nombre de Pell généralisé d’indice négatif et S−1, S0 et S1

sont des nombres réels.

De (3.10), on a 
un =

1
2

(Rn + Sn) ,

vn =
1
2

(Rn − Sn) .
(3.14)

Donc la solution du système (3.7) est donnée par :



u2n = P−2nv−1 +
(
P−(2n+1) + P−(2n+2)

)
u0 + P−(2n+1)v1,

u2n+1 = P−(2n+1)u−1 +
(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
v0 + P−(2n+2)u1,

v2n = P−2nu−1 +
(
P−(2n+1) + P−(2n+2)

)
v0 + P−(2n+1)u1,

v2n+1 = P−(2n+1)v−1 +
(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
u0 + P−(2n+2)v1.

(3.15)

Pour trouver la forme des solutions du système (3.1), on considère les changements

des variables suivants :

xn =
zn

wn+1
, yn =

wn

zn+1
.

Alors 
xn+1 =

zn+1

wn+2
,

yn+1 =
wn+1

zn+2
.

(3.16)
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

zn+1

wn+2
=

1
wn

zn+1

(zn−1

wn
− 2

)
− 1

,

=
zn+1

zn−1 − 2wn − zn+1
.

wn+1

zn+2
=

1
zn

wn+1

(wn−1

zn
− 2

)
− 1

,

=
wn+1

wn−1 − 2zn − wn+1
.

Donc, le système (3.1) devient wn+2 = −zn+1 − 2wn + zn−1,

zn+2 = −wn+1 − 2zn + wn−1.
(3.17)

Le système (3.17) est sous la forme du système (3.7), donc d’après le Lemme (3.1.2) ses

solutions sont sous la forme (3.8), c’est-à-dire,

w2n = P−2nz−1 +
(
P−(2n+1) + P−(2n+2)

)
w0 + P−(2n+1)z1,

w2n+1 = P−(2n+1)w−1 +
(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
z0 + P−(2n+2)w1,

z2n = P−2nw−1 +
(
P−(2n+1) + P−(2n+2)

)
z0 + P−(2n+1)w1,

z2n+1 = P−(2n+1)z−1 +
(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
w0 + P−(2n+2)z1,

(3.18)

tel que les valeurs initiales w−1, w0, w1, z−1, z0 et z1 ∈ R.

On a

xn =
zn

wn+1
,
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alors

x2n+1 =
z2n+1

w2n+2
,

=
P−(2n+1)z−1 +

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
w0 + P−(2n+2)z1

P−(2n+2)z−1 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
w0 + P−(2n+3)z1

,

=

P−(2n+1)
z−1

z1
+

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

) w0

z1
+ P−(2n+2)

P−(2n+2)
z−1

z1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) w0

z1
+ P−(2n+3)

,

=

P−(2n+1)
z−1

w0

w0

z1
+

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

) w0

z1
+ P−(2n+2)

P−(2n+2)
z−1

w0

w0

z1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) w0

z1
+ P−(2n+3)

,

donc

x2n+1 =
P−(2n+1)x−1y0 +

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
y0 + P−(2n+2)

P−(2n+2)x−1y0 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
y0 + P−(2n+3)

. (3.19)

Et

x2n+2 =
z2n+2

w2n+3
,

=
P−(2n+2)w−1 +

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
z0 + P−(2n+3)w1

P−(2n+3)w−1 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
z0 + P−(2n+4)w1

,

=

P−(2n+2)
w−1

w1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) z0

w1
+ P−(2n+3)

P−(2n+3)
w−1

w1
+

(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

) z0

w1
+ P−(2n+4)

,

=

P−(2n+2)
w−1

z0

z0

w1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) z0

w1
+ P−(2n+3)

P−(2n+3)
w−1

z0

z0

w1
+

(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

) z0

w1
+ P−(2n+4)

,

donc

x2n+2 =
P−(2n+2)y−1x0 +

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
x0 + P−(2n+3)

P−(2n+3)y−1x0 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
x0 + P−(2n+4)

. (3.20)
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Par un calcul similaire, on trouve yn.

On a

yn =
wn

zn+1
,

alors

y2n+1 =
w2n+1

z2n+2
,

=
P−(2n+1)w−1 +

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
z0 + P−(2n+2)w1

P−(2n+2)w−1 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
z0 + P−(2n+3)w1

,

=

P−(2n+1)
w−1

w1
+

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

) z0

w1
+ P−(2n+2)

P−(2n+2)
w−1

w1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) z0

w1
+ P−(2n+3)

,

=

P−(2n+1)
w−1

z0

z0

w1
+

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

) z0

w1
+ P−(2n+2)

P−(2n+2)
w−1

z0

z0

w1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) z0

w1
+ P−(2n+3)

,

donc

y2n+1 =
P−(2n+1)y−1x0 +

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
x0 + P−(2n+2)

P−(2n+2)y−1x0 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
x0 + P−(2n+3)

. (3.21)

Et

y2n+2 =
w2n+2

z2n+3
,

=
P−(2n+2)z−1 +

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
w0 + P−(2n+3)z1

P−(2n+3)z−1 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
w0 + P−(2n+4)z1

,

=

P−(2n+2)
z−1

z1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) w0

z1
+ P−(2n+3)

P−(2n+3)
z−1

z1
+

(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

) w0

z1
+ P−(2n+4)

,

=

P−(2n+2)
z−1

w0

w0

z1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) w0

z1
+ P−(2n+3)

P−(2n+3)
z−1

w0

w0

z1
+

(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

) w0

z1
+ P−(2n+4)

,
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donc

y2n+2 =
P−(2n+2)x−1y0 +

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
y0 + P−(2n+3)

P−(2n+3)x−1y0 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
y0 + P−(2n+4)

. (3.22)

D’après tout ce qui précède, le théorème suivant est vrai.

Théorème 3.1.1

Soit
{
xn, yn

}
n≥−1 une solution bien définie du système (3.1). Alors pour n ∈N0

x2n+1 =
P−(2n+1)x−1y0 +

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
y0 + P−(2n+2)

P−(2n+2)x−1y0 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
y0 + P−(2n+3)

,

x2n+2 =
P−(2n+2)y−1x0 +

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
x0 + P−(2n+3)

P−(2n+3)y−1x0 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
x0 + P−(2n+4)

,

y2n+1 =
P−(2n+1)y−1x0 +

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
x0 + P−(2n+2)

P−(2n+2)y−1x0 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
x0 + P−(2n+3)

,

y2n+2 =
P−(2n+2)x−1y0 +

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
y0 + P−(2n+3)

P−(2n+3)x−1y0 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
y0 + P−(2n+4)

,

(3.23)

où {P−n}n≥0 est la suite de Pell généralisée d’indice négatif.

3.2 Stabilité globale des solutions du système (3.1)

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale des solutions réelles du système

(3.1).

Supposons I et J ⊂ R et on considère les fonctions

f : I2
× J2

→ I

1 : I2
× J2

→ J
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définies par 
f
(
xn, xn−1, yn, yn−1

)
=

1
yn (xn−1 − 2) − 1

,

1
(
xn, xn−1, yn, yn−1

)
=

1
xn

(
yn−1 − 2

)
− 1

.

Lemme 3.2.1

Le système (3.1) admet un seul point d’équilibre réel donné par :

M = (x̄, ȳ) = (α, α), avec α =
2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3
.

Preuve.

Soit (x̄, ȳ) un point d’équilibre, donc

x̄ =
1

ȳ (x̄ − 2) − 1
,

ȳ =
1

x̄
(
ȳ − 2

)
− 1

.

On obtient

x̄2 ȳ − 2x̄ȳ − x̄ − 1 = 0, (3.24)

ȳ2x̄ − 2ȳx̄ − ȳ − 1 = 0. (3.25)

D’après la soustraction (3.25) de (3.24), on obtient

x̄2 ȳ − ȳ2x̄ − x̄ + ȳ = 0,(
x̄ȳ − 1

) (
x̄ − ȳ

)
= 0,

alors

x̄ȳ = 1, (impossible)
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ou

x̄ = ȳ. (3.26)

On remplace (3.26) dans (3.25), on obtient

ȳ3
− 2ȳ2

− ȳ − 1 = 0. (3.27)

L’équation (3.27) est l’équation caractéristique (1.36), qui admet une seule solution

réelle dans I, donnée par :

ȳ = α =
2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3
,

et d’après (3.26), on a

x̄ = ȳ = α,

donc le point d’équilibre du système (3.1) est :

M = (x̄, ȳ) = (α, α).

La stabilité locale du point d’équilibre M = (α, α) du système (3.1) est décrite dans le

théorème suivant.

Théorème 3.2.1

Le point d’équilibre M est instable.

Preuve.

Le système linéaire associé au système (3.1) autour du point d’équilibre M, est donné

par :

Wn+1 = AWn, Wn =
(
xn, xn−1, yn, yn−1

)T ,
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où A est la matrice Jacobienne donnée par :

A =



0 −α3
−α − 1 0

1 0 0 0

−α − 1 0 0 −α3

0 0 1 0


.

Le polynôme caractéristique de A est donné par :

PA (λ) = det (A − λI4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ −α3
−α − 1 0

1 −λ 0 0

−α − 1 0 −λ −α3

0 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ4 + λ2

(
2α3
− (α + 1)2

)
+ α6.

On a ∆ = −672.99 < 0 , donc le polynôme caractéristique admet 4 racines

λ1 = −1.77501 − 3.66479 ı,

λ2 = −1.77501 + 3.66479 ı,

λ3 = 1.77501 − 3.66479 ı,

λ4 = 1.77501 + 3.66479 ı.

On trouve,

|λ1| = |λ2| = |λ3| = |λ4| = 1.77501 > 1.

Donc, d’après le Théorème (1.1.8) le point d’équilibre M est instable .

3.3 Exemple numérique

Pour confirmer l’instabilité globale des solutions du système (3.1), nous considérons

les exemples numériques suivants :

67



La solution de deux systèmes d’équations aux différences non linéaires

Figure 3.1 – La représentation graphique du système (3.1) avec les conditions initiales
x−1 = 30, , x0 = 35 et y−1 = 50, , y0 = 55

Figure 3.2 – La représentation graphique de la solution du système (3.1) avec les
conditions initiales x−1 = −33, , x0 = 11 et y−1 = 33, , y0 = 45

3.4 Forme de solution du système (3.2)

Nous rappelons que P−n est le n-ème nombre de Pell généralisé d’indice négatif, qui

vérifie la relation de récurrence

P−n = −P−(n−1) − 2P−(n−2) + P−(n−3), P0 = 0,P1 = 0 et P2 = 1.
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Figure 3.3 – La représentation graphique de la solution du système (3.1) avec les
conditions initiales x−1 = −11, , x0 = 22 et y−1 = 99, , y0 = 111

Pour trouver la forme des solutions du système (3.2), on considère les changements des

variables suivants :

xn =
rn

−sn+1
, yn =

sn

−rn+1
.

Alors 
xn+1 =

rn+1

−sn+2
,

yn+1 =
sn+1

−rn+2
.

(3.28)



rn+1

−sn+2
=

−1
−sn

rn+1

(rn−1

−sn
+ 2

)
− 1

,

=
−rn+1

rn−1 − 2sn − rn+1
.

sn+1

−rn+2
=

−1
−rn

sn+1

(sn−1

−rn
+ 2

)
− 1

,

=
−sn+1

sn−1 − 2rn − sn+1
.
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Donc, le système (3.2) devient sn+2 = −rn+1 − 2sn + rn−1,

rn+2 = −sn+1 − 2rn + sn−1.
(3.29)

Le système (3.29) est sous la forme du système (3.7), donc d’après le Lemme (3.1.2) ses

solutions sont sous la forme (3.8), c’est-à-dire,



s2n = P−2nr−1 +
(
P−(2n+1) + P−(2n+2)

)
s0 + P−(2n+1)r1,

s2n+1 = P−(2n+1)s−1 +
(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
r0 + P−(2n+2)s1,

r2n = P−2ns−1 +
(
P−(2n+1) + P−(2n+2)

)
r0 + P−(2n+1)s1,

r2n+1 = P−(2n+1)r−1 +
(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
s0 + P−(2n+2)r1,

(3.30)

tel que les valeurs initiales s−1, s0, s1, r−1, r0 et r1 ∈ R.

On a

xn =
rn

−sn+1
,

alors

x2n+1 =
r2n+1

−s2n+2
,

=
P−(2n+1)r−1 +

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
s0 + P−(2n+2)r1

−P−(2n+2)r−1 −
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
s0 − P−(2n+3)r1

,

=

P−(2n+1)
r−1

r1
+

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

) s0

r1
+ P−(2n+2)

−P−(2n+2)
r−1

r1
−

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) s0

r1
− P−(2n+3)

,

=

P−(2n+1)
r−1

−s0

−s0

r1
−

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

) s0

−r1
+ P−(2n+2)

−P−(2n+2)
r−1

−s0

−s0

r1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) s0

−r1
− P−(2n+3)

,
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donc

x2n+1 =
P−(2n+1)x−1y0 −

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
y0 + P−(2n+2)

−P−(2n+2)x−1y0 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
y0 − P−(2n+3)

. (3.31)

Et

x2n+2 =
r2n+2

−s2n+3
,

=
P−(2n+2)s−1 +

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
r0 + P−(2n+3)s1

−P−(2n+3)s−1 −
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
r0 − P−(2n+4)s1

,

donc

x2n+2 =

P−(2n+2)
s−1

s1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) r0

s1
+ P−(2n+3)

−P−(2n+3)
s−1

s1
−

(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

) r0

s1
− P−(2n+4)

,

=

P−(2n+2)
s−1

−r0

−r0

s1
−

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) r0

−s1
+ P−(2n+3)

−P−(2n+3)
s−1

−r0

−r0

s1
+

(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

) r0

−s1
− P−(2n+4)

,

=
P−(2n+2)y−1x0 −

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
x0 + P−(2n+3)

−P−(2n+3)y−1x0 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
x0 − P−(2n+4)

.

Par un calcul similaire, on trouve yn.

yn =
sn

−rn+1
,
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alors

y2n+1 =
s2n+1

−r2n+2
,

=
P−(2n+1)s−1 +

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
r0 + P−(2n+2)s1

−P−(2n+2)s−1 −
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
r0 − P−(2n+3)s1

,

=

P−(2n+1)
s−1

s1
+

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

) r0

s1
+ P−(2n+2)

−P−(2n+2)
s−1

s1
−

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) r0

s1
− P−(2n+3)

,

=

P−(2n+1)
s−1

−r0

−r0

s1
−

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

) r0

−s1
+ P−(2n+2)

−P−(2n+2)
s−1

−r0

−r0

s1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) r0

−s1
− P−(2n+3)

,

donc

y2n+1 =
P−(2n+1)y−1x0 −

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
x0 + P−(2n+2)

−P−(2n+2)y−1x0 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
x0 − P−(2n+3)

. (3.32)

Et

y2n+2 =
s2n+2

−r2n+3
,

=
P−(2n+2)r−1 +

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
s0 + P−(2n+3)r1

−P−(2n+3)r−1 −
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
s0 − P−(2n+4)r1

,

=

P−(2n+2)
r−1

r1
+

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) s0

r1
+ P−(2n+3)

−P−(2n+3)
r−1

r1
−

(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

) s0

r1
− P−(2n+4)

,

=

P−(2n+2)
r−1

−s0

−s0

r1
−

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

) s0

−r1
+ P−(2n+3)

−P−(2n+3)
r−1

−s0

−s0

r1
+

(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

) s0

−r1
− P−(2n+4)

,

donc

y2n+2 =
P−(2n+2)x−1y0 −

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
y0 + P−(2n+3)

−P−(2n+3)x−1y0 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
y0 − P−(2n+4)

. (3.33)

D’après tout ce qui précède, le théorème suivant est vrai.
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Théorème 3.4.1

Soit
{
xn, yn

}
n≥−1 une solution bien définie du système (3.2). Alors pour n ∈N0

x2n+1 =
P−(2n+1)x−1y0 −

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
y0 + P−(2n+2)

−P−(2n+2)x−1y0 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
y0 − P−(2n+3)

,

x2n+2 =
P−(2n+2)y−1x0 −

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
x0 + P−(2n+3)

−P−(2n+3)y−1x0 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
x0 − P−(2n+4)

,

y2n+1 =
P−(2n+1)y−1x0 −

(
P−(2n+2) + P−(2n+3)

)
x0 + P−(2n+2)

−P−(2n+2)y−1x0 +
(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
x0 − P−(2n+3)

,

y2n+2 =
P−(2n+2)x−1y0 −

(
P−(2n+3) + P−(2n+4)

)
y0 + P−(2n+3)

−P−(2n+3)x−1y0 +
(
P−(2n+4) + P−(2n+5)

)
y0 − P−(2n+4)

,

(3.34)

où {P−n}n≥0 est la suite de Pell généralisée d’indice négatif.

3.5 Stabilité globale de solution du système (3.2)

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale des solutions réelles du système

(3.2).

Supposons I et J ⊂ R et on considère les fonctions

f : I2
× J2

→ I

1 : I2
× J2

→ J

définies par : 
f
(
xn, xn−1, yn, yn−1

)
=

−1
yn (xn−1 + 2) − 1

,

1
(
xn, xn−1, yn, yn−1

)
=

−1
xn

(
yn−1 + 2

)
− 1

.
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Lemme 3.5.1

Le système (3.2) admet un seul point d’équilibre réel donné par :

N = (x̄, ȳ) = (−α,−α),

avec

α =
2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3
.

Preuve.

Soit (x̄, ȳ) un point d’équilibre, donc

x̄ =
−1

ȳ (x̄ + 2) − 1
,

ȳ =
−1

x̄
(
ȳ + 2

)
− 1

.

On obtient

x̄2 ȳ + 2x̄ȳ − x̄ + 1 = 0, (3.35)

ȳ2x̄ + 2ȳx̄ − ȳ + 1 = 0. (3.36)

D’après la soustraction (3.36) de (3.35), on obtient

x̄2 ȳ − ȳ2x̄ − x̄ + ȳ = 0,(
x̄ȳ − 1

) (
x̄ − ȳ

)
= 0,

alors

x̄ = ȳ. (3.37)

On remplace (3.37) dans (3.35), on obtient

x̄3 + 2x̄2
− x̄ + 1 = 0. (3.38)
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L’équation (3.38) admet une seule solution réelle dans I, donnée par :

x̄ = −α = −


2
3

+

61
54

+

√
29
36


1
3

+

61
54
−

√
29
36


1
3

 ,
et d’après (3.37) on a

x̄ = ȳ = −α,

donc le point d’équilibre du système (3.2) est :

N = (x̄, ȳ) = (−α,−α).

La stabilité du point d’équilibre N = (−α,−α) du système (3.2) est décrite dans le

théorème suivant.

Théorème 3.5.1

Le point d’équilibre N est instable.

Preuve.

Le système linéaire associé au système (3.2) autour du point d’équilibre N, est donné

par :

Vn+1 = BVn, Vn = (xn, xn−1, yn, yn−1)T,

où B est la matrice Jacobienne donnée par :

B =



0 −α3
−α − 1 0

1 0 0 0

−α − 1 0 0 −α3

0 0 1 0


.
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Le polynôme caractéristique de B est donné par :

PB(λ) = det(B − λI4),

= PA(λ),

= λ4 + λ2
(
2α3
− (α + 1)2

)
+ α6.

Donc le polynôme caractéristique admet 4 racines

λ1 = −1.77501 − 3.66479 ı,

λ2 = −1.77501 + 3.66479 ı,

λ3 = 1.77501 − 3.66479 ı,

λ4 = 1.77501 + 3.66479 ı.

On trouve,

|λ1| = |λ2| = |λ3| = |λ4| = 1.77501 > 1.

Donc, d’après le Théorème (1.1.8) le point d’équilibre N est instable .

3.6 Exemple numérique

Pour confirmer l’instabilité globale des solutions du système (3.2), nous considérons

les exemples numériques suivants :
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Figure 3.4 – La représentation graphique de la solution du système (3.2) avec les
conditions initiales x−1 = −10, , x0 = 19 et y−1 = 89, , y0 = 92

Figure 3.5 – La représentation graphique de la solution du système (3.2) avec les
conditions initiales x−1 = 55, , x0 = 76 et y−1 = −57, , y0 = −45
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Figure 3.6 – La représentation graphique de la solution du système (3.2) avec les
conditions initiales x−1 = −45, , x0 = −32 et y−1 = 22, , y0 = 48
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CONCLUSION

Dans notre mémoire, nous avons présenté la forme explicite des solutions de deux

équations aux différences non linéaires d’ordre deux

xn+1 =
±1

xn (xn−1 ∓ 2) − 1
, n ∈N0.

Les solutions de ces équations, ont été exprimées en termes des nombres de Pell

généralisés.

Nous avons donnés également la forme fermée des solutions de deux systèmes

d’équations aux différences non linéaires d’ordre deux

xn+1 =
±1

yn (xn−1 ∓ 2) − 1
, yn+1 =

±1
xn

(
yn−1 ∓ 2

)
− 1

, n ∈N0.

Nous présentons également quelque explications théoriques liées à la représentation

de c’est deux systèmes .
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