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Résumé :

Le travail présenté dans ce mémoire s'inscrive en général dans le con-
texte de la synchronisation combinée des systemes chaotiques d’ordre
fractionnaire .

La suite de ce mémoire est organisée de la facon suivante:

Le premier chapitre présente les principales notions de base des sys-
temes dynamiques déterministes. Il énonce également quelques con-
cepts introductifs a la théorie du chaos.

Le deuxi¢me chapitre est consacré aux études des définitions de base
du calcul fractionnaire, des systemes chaotiques d'ordre fractionnaire
ainsi que les différentes définitions relatives a la stabilité de tels sys-
temes.

Le troisicme chapitre constitue véritablement 'objet de notre travail.
L'objectif de ce chapitre porte principalement sur le probleme de la
synchronisation combinée entre trois systemes chaotiques identiques
d'ordre fractionnaire. Une technique de contrdle continu est em-
ployée pour conclure sur la stabilité ainsi que la convergence asymp-
totique de 'erreur de synchronisation en utilisant une nouvelle exten-
sion de la méthode directe de Lyapunov des systemes fractionnaires.
Des simulations numériques sont effectuées pour tester la capacité de
la méthode de synchronisation proposée.

Enfin, ce mémoire est cloturé par une conclusion générale et
quelques perspectives.

Mots-clés:

le chaos, synchronisation combinée, systemes chaotiques
d’ordre fractionnaire , controle continu.



Abstract

The work presented in this memory is generally focus in the context of
the combination synchronization of chaotic fractional systems

The rest of this paper is organized as follows:

The first chapter presents the main basic concepts of deterministic
dynamical systems. It also sets out some concepts to chaos theory.

The second chapter is devoted to studies the basic definitions of
fractional chaotic systems and the various definitions relating to the
stability of such systems.

The third chapter is the focus of our work. In this chapter we present he
problem of combination synchronization between three identical
chaotic fractional systems. An active control technique is used to
conclude on the stability as well as the asymptotic convergence of the
synchronization error by using a new extension of Lyapunov's direct
method of fractional systems. Numerical simulations are performed to
confirm the capacity of the proposed synchronization method.

A general conclusion and some perspectives are concluding in the last
chapter.

Keywords:

chaotic fractional systems, the combination synchronization, Active

controller.
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Introduction générale

ans la littérature, il n’y avait aucune définition standard du chaos. Néanmoins, la caractéristique
D typique des systemes chaotiques ou hyperchaotiques est qu'un tres petit changement des conditions
initiales conduit a un comportement strictement différent dans 1’état finale de systéme étudié.
De tres nombreux systemes ont été présentés ces derniéres années exploitant les comportements chaotique
dans les domaines physiques [1], chimiques [2], biologiques [3] et économiques [4], etc.
Récemment, et en raison des applications potentielles des systémes chaotiques dans la transmission chao-
tique des informations et le traitement de controle, la synchronisation des systemes chaotiques d’ordre
fractionnaire a attiré une attention croissante des physiciens aussi bien que des ingénieurs..

La configuration de base d’un systéme de synchronisation des systemes dynamiques est constituée de
deux systemes : I'un est appelé systéme émetteur et 'autre est appelé systéme récepteur. On rappelle
que ces systemes peuvent étre identiques avec des conditions initiales différentes ou compléetement dif-
férents. Le systéme émetteur synchronise le systeme récepteur a partir d’un signal ou plusieurs signaux
d’accouplement. Dans la littérature, plusieurs méthodes de contréle ont été appliquées pour réaliser la
synchronisation, & savoir le contrdle continu [5], le controle adaptatif [6] et le contrdle de mode glissant
[7]. A Paide de ces méthodes, plusieurs approches de synchronisation chaotique ont été également étendus
telle que la synchronisation compléte [8], anti-synchronisation [9], la synchronisation généralisée [10], la
synchronisation projective [11] et la synchronisation projective modifiée [12]

Cependant, tous les schémas de synchronisation mentionnés ci-dessus sont liés a un seul systeme émet-
teur et un seul systeme récepteur. Donc, il est trés intéressant de les étendre au cas général de plusieurs
systémes chaotiques.

La synchronisation combinée des systémes chaotiques (ou hyper-chaotique) d’ordre fractionnaire est

encore considérée comme un sujet de recherche stimulant. En effet, la synchronisation combinée a une
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capacité anti-décodage et anti-attaque plus forte que celle de la synchronisation habituelle dans une
communication sécurisée, car le message d’origine peut étre divisé en deux segments et chaque segment
peut étre séparé en deux systeémes émetteurs distincts. Quelques travaux sur la synchronisation combinée
de plusieurs systemes d’ordre fractionnaire chaotique sont déja discutables, comme indiqué dans les
références [13, 14, 15, 16, 17].

La principale motivation de ce travail est de construire un contrdle continu pour que la synchronisation
compléte combinée (SCC) de trois systémes chaotiques fractionnaires identiques par approche d’une
nouvelle extension de la méthode directe de Lyapunov des systémes fractionnaires est réalisée.

La suite de ce mémoire est organisée de la facon suivante :

Le premier chapitre présente les principales concepts de base des systemes dynamiques déterministes.
Il énonce également quelques notions introductifs a la théorie du chaos.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux études de quelques définitions des dérivées fractionnaire, des
systemes chaotiques d’ordre fractionnaire ainsi que les différentes définitions relatives a la stabilité de tels
systemes.

Dans le troisieme chapitre, le probleme de la synchronisation complete combinée de trois systémes
chaotiques d’ordres fractionnaires est étudie.

Enfin, ce mémoire est cléturée par une conclusion générale.



Chapitre

Généralités sur les systemes dynamiques

chaotiques

Dans ce chapitre, nous rappelerons quelques bréves notions sur le phénomene chaotique qui apparait
dans un systeme dynamique déterministe. Nous commencerons par définir la notion des systémes dyna-
miques, puis nous aborderons d’autres notions mathématiques notamment les systéemes dissipatifs et les
systémes conservatifs, la section de Poincaré, les attracteurs, le bassin d’attraction, les points d’équilibres

et quelques notions de stabilité. Enfin nous présenterons la caractérisation du comportement chaotique.

1.1 Systemes dynamiques

Un systéeme dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, environnemental ou de
tout autre domaine dont ’état (ensemble de grandeurs suffieant a qualfier le systéme) évolue en fonction
du temps. ’étude de I’évolution d’un systeme nécessite donc la connaissance :

— de son état initial, c’est-a-dire son état a I'instant tg.

— de sa loi d’évolution.

Un systéme peut étre :
* Continu : donc il peut se représenter par une équation différentielle ordinaire.

* Discret : donc il peut se représente par une équation algébrique récurrente.
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1.1.1 Systémes dynamiques continus

On appelle systeme dynamique continu tout systeme d’équation différentielles du premier ordre défini

par :

d
:b:d—f:f(x,t,v), xeUCR" veV CRP. (1.1)

oul R™ est ’espace des phases, RP est ’espace des parametre et x est le vecteur I'etat.

f=(f1, fa, s fn)T est le champ de vecteurs.

1.1.2 Systemes dynamiques discret

La forme générale d’un systéme dynamique & temps discret est décrit par une équation aux différences

non linéaire suivante :
Tnt+1 = f(xnav)a neN (12)

1.1.3 Systémes autonomes ou non autonomes

Lorsque le champ de vecteur f ne dépend pas explicitement du temps, le systéme (1.1) est dit autonome.
Dans le cas contraire, il est appelé non autonome. En utilisant un changement de variable approprié, on
peut facilement transformer un systéme non autonome de dimension n en un systéme autonome équivalent

de dimension n + 1.
Example 1.1.1 Systéme autonome est : & = x> +y+1 .

Systéme non autonome est : & = 1% +y + 1 +sin(t) .

1.1.4 Flot

Soit le systéme autonome suivant :

Z—i = f(z), x€R™ (1.3)
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On appelle flot de (1.3) Papplication :

RxU — R"

(t,zo) — &(t,xo) = z(t,x0)

Telle que :

-Pour chaque zg fixé, t — ¢(t, o) est une solution de I’équation différentielle 1.3.
-$(0, ) = xo.

-¢(x +y) = d(x)(y)-

Définition 1.1.1 Toute solution du systéme autonome (1.3) considérée comme un ensemble de trajec-

toires de différentes conditions initiales est appelé flot.

1.1.5 Systémes conservatifs ou dissipatifs

Un systéme conservatif est un systéme qui conserve 1’énergie totale, et possede une intégrale premiere
(ou constante) du mouvement, par contre un systéme dissipatif est un systéme qui dissipe de I’énergie,

et posséde au moins un terme dépendant de la vitesse.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de divergence) Soient ¢ le flot de (1.3) , V un volume de l'espace des
phases au temps t =0, V(t) = ¢(V) Uimage de V par ¢, on a :
%\tzo = [, divfdry...dz, et divf =37, gi

\ . . . . 'dv
Le systeme est dissipatif si 5 < 0.

.dVi()

Le systeme est conservatif si ;- =

1.2 Attracteurs et bassin d’attraction

La région de I’espace de phases vers laquelle convergent toutes les trajectoires d’'un systeme dynamique
dissipatif s’appelle un attracteur. Les attracteurs sont donc des formes géométriques qui caractérisent
I’évolution a long terme des systemes dynamiques. Il en existe deux type d’attracteurs : attracteurs

réguliers et attracteurs étranges.

1.2.1 Attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers caractérisent I’évolution de systeme non chaotique et peuvent étre de trois

genres :
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FIGURE 1.1 — Attracteurs réguliers

(a). point fixe : c’est 'attracteur le plus simple. Il est représenté par un point dans ’espace des phases.
C’est donc une solution constante et stationnaire.

(b). cycle limite : c’est une trajectoire fermée qui attire toutes les orbitesproches. C’est donc une
solution périodique du systéme.

(c). Attracteur quasi périodique (tore) : représente les mouvements résultant de deux ou plusieurs

fréquences, que 1’on appelle parfois "tore”.

1.2.2 Attracteurs étranger (chaotique)

L’attracteur étrange est une forme géométrique complexe qui caractérise ’évolution des systémes
chaotiques, il a été introduit par Ruelle et Takens. Les caractéristiques d’un attracteur étrange sont :

1. Dans l'espace des phases 'attracteur est de volume nul.

2. La dimension de l'attracteur étrange est fractale (non entiére) pour un systéme continue autonome

2 < d < n, ou n la dimension de I’espace des phases.

3. Sensibilité au conditions initiales (deux trajectoires initialement voisines finissent toujours par

s’écarter I'une de l'autre).

1.2.3 Bassin d’attraction

Soit A un attracteur. La région de l'espace B tel que : B(A) = {z € R"/lim;_ 1 ¢1(x) = A}, telle

que toutes les trajectoires qui y sont initialisées convergent vers A est appelée bassin d’atraction.

1.3 Points d’équilibre

Soit le systeme dynamique autonome suivant. Le point d’équilibre x4 vérifie :

&= f(2eq) =0.
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FIGURE 1.2 — Attracteurs de systeme de Li

1.3.1 Stabilité de points d’équilibres

La notion de stabilité d’un systéme dynamique caractérise le comportement de ses trajectoires au
voisinage des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité d’un systeme dynamique permet alors d’étudier
I’évolution de sa trajectoire d’état lorsque I’état initial est treés proche d’un point d’équilibre. La théorie
de stabilité au sens de Lyapunov est valable pour toute équation différentielle. Cette notion signifie que
la solution d’une équation différentielle initialisée au voisinage d’un point d’équilibre en reste toujours

suffisamment proche.

Définition 1.3.1 (Stabilité) Le point d’équilibre x., du systéme (1.3) est stable au sens de Lyapounov

st et seulement si :
Ve>0, 36>0, tel que |[[xog—Teql||<O=|2(t,z0)—2eql|<e, V> to. (1.4)

Définition 1.3.2 (Attractivité) Le point d’équilibre x.q du systéme (1.3) est attractif si et seulement
St :
Ve>0, 36>0, tel quel| zo—zeq|<0= . ligl (x(t,z0) — Teq) = 0. (1.5)
—+o0

Définition 1.3.3 (Stabilité asymptotique) Le point d’équilibre x.q du systéme (1.3) asymptotique-

ment stable, s’il est stable et attractif.

Définition 1.3.4 (Stabilité exponentielle) Le point d’équilibre x.q du systéme (1.3) exponentiellement

stable, s’il existe deux constantes strictement positives a et b et s’il existe tg > 0, tels que :

| 2o — @eq || < aexp(—bt), pour tout t>t. (1.6)
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Remarque 1.3.1 Notons que lutilisation des définitions précédentes, pour réaliser la stabilité de (1.3),
au voisinage de son point d’équilibre, exige la résolution explicite de I’équation (1.3), ce qui est souvent trés
diffcile dans la plupart des cas. De ce fait la, les deux méthodes suivantes de Lyapounov nous permettent

de contourner cet obstacle.

1.3.2 Meéthode directe

La méthode directe de Lyapounov nous permet d’analyser localement la stabilité de systéeme , sans
(1.3) le résoudre explicitement. Le probléme de la stabilité se rameéne alors & chercher une telle fonction
(dite fonction de Lyapounov), qui est fourni des informations sur la stabilité du systéme. Le théoréme

suivant va résumer cette méthode.

Théoréme 1.3.1 Le point d’équilibre x.q du systéme (1.3) est dit stable (respectivement asymptotique-
ment stable) au sens de Lyapounov s’il existe un voisinage D(z.q) et une fonction VD — R (dite fonction

de Lyapounov) de classe C' ayant les propriétés suivantes :
1. V(zeq) =0 et V() > V(xeq), pour tout x # x.q dans D.

2. V(x) <0 (respectivement V(z) < 0 ), pour tout x # xeq dans D.

1.3.3 Meéthode indirecte

La seconde méthode de Lyapounov est basée sur 'examen de la linéarisation au voisinage du point
d’équilibre z., du systeme (1.3). Plus précisément, on examine les valeurs propres z., de la matrice
jacobienne associée a ce point d’équilibre.

La linéarisation revient a poser :

T = Teq + 0, (1.7)

ol 0z est une petite perturbation appliquée au voisinage du point d’équilibre z., . On a alors :
T = Eeqg + 0. (1.8)

Le systéeme (1.3) devient alors :

Eeqg + 02 = f(2eq + ) (1.9)
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En utilisant un développement de Taylor du premier ordre de f au voisinage .4, on obtient

f(@eq +07) = f(weq) + Jp(weq) (€ — Teq) (1.10)

ou J; représente la matrice jacobienne de f . D’ou

0 = Jp(xeq)dx (1.11)

Cette équation montre I’évolution de la perturbation dx au voisinage du point d’équilibre. Nous avons

donc le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.2 (Hartman-Grobman) Considerons un systéme de flot ;. Si xeq est un point d’équi-
libre hyperbolique, alors il existe un voisinage V de x.q sur lequel le flot o est topologiquement équivalent
au flot du linéarisé du systéme en xeq. En d’autres termes le théoréme signifie que dans le voisinage V
d’un point d’équilibre, les orbites d’un systéme pouvent étre déformées continuement dans les orbites de
son linearisé. En particulier, si toutes les valeurs propres du linéarisé sont de parties réelles strictement
négatives, alors toutes les issues du voisinage V tendent vers d’équilibre lorsque t — +o00. De la méme
manieére,lorsque toutes les valeurs propres sont de parties réelles strictement positives, alors toutes les

solutions issues du voisinage V wvers ’equilibre t — —o0.

1.4 La Section de Poincaré

L’application de Poincaré est un outil mathématique simple permettant de transformer un systéme
dynamique continu en un systéme dynamique discret. Cette transformation s’opeére via une réduction
d’une unité de l'ordre du systeme.

Soit un systeme dynamique continu, décrit dans un espace d’état de dimension n et la trajectoire de sa
solution en zy . Définissant dans cet espace une surface de dimension n — 1.

L’application de Poincaré est le systeme dynamique en temps discret dont la suite des itérés correspond
aux coordonnées des points d’intersection successifs de la trajectoire avec cette surface.

L’ensemble des points d’intersections, situés sur la surface est appelé section de Poincaré.

Remarque 1.4.1 :Sile systéme dynamique continue défini sur un espace de dimension n, on aurait une

application de Poincaré définie sur un espace de dimension n — 1.

9
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Remarque 1.4.2 :L’application de Poincaré est aussi un outil pour l’étude de la stabilité des orbites

périodiques. En effet, lintérét de application de Poincaré : son étude est plus simple que celle du flot.

Remarque 1.4.3 Par exemple le point d’équilibre ¢ = P(c) est un point attractif. Cette propriété est

équivalente a ’existence d’un cycle limite attractif pour le flot.

S

s

ED

/P(:I?}
*

FIGURE 1.3 — Section de Poincaré

1.5 Caractérisation du comportement chaotique

L’objectif de cette partie est de mieux faire connailtre les caractéristiques permettant de reconnaitre
un comportement chaotique. En premiere approche, nous rappelons quelques approches de définitions du
chaos, ensuite nous présentons des caractéristiques principales du comportement chaotique d’un systéme
dynamique déterministe. Nous citons également quelques scénarios de transition vers le chaos. Enfin, nous

terminons cette partie par une application sur les systemes chaotiques.

1.5.1 Le Chaos

Depuis longtemps, le chaos était synonyme de désodre et de confusion. il soposait I'ordre et devait
étre évité. La science était caractérisée par le déterminisme, la prévisibilité et la réversibilité. Poincaré
fut I'un du premiers & entre voir la théorie du chaos. Il découvrit la notion des sensibilité aux conditions

initiales a travers le probleme de lintraction de trois corps célestes.

10
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Le terme chaos défini un état particulier d’'un systéme dont le comportement ne se répéte jamais qui est
trés sensible aux conditionsin itiales, et imprédictible & long terme. Des chercheurs d’horizons divers ont
alors commencé sintéresser a ce comportement.

Le chaos au sens de Li et Yorke(1975).

Définition 1.5.1 Soit g : X — X wune application continue sur un espace métrique (X, d) compact.

On dit que g est chaotique dans le sens de Li et Yorke s’il existe un sous-ensemble denombrable s de X
vérifier les propriétés suivantes : lim,_, - supd(¢™(x), g"(y)) > 0 pour tout x,y € S, = #y

lim,, o supd(g™(z),g"(y)) > 0 pour tout x,y € S, x#y

lim,, o supd(g™(z),g"(p)) > 0 pour tout x € S, p € X p périodique.

1.5.2 Caractéristiques principales du comportement chaotique

Ci-dessous, nous rappelons quelques caractéristiques qui nous permettent de mieux comprendre les

points marquants d’un systeme chaotique.

La non-linéarité

Un systeme chaotique est un systeme dynamique non linéaire. Un systéme linéaire ne peut pas étre

chaotique.

Le déterminisme

Un systéme chaotique est déterministe (plutét que probabiliste), ¢’est-a-dire qu’il soumit & des lois qui
décrivent completement son mouvement. La notion de déterminisme signifie donc la capacité de prédire
I’état futur d’un phénomene a partir d’un événement passé.

Cependant, dans les phénomeénes aléatoires, il est impossible de prévoir les trajectoires d’une quelconque

particule.

Aspects aléatoires

La Figure (1.4) illustre ’évolution temporelle des trajectoires chaotiques du systéme de Lii . Le sys-

teme représente une évolution complexe, non périodique et imprévisible. C’est donc 'aspect aléatoire des

11
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systeémes chaotiques. L’évolution temporelle d’'une trajectoire chaotique apparait comme aléatoire, cepen-

dant I'observation de cette trajectoire dans ’espace des phases, au voisinage de 'infini, décrit une forme

;ﬂ| l ' ;UHA‘ Ml, "
;: F ‘( ( V'lL' ;j \ U"'l “‘fﬁ\i,‘ i\ "t’ | J| \‘ v\ll

FIGURE 1.4 — Aspects aléatoires des états chaotiques du systeme de L.

particuliere dont la structure est fractale, c’est I'attracteur chaotique. Attracteurs chaotiques La figure
géométrique particuliere qui représente I'attracteur d’un systeme chaotique dans ’espace des phases en
fonction du temps, appelé attracteur chaotique. Ainsi, cet attracteur se produit & l'aide de deux opé-
rations simultanées a savoir I’étirement, responsable de de la sensibilité aux conditions initiales et de
I’instabilité, et le repliement, responsable du c6té étrange. D’autre part, on parle d’attracteur chaotique
lorsque sa dimension est fractale. Grace de cette propriété particuliere, fractale, ces attracteurs sont
qualifiés d’étranges(chaotiques). Ils représentent la signature du chaos qui nous permet d’authentifier un

comportement chaotique.

Sensibilité aux conditions initiales

Les systémes chaotiques sont extrémement tres sensibles aux conditions initiales. De tres petites per-
turbations sur ’état initial d’'un systeme peuvent étre mener finalement a un comportement strictement
différent dans son état final.

La Figure (1.5) illustre ’évolution temporelle d’un trajectoire du systéme de Lii avec trois conditions

initiales différentes treés proches.
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FI1GURE 1.5 — Evolution temporelle de la trajectoire u du systeme de Lii avec trois conditions initiales

différentes tres proches.

Exposants de Lyapounov

La vitesse de divergence de deux trajectoires initialement voisines peut étre étudiée a partir des ex-

posants de Lyapounov afin de caractériser la nature du chaos détecté. L’exposant de Lyapounov sert a

mesurer le taux de divergence des deux trajectoires. Atitre d’exemple, on considére un systéme dyna-

mique de dimension 4. Soient A1, Az, A3 et Ay les exposants de Lyapounov de ce systéeme satisfaisant

A1 > A2 > A3 > A\y. Alors ce systéme se comporte de la maniere suivante :

— Si Ay < A3 < A2 < A1 < 0. 11 s’agit d’un point d’équilibre asymptotiquement stable.

— Si A =0,M < A3 < A2 <0. Il s’agit d’un cycle limite stable.

— Si A1 =X =0, < A3 <0. 1l s’agit d’un tore stable.

—SiAI>0, =0, M<A<0, Z?:l A; < 0. 11 s’agit d’un systéme chaotique.

—SiA, A >0,23=0,X<0et Z?Zl A; < 0. Il s’agit d’ un systeme hyperchaotique.

Remarque 1.5.1 Un exposant de Lyapounov négatif selon une direction, indique que les trajectoires

se rapprochent et par conséquent on perd l’information sur les conditions initiales. l'orbite est donc at-
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tractive vers une orbite périodique ou un point fize. Il caractérise les systémes dissipatifs. Ce genre de
systéeme exhibe une stabilité asymptotique. Un exposant de Lyapounov positif selon une direction, indique
que la divergence entre deuz trajectoires voisines augmente exponentiellement avec le temps. les trajec-
toires divergent, l'orbite est donc chaotique. Intuitivement, c’est la sensibilité aux conditions initiales. Un
exposant de Lyapounov nul, les orbiles issues de conditions initiales différentes, gardent une séparation
constante, ni convergent, ni divergent l’une par rapport a l'autre. Dans ce cas, un tel systéme physique

est dit conservatif.

Remarque 1.5.2 Notons qu’il existe plusieurs algorithmes pour calculer les exposents de Lyapounov,l’un
des plus connus étant l’algorithme de Wolf . Cet algorithme nous permet de calculer les exposants de
Lyapounov a partir du calcul effectif de la divergence de deux trajectoires par rapport da la perturbation

introduite parallélement.

[mR=]
[mR=]
07 -
[mR=F
[mE=g
0.4 -

O3+

FI1GURE 1.6 — Diagramme de bifurcations de I’application logistique.

Diagramme de bifurcations

On dit qu’il y a une bifurcation lorsqu’un tel changement qualitatif de la structure d’un systéme
se produit & Poccasion de la variation quantitative de I'un de ses parametres (qu’on appelle valeur de
bifurcation). Les graphiques qui représentent ces bifurcations, sont appelés diagrammes de bifurcation.
Donc le diagramme de bifurcation est un outil tres important pour évaluer les comportements possibles
d’un systéme en fonction des valeurs de bifurcation.

La Figure (1.6) illustre le diagramme de bifurcations de l'application logistique définie sur le segment

14
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[0,1] par :
Tng1 = 1Tp(l —xp) (1.12)

oin=0,1,2 ... dénote le temps discret, et r € [0,4] un parametre de contrdle. Selon la Figure(1.6), on
peut constater trois états différents du systeme selon la valeur du parameétre r : un régime stable, puis

périodique a plusieurs états et enfin un régime chaotique.

1.6 Les scénarios transitions vers le chaos

On ne sait pas toujours a I'heure actuelle dans quelles conditions un systéme non linéaire va devenir
chaotique.
Cependant, il existe un certain nombre de scénarios transition vers le chaos qui sont universels, et si un
systéme entre dans un de ces scénarios, son évolution peut étre décrite. Supposons que la dynamique étu-
diée dépend d’un état stationnaire a un état périodique, puis au-dela d’un certain seuil, suivre un scénario
de transition et devenir chaotique. Nous allons passer en revue quelques scénarios de transition vers le
chaos. Par ces scénario il faut comprendre une conjecture sur le comportement d’un systéme donnant une
explication simplifiée et possible de la cascade de bifurcation qu’il subit lorsque les parametres de controle
varient.Cette conjecture repose sur I’hypothese d’un systeme bifurquant. La différentiation des scénarios
découlera d’une hypothése supplémentaire de résonance ou de non résonance, de super criticalité ou sous
criticalité. Tous ces scénarios ont été prédits par la théorie et observés dans de nombreuses expériences.
Les systémes présentant un comportement chaotique possedent en général des transitions entre un état
chaotique et un état non chaotique.

On a trois grands scénarios de transition vers le chaos sont :

— L’intermittence
— Le doublement de période

— Le quasi-périodicité

1.6.1 L’intermittence

L’intermittence vers le chaos se caractérise par un mouvement périodique entrecoupé par des bouf-
fées chaotiques, puis le régime redevient périodique et ainsi de suite. La survenance des bouffées appa-

raissent de maniére irréguliere dans le temps. L’augmentation d’'un parametre réalise I’augmentation de
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la fréquence des perturbations, puis les bouffées sont rares et espacées et finalement le chaos domine le

comportement du systéme.

1.6.2 Le doublement de période

Ce scénario de transition vers le chaos est sans doute le plus connu. Il a été étudié en particulier
en dynamique de population par R. May sur 'application logistique. Ce probléme consiste & considérer
I'itération :

Xnt+1 = f(X,) avee f(z) =rz(l — ) cest a dire : X1 =7X,(1 - X,,)

0.8 | “"fq

!
\
e

FIGURE 1.7 — Transition vers le chaos par doublement de période de I'application logistique.

Selon la valeur du parametre a, la suite converge soit vers un point fixe nul ou pas. Dés que a est plus

grand que 3 le systéme bifurque, c’est a dire qu’il oscille entre 2 valeurs autour du point fixe.
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On parle de cycle attracteur de période 2. En continuant a augmenter a, ces 2 attracteurs s’écartent
du point fixe jusqu’a ce qu'une nouvelle bifurcation ait lieu. Chaque point se dédouble et on obtient un
cycle attracteur de période 4 : On dit qu’il y a doublement de période. C’est a partir de cet exemple
que Feigenbaum a présenté 'existence d’une forme d’universalité dans cette transition vers le chaos sous
forme de cascade de doublement de période. De la naquit la constante de Feigenbaum (4.6692016609),
également retrouvée grace a la théorie des groupes de renormalisations, bien connue aux physiciens.

La route de Feigenbaum set réduit par des doublements de période successif sauf suret & mesure que la
contrainte augmente, la période est multipliée par 2, 4, 8, ... avec des doublement de période de plus en

plus rapprochés. Lorsque la période est infinie, le systeme est chaotique.

1.6.3 Le quasi-périodicité

Le scénario via la quasi-périodique a été mis en évidence par les travaux théorique de Ruelle et Takens
(1971) illustré par exemple sur le modele de Lorenz (1963), ce scénario a été conformé par de nombreuses
expériences dont les plus célebres se trouvent enthermohydrodynamique convection de Rayleigh-Bénard
dans une petite boite et en chimie réaction de Bélousov-Zabotinsky entre-autres, L’exemple de Lorenz
est probablement le plus souvent développé pour illustrer ce phénomene de quasi-périodicité, C’est donc
E.N. Lorenz, météorologue au MIT qui a exhibé cet attracteur étrange avant méme que le terme n’ait été
inventé, Il avait congu un modele trés simple de la circulation atmosphérique, représenté par un systéme
de trois équations non linéaires.

Ce nouveau scénario peut devenir instable et étre remplacé par un attracteur étrange. le comportement
dynamique du systéme n’est plus quasi périodique & trois fréquences mais chaotique. Ainsi & partir d’un

point fixe, le régime chaotique est obtenu a partir du bifurcations de Hopf.

1.7 Avantage du Chaos

Comme il a été déja mentionné dans l'introduction, le chaos déterministe peut générer des com-
portements dynamiques d’apparences aléatoires. Il serait donc intéressant d’utiliser ces derniers comme

porteuses d’informations en communications sécurisées.
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exhibé quelques notions de base des systémes dynamiques. Nous avons
présenté également les définitions mathématiques relatives au chaos et les différentes caractéristiques in-

trinseques aux systemes chaotiques.
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Chapitre

Systemes dynamiques fractionnaires

Les systemes fractionnaires sont également considérés comme des systemes a mémoire, notamment
pour la description des propriétés de plusieurs matériaux comme les polymeres. En effet, la dérivée
fractionnaire procure un excellent instrument pour la description de la propriété de mémoire de plusieurs
matériaux et processus puisque la dérivée fractionnaire d’une fonction tient compte de tout I'historique
de la fonction et ne reflete pas uniquement des caractéristiques locales comme dans le cas de la dérivée
classique.

Ce chapitre est ainsi consacré d’une maniere unifiée a ’étude des éléments sur la théorie du calcul
fractionnaire et de la stabilisation des systémes linéaires et non linéaires fractionnaires, sur lesquels
s’appuient nos résultats décrits dans le troisiéme chapitre Quelques concepts de base de la théorie de
dérivation non entiere, en particulier, la fonction Gamma, la fonction de Mittag-Leffler, la transformation
de Laplace et les différentes définitions des dérivées fractionnaires, sont présentés d’abord dans la section
2.1. Dans la section 2.2, nous rappelons les éléments nécessaires de la théorie des équations différentielles
fractionnaires au sens de Caputo, en mettant en exergue le résultat d’existence et d’unicité de la solution
d’un probléeme a valeurs initiales pour une équation fractionnaire, puis la résolution explicite des équations
différentielles fractionnaires linéaires, et nous terminons cette section par la présentation d’une méthode
numérique nécessaire a la résolution des équations fractionnaires.

Dans la section 2.3, le probleme de la stabilité des systemes différentielles d’ordre fractionnaire est étudie.
Nous souhaitons également étudier la stabilisation asymptotique des systémes fractionnaires, en utilisant

une nouvelle extension de la méthode directe de Lyapounov d’ordre fractionnaire.
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2.1 Quelques concepts de base de la théorie de dérivation non
entiere

Les définitions et les résultats proposés dans cette section sont indispensables & la bonne compréhen-
sion de cette these. Nous regroupons un ensemble de définitions sur le theme du calcul fractionnaire et

nous rappelons quelques théoremes.

2.1.1 Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

Dans cette partie, nous présentons la fonction Gamma d’Euler et les fonctions de Mittag-Leffer. On
rappelle que ces fonctions jouent des réles trés important dans la théorie du calcul fractionnaire (la

fonction de Mittag-Leffler joue le méme role que la fonction exponentielle).

Fonction Gamma

L’une des fonctions de base dans la théorie du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler

I'(z). Elle est définie par U'intégrale suivante :
—+oo
I'(z) = / t*Lexp(—t)dt, z>0. (2.1)
0

L’une des propriétés importante de la fonction de Gamma est la suivante :

I(z+1) = 2I'(2). (2.2)
Prolongement de I'(z) pour z négative.
De la relation (2.1), on peut écrire :
I'(z)
I'z—-1) = -1<2z-1<0
I'(z-1)
I'z-2) = —-2<z-2<-1.
De la méme maniere, on peut trouver :
T 1
F(z):M —n<z<—(n-1). (2.3)

z
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On en déduit alors que la fonction Gamma est également définie pour toutes les valeurs négatives de z.

La Figure 2.1 représente le graphe de la fonction Gamma d’Euler.

] T T T

:-J &_j .
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FI1GURE 2.1 — Graphe de la fonction T

Fonction Mittag-Leffer

La fonction exponentielle, joue un role tres important dans la résolutions des équations différentielles
d’ordre entier. La fonction de Mittag-Leffer est une généralisation de la fonction exponentielle, elle est
souvent utilisée dans la résolution des problémes physiques décrits par des équations & dérivée fraction-
naire.

La fonction de Mittag-Leffler & un seul parametre a été introduite par G.M. Mittag-Leffer. Elle est définie
par :

Eu(z), a>0. (2.4)

P%

kzofak—i—l

La Figure 2.2 illustre le comportement de la fonction de Mittag-Leffer pour différentes valeurs de «.

La fonction de Mittag-Leffer & deux parametres a été introduite par Agarwal . Elle est définie par :

oo

Zrak+5 o(2), B>0,a>0. (2.5)

k=0

En particulier, pour 8 = 1, on trouve la relation (2.1).
La Figure 2.3 illustre le comportement de la fonction de Mittag-Leffler, pour différentes valeurs de « et

B. A partir de la relation (2.5), on trouve :
Ei(z) = exp(z), Fa(z) = cosh(y/z). (2.6)
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-2 -IL5 -1 -5 0 L5 I 1.5 2

FIGURE 2.3 — Fonction de Mittag-Leffler a deux parametres.

La dérivée n-ieme de la fonction de Mittag-Lefler & un seul parametre est donné par :

(k+mn)lzk
2.
Zk'rak+an+1) (27)

Tandis que la dérivée n-ieme de la fonction Mittag-Lefller a deux parametres est donnée par :

(k +n)lzk
Z kT ( ak+0m+ﬂ) (28)
2.1.2 Transformation de Laplace

L’utilisation de la technique de transformation de Laplace est souvent nécessaire et joue un roéle tres

important dans la résolution des équations a dérivée fractionnaire.
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Soit F', la transformée de Laplace def définie par :

+oo
PO = LU} = [ ep(-stif(at. sec (2.9)

ou f est la fonction originale qui peut étre obtenue & ’aide de la transformation réciproque de Laplace :

1 y+ioco
J(t) = L7HF(s)} = / exp(st)F(s)ds (v = R(s) > 7o), (2.10)

27 y—1i00

ol 7o est l'indice de convergence de I'intégrale (2.9).

si F(s) = L{f(t)}, alors L{—tf(t)} = & {F(s)}.Par récurrence, on trouve :

L")} = AP ()}, =12, (211)

A titre d’exemple, la transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffer & deux parametres vérifie la

relation suivante :

a—p
LI Bap (M) s} = 25 R(9)>F, 120, AeR (212)
S

Le produit de convolution de deux fonctions f(t) et g(t) est donné par :

(f*g)(t) = / f(t — r)g(r)dr. (2.13)

La transformée de Laplace du produit de convolution des fonctions f et g peut s’écrire sous la forme :

L{f(t) % g(t), s} = F(s)G(5). (2.14)

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n de f(t) est donnée par :

L{f™(t),s} = s"F(s) — i: sk F=k=1 (). (2.15)
0
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2.1.3 Définitions des dérivées fractionnaires

Dans cette these, les symboles de la dérivée fractionnaire ont été normalisés comme suit :

dOé
(@ a>0
oDy 1, o =0 (2.16)

fat dr=® | a <0,

ol oDy désigne l'opérateur de dérivation d’ordre «, a et t sont respectivement des limites inférieure et
supérieure de cet opérateur.

Il existe plusieurs définitions pour les intégrales et les dérivées fractionnaires. Malheureusement toutes
les définitions considérées, en générale ne sont pas toutes équivalentes.

Nous rappelons dans cette these celles qui sont les plus célebres.

Dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov

La définition au sens de Griinwald-Letnikov est basée sur une approche aux différences finies fraction-
naires, ou toute la différence par rapport au cas entier se situe dans ’extension de la factorielle, a travers
la fonction Gamma d’Euler. La dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov d’une fonction f est

définie par :

DFF) = Jim o ST (0| ) s k) (217)

o
o [52] désigne la partie enticre de 5% et sont des coefficients binomiaux.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est basée sur I'intégrale k —ieme
d’une fonction, qui peut naturellement s’étendre au réel a, avecn — 1 < a < n.

Une intégrale k — iéme (k € IN*) de f est donnée par :

1

D0 = 5 / (t— )L f(r)dr, (2.18)
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s’étend naturellement aux réels a > 0, comme suit :

RIRF) = FDyef(t)
= oD f(1)

R AV
- / (t— 7)1 f(r)dr. (2.19)

A partir de Pexpression (2.19), il vient :

tp—1

* f(1), (2.20)

oll * désigne le produit de convolution.
Soit maintenant n — 1 < a < n, alors la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de I'ordre

« > 0 d’une fonction intégrable f est donnée par :

dr —(n—«
ADf() = (DT s ()

1 ar

= den/Q (t — )"~ f(r)dr. (2.21)

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La formulation suivante des dérivées fractionnaires, dite dérivée au sens de Caputo est souvent utilisée,
puisque sa transformée de Laplace conduit & des conditions initiales, qui prennent la méme forme que
pour les systémes entiers, avec des interprétations physiques claires. La dérivée fractionnaire au sens de

Caputo d’une fonction f est définie par :

d’n.
CoI),

t (n)(7)

I'(n—«) t—r)e—ntl T

CDgf(t) Dy
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oun— 1< a < n. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de Riemann-Liouville sont relies

par la formule :
n—1 (k)
Cpaf(t) =E D) -3 =D g ni<a<n, (2.23)

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est :

n—1
L{S D& f(t)} = s“F(s) — Z @R rR), n—1<a<n. (2.24)
k=0

Supposons que toutes les conditions initiales sont nulles, I’équation (2.24) peut étre réduite a :
L{§ DP ()} = 57 F (s). (2.25)

Puisque l'opérateur de la dérivation au sens de Caputo est plus cohérent que celui de RL, c’est cet opé-
rateur qui sera employé tout au long de cette thése. En outre, la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton
qui sera défini ultérieurement, sera utilisée pour toutes les simulations numériques des systemes fraction-
naires.

Les propriétés suivantes de la dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo seront également considérées par

la suite :
Propriété 1 :La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

Propriété 2 :La dérivée fractionnaire de la fonction f(t) = (t — a)” est donnée par :

L(B+1)

DIt - = 5 0

(t—a)’=, pour tout B> a. (2.26)
Propriété 3 :Pour tout me N*etn—1<a<n,ona:

DR (DY (1) =5 DEF™ (). (2.27)
Propriété 4 :Pour tout m e N*etn—1<a<n,ona:

c C pot Ry f®)(a)
aD:n(aDtaf(t):a D? mf(t)+ Z F(k*(&%‘ﬁl)‘l’l)

k=n

)(t — a)k—latm), (2.28)
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En particulier, si f*)(a) =n pour k =n,n+1,....n4+m — 1, il vient :
oDPEDEf() =5 DE (oD f (1) =¢ D™ f (). (2:29)

preuve 2.1.1 Propriété 1 Soit f(t) = c. Puisaue f™ =0, on a alors :

C o, 1 ¢ fn(T) =
Cpoc — )/a : dr = 0. (2.30)

I'n—«a t—r)e-ntl

Propriété 2 On rappelle que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de Riemann-Liouville

sont relies par la formule :
e D f(t) =g DR f(t) — nil ﬂ(t —a)te (2.31)
“ “ P Nk—a+1)
Sia>f,ona: f(k)(a) =0, pour toutk =0,1,...,n—1, ce qui implique :
o Dt —a)’ = DR (t — )’ (2.32)
Calculons maintenant ED (t)P.

Soit n —1 < a <n, alors, pour tout 8 > «a, on a :

—(n—a) _ 1 ! _Tn—a—l Vdr
DI = s [

_ 1 ! —r nfaflTB T
_ F(n_a)/o(t ) dr. (2.33)

En utilisant le changement de variables : 7 = xt, l"équation (2.33) devient alors :

0 e (nl_ 5 /0 (1 = a)ramtgnmas gy g
| gneal gl et s
= m/o (1-2x) xPdx
gn—a—1
= mﬂ(n —o,+1)

gn—atp r(g+1)
'n—a+p+1)

(2.34)
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En appliquant maintenant la relation (2.21), on trouve :

a dar —(n—«
SDEf() = (DY)
I(p+1) _
_ Rpa 8 _ B—o
= Dt - = (- . 2.35
EDE( - 0 = g (- a) (2.39)
En tenant compte (2.35), (2.1.1) devient :
lﬂ _I"|=31 T T T T T T
— =03
H — _~

FIGURE 2.4 — Courbes de la dérivée fractionnaire de la fonction ¢2, pour différentes valeurs de o.

L(B+1)

Crary N8B _
aDt(t a) 7F(n—a+ﬁ—|—1)

(t —a)P~. (2.36)

En particulier, si

B=2eta=0, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de f(t) = t* est donnée par :

2

C a2
Do = — =
0 t 1—\(3_a)

t? —a (2.37)

La Figure 2./ illustre les courbes de la dérivée fractionnaire de la fonction t* pour différentes valeurs

de a.

Propriété 3 Par définition, on a :

DD () = oDy "N, DP(DIf(1))
- aD;(nia)aDZH_mf(t)

= IO s, (2.39)
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Propriété 4 Moyennant de la 2.23, on trouve :

DIME D f (1)

—T(k—a+1)

Rpmpmeta ¢(p) _ :Z::: mam@ _ g)ta
R pm pmete f(7) — :Z_i Tk = {:I% - gy (octm)
Rpmpmte f(q) ::L T(k— J(C;kifcgl) Y (t — a)k—(atm)
mél T(k— (;k)f;)@) ey (t — a)F—(atm)
m,i:l k= (;’“Ia%) iy gy~ (ectm)
R pmet p(p) m:Zi)l i J(”;’“Iaril m— o
m:z_:nn_l T(k— {:Iiﬁl) 1) (t a,)k*(OH*m)

S L0

o+ Y 5 (t —a)k—(etm)  (2.39)

= T(k—(a+m)+1)

En particulier, si f*(a) = 0, pour tout k = n,n + 1...,n +m — 1, la relation suivante est bien vérifiée :

DI (E D) f(1) =5 D f (). (2.40)

Autres propriétés fondamentales des dérivées fractionnaires

Les définitions des dérivées fractionnaires sont basées sur celles des intégrations d’ordre fraction-

naire, une dérivation d’ordre fractionnaire prend un caractere global contrairement a la dérivation entiére.

Certaines propriétés d’intégration et de différentiation d’ordre fractionnaire sont :

1.

Les opérateurs d’intégration d’ordre fractionnaire satisfaisaient la propriété de semigroupe. Par
contre, les opérateurs de dérivation d’ordre fractionnaire (réel ou complexe), ne vérifient cette

propriété que sous certaines conditions.

et la différentiation d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaires.
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2.2 Equations différentielles fractionnaires

Dans cette section, on s’intéresse seulement aux éléments nécessaires de la théorie des équations dif-
férentielles fractionnaires au sens de Caputo. Nous rappelons le résultat d’existence et d’unicité de la
solution d’un probleme a valeurs initiales pour une equations différentielle fractionnaires au sens de Ca-
puto, puis la résolution explicite des équations différentielles fractionnaires linéaires, et nous terminons
cette partie par la présentation d’'une méthode numérique nécessaire a la résolution des équations frac-

tionnaires.

2.2.1 Equations différentielles fractionnaires au sens de Caputo "EDFSC"
Considérons le probléeme aux valeurs initiales suivantes :

CDy(t) = f(t,y(t))

: () (2.41)
CDiy(0) = yy’, j=0,1,.,n—1,

ot © D¢ désigne I'opérateur de dérivation au sens de Caputo, et n—1 < a < n. Le théoréme suivant nous

permet d’affirmer l'existence et I'unicité de la solution du probléme aux valeurs initiales (2.41).

Théoréme 2.2.1 Soient K >0, h* > 0 et yj € R,i =0,1,...,n — 1,etsoitf : G = [0,h*] x R — R,une

fonction continue, satisfaisant la condition de Lipschitz par apport 4y :

|f(ty1) — f(t,y2)] <llyr — yal, (2.42)
et soit :
h = min{h*, (KT (o + 1)/M)=}, (2.43)
ou
M = sup |f(t,2’)|, (244)
t,zeG

Théoréme 2.2.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.2.1, le probléeme aux conditions initiales 2.41 est
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équivalenta ’équation d’intégrale de Volterra :

2259

=

1 ! a—1
+ e [ €= (e

(2.45)

preuve 2.2.1 Supposons que yest une solution de l’équation 2.45. Cette derniere peut se réécrire sous la

forme :
}jkﬂy$>+oznﬂv<uy@». (2.46)
En appligant Uopérateur de différentation § DY sur les deur cotés de cette relation, on trouve :
o - (k)CDatk .
o Diy(t) = Z +0 Dif'oDy “ f(t,y(t))
- (k) C pa
Y D)t
=Zi%#%ﬂwW- (2.47)

k=0

Puisque k < o donc, OCDtatk = 0 Par conséquent y est une solution de Uéquation (2.41). Il reste 4 montrer

que 3§ D]y(0) = yg”.
de Volterra (2.45), on obtient :

1 0C pi g

En effet, en appliquant maintenant ’opérateur ng, 0 <j<n—1 surl’équation

§Dry(t) = o+ DD Dy f(t ()
k=0 ’
n=l (K)C piyik _
= Y WP b ey ). (2.48)
k=0 ’
On rappelle que :
0, si j>k
§DitF = T(k+1), si j=k (2.49)
C(k+1) ,
Th—j+1) jH)tk i,osi o j<k
Ce qui implique :
0, si j>k
§DIt*ico={ Th+1), si j=k (2.50)
0, st g <k.

D’autre part a—j > 1, ce qui implique que l’intégrale OD;(CY

7j)f(t, y(t)) |10 est nulle. Par suite § DIy(0) =

y(()j). Supposons maintenant que y est une solution de l'équation (2.41) et montrons que y est la solution
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de (2.45). Posons z(t) = f(t,y(t)), on a alors :

nel ) ko

a o Y,
2(t) = flty(t) =¢ Diy(t) =5 Diy(t) — Z m
k=0
n—1 (k) k
t
= §Dp() 07y P
k=0 :
n—1 (k)k
o Yo 't
= Df(y(t) — Z Ok! )
k=0
= (I)%D?(y - Tn—l[yv OD(t)
= oDPoD; " (y — T [y, 0)(1), (2.51)

ot T,1(y,0](t) = Y2 é;,yo ) est le polynéme de Taylor de degré n — 1. En appliquant [’opérateur

oDy "sur les deux membres de cette derniére équation, il vient :

oD 2(t) =0 Dy " (y — T [y, 1) (1) + q(t), (2.52)

ot q est un polynome de degré < n — 1. Puisque la fonction z est continue, la fonction ODt_("_a)z a un

zéro d’ordre au moins n a l’origine.

En outre, la différence y — T,,_1[y,0] ayant la méme propriété par construction. Et donc la fonction
ODt_("_a)(y —T,—1[y,0]) doit également avoir un zéro d’ordre n. Par suite le polynome q ayant la méme
propriété, mais comme il est de degré < n —1 , il en résulte que g = 0.

Par conséquent :

oD; "2(t) =0 Dy " (y — Toa [y, 0])(8)- (2.53)

Ce qui entraine :

y(t) = T”*I[y,o]( ) +o Dy “z(t)

= Z Yo +m/0 (t =) f(r,y(r)dr. (2.54)

2.2.2 Résolution analytique des EDFSC linéaires

Dans cette partie, on s’intéresse & résoudre explicitement une équation différentielle fractionnaire

linéaire au sens Caputo.
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Cas d’une équation unidimensionnelle

Théoréme 2.2.3 Soient a > 0 et n = [a] + 1. La solution générale du probléme :

§Dey(t) = My(t) +q(t), ANER, et q wune fonction continue.

(2.55)
y™(0) = yg, E=0,1,...,n—1,
est donnée par la formule suivante :
n—1
) =>> your(t) +§(t), (2.56)
k
ol :
~ oDy %q(t) st A=
gt)=9 | (2.57)
5 Jo at =T ug(r)dr, si A#0
et
up(t) = D7 %eu(t),  eqlt) = Eo(M¥), k=0,1,..,n—1 (2.58)

preuve 2.2.2 si A =0, le probléme (2.55) devient :

6 Diy(t) = q(t)
y*(0) = yék), k=0,1,...,n—1.

Puisque eq(t) = Eo(0) =1, on a alors ug(t) = %, pour tout k =0,1,..,n—1 : En appliquant la relation

entre la dérivée au sens de Riemann-liouwville et celle de Caputo, on trouve :

n-l (k)
§ D5 y(e) = Di(t) = Y & y_ ol =) (2:59)
k=0
Ce qui implique :
n—1
RDa k7 @ t). 2.60
1=3 ti—atD R (2.60)

En appliquant Uintégrale de Riemann-Liouville sur les deux cotés de l’équation (2.60), on trouve :

oD DRy(t) =

= +o Dy “q(t). (2.61)
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Cette derniere est équivalente a :

n—1

y(t) = D ybun(t) +§(t), o §(t) =0 Dy q(t) (2.62)
k

Supposons maintenant que X\ # 0. La preuve se faite en deuz étapes (a) et (b).

(a) La fonction uy, satisfait I’équation différentielle homogéne, c’est d dire : § Dfuy, = Auy,Vk = 1,..n—1
et vérifie les conditions initiales u,(gj)(()) = 0y (delta de Kronecker) pour j,k=0,...,n— 1.

(b) La fonction § est une solution de l’équation différentielle non homogéne, avec les conditions initiales

homogénes. On commence par (a). Un calcul simple montre que :

N Nt
eq(t) = Eo(AtY) = _ 2.63
)= Ea0) = 3 ey (2.63)
par suite :
o~ Mgtk
= D ke, (t) = 2.64
Uk Ba( ) —~ F(Oéj + 1) ( )
Montrons maintenant que uy est une solution de l’équation différentielle homogéne. En effet :
L Ngedtk
C Nna C Nna
Diug(t) = ¢D -
0 Mt Uk ot -
= I'laj +1)
[e's) ; C
-3 N poyertk
= I'aj+1),
oo .
- _ N G-k
—~ T'(aj+1+k)
j=1
oo
2\
= A aj+k
Jz::() INoj+1+k)
= Juyg(t). (2.65)
Ce qui assure que uy, est une solution de l’équation homogéne. De plus, si j =k, on a :
uM(0) = D¥ D Fey(0) = eq(0) = 1. (2.66)
pour j <k, ona :
u?(0) = DID *ey(0) = D~* ey (0) = 0 (2.67)
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pour j >k, ona :

u?(0) = DID *e,(0) = DUMe, (0) = 0. (2.68)
D’autre part :
1/t
i) = 5 [ -
0
1/t
= X/o q(t —7)ey(T)dr

_ 1 /0 g(t)eh (t — 7)dr. (2.69)

On rappelle que cette intégrale existe toujours, quelque soit t > 0, car q est une fonction continue, e,
intégrable, et §(0) = 0. D’aprés une propriété de la différentiation des intégrales dépendant d’un paramétre,

on a :

Dy(t) = - /0 alt)el(t = T)dr+ a0 €0 (0). (2.70)
=0

En utilisant la continuité de q et la singularité faible de el,, on peut vérifier facilement que D(l)ng(O) = 0.

De la méme maniére, on trouve également :
1 t
DFj(t) = X/ q(T)eEt (t — 1)dr, pour tout k=0,...n— 1. (2.71)
0
donc, D*§(0) = 0. Alors §j satisfait toutes les conditions initiales homogénes. Montrons maintenant que

7 est une solution de l’équation différentielle non homogéne. Puisque :

el (u) = iea(u) = Z‘; % (2.72)

Jj=
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Nous avons donc :

D’ou :

6 Dat) = ZAJ 6D oD

o0

— Z)\Jl (Jl)()

j=1

= Z/\jth_an(t)
=1

= q(t)+>_ NoD;¥(t)

Jj=1

= q(t) +Ay(t)

Example 2.2.1 A titre d’exemple, on prend :

Puisque :A =1 et q(t) = —2.0n a alors :

§Dy(t) =y(t) —2, ac(0,1),
y(0) =0,

30 = + [ gt —ruprd

] = 3 0q — T)ug(7)dr

I
hﬂ
|
[\

e

S

—~

=
\‘
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D’autre part :

>l unlt) = 9O Ea(t) +9/0) [ Ealr*)dr 0. (2.78)
k=0 0

Ce qui implique que la solution générale du probléme (2.75), est donnée par :
y(t) =2 —2E,(t%). (2.79)

Cas d’une équation multidimensionnelle

Consédirons maintenant ’équation différentielle fractionnaire suivante :
6 Diy(t) = Ay(t) + q(1), (2.80)

o 0<a<l, Ae M,R, y(t) e R" et ¢:[0,h] - R"

On commence par résoudre le probléme homogeéne :
6 Diy(t) = Ay(t). (2.81)

Nous distinguons deux cas :
Cas 1 : Supposons que la matrice A ayant des valeurs propres simples. Soient A1, Aa, ..., An ses valeurs,

et v1,va, ..., v, les vecteurs propres associés. Dans ce cas,la solution de (2.81) est donnée par :

n
y(t) = ervpEa(Mita), (2.82)
k=1
ot ¢ € RVk = 1,...,n. Cas 2 : Supposons maintenant que A ayant des valeurs propres multiples.
Soient A sa valeur propre, de degré de multiplicité k. Nous avons donc : * Si le nombre de vecteurs
propres linéairement indépendants associés d\ est égale a k, dans ce cas, la solution de (2.81) est de la
forme (2.82). * Si le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associés aX est égale & m (ot
m < k), dans ce cas, les autres solutions (k—m), qui sont linéairement indépendantes sont données par :
i

y'(t) = Z wtTI (M), pour tout i=m+1,..,k, (2.83)

Jj=m
ot les vecteurs propres u) sont les solutions du systéme linéaire non homogéne :

(A= MDutt =, (2.84)
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Remarque 2.2.1 Soient (y1(t),y2(t), ..., yn(t))T la solution du probléme homogéne (2.81), alors (Y1(t), Ya(t), ..., Yu ()T,

la solution du probléme non homogéne (2.80), avec la condition initiale y(0) = yo est donnée par :
t
Yi(t) = yi(t) +/ yi(t —T)qi(T)dr Yi=1,..,n (2.85)
0

Example 2.2.2 (cas1) Considérons le systéme fractionnaire suivant :

C Nna 2 2 1
o Di'y(t) = Ay(t),y(t) eR® et A= Lol (2.86)
Les valeurs propres de Asont données par
M=1-V2, A=1+V?2, (2.87)

et les vecteurs propres associées sont respectivement donnés par :
vy =(1-v2, DT, vp=0+v2,1)7. (2.88)
Par suite, la solution générale du systéme (2.86) est donnée par :

1-+2 1++/2

y(t) = ¢ 1 Eo((1—=V2)t*) + c2 ) E,((1+V2)t%). (2.89)
Choisissons maintenant :
y(0) = ! _1\/5 ,on a alors ¢ =1 et cy=—L. (2.90)
Ce qui implique :
y(t) = t-v2 Eo((1—V2)t*) — L+v2 Eo((1+V2)t%). (2.91)
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Example 2.2.3 (cas2) Considérons maintenant le systéme fractionnaire suivant :

10 2 -2
SDMy(t) = Ay(t), y(t)eR® et A=| 2 6 —2 |. (2.92)
4 0 4
Les valeurs propres de A sont calculées comme :
A1 = 8(demultiplicité), Ao =4, (2.93)
et les vecteurs propres associés sont respectivement donnés par :
v = (1,0,1)7, vy =(0,1,1)7. (2.94)

Puisque le nombre de vecteurs propres associé a A\ = 8 est égale a (m = 1) qui est strictement inférieur
a k=2 (k représente le degré de multiplicité), alors les autres (k — m) solutions du systéme, qui sont

linéairement indépendants, sont données par :

2
y(z)(t) — Zu(j)t(Q—j)aEg—j)()\lta)

Jj=1

_ u(l)taEa(&fa) +uE, (8t%), (2.95)

ot M) = (1,0,1)7 satisfaisant la condition suivante :

(A= MDugy =ub. (2.96)
Soit u? = (a,b,c)T. On a alors :
2a4+2b—2¢c = 1,
2a —2b—2¢ = 0,
4a — 4c = 1

Ce qui donne : (a,b,c) = (1/4,1/4,0).

par suite, la solution générale du systéme (2.99) est donnée par :
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y(t) = Cl(]-a 0; 1)TEQ(8ta) + 02(07 13 1)TEa(4ta)

4+ e3((1,0, )Tt B, (8t%) + (1/4,1/4,0)T E, (8tY)). (2.97)

Sous la condition initiale y(0) = (0,0,1), les constantescy, co et cg sont données comme :

o =1/2, c=1/2, c3=-2. (2.98)

Enfin, la solution du systéme (2.92) est donnée par :

y(t) = (1/2,0,1/2)TE,(8t%) + (0,1/2,1/2)T E, (4t%)

+ ((—=2,0,2)TtE,(8t%) — (1/2,1/2,0)T E,(8t%)). (2.99)

2.2.3 Résolution numérique des équations fractionnaires

En général, pour résoudre des équations différentielles non linéaire, nous utilisons des méthodes nu-
mériques, de fait que la résolution analytique dans ce cas est généralement impossible. Il existe plusieurs
méthodes pour la résolution numérique des équations différentielles d’ordre fractionnaire, a savoir : la
méthode des différences fractionnaires de Griinwald-Letnikov, la méthode de décomposition d’Adomian,
la méthode d’itération variationnelle et la méthode d’Adams-Basheforth-Moulton.

Dans cette partie, on s’intéresse & la méthode numérique d’Adams-Bashforth-Moulton, pour résoudre
une équation différentielle fractionnaire de type Caputo. Cette méthode est basée sur une formulation
fractionnaire de la méthode classique d’Adams-Bashforth-Moulton. C’est la méthode numérique qu’on va

utiliser le long de ce travail pour la simulation des systémes dynamiques fractionnaires.

Méthode d’Adams-Basheforth-Moulton généralisée :

La méthode d’Adams-Basheforth-Moulton est une méthode numérique introduite par Diethelm et
Freed , basée sur I’équation de Volterra (2.45).
On suppose que y;, est 'approximation de y(t;), pour tout j = 1,..., k, dans I'intervalle [0, 7.

Pour obtenir yx11, on remplace l'intégrale dans I’équation de Volterra (2.45), en utilisant la formule de
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produit de quadrature des trapézes ou les noeuds t; pour j = 0, ...,k + 1, s’en prennent respectivement a

la fonction (tpy1 — )% L.

On obtient alors ’approximation :

k+1

trt1
/ (thyr — 1) tg(r)dr ~ Z ajk+19(t5)-
0

=0

ou
tet1 L
Aj k1 = / (th1 = 7)*7 By ptrdr.
0
et
T—tj1 .
—I— st <T <t
P .
¢j,k+1 = L, st oty < T <tji1,
ti+1 =1
0, st mon.

Puisque t; = jn, pour tout j =0,...,k+ 1, on a alors :

hO(
(ke — (k- a)(k + 1) | j=
S R )k 1)) si j=0
hOC
, _ s at1 _ el _ s at1 <<
aj,k+1 Oé(Oé—I—l)((k ]+2) +(k ]) 2(k ]+1) )7 si 1<j<k
h()é
= 1
ala+1)’ st J=k+

On trouve alors I'équation implicite de la méthode & un pas d’Adams-Moulton :

n—1 4,7 k

t ; 1
Yh+1 = %yé + @(Z aj+1f (5 Y5) + @kt k1 f (Cot1s Y1)
j=0 7 j=0

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

Le probleme de cette derniere formule, est que I'inconnue y41 apparait dans les deux membres de 1’équa-

tion, et en raison de la non linéarité de f , on ne peut pas la résoudre pour yi1 d’une maniere directe.

Pour cela, en insérant une valeur préliminaire approchée de y;+1 dans le membre droite de cette derniére

égalité.

L’approximation préliminaire y} 41 » appelée le terme prédiction, est obtenue d’une maniere similaire,

juste, en remplacant la formule de trapeze par la formule du rectangle :
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n—1,j k

g1
Yk4+1 = ;'_1 yg) + m(z Clj7k+1f(tja yj) + ak+1,k+1f(tk+17 y£+1))~ (2105)
j=0 ’ j=0

Ainsi, pour déterminer yj 41 » on utilise une fois encore la méthode d’Adams-Bashforth a un pas (de

lamémemaniére pour la formule de correction), mais on remplace l'intégrale par la regle de produit des

rectangles :
tri1 k+1
/ (thar = 7)* g(r)dr = Y bjntagl(ty). (2.106)
0 o
ou
ha aYe? -\
bjgrr = ——((k+1=5)% = (k= 7)%) (2.107)
on a alors :
S, 1oy
Y1 = TJ,F.U% + @(Z bjk+1f (5, Y5)- (2.108)
j=0 7 j=0

Enfin, les expressions (2.105) et (2.108), avec a; k+1 et b; k11, qui sont particuliérement calculées & partir
de (2.101) et (2.107), respectivement, forment la méthode d’Adams-Bashforth- Moulton fractionnaire.

Cette méthode est dite de type PECE (Predict, Evaluate, Correct, Evaluate) car elle commence par
calculer le prédicateur en utilisant la relation (2.108), puis elle évalue f (g1, ). L'utilisation de cette

derniére évaluation, nous permet de calculer le correcteur via la relation(2.105), et finalement évaluer

F(trt1, Y1)

2.3 Systémes chaotiques fractionnaires

Le chaos ne peut pas se réaliser dans les systémes dynamiques continus autonomes d’ordre inférieur a
trois. Le modeéle d’un systéme chaotique peut étre réorganisé en trois équations différentielles contiennent
des dérivées fractionnaires.

Considérons maintenant un systéme non linéaire a dérivée fractionnaire comme :

D% = f(x). (2.109)
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otz €R", a=[ag,az,...an]T (0<a; <1,i=1,2,...,n) et D* est 'opérateur de dérivation au sens de

Caputo. Les points d’équilibre du systéme (2.109) sont calculés par la résolutions de ’équation suivante :

D%z = 0. (2.110)

Remarque 2.3.1 Sixz =0 est un point d’équilibre du systéme (2.109) et lorsqu’il existe t; > 0 satisfai-

sant x(t1) = 0, alors z(t) = 0, pour tout t > t;.

Remarque 2.3.2 Dans léquation (2.109), qui décrit la dynamique d’un systéme non linéaire d’ordre
non entier, deux types de systémes seront présentés : les systémes commensurables (ou d’ordres commen-

surables) et les systémes non commensurables (ou d’ordres non commensurables).

Définition 2.3.1 Si tous les ordres de dérivations a;, i = 1,2,...,n du systéme (2.109) sont égauzx, on

dit que le systéme est commensurable. Dans le cas contraire, le systéme est dit non commensurable.

2.3.1 Systemes d’ordre fractionnaire par rapport systémes d’ordre entier

Considérons les deux systémes suivants :

w(t)=pt"" 0< B <1, 2(0) = . (2.111)
Dex(t)=pt°"1, 0<pB<1, O<a<let x(0)=m. (2.112)

Les solutions des systémes (2.111) et (2.112) sont respectivement données par :

z(t) = t° + zo, (2.113)
_ pr(p)tetit

On peut voire facilement, que la solution du systéme d’ordre entier (2.111) est asymptotiquement stable,
pour tout 0 < 8 < 1. Cependant, la solution du systéme fractionnaire (2.112) est asymptotiquement
stable, lorsque 0 < 8 < 2 — a. Ce qui montre que les systemes fractionnaires admettent des caractéris-

tiques différentes de celles des systemes d’ordre entier.
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2.4 Conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité

Dans la théorie de la stabilité des systémes linéaires d’ordre entier, nous savons bien qu’un systéme
est stable si toutes les racines du polyndme caractéristique sont a parties réelles strictement négatives,
c’est-a-dire situées sur la moitié gauche du plan complexe. Tandis que, dans le cas des systemes fraction-
naires linéaires, la définition de la stabilité est strictement différente de celle des systémes classique. En
effet, dans les systemes fractionnaires, on peut avoir des racines dans la moitié droite du plan complexe
et étre stables.

Les théoremes suivants, nous permettent d’affirmer les conditions nécessaires et suffisantes, pour la sta-

bilité des systemes fractionnaires.

Théoréme 2.4.1 Considérons le systéme non linéaire fractionnaire décrit par le modéle suivant :

z(0) = g

(2.115)

our €R™ , 0<a<letfeR" une fonction non linéaire continue.

1. Supposons que le systéme (2.115) est commensurable. Soient A1, Aa, ..., Ay, les valeurs propres de la
o of o .
matrice jacobienne 3z associée a f au point d’équilibre.
x

Alors, le systéme (2.115) est asymptotiquement stable, si et seulement si :
larg(A;)| > ag, pourtout i =1,2,...,n. (2.116)

2. Supposons maintenant que le systéme (2.115) est non commensurable, c¢’est-d-dire o; # v, pour
tout i # j, et soit m le plus petit multiple commun des dénominateurs u; de oy, tel que :
u;

a; = —, (U3, ;) = Luj,v; € Zy. (2.117)

Vg

Posons v = % et soient A1, Ao, ..., A, les valeurs propres de l’équation caractéristique :

of

det(diag( A, AL AT — Pz
x

) =0 (2.118)

Alors, le systéme non commensurable (2.115) est asymptotiquement stable, si et seulement si :
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™
By

50 bour tout i=1,2,...,n. (2.119)

larg(Ai)| >~

Remarque 2.4.1 Si le systéeme étudié est linéaire, les conditions de stabilité dans les théorémes précé-
dents restent vrais, juste en remplacant la matrice Jacobienne de f par sa partie linéaire.

La Figure 2.5, illustre les différentes régions de stabilité d’un systéme fractionnaire, ot 0 < a < 1.

Example 2.4.1 Considérons le systéeme non linéaire fractionnaire suivant :

D%z =1+ 2%y — 4z,

(2.120)
D%y = —z2y + 3z,
ou D% est Uopérateur de dérivation de Caputo.
Les points d’équilibre de ce systeme sont les solutions de l’équation :
14+ 2%y —42 =0,
Y (2.121)
—22y + 3z = 0,
Le seul point d’équilibre du systéme (2.120) est P = (1, 3).
La matrice Jacobienne du systéme, associée au point d’équilibre P est donnée par :
2 1
(2.122)
-3 -1
Le polynome caractéristique correspondant est :
PA) =X\ - A+1. (2.123)
Les valeurs propres du systéme, associées au point P sont données par :
1 V3 1 V3
A==+ —i thg = = — —1i. 2.124
1=g b etho =g - oo (2.124)
Lorsque a = 0,65, on peut voir facilement que :
am
larg(A12)] = 1.047 > 5 = 1.021. (2.125)

La stabilité du point d’équilibre P. Cependant, dans le cas entier, le point d’équilibre P est instable.
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FIGURE 2.5 — Régions de stabilité d’un systéme fractionnaire, ou 0 < a < 1

2.5 Condition nécessaire pour le chaos

Considérons maintenant le systéme commensurable (2.115). On sait que les points d’équilibres de ce
systéme sont les solutions de ’équation f(x) = 0. Donc ces points sont localement asymptotiquement
stables, lorsque toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne % associée au point d’équilibre,
vérifient la condition (2.116).

Dans la théorie des systémes dynamiques en trois dimensions, un point selle est un point d’équilibre,
pour lequel le systéme linéarisé équivalent, ayant au moins une valeur propre dans une région stable, et
une dans une région instable, de plus, ce point est dit un point selle d’indice 1, si et seulement si, une
des valeurs propres est instable et les autres sont stables. Cependant, un point selle est d’indice 2, si et
seulement si, deux valeurs propres sont instables et la troisieme est stable.

Concernant les systemes chaotiques, il est bien connu que "les scrolls" sont générés seulement autour d’un

point selle d’indice 2. Tandis que, les points selles d’indice 1 prennent seulement la responsabilité de

connecter ces scrolls. Supposons maintenant qu’on a un systéme chaotique en trois dimension, possede
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un attracteur d’un seul scroll.
Ce systeme admet alors un point selle d’indice 2, encerclé par cet attracteur. Supposons également que A
est une valeur propre de ce point selle et d’indice 2. Une condition nécessaire, pour que le systeme frac-
tionnaire (2.109) peut étre avoir un comportement chaotique, est de maintenir A dans la région instable,
ce qui entraine :

R

2
o> ;arctan(|%|). (2.126)

2.5.1 Méthode directe de Lyapounov fractionnaire basée sur les fonctions de

classe &k

Le concept de la méthode directe de Lyapounov, consiste a trouver une fonction de Lyapounov asso-
ciée & un probléme non linéaire. Lorsque cette fonction existe, le systéme est stable.
Cette méthode est diffcile & mettre en oeuvre, cependant elle est d’une portée beaucoup plus générale.
Notons que cette méthode nous permet de donner une condition suffisante de stabilité, c’est-a-dire, on
peut démontrer la stabilité d’un systéme, méme devant I'impossibilité de trouver une fonction de Lya-
pounov, puisqu’il n’y a pas de regle générale qui nous permet de trouver une telle fonction de Lyapounov.
Cependant, dans les problémes de physiques, I’énergie est souvent un bon candidat.
Dans cette partie, nous étendons la méthode directe de Lyapounov des systémes fractionnaire, en utilisant

les fonctions de classe k, pour étudier la stabilité asymptotique des solutions du systéme suivant :
D = f(a(t)), (2.127)

ou f:R™ — R™ représente une fonction non linéaire, x € R™ est le vecteur d’état et a € (0,1).
Pour atteindre cet objectif, nous regroupons un ensemble de définitions sur le théme des fonctions de
classe k, et nous rappelons quelques résultats de la stabilité au sens de Lyapounov, sur lesquels s’ap-

puient nos travaux décrits dans la quatrieme section du troisieéme chapitre.
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2.6 Fonctions candidates de Lyapounov a la stabilité des sys-
temes fractionnaires

Cette partie présente une nouvelle propriété pour les dérivés fractionnaires au sens de Caputo, lorsque
0 < a < 1, qui permet de trouver une fonction candidate de Lyapounov simple pour de nombreux
systemes d’ordre fractionnaire, et par conséquent la preuve de leur stabilité, en utilisant ’extension de la

méthode directe de Lyapounov d’ordre fractionnaire.
Lemme 2.6.1 Soit 2:(t) € R une fonction dérivable au sens de Caputo. Alors, pour tout t > tg.

%D%ﬂ < z(t)D%z(t), a€(0,1). (2.128)

preuve 2.6.1 Par définition, on a :

1 boa(r)
D%x(t) = / dr. 2.129
®) Fl—a) J, (t—1) ( )
De méme :
1 1 b a(r)a(r)
=Dz*(t) = : 2.1
R Gl v s /t G—r)p " (2.130)
Nous avons donc :
1 1 " [x(t) — 2 (n)]i(r)
t)D%x(t) — =Dz (t) = dr. 2.131
s(OD"a(0) = D) = oy [ PO R ar (2131)
En utilisant le changement de variable y(1) = x(t) — x(7) ; équation (2.131), peut se réécrire sous la
forme :
1 1 Fy(n)y(r)
Dx(t) — =D*2*(t) = : 2.132
P D%a(t) ~ 3 D(1) F(l—a)/to LU dr (2.132)

Faisons lintégration par parties, en posant :

du = y(r)y(r)dr,
(t—7)r7 (2.133)
T a)

v =
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on trouve :
1 . —y*(7) y*(to) o / "y(n)
t)D*x(t) — =D*2*(t) = 1 dr.
2O)D%a(t) = 5 D) = i o S e Yt — )t = e T o —a) b (=)ot
(2.134)
D’autre part, en utilisant la régle de I’hdpital, on trouve :
2 .
: —y*(7) . 2y(m)5y(7)
1 = 1 == . 2.1
toar (1 — a)(t — 1) to5r 2071 — a)(t — 7)o—1 0 (2.135)
Et enfin :
1 y*(to) o / "y)
t)Dx(t) — = D22 (t) = dr > toutt > to.
wO)D"(l) = 5 D) = p = T2 —a) J,, (f— et =0 pour toutt 2o
(2.136)
Remarque 2.6.1 Le lemme précédent reste vrai, si z(t) € R™ ; et dans ce cas :
1
§D°‘xT < zT(t)D%x(t), pour tout o€ (0,1). (2.137)
Corollaire 2.6.1 Considérons le systéme fractionnaire suivant :
Dx(t) = f(z(t)). (2.138)

a € (0,1) : Soit x =0, le point d’équilibre de ce systéme. Si la condition suivante est satisfaite.
x(t)f(x(t)) <0,Vx, (resp. z(t)f(x(t)) <0, pour tout z#0). (2.139)

alors le point d’équilibre 0 est stable (resp. asymptotiquement stable).

preuve 2.6.2 Considérons la fonction de Lyapounov suivante :

V(z(t)) = %ﬁ(t). (2.140)

En utilisant le lemme précédent, on trouve :

DV (x(t)) < z(t)D%(t) = z(t) f(z(t)) < 0,Vz(resp. <0, Vz#£D0), (2.141)
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Alors, le point d’équilibre 0 est stable (resp. asymptotiquement stable).

i 5 ro 15 20 r 25 k] 35 i) 45

FIGURE 2.6 — L’évolution temporelle des états du systeme (2.142).

Example 2.6.1 Conidérons le systéme fractionnaire suivant :

Dx(t) = —sin?(t)x(t) — sin(t) cos(t)y(t),

(2.142)
Dy(t) = —sin(t) cos(t)(t) — cos?(t)y(t),
Considérons également la fonction de Lyapounov suivante :
1
V(@(t),y(t) = 5@ () + y*(1))- (2.143)
En utilisant la propriété suivante :
i(t) = —D'TDx(t). (2.144)
le systéme (2.142), peut se réécrire sous la forme :
#(t) = —D'%(—sin?(t)x(t) — sin(t) cos(t)y(t)), (2.145)

y(t) = —D'=*(—sin(t) cos(t)(t) — cos?(t)y(t)).
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Si on utilise la dérivée classique de la fonction de Lyapounov, on trouve :

V((),y(#) = a®)at)+y®)
= —z(t)D'"* (—sin®(t)z(t) — sin(t) cos(t)y(t))

— y(t)D'* (—sin(t) cos(t)(t) — cos?(H)y(t)) . (2.146)

Comme nous le voyons trés bien dans 1’équation (2.146), il est difficile de reconnaitre le signe de la pre-
miére dérivée de la fonction de Lyapounov (2.143), et par conséquent, on ne peut pas conclure sur la
stabilité.

Cependant, la dérivée fractionnaire de la fonction de Lyapounov (2.143), satisfaisant :

DV (x(t),y(t)) = %D"‘xQ(t)—FD"y?(t) (2.147)
< x(t)D%x(t) + () Dy(t)
= —[z(t)sin(t) + y(t) cos(t)]?

< 0, pourtout(x,y) # 0. (2.148)

De l'inégalité (2.148), la dérivée fractionnaire de la fonction de Lyapounov est définie négative sur R?, ce
qui montre la stabilité asymptotique du systéme (2.142).
La Figure (2.6) illustre ’évolution temporelle des états du systéme (2.142), avec la condition initiale

(z,y) = (=1, —2) et ordre de la dérivée fractionnaire o = 0.90.

Example 2.6.2 Conidérons le systéme fractionnaire suivant :

Dez(t) = —z(t) +vy3(t)),
o) = —olt)+ ) o110
Dey(t) = —=z(t) —y(t)),
Considérons également la fonction de Lyapounov :
L, L4
V() o(0) = 5270+ 1), (2150)

1l est claire que V est définie positive.

51



Systémes dynamiques fractionnaires

D’autre part :

DVt y) = ZDW) + DY)
< a(t)Da(t) + 2D ()
< #BD (1) + 52 (0D (1)
< =22 (t) -yt ()
< 0, pourtout(z,y) # (0,0). (2.151)

Comme nous pouvons voire dans l'inégalité (2.151), la dérivée fractionnaire de la fonction de Lyapounov

0 5 Tir I5 2o 23 i) 33 il
FIGURE 2.7 — L’évolution temporelle des états du systeme (2.149)

est définie négative sur R?, ce qui montre la stabilité asymptotique du systéeme (2.149).
La Figure 2.7 illustre I’évolution temporelle des états du systéme (2.149), avec la condition initiale (x,y) =

(3,=3) et lordre de la dérivé fractionnaire oo = 0.95.

2.7 Conclusion

ce chapitre, nous avons exhibé quelques notions de base de calcul fractionnaire. La théorie de la déri-
vation fractionnaire a été introduite a partir de quelques rappels sur les fonctions de Gamma d’Euler et
de Mittag-Leffler et sur les différentes définitions et les propriétés de la dérivée fractionnaire. Nous avons
ensuite décrit les équations d’ordre fractionnaire.
Enfin, pour cloturer ce chapitre, nous avons présenté la stabilisation des systémes chaotiques fraction-

naires par ’approche d’une nouvelle extension de la méthode directe de Lyapounov d’ordre fractionnaire.
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L’utilisation de cette nouvelle approche va nous permettre ultérieurement de montrer sous certaines hy-

potheses adéquates, qu’on peut garantir la stabilisation asymptotique de tels systemes.
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Chapitre

Synchronisation combinées des systemes

chaotiques

Le principale motivation de ce chapitre est de construire un nouveau controle continu pour que la
synchronisation complete combinée de trois systéemes chaotiques identiques d’ordre fractionnaires est réa-
lisée en utilisant ’approche d’une nouvelle extension de la méthode directe de Lyapunov des systémes
fractionnaires. Pour atteindre cet objectif, nous présentons une propriété tres importante pour les dérivés
fractionnaires au sens de Caputo. Cette propriété nous permet de montrer qu’on peut garantir la stabili-
sation ainsi que la convergence asymptotique de I'erreur de synchronisation. La synchronisation proposée

est illustrée par 'intermédiaire d’un exemple numérique.

3.1 Systemes couplés

On dit que deux oscillateurs sont couplés, si I’existence d’une petite perturbation dans I'un des oscilla-
teurs entraine une perturbation dans ’autre. Physiquement, cet effet se traduit par un transfert d’énergie

entre les deux oscillateurs. Ce type d’accouplement s’appelle en général accouplement mutuel.
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3.1.1 Accouplement bidirectionnel

Supposons qu’on a deux systemes chaotiques fractionnaires, présentés par des équations suivantes :

DX (t) = f1(X1), (3.1)
DY (t) = fa(Y, 1), (3.2)

On dit que les deux systémes (3.1) et (3.2) sont couplés, si on peut les réécrire sous les formes suivantes :

DY (1) = ga (Y, X, Y, 1), (3.4)

ou g1, g2 sont des fonctions non linéaires, et la premiere variable de chaque équation représente la variable
du systeme, tandis que la deuxieme, la troisiéme variable sont les résultats de 1'effet d’accouplement.
La derniere représentation signifie que chaque systeme a un acte sur l'autre, c’est la définition de 'ac-

couplement bidirectionnel.

3.1.2 Accouplement unidirectionnel

Supposons qu’on a deux systemes identiques représentés par les deux équations suivantes :

DX (t) = f(X,1), (3.5)

DY (t) = f(Y,1). (3.6)

Lorsque ’équation (3.6) va étre modifier par effet d’accouplement, et si le résultat de cette modification
nous donne de nouvelles équations suivantes :

DeX(t) = f(X,1), (3.7)

DY (t) = g(Y, X, 1), (3.8)

tel que g(Y, X,t) = f(Y,t), pour X =Y , dans ce cas on parle de 'accouplement unidirectionnel. le pre-
mier systéme s’appelle systéme émetteur (maitre) et le deuxiéme systéme récepteur(esclave). La derniére

représentation signifie que le systeme émetteur a un acte sur le récepteur et le contraire est faux. Il est
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bien clair que ce type d’accouplement est un cas particulier d’accouplement mutuel. Dans ce travail, on

s’'intéresse a I’accouplement unidirectionnel.

3.2 Différents types de synchronisation combinée

Plusieurs types de synchronisation combinée ont été employés dans la littérature, a savoir : la synchro-
nisation compléte combinée (SCC), 'anti-synchronisation combinée (ASC), la synchronisation projective
combinée (SPC) et la synchronisation projective modifie combinée (SPMC), etc. Par exemple, dans la
synchronisation compléte combinée, nous avons une coincidence compléte entre les variables d’états des
deux systémes maitre-esclave synchronisés. Cependant par exemple, dans la synchronisation projective
combinée, I’état du systéme maitre se synchronise avec un multiple (plusieur) de I’état du systéme esclave.

Considérons maintenant les systémes maitres et esclave respectivement suivants :

DY = f(x), (3.9)
D% = g(y), (3.10)
D% = h(z)+u. (3.11)

ouz,y,z € R"; sont les vecteurs d’etat des systémes maitres et esclave, respectivement, f, g,h € R™ — R"”
sont les vecteurs non linéaires des fonctions continues, et u est le vecteur de controle. L’objectif de cette
partie consiste principalement & vérifier les performances de la méthode d’un controle pour différents

types de synchronisation combinée des systémes chaotiques.

3.2.1 Synchronisation compléte combinée

La synchronisation complete combineé (SCC) a été réalisée grace aux effets des forces d’accouplement
unidirectionnelles des systéeme dynamiques. C’est la forme de la synchronisation combineé la plus simple.
On dit qu’il y a une (SCC) entre les trois systémes maitre et esclave, s’il existe un controle u(t, z,y, z),

tel que I’équation :

Jim [ y(0)+ () — =) | =0. (312)
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est satisfaite pour toutes conditions initiales x(0), y(0) et z(0) des trois systémes.
Si f =g =h, la SCC est dite identique.
L’étude de synchronisation combinée se rameéne a 1’étude de la stabilité au voisinage de lorigine d’un

nouveau systéme qui s’appelle "systeme erreur”, ce dernier est donnée par 1’équation :

e=y+z—=z2 (3.13)

3.2.2 Anti-synchronisation combinée

Les systéemes maitres et le systeme esclave sont dits préts pour effectuer I’anti-synchronisation com-

binée entre ces trois systémes , s’il existe un contréle u(t, z,y, z) tel que 1’équation :

Tim [| () + (1) + =(t) = 0, (3.14)

est satisfaite, pour toutes conditions initiales x(0), y(0) et z(0) des trois systémes.

3.2.3 Synchronisation projective combinée

On dit qu’il y a une synchronisation projective combinée (SPC) entre les trois systémes maitres et

esclave , s’il existe un contréle efficace u(t, x,y, z), de telle sorte que ’équation suivante :

lim || z(t) + y(t) — 02(t) |= 0, (3.15)

t—o0

est satisfaite, pour toutes conditions initiales x(0), y(0) et z(0) trois systémes, ol § est une constante non

nulle, appelée facteur d’échelle.

3.2.4 Synchronisation projective modifiée combinée

On dit qu’il y a une synchronisation projective modifiée combinée (SPMC) entre les trois systemes

maitres et esclave, s’il existe un contrdle efficace u(t, z,y, z), de telle sorte que I’équation suivante :
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lim || B(x(t) +y(t)) — 2(t) [= 0, (3.16)

t—o0

est satisfaite pour toutes conditions initiales x(0), y(0) et z(0) des trois systémes, ot B est une matrice

diagonale constante non nulle, appelée matrice d’échelle i.e ,

B = diag(b1,ba, ..., bn),b; # bj, pour tout i,j=1,2,.. n. (3.17)

Remarque 3.2.1 La synchronisation compléte combinée (respectivement, l’anti-synchronisation combi-
née ) est le cas particulier de synchronisation projective combinée ou le facteur d’échelle 6 =1 (respecti-

vement 0 = —1).

3.2.5 Synchronisation combinée généralisée

Ondit qu’il y a une synchronisation combinée généralisée de type entre trois systémes s’il existe un

contrdle u(t, z,y, z) et des trois matrices @, R et S vérifiant :

lim || Qy(t) + Ra(t) — S=(t) ||= 0, (3.18)

t——+o0

pour toutes conditions initiales x(0), y(0) et z(0) des trois systémes.

3.3 Synchronisation combinée compléete des systemes chaotiques

3.3.1 Meéthode générale de SCC

Pour quantifier notre objectif, considérons le modele mathématique suivant

D% = f(x), (3.19)
D% = g(y), (3.20)
DYz = h(z)+u, (3.21)

ou D% est 'opérateur de différentiel de Caputo (0 < a < 1), z,y et z € R™ sont des états variables des

systemes, f,g et h : R™ — R" sont des fonctions non linéaires et continues et u € R™ est le controle a
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déterminé.

La définition de SCC est la suivante :

Définition 3.3.1 Les systémes émetteurs(3.20), (3.21) et le systéme récepteur (3.21) se synchronisent

au sens de synchronisation proposée lorsqu’il existe un controle u tel que l'erreur de synchronisation

e(t) = x(t) + y(t) — 2(t), (3.22)
satisfit :
i _[la(t) + y(t) — =(B)] = 0. (3.23)
ot ||.|| représente la norme matricielle.

Pour simplifier notre étude, supposons que les systémes (3.20), (3.21) et (3.21) peuvent s’écrire sous la

forme :

D% = Mux+ F(z), (3.24)
DYy = My+ G(y), (3.25)
DY = Mz+ H(z)+u, (3.26)

ou M € R*"*™ et F,G, H : R™ — R"™ sont respectivement la partie linéaire et les parties non linéaires des
systémes.

La dynamique de systéeme erreur peut alors s’écrire comme

D% = D%+ D% — D%z

= Me+ F(z)+ G(y) — H(z) — u. (3.27)

L’étude de la stabilité par la méthode du controle continu [?] consiste & choisir le contrdle u de tel sorte

que le systéme erreur (3.27) converge asymptotiquement vers zéro, c’est-a-dire :
lim |le(t)|| = 0. (3.28)

t—o0

Nous avons donc le résultat suivant.
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3.3.2 Résultats théoriques

Théoréme 3.3.1 Supposons que le controle continu u est structuré de la fagons suivante
u=Ce+ F(z)+ G(y) — H(2), (3.29)

ot C € R" ™ est la matrice de gain d déterminé.
Si la matrice C est sélectionnée de tel sorte que la matrice M + C' est définie négative, le systéme erreur

converge asymptotiquement vers zéro.

preuve 3.3.1 Awvec le choix de controle continu (5.29), le systéme (3.27) devient :
DY = (M +C)e. (3.30)
Considérons la fonction de Lyapounov candidate suivante
L7
Vig=5ee (3.31)
Lutilisation du Lemme 77, nous donne

DV (e) =D (3eTe)
< eT D
=el'(M+C)e.
Donc, si la matrice C est sélectionnée de tel sorte que la matrice M + C' est définie strictement négatives,

la condition du Théoréme 3.3.2 est satisfaite et le systéme controlé devient asymptotiquement stable. Ceci

termine la preuve de ce théoréme.

3.3.3 Reésultats de simulation

Pour vérifier et démontrer V'efficacité et la faisabilité de la méthode de la synchronisation souhaité

nous appliquons notre résultat sur le systéme hyperchaotique fractionnaire de Rabinovich modifié [21].
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La dynamique de ce systéme est décrit par le modele fractionnaire suivant

D%xy = —a1x1 + asxo,

D%y = a3 (z1 — 24) — a3 (x2 — 23) + x5 — w22, (3.32)
D%z3 = —ay (v3 — x2),

Da1'4 = —a5T2,

ou x1,Ts, T3, x4 sont les variables d’état, ay,as, as, aq, as sont des constantes réelles, D* est 'opérateur
de dérivation au sens de Caputo, et « est I'ordre de dérivation compris entre 0 et 1.

La matrice de gain C est sélectionnée comme :

—2+a —as 0 2
—a —4+4+a3 —-1—a3 —-2+4a
- 2 5 s 0, (3.33)
0 —aq4 -3+ aq 2
as 0 0 1

Le choix des parametres de contréle devient alors

uy = (=2 +ay)e; — agey + 2e4 — 2310 — Yiys + 2229,

Uy = —aze; — (4 — az)es — (1 + az)es — (2 — az)ea, (3.34)
U3 = —a4ey — (3 — a4)e3 + 2647
Uy = asey + e4.
Par suite
D%eq €1 -2 0 0 2 “
D%y €2 0 —4 0 -2 “2
4 0) _ (3.35)
D%es e3 o0 =3 2 “
Da64 €4 0 0 0 -1 o

Il est facile de voire que la matrice M +C' est définie négative. Alors la condition du théoreme est satisfaite,
ce qui assure la réalisation de la stabilité du systemes erreur.

Dans les simulations numériques, la méthode Adams-Bashforth-Moulton [23] est utilisée pour résoudre
notre systéme fractionnaire. Pour ces simulations numériques :

les parameétres du systéme sont donnés par

a1 =1, ay =0.01, a3 =1.7, ay = —2.5 et a5 = 0.03, (3.36)
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FIGURE 3.1 — Attracteurs hyperchaotiques du systéme (3.32).
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FIGURE 3.2 — La variation des exposants de Lyapunov du (3.32) .
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FIGURE 3.3 — Courbes des états du systeme (3.32).

I’ordre de dérivéé fractionnaire est donné par o = 0.98,
les conditions initiales des systémes émetteurs (3.20), (3.21) et le systéme récepteur (3.21) sont respecti-

vement données par

21(0) = —0.01, 22(0) = —0.02, 23(0) = 0.01 et 4(0) = 0.02. (3.37)
y1(0) = 0.3, 42(0) = 0.1, y3(0) = 0.3 et ya(0) = —1. (3.38)
21(0) = 0.3, 22(0) = 0.1, 23(0) = 0.3 et 24(0) = —1. (3.39)

L’erreur de synchronisation ayant donc les conditions initiales suivantes

e1(0) = —0.01, e5(0) = —0.02, e5(0) = 0.01 et e4(0) = 0.02. (3.40)

Les projections de portrait de phase du systéeme (3.32) sur les plans : x1 — 3, 2 — T3, 1 — T3 — T3 et
1 — o9 — x4 sont représentés dans la Figure 3.1 et les courbes des états du systeme erreur (3.35) sont
représentés dans la Figure 3.3.

De la Figure 3.3, on peut facilement voir que toutes les variables du systéme (3.35) convergent rapidement

vers zéro, ce qui indique que la stabilité du systéme erreur.
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Conclusion générale

Dans ce travail de notre mémoire, le probléme de la synchronisation compléte combinée de trois
systemes chaotiques fractionnaires identiques par l'approche d’une nouvelle extension de la méthode
directe de Lyapunov des systemes fractionnaires a été réalisée. Dans le premier chapitre, nous avons
présenté quelques notions de base des systémes dynamique chaotiques, qui nous semblent utiles pour la
bonne compréhension de notre probléme présenté dans ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons exhibé quelques notions de base de calcul fractionnaire. La
théorie de la dérivation fractionnaire a été introduite a partir de quelques rappels sur les fonctions de
Gamma d’Euler et de Mittag-Leffler et sur les différentes définitions et les propriétés de la dérivée frac-
tionnaire. Nous avons également justifié notre choix de la dérivation au sens de Caputo dans les travaux
présentés dans ce mémoire. Nous avons ensuite décrit les équations d’ordre fractionnaire. Enfin, pour
cloturer ce chapitre, nous avons présenté la stabilisation des systemes chaotiques fractionnaires par ’ap-
proche d’une nouvelle extension de la méthode directe de Lyapounov d’ordre fractionnaire. L’utilisation
de cette nouvelle approche a nous permis de montrer la stabilisation asymptotique de tels systémes.

Dans le troisieme chapitre, le probleme de la synchronisation compléte combinée de trois systémes
chaotiques d’ordres fractionnaires a été réalisée. Une technique de controle continu et 'utilisation d’une
nouvelle approche de Lyapounov pour les systémes fractionnaires ont été adopté pour effectuer la stabilité
ainsi que la convergence de ’erreur de synchronisation.

Enfin, des simulations numériques ont été fournies pour vérifier et tester la validité et la capacité des

schémas de synchronisations proposée.
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