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Résumé

Dans ce travail, nous étudions une généralisation des nombres de Stirling de pre-
mière espèce (versions classiques et analogues) lié à une extension de la fonction symé-
trique élémentaire. Ces nombres apparaissent comme les coe�cients de xk dans l'expression
n−1∏
j=0

(xs + jxs−1 + · · · + js−1x + js). Le tableau formé par ces coe�cients peuvent être vus

comme une généralisation naturelle du premier triangle de Stirling. Nous donnons également
une interprétation combinatoire des nombres de Stirling généralisés des s-uplets de permuta-
tions de [n] avec k cycles. les statistiques d'inversion on été utilisés pour établir comme cas
particulier les analogues du Stirling généralisé de première espèce. De plus, des lies entre les
nombres de Legendre-Stirling et les nombres de Stirling généralisés de première espèce sont
proposés.

Abstract

In the present work, we study a generalization of the Stirling numbers of the �rst
kind (classical and analogous versions) linked to an extension of the elementary symmetric

function. These numbers appear as the coe�cients of xk in the expression
n−1∏
j=0

(xs+jxs−1+· · ·+

js−1x+ js). The table formed by these coe�cients can be seen as a natural generalization of
Stirling's �rst triangle. We also give a combinatorial interpretation of the generalized Stirling
numbers of s-uplets of permutations of [n] with k cycles. The inversion statistics have been
used to establish as a special case the analogues of the generalized Stirling of the �rst kind.
Moreover, links between Legendre-Stirling numbers and generalized Stirling numbers of the
�rst kind are proposed.
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Abréviations et notations

Les notations suivantes seront utilisées dans toute la thèse :

N Ensemble des nombres naturel.
R Ensemble des nombres réels.
Z Ensemble des entiers .
δi,j delta de kronecker égal à 1 si i = j et 0 sinon.
xn factorielle :x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) pour n ∈ N et x0 = 1.
xn factorielle :x(x− 1) · · · (x− n+ 1) pour n ∈ N et x0 = 1.(
n

k

)
coe�cient binomial :

n!

k!(n− k)!
.[n

k

]
les nombres de stirling de première espèce.{n

k

}
les nombres de stirling de seconde espèce.(

n

k

)
s

le coe�cient bisnomial[n
k

](s)
q

le coe�cient q − bisnomial

[[n
k

]]
les nombres de legendre-stirling de première espèce
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Introduction Générale

Le but de notre travail sera de mettre au point des techniques basées sur, la théorie
combinatoire énumérative et la théorie des fonctions symétriques pour comprendre et donner
une interpretation combinatoire aux suites numériques, plus précisément aux celles qui sont
engendrées par la fonction élémentaire symétrique généralisée. Cette fonction, sous certains
conditions, génère des nombres qui généralisent les nombre de Stirling de première espèce.

Les nombres de stirling de première et deuxième espèce sont introduisés par James
Stirling dans son ouvrage Methodus Di�erentialis. Ces nombres, sous di�érentes appellations
intéressent plusieurs mathématiciens dans le 18me et 19me siècles. Ch. Jordan, donne une
présentation approfondie de ces nombres dans son ouvrage sur les di�érences �nies. Lagrange
s'intéresse aux relations de récurrence et aux propriétés théoriques des nombres de stirling
de première espèce. Ensuite, Laplace et A. Cayley fournissent plusieurs approximations de
ces nombres. A. Cauchy, N. Nielsen et d'autres étudièrent plus profondément les nombres
des deux espèces.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on fait rappel sur quelques dé�nitions et notions de bases
qui seront utilisées toute au long de ce travail. On introduit quelques dé�nitions et proprié-
tés concernant le partage, les permutations et les fonctions génératrices. On présente aussi
les coe�cients binomiaux, bisnomiaux et leurs interprétations combinatoires. Les fonctions
symétriques seront abordés.

Dans le deuxième chapitre, on donne une vue d'ensemble sur les nombres de Stirling de
première espèce c(n, k) et les nombres de Stirling de deuxième espèce S(n, k), avec certaines
propriétés, ainsi leurs fonctions génératrices et leurs relations de récurrences. En termine ce
chapitre par donner des interprétations combinatoires pour ces nombres.

Le dernier chapitre est consacré aux nombres de Stirling généralisés de première es-
pèce et leurs analogues. Plus précisément, on donne une dé�nition récursive et la fonction
génératrice ordinaire des nombres de Stirling généralisés de première espèce, que nous inter-
prétons comme une spécialisation de la fonction symétrique donnée par la relation 3.8. Par

11



introduction générale introduction générale

la suite, on établisse des identités qui liés ces nombres aux nombres de Stirling classiques
de première espèce. De même, on donne une interprétation combinatoire de c(s)(n, k) comme
étant le nombre de s-uples permutations de [n] ayant ensemble k cycles. Une connexion entre

c(2)(n, k) et le nombre de Legendre-Stirling de première espèce
[[n
k

]]
et certaines identités

seront établis. A la �n de ce chapitre, on parle de certaines résultats pour les analogues des
nombres de Stirling généralisés de première espèce.

12



Chapitre1
Notions de base

Introduction

D
ans ce chapitre, on présente un panorama des concepts et des notions primordiales pour
la suite de ce mémoire. On commence par présenter des familles d'objets combinatoires

tels, Partage, Permutation et tableaux etc. En citons quelques exemples explicatifs pour
chaque notion. Ensuite, on aborde une vue d'ensembles sur les coe�cients binomiaux et
bisnomiaux et leurs interpretation combinatoire. On présente dans la dernière section la
théorie de la fonction symétrique en tant que une série formelle invariante sous toutes les
permutations possible. Les fonctions symétriques monomials, élémentaires, complète et de
puissance serons abordés.

1.1 Les Séries Génératrices

On associé une série génératrice qui contient tout l'information concernant l'énumération des
partages de la famille,
• Pour tous les partages on a,

S(z) =
∞∑
n=0

p(n)zn.

• Part dans k,

Sk(z) =
∞∑
n=0

pk(n)zn.

• Part distinctes ,

Sd(z) =
∞∑
n=0

pd(n)zn.

• Part distinctes dans k,

Sk,d(z) =
∞∑
n=0

pk,d(n)zn.

13



Notions de base Notions de base

Théorème 1.1.1 [Euler] Pour K ⊆ N+ , on a les fonctions génératrices,

Sk(z) =
∏
k∈K

1

1− zk
,

Sk,d(z) =
∏
k∈K

(1 + zk).

Preuve 1.1.1 Soit K = {k1, k2, ...} alors,

∏
k∈K

1

1− zk
= (1 + zk1 + z2k1 + · · · )(1 + zk2 + z2k2 + · · · ),

=
∑

∑
ni<∞

zn1k1zn2k2 ,

=
∑
n>0

pk(n)zn.

Ici les zniki signi�e qu'on a pris ni fois une part de taille ki.
On montre la seconde formule de façon similaire. Dans le développement du produit

∏
k∈K

(1 +

zk), on prend zk dans le facteur 1 + zk si la part k apparaît dans le partage, sinon on prend
le 1. On a donc au plus une part de chacune des tailles qui apparaît dans K.

Exemple 1.1.1 En comparant l'énumération des partages en parts impaires et l'énumération
des partages en parts distinctes, on constate que pour les premières valeurs

Sd(1) = SI(1) = {1}.
Sd(1) = SI(2) = {2}.
Sd(1) = SI(3) = {3, 21}.
Sd(1) = SI(4) = {4, 31}.
Sd(1) = SI(5) = {5, 41, 32}.
Sd(1) = SI(6) = {6, 51, 42, 321}.

Ceci peut se prouver par le calcul formel sur les série génératrices,∑
n>0

pd(n)zn = (1 + z)(1 + z2)(1 + z3) · · ·

=

(
1− z2

1− z

)(
1− z4

1− z2

)(
1− z6

1− z3

)
· · ·

=
(1− z2)(1− z4)(1− z6) · · ·
(1− z)(1− z2)(1− z3) · · ·

=
1

(1− z)(1− z3)(1− z5)
· · ·

=
∑
n>0

pI(n)zn.

14



Notions de base Notions de base

Pour plus de détails vior[33]

1.2 Partages

Dé�nition 1.2.1 [33] Soit n ≥ 1 un entier. Une partition de n est une décomposition de n
en somme d'entiers naturels non nuls appelés parts.

Dé�nition 1.2.2 [21] Soit n un entier positif, une partition de n est une suite non croissante
des entiers positifs λ1, λ2, ..., λk dont la somme est n, écrit sous la forme suivante,

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk ≥ 1,
k∑
i=1

λi = n.

On plus, on peut donner quelques notatons,
• λ(n) : désigne le nombre de partition de l'entier n .
• l(λ) : la longuer de la partition λ.
• λ ` n : dire que λ est un partage de n .
• P (n) : l'ensemble de partitions de n,
• P (n, k) : le nombre de partitions de n avec exactement k parts (autre Pk(n) ),

Exemple 1.2.1 � L'ensemble de partitions de l'entier 4 est,

p(4) = {4, 31, 22, 211, 1111}, p(5) = {5, 41, 32, 311, 221, 2111, 11111}.

� Le nombre de partitions de l'entier 5 avec exactement 2 parts,

p(4, 2) = 2, p(4, 3) = 1, p(5, 1) = p(5, 5) = 1, p(5, 2) = 2.

Remarque 1.2.1 Pour toute partition λ = (λ1, λ2, ..., λk) de n correspond, de façon bijec-
tive, une suite (m1,m2, ...,mn) d'entiers positifs tels que,

1.m1 + 2.m2 + ...+ n.mn = n.

Et on note,
λ = 1m12m2 ...nmn ,

avec, m1,m2...mn sont des multiplicités de chaque partition.

Exemple 1.2.2 La partition λ = (8, 6, 5, 5, 1, 1, 1) de n = 27 a pour notation multiplicative,

λ = 132030405261708190...270.

15



Notions de base Notions de base

1.3 Permutation

Pour plus de détails voir [5, 17]

Dé�nition 1.3.1 Soit n ∈ IN. On appelle permutation d'ordre n une bijection σ de l'en-
semble E vers E avec | E |= n. On note SE l'ensemble des permutations de E. Si E =
{1, ..., n}, on le note simplement Sn.

Notation : La notation standard d'une permutation place sur une première ligne les éléments
dans leur ordre naturel et sur une deuxième ligne les images correspondantes,(

1 2 3 ... n
σ(10) σ(2) σ(3) ... σ(n)

)
.

Exemple 1.3.1 Considérons l'ensemble E = {1, 2, 3, 4} et l'application σ telle que σ(1) =
2, σ(2) = 4, σ(3) = 1 et σ(4) = 3. L'application σ est une permutation de E,(

1 2 3 4
2 4 1 3

)
.

Remarque 1.3.1 � La permutation identité est la permutation σI qui ne change pas
l'ordre initial des éléments,

σI =

(
1 2 3 ... n
1 2 3 ... n

)
.

� Le produit de deux permutations σ1σ2 correspond a la composition de fonctions σ1 ◦σ2,(
1 2 3 4 5
2 5 3 1 4

)(
1 2 3 4 5
3 2 5 4 1

)
=

(
1 2 3 4 5
3 5 4 1 2

)
.

� Pour trouver l'inverse d'une permutation, nous avons qu'a inverser le domaine et
l'image comme dans l'exemple,(

1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)−1
=

(
3 4 5 2 1
1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
.

Dé�nition 1.3.2 Soit σ ∈ Sn et Les deux ensembles suivants,

Supp(σ) = {i, σ(i) 6= i},
F ix(σ) = {i, σ(i) = i},

Supp :est appelé le support de σ.
Fix : est appelé le point �xe de σ.

Exemple 1.3.2 Soit

σ =

(
1 2 3 4 5 6
6 4 3 2 5 1

)
,

alors,
supp(σ) = {1, 2, 4, 6}, f ix(σ) = {3, 5}.

16



Notions de base Notions de base

1.3.1 Ordres

Dé�nition 1.3.3 Soit G un groupe noté multiplicativement d'élément neutre σI . Un élément
σ de G est dit d'ordre �ni s'il existe un entier k > 0 tel que σk = σI et dans ce cas on appelle
ordre de σ le plus petit entier m > 0 tel que σm = σI .

Exemple 1.3.3 Soit,

σ =

(
1 2 3 4 5 6
4 6 1 3 2 5

)
,

alors,

σ2 =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 4 1 6 2

)
, σ3 =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)
.

Donc σ est d'ordre 3.

1.3.2 Cycles

Dé�nition 1.3.4 Soit σ, la permutation d'ordre n sur E. Soient les éléments α1, ..., αk ∈ E
tels que 1 ≤ k ≤ n et que σ(α1) = α2, σ(α2) = α3, ..., σ(αk−1) = αk et que σ(αk) = α1. On
appelle cycle de σ la suite des éléments α1, ..., αk et on note ce cycle (α1, α1, · · · , αk).

Exemple 1.3.4 La permutation,

σ =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
,

On peut décomposer σ en 2 cycles : (1, , 3, 5) et (2, 4)

3

1

5

2

4

Figure 1.1 � Cycles de σ.

Notation : Certaines fois, il est peut être utile de représenter les permutations en donnant
la liste de leurs cycles de longueur supérieure ou égale à 2. On parle de la notation canonique
d'une permutation.

σ =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
= (135)(24).

Dé�nition 1.3.5 ( permutation circulaire ) Siot une permutation σ ∈ Sn, on dit que c'
est une permutation circulaire si σ admet une seule orbite
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Exemple 1.3.5

σ =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.

On remarque que (1432) = (4321) = (3214) = (2143).

3

4

2

1

Figure 1.2 � Le seule orbites de σ .

Théorème 1.3.1 Soit σ ∈ Sn tel que σ 6= σI . Il existe k ≥ 1 et c1, ..., ck des cycles à supports
deux à deux disjoints tels que,

σ = c1 · · · ck.
Cette décomposition est unique à l'ordre près des facteurs et est appelée décomposition
canonique de σ.

Remarque 1.3.2 Soit σ ∈ Sn de décomposition canonique c1 · · · ck. L'ordre de σ est alors
le PPCM des longueurs des cycles ci.

1.3.3 Groupe symétrique

Dé�nition 1.3.6 On appelle groupe symétrique de degré n le groupe constitué de toutes les
permutations de n. Ce groupe contient n! permutations et on le note Sn.

1.3.4 Transpositions

Dé�nition 1.3.7 On appelle transposition une permutation qui déplace seulement deux élé-
ments ( un cycle de longueur 2). (

1 2 3 4 5
1 4 3 2 5

)
= (24).

Remarque 1.3.3 Toute permutation peut être écrite comme un produit de transpositions.(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
= (135)(24) = (13)(35)(24).

Dé�nition 1.3.8 On appelle permutation paire (resp. impaire) une permutation qui s'écrite
comme un produit d'un nombre pair (resp. impair) de transpositions.
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1.3.5 Signature et Inversion

Dé�nition 1.3.9 On appelle signature d'une permutation σ la fonction,

sgn(σ) =

{
1 si σ est paire,
−1 si σ est impaire.

.

Pour calculer cette fonction, prenons E = {0, ..., n − 1} les n éléments ordonnés de σ et
ω : E → E la fonction de σ qui prend i et l'envoie sur ω(i). Le calcul de la fonction se fait
de la manière suivante,

sgn(σ) =
∏
i<j

ω(i)− ω(j)

i− j
.

Inversion : On dit que deux éléments i et j forment une inversion si i < j et que ω(i) > ω(j).
On peut dire que la formule ci-dessus calcule le nombre d'inversions dans une permutation.
Le nombre d'inversions permet de savoir la parité de la permutation. Pour calculer le nombre
d'inversions par rapport a un élément x a la position i, on regarde le nombre d'éléments
inférieurs a x dans les positions supérieures a i. Le nombre total d'inversions dans une per-
mutation est la somme des nombres d'inversions par rapport à chacun des éléments de la
permutation. Une permutation est paire si et seulement si le nombre d'inversions dans la
permutation est pair.

Exemple 1.3.6 Soit

σ =

(
1 2 3 4 5
5 3 2 4 1

)
.

Les inversions sont,

5 : 5 3 2 4 1 → 4 car 5 > 3, 5 > 2, 5 > 4 et 5 > 1
3 : 3 2 4 1 → 2 car 3 > 2 et 3 > 1
2 : 2 4 1 → 1 car 2 > 1
4 : 4 1 → 1 car 4 > 1

.

Le nombre d'inversions égale 8 et la permutation est paire.

1.4 Diagramme de Ferrer

Dé�nition 1.4.1 [21] Un diagramme de Ferrer F est un ensemble de n points du plan, ayant
les coordonnées entières (i, j), tels que (i, j) ∈ F ,

F = {(i, j) / 1 6 j 6 k, 1 6 i 6 λj}.

Exemple 1.4.1 Le diagramme de Ferrer de l'exemple précédent 1.2.2 est,
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•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• • •
Figure 1.3 � Diagramme de Ferrer pour = (8, 6, 5, 5, 1, 1, 1).

Dé�nition 1.4.2 (la partition conjuguée)[21] En faisant pivoter de 180◦ le diagramme

de Ferrers de λ de n, autour de l'axe i = j, on obtient le diagramme de Ferrers
∼
λ, appelée

partition conjuguée de λ. La partition conjuguée
∼
λ a pour notation multiplicative,

1λ1−λ22λ2−λ3 ...(k − 1)λk−1−λkkλk .

Le partage λ̃ = (λ̃1, λ̃2, λ̃3 · · · ) dont λ̃i est le nombre de parts de λ qui sont ≥ i.

Exemple 1.4.2 Soit n = 12 le diagramme de Ferrer de la partition λ = (5, 4, 2, 1) et de la

partition conjuguée
∼
λ = (4, 3, 2, 2, 1) est,

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •
Figure 1.4 � Diagramme de Ferrers pour λ = (5, 4, 2, 1).

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

Figure 1.5 � Diagramme de Ferrers conjugué pour
∼
λ = (4, 3, 2, 2, 1).
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1.5 Tableau de Young

Dé�nition 1.5.1 Un tableau de Young T ( standard ) à n éléments et de partition λ s' écrit,

T = {(i, j) / 1 6 i 6 l, 1 6 j 6 λi},

tel que,

1. chaque linge forme une suite croissant,

2. chaque colonne forme une suite croissant,

3. les éléments sont des entiers positifs distincts.

Dé�nition 1.5.2 Un tableau de Young ( semi-standard) est un diagramme de Young dont
chaque case contient un entier compris entre 1 et n+ 1 de condition que,

1. les nombres inscrits dans les cases croissent de gauche à droite,

2. les nombres inscrits dans les cases strictement croissent de bas en haut.

Pour une partition λ on notera Y (λ) l'ensemble des tableaux de Young de forme λ.

Exemple 1.5.1 Les tableaux de Young pour n = 12 et λ = (5, 4, 2, 1) sont,

12

10 11

6 7 8 9

1 2 3 4 5

Table 1.1 � Tableau de Young standard.

7

6 11

3 5 8 10

1 2 2 4 12

Table 1.2 � Tableau de Young semi-standard.

Pour plus de détails consulter [26, 32].
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1.6 Coe�cients binomiaux

Pour plus de détails voir [38]

Dé�nition 1.6.1 Soit n, k ∈ N et k ≤ n. On appelle coe�cient binomial le nombre noté(
n

k

)
qui égale au nombre de sous ensemble à k éléments d'un ensemble de n éléments.

Exemple 1.6.1 Les sous ensembles à deux élément de l'ensemble {1, 2, 3} sont : {1, 2},
{1, 3}, {2, 3}.

Donc

(
3

2

)
= 3.

Proposition 1.6.1 Pour n, k ∈ N avec k ≤ n, on a

1. la relation de la symétrie, (
n

k

)
=

(
n

n− k

)
,

2. la relation de récurrence, (
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
.

En plaçant les valeurs des coe�cients binomiaux dans un tableau de forme triangulaire, on
obtient le triangle de pascale.

n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Table 1.3 � Triangle de Pascal.
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1.6.1 Formule du binôme de newton

Théorème 1.6.1 Soient a, b ∈ R et n un entier positif alors,

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

Autrement dit,

(a+ b)n =

(
n

0

)
anb0 +

(
n

1

)
an−1b1 + · · ·+

(
n

k

)
an−kbk + · · ·+

(
n

n

)
a0bn.

Exemple 1.6.2 1. pour n = 3 on écrit la formule comme suit,

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3,

2. si a = 1 et b = 1 on trouve,
n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n.

1.7 Les coe�cients bisnomiaux

Cette section est largement puisée des travaux de Belbachir et al [6] et Belbachir [7]. Les
coe�cients bisnomiaux sont une extension naturelle des coe�cients binomiaux classiques. Ils
sont dé�nis comme suit :
Soient s ≥ 1 et n ≥ 0 deux entiers ; pour un entier k = 0, 1, · · · , sn, le coe�cient bisnomial(
n

k

)
s

est dé�nie comme étant le k-iéme coe�cient dans le développement,

(1 + x+ x2 + · · ·+ xs)r =
∑
k≥0

(
n

k

)
s

xk, (1.1)

avec

(
n

k

)
1

=

(
n

k

)
(

(
n

k

)
étant les coe�cients binomiaux classiques )et

(
n

k

)
s

= 0 pour

k > sn ou k < 0.
Une expression via les coe�cients binomiaux classiques donnée par,(

n

k

)
s

=
∑

j1+j2+···+js=k

(
n

j1

)(
j1
j2

)
· · ·
(
js−1
js

)
. (1.2)

Comme propriétés déja bien établies, on a la relation de symétrie,(
n

k

)
s

=

(
n

sn− k

)
s

, (1.3)
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la relation de récurrence longitudinale,(
n

k

)
s

=
s∑

m=0

(
n− 1

k −m

)
s

, (1.4)

et la relation de récurrence diagonale,(
n

k

)
s

=
s∑

m=0

(
n

m

)(
m

k −m

)
s−1

. (1.5)

Ces coe�cients, comme c'est le cas pour les coe�cients binomiaux classiques, véri�ent via
1.4 un équivalent du triangle de Pascal : le "s-triangle de Pascal" ou" triangle de Pascal
généralisé ", voir l' table 1.4 ci-dessous pour une illustration . pour les premières valeurs de
ces s-triangles, on peut consulter l'encyclopédie des suites numériques de SOLONE [40] sous
A027907 pour s = 2, sous A008287 pour s = 3, sous A035343 pour s = 4.

1.7.1 Interprétation combinatoire

Bondarenko [11] a donné une interprétation combinatoire des coe�cients bisnomiaux

(
n

k

)
s

comme étant le nombre de manières de distribuer ”k” boules dans ”n” urnes de sorte que
chaque urne contienne au plus ”s” boules.
Cet argument combinatoire, permet d'établir la relation suivante,(

n

k

)
s

=
∑

n1+2n2+···+sns=k

(
n

n1, n2, · · · , ns, n− n1 − · · · − ns

)
. (1.6)

Pour illustrer la relation de récurrence longitudinale, nous présentons le 2−triangle de Pascal.

n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0 1
1 1 1 1
2 1 2 3 2 1
3 1 3 6 7 6 3 1
4 1 4 10 16 19 16 10 4 1
5 1 5 15 30 45 51 45 30 15 5
6 1 6 21 50 90 126 90 50 21 6 1
7 1 7 28 77 161 266 357 393 357 266 161 77 28 7 1
8 1 8 36 112 266 504 784 1016 1107 1016 784 504 266 112 36 8 1

Table 1.4 � Le 2−triangle de Pascal
(
n

k

)
2

.

Belbachir et al [6] ont donné le théorème de De Moivre suivant qui établit une expression
mono-sommatoire des coe�cients bisnomiaux.
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Théorème 1.7.1 L'identité suivant satisfaite(
N

k

)
s

=

bk�(s+1)c∑
j=0

(−1)j
(
N

j

)(
k − j(s+ 1) +N − 1

N − 1

)
. (1.7)

Cette relation explicite est importante, au sens où elle permet d'exprimer les coe�cients
bisnomiaux avec un unique symbole de sommation, contrairement aux relation 1.2 et 1.6 .
En 1711, De Moivre ( voir [41] ou [42]) avait déjà exprimé l'expression de droite de l'identité
1.7 pour établir l'interprétation combinatoire donnée par Bondarendo [11].

1.7.2 Les coe�cients q-bisnomiaux

Warnaar [43] a introduit le q-analogue des coe�cients bisnomiaux (voir aussi [44] pour une bi-
bliographie exhaustive). Il a proposé (s+1) di�érentes q-déformations du coe�cient bisnomail.

Dé�nition 1.7.1 pour p = 0, · · · , s, on dé�nit les coe�cients q-bisnomiaux par[n
k

](p)
s

=
∑

j1+···+js=k

q
∑s−1
l=1 (n−jl)jl+1−

∑s−1
l=s−p jl+1

[
n

j1

] [
j1
j2

]
· · ·
[
js−1
js

]
,

avec
[n
k

](p)
s

= 0 pour k > sn.On a ainsi

[n
k

](0)
s

=
∑

j1+···+js=k

q
∑s−1
l=1 (n−jl)jl+1

[
n

j1

] [
j1
j2

]
· · ·
[
js−1
js

]
,

[n
k

](1)
s

=
∑

j1+···+js=k

q
∑s−1
l=1 (n−jl)jl+1−js

[
n

j1

] [
j1
j2

]
· · ·
[
js−1
js

]
,

...[n
k

](s)
s

=
∑

j1+···+js=k

q
∑s−1
l=1 (n−jl)jl+1−

∑s−1
l=0 jl+1

[
n

j1

] [
j1
j2

]
· · ·
[
js−1
js

]
,

où
[n
k

]
=

[n]!

[n− k]![k]!
est le coe�cient q-binomial.

Notons que
[n
k

](p)
s
6= 0, pour uniquement k = 0, · · · , sn,et que

[n
k

](p)
s

= δk,0(SymboledeKronecker).

Comme propriétés déjà bien établies, il y a les relation de symétrie et les récurrences
fondamentales[n

k

](p)
s

= q(s−p)n−k
[

n

sn− k

]s−p
s

, p 6= 0 et
[n
k

](0)
s

=

[
n

sn− k

](0)
s

,
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[n
k

](p)
s

=

s−p∑
m=0

qm(n−1)
[
n− 1

k −m

](m)

s

+
s∑

m=s−p+1

qn(s−p)−m
[
n− 1

k −m

](m)

s

.

Belbachir et Benmezai [8]ont proposé une autre variante du q-analogue des coe�cients
bisnomiaux comme suit :[n

k

]
s

=
∑

j1+···+js=k

[
n

j1

] [
n

j2

]
· · ·
[
n

js

]
q
∑s
r=1 (jr2 )(−1)ka−

∑s
r=1 rjr ,

avec
[n
k

]
1

= q(
k
2)
[n
k

]
(les coe�cients q-binomiaux) et a = expi

2π

s+ 1
avec i2 = −1.

1.8 Fonction Symétrique

Dé�nition 1.8.1 [13] Une fonction f(x1, . . . , xn) à n variables est symétrique si pour toute
permutation σ de l'ensemble d'indices {1, . . . , n}, l'égalité suivante est véri�ée,

f(x1, x2, . . . , xn) = f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)).

Exemple 1.8.1 • La fonction f(x1, x2) = x31x2 + x32x1 est symétrique, car f(x2, x1) =
x32x1 + x31x2 = f(x1, x2).

• La fonction h(x1, x2) = x1x2+x
2
1, n'est pas symétrique car, h(x2, x1) = x2x1+x

2
2 6= h(x1, x2).

Remarque 1.8.1 Vior [15, 30] Pour véri�er qu'une fonction est symétrique, il n'est pas
nécessaire de tester qu'elle est invariante pour chacune des n! permutations de ses arguments.
Il su�t de choisir un ensemble de permutations qui engendre le groupe symétrique.

1.8.1 Échanges de deux variables

Comme toute permutation est une composée de transpositions de la forme (i, j), une
fonction est symétrique dès qu'elle reste inchangée par l'échange de deux variables arbitraires
xi et xj, donc lorsque f(. . . , xi, . . . , xj, . . . ) = f(. . . , xj, . . . , xi, . . . ) pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}
avec i < j. Ceci réduit le nombre de permutations à tester à n2.

1.8.2 Échanges de variables consécutives

Comme toute transposition s'exprime aussi comme une composée de transpositions de valeurs
consécutives de la forme (i, i+ 1), il su�t de considérer des variables consécutives xi et xi+1.
Pour la symétrie, il su�t que les n−1 égalités f(. . . , xi, xi+1, . . . ) = f(. . . , xi+1, xi, . . . ) valent
pour i = 1, . . . , n− 1.

1.8.3 Échanges avec une variable �xée

On peut aussi bien considérer les transpositions de la forme (1, i). Une fonction est alors
symétrique lorsque l'on peut échanger la première et la ime variable sans changer la valeur de la
fonction, en d'autres termes, lorsque f(x1, . . . , xi, . . . ) = f(xi, . . . , x1, . . . ) pour i = 2, . . . , n.
À la place de la première variable, on peut choisir toute autre variable.
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1.8.4 Critère minimal

Un ensemble générateur du groupe symétrique Sn est formé des deux permutations (1, 2, . . . , n)
et (1, 2). Il su�t donc, pour qu'une fonction soit symétrique, qu'elle véri�e seulement les deux
égalités f(x1, x2, . . . , xn) = f(x2, . . . , xn, x1) et f(x1, x2, . . . , xn) = f(x2, x1, . . . , xn).
La paire formée de (1, 2, . . . , n) et (1, 2) peut aussi être remplacée par n'importe quelle per-
mutation circulaire et toute transposition d'éléments consécutifs dans ce cycle.

Proposition 1.8.1 Lorsque les fonctions sont à valeurs réelles ou complexes, les fonctions
symétriques forment une sous-algèbre de l'algèbre des fonctions à n variables, c'est-à-dire :
• La somme de deux fonctions symétriques est encore une fonction symétrique .
• Le produit de deux fonctions symétriques est encore une fonction symétrique.
• Toute fraction rationnelle symétrique (sur un corps commutatif) est le quotient de deux
polynômes symétriques.

Preuve 1.8.1 Soit F =
P

Q
∈ K(X1, . . . , Xn) une fraction rationnelle symétrique.

Pour toute permutation s ∈ Sn , notons Qσ(X1, . . . , Xn) = Q(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) .

Le polynôme D :=
∏
σ∈Sn

Qσ est symétrique donc N := FD (qui est un polynôme) l'est aussi,

et F =
N

D
.

1.8.5 Symétrisation

Sur un corps caractéristique, la symétrisation est la sommation d'une fonction sur toutes les
permutations possibles de variables, pondérée par n!. C'est l'expression,

Σf(x1, . . . , xn) =
1

n!

∑
σ∈Sn

f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Par construction, la fonction Σf est symétrique. L'opérateur de symétrisation Σ est une
projection de l'espace des fonctions sur le sous-espace des fonctions symétriques.

1.8.6 Fonction symétriques élémentaires

Dé�nition 1.8.2 [13] On appelle kime fonctions symétriques élémentaires la fonction dé�nie
par,

ek(n) = ek(a1, a2, · · · , an) =
∑

i1+i2+···+in=k

ai11 a
i2
2 · · · ainn ,

Avec : i1, i2, · · · , in = 0 ou 1 et 0 6 k 6 n.
ek(n) est donc la somme de tous les produits distincts qu'on peut former on prenant au plus

une fois chaque objet ; c'est un polynôme formé de (

(
n

k

)
monôme de degré n.
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Exemple 1.8.2 Pour une équation de degré 3 ( n = 3 ; racines : a1 , a2 et a3) on écrit,
e0(3) = 1,
e1(3) = a1 + a2 + a3,
e2(3) = a1a2 + a1a3 + a2a3,
e3(3) = a1a2a3.

Chaque monôme de la fonction e2(3) = a1a2 + a1a3 + a2a3 peut être représentée dans la
première colonne de chaque tableau de Young comme suite,

2

1

a1a2

3

1

a1a3

3

2

a2a3

Proposition 1.8.2 [14] Soit enk une fonction symétrique élémentaire alors on a,

1. ek(n+ 1 = an+1ek−1(n) + ek(n).

2. ek(n) = anek−1(n−1)+an−1ek−1(n−2)+ · · ·+an−iek−1(n− i−1)+ · · ·+akek−1(k−1).

Preuve 1.8.2 1. On a :

an+1e
(n)
k−1 + e

(n)
k = an+1(

∑
i1+i2+···+in=k−1

ai11 a
i2
2 · · · ainn ) +

∑
i1+i2+···+in=k

ai11 a
i2
2 · · · ainn ,

=
∑

i1+i2+···+in=k−1

ai11 a
i2
2 · · · ainn a1n+1 +

∑
i1+i2+···+in=k

ai11 a
i2
2 · · · ainn a0n+1,

=
∑

i1+i2+···+in+1=k−1+1=k

ai11 a
i2
2 · · · ainn a1n+1 +

∑
i1+i2+···+in+0=k

ai11 a
i2
2 · · · ainn a0n+1,

=
∑

i1+i2+···+in+1=k

ai11 a
i2
2 · · · ainn a

in+1

n+1 , in+1 = 0 ∨ 1,

= ek(n+ 1).

2. On a :

e
(n)
k = ane

(n−1)
k−1 + e

(n−1)
k ,

= ane
(n−1)
k−1 + an−1e

(n−2)
k−1 + en−2k ,

= ane
(n−1)
k−1 + an−1e

(n−2)
k−1 + an−2e

(n−3)
k−1 + en−3k ,

...

= ane
(n−1)
k−1 + an−1e

(n−2)
k−1 + an−2e

(n−3)
k−1 + · · ·+ an−ie

(n−i−1)
k−1 + · · ·+ ake

(k−1)
k−1 .

Proposition 1.8.3 [31] Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se dé�nir
comme les coe�cients du développement en série formelle,

E(z) =
∞∑
k=0

ekz
k =

n∏
i=1

(1 + aiz),

avec ek(a1, a2, ..., an) s'annule pour k > n.
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Preuve 1.8.3 on a :

e
(n)
k = ek(a1, a2, · · · , an) =

∑
i1+i2+···+in=k

ai11 a
i2
2 · · · ainn , 0 6 k 6 n,

avec e(n)k = 0 si k > n
montrons que

∞∑
k=0

ekz
k =

n∏
i=1

(1 + aiz),

pour n = 2 , on a

2∏
i=1

(1 + aiz) = (1 + a1z)(1 + a2z),

= 1 + (a1 + a2)z + a1a2z
2,

= e0 + e1z + e2z
2,

=
2∑

k=0

ekz
k.

supposons que la propriété est vraie pour n,

n∑
k=0

ekz
k =

n∏
i=1

(1 + aiz),

et montrons que la propriété est vraie pour n+ 1,

n+1∑
k=0

ekz
k =

n+1∏
i=1

(1 + aiz),
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On a

n+1∏
i=1

(1 + aiz) =
n∏
i=1

(1 + anz)(1 + an+1z),

= (
n∑
k=0

ekz
k)(1 + an+1z),

=
n∑
k=0

ekz
k + an+1

n∑
k=0

ekz
k+1,

=
n∑
k=0

ekz
k + an+1

n+1∑
k=1

ek−1z
k,

=
n∑
k=0

ekz
k + an+1

n+1∑
k=0

ek−1z
k,

=
n∑
k=0

e
(n)
k zk + an+1

∑
k>0

e
(n+1)
k−1 zk,

=
∑
k>0

(e
(n)
k + an+1e

(n+1)
k−1 )zk,

=
∑
k>0

(e
(n+1)
k zk),

=
n+1∑
k=0

ekz
k.

C.Q.F.D

1.8.7 Fonctions symétriques complètes

Dé�nition 1.8.3 [13] On appelle kime fonctions symétriques complètes hk(a1, a2, ..., an) la
fonction dé�nie par,

hk(n) = hk(a1, a2, · · · , an) =
∑

i1+i2+···+in=k

ai11 a
i2
2 · · · ainn ,

avec : i1, i2, i3...in > 0, et 0 6 k 6 n.
hk(n) est donc la somme de tous les produits distincts qu'on peut former en prenant chaque

objet autant de fois qu'on veut, c'est un polynôme formé de

(
k + n− 1

k

)
monôme de degré

n.

Exemple 1.8.3 Pour une équation de degré 3 (n = 3 ; racines a1, a2, a3) on a,
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

h
(3)
0 = 1,

h
(3)
1 = a1 + a2 + a3,

h
(3)
2 = a21 + a22 + a23 + a1a2 + a1a3 + a2a3,

h
(3)
3 = a31 + a32 + a33 + a21a2 + a21a3 + a22a1 + a22a3 + a23a1 + a23a2 + a1a2a3,
.
.
.

Chaque monôme de la fonction h(3)2 = a21 + a22 + a23 + a1a2 + a1a3 + a2a3 peut être représentée
dans la première ligne de chaque tableau de Young comme suite,

1

2

a1a2

3

1

a1a3

3

2

a2a3

1

1

a21

2

2

a22

3

3

a23

Proposition 1.8.4 [14] Soit h(n)k une fonction symétrique complète, alors on a,

1. hk(n+ 1) = an+1hk−1(n+ 1) + hk(n).

2. hk(n+ 1) = akn+1 + ak−1n+1h1(n) + ak−2n+1h2(n) + · · ·+ an+1hk−1(n) + hk(n).

3. hk(n) = anhk−1(n)+an−1hk−1(n−1)+an−2hk−1(n−2)+an−3hk−1(n−3)+· · ·+a1hk−1(1).

Preuve 1.8.4 1. on a

an+1h
(n+1)
k−1 + h

(n)
k = an+1(

∑
i1+i2+···+in+1=k−1

ai11 · · · ainn a
in+1

n+1 ) +
∑

i1+i2+···+in+1=k

ai11 · · · ainn ,

=
∑

i1+i2+···+in+1=k−1

ai11 · · · ainn a
in+1

n+1an+1 +
∑

i1+i2+···+in+1=k

ai11 · · · ainn a0n+1,

=
∑

i1+i2+···+in+in+1+1=k−1+1=k

ai11 · · · ainn a
in+1+1
n+1 +

∑
i1+i2+···+in+0=k

ai11 · · · ainn a0n+1,

=
∑

i1+i2+···+in+(in+1+1)=k

ai11 · · · ainn a
in+1+1
n+1 +

∑
i1+i2+···+in+0=k

ai11 · · · ainn a0n+1,

on a in+1 > 0, alors in+1 > 1, supposons i′n+1 = in+1 + 1 ∨ 0 alors i′n+1 > 0.
donc

an+1h
(n+1)
k−1 + h

(n)
k =

∑
i1+i2+···+in+i′n+1=k

ai11 · · · ainn a
i′n+1+1

n+1 = h
(n+1)
k .
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2. on a

h
(n+1)
k = an+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k ,

= an+1(an+1h
(n+1)
k−2 + h

(n)
k−1) + h

(n)
k ,

= a2n+1h
(n+1)
k−2 + an+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k ,

= a3n+1h
(n+1)
k−3 + a2n+1h

(n)
k−2 + an+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k ,

...

= ain+1h
(n+1)
k−i + ai−1n+1h

(n)
k−(i−1) + · · ·+ a2n+1h

(n)
k−2 + an+1h

(n)
k−1, i < k,

...

= akn+1 + ak−1n+1h
(n)
1 + ak−2n+1h

(n)
2 + ak−3n+1h

(n)
3 + · · ·+ an+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k .

Proposition 1.8.5 [31] On peut également dé�nir les kime fonctions symétriques complètes
comme les coe�cients du développment en série formelle,

H(z) =
∑
k>0

hkz
k =

∏
i>1

1

(1− aiz)
.

Preuve 1.8.5
hk(n) = hk(a1, a2, · · · , an) =

∑
i1+···+in=k

ai11 a
i2
2 · · · ainn

pour n = 2 on a∑
k>0

hk(2)zk = h0(2) + h1(2)z + h2(2)z2 + · · ·

= 1 + (a1 + a2)z + (a21 + a1a2 + a22)z
2 + · · ·

= (1 + a1z + a21z
2 + · · · )(1 + a2z + a22z

2 + · · · ),

= (
∑
k>0

(a1z)k)(
∑
k>0

(a2z)k),

=
1

(1− a1z)(1− a2z)
,

=
2∏
i=1

1

(1− aiz)
.

supposons que la propriété est vraie pour n,∑
k>0

hk(n)zk =
n∏
i=1

1

(1− aiz)
,

et montrons que la propriété est vraie pour n+ 1,

∑
k>0

hk(n+ 1)zk =
n+1∏
i=1

1

(1− aiz)
,
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on a,

hk(n+ 1) = an+1hk−1(n+ 1) + hk(n).

Donc ∑
k>0

hk(n+ 1)zk =
∑
k>0

(an+1hk−1(n+ 1) + hk(n))zk,

= an+1

∑
k>0

hk−1(n+ 1)zk +
∑
k>0

hk(n)zk,

= an+1z
∑
k>0

hk(n+ 1)zk +
∑
k>0

hk(n)zk,

= an+1z
n+1∏
i=1

(1− aiz)−1 +
n∏
i=1

(1− aiz)−1,

=
an+1z + (1− an+1z)∏n+1

i=1 (1− aiz)
,

=
1∏n+1

i=1 (1− aiz)
.

Remarque 1.8.2 [12] On a :

e0(a1, a2, · · · , an) = 1,

et
h0(a1, a2, · · · , an) = 1.

par convention , pour k < 0 , on a :

e0(a1, a2, · · · , an) = 0,

et
h0(a1, a2, · · · , an) = 0.

Proposition 1.8.6 [21] Soit E(z) et H(z) les fonctions symétriques élémentaires et com-
plètes respectivement alors,

E(−z)H(z) = 1.

Preuve 1.8.6 On a :
E(z) =

∏
i>1

(1 + aiz),

alors
E(−z) =

∏
i>1

(1− aiz),
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et comme
H(z) =

1∏
i>1

(1− aiz),

on obtient donc
E(−z)H(z) = 1.
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Chapitre2
Nombres de stirling

Introduction

O
n présente dans ce chapitre les de�nitions des nombres de Stirling de première espèce
et de deuxième espèce. On y présente leurs relations de récurrences et interprétations

combinatoires, leurs fonction génératrice, ainsi que leurs formes explicites. Et citons quelques
exemples explicatifs pour chaque notion.

2.1 Nombre de stirling de première espèce

Pour plus de détails voir[20]

Dé�nition 2.1.1 Les nombres de Stirling de première espèce signés s(n, k) sont les coe�-
cients du développement de la factorielle décroissante (x)n ou (x)n, c'est-à-dire,

(x)n = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1) =
n∑
k=0

s(n, k)xk. (2.1)

(x)0 = 1 car il s'agit d'un produit vide.

Les nombres de Stirling de première espèce non signés | s(n, k) | (valeurs absolues des
précédents) sont les coe�cients du développement de la factorielle croissante (x)n ou (x)n,
c'est-à-dire que ;

(x)n = x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1) =
n∑
k=0

|s(n, k)|xk. (2.2)
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x0 = x0 = 1.

N.B : Il est évident que l'on a pour tout n ∈ N :

(−x)n = (−1)nxn.

Exemple 2.1.1 (x)3 = x(x− 1)(x− 2) = x3 − 3x2 + 2x d'où,

s(3, 0) = 0, s(3, 1) = 2, s(3, 2) = −3, s(3, 3) = 1

Proposition 2.1.1 Pour tous n, k ∈ N, avec k 6 n, le signe du nombre entier s(n, k) est
(−1)n+k.

Preuve 2.1.1 Soit n ∈ N. En substituant dans 2.1 x par −x, on obtient

(−x)n =
n∑
k=0

s(n, k)(−x)k.

C'est-à-dire

(−1)nxn =
n∑
k=0

(−1)ks(n, k)xk.

D'où

xn =
n∑
k=0

(−1)k+ns(n, k)xk.

Comme les coe�cients du polynôme xn sont de toute évidence tous positifs, on en déduit
que (−1)n+ks(n, k) ≥ 0 ,∀n, k ∈ N, avec k ≤ n. Autrement dit, le signe de tout nombre s(n, k)
est (−1)n+k. Ce qui achève cette démonstration.

2.1.1 Relations de récurrence

Les nombres de Stirling de première espèce signés véri�ent la relation de récurrence,
Soit n, k ∈ N∗

s(n+ 1, k) = s(n, k − 1)− ns(n, k); 1 ≤ k ≤ n− 1 (2.3)

avec
s(n, 0) = 0 et s(1, 1) = 1.

Leurs valeurs absolues véri�ent (avec les mêmes conditions initiales) la relation de récurrence,

∀k > 1 |s(n+ 1, k)| = |s(n, k − 1)|+ n|s(n, k)|. (2.4)

Chacune des deux relations de récurrence peut se déduire chaque un de l'autre. De plus, la
première découle de la relation de récurrence des factorielles décroissantes,

(x)n = x(x)n−1 − (n− 1)(x)n−1, (2.5)
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et la seconde, d'un raisonnement combinatoire ou de la relation de récurrence des factorielles
croissantes,

(x)n = x(x)n−1 + (n− 1)(x)n−1.?? (2.6)

Preuve 2.1.2 Soit n ∈ N∗ �xé. On a d'une part,

xn+1 =
n+1∑
k=0

s(n+ 1, k)xk = xn+1 +
n∑
k=1

s(n+ 1, k)xk,

car s(n+ 1, 0) = 0 et s(n+ 1, n+ 1) = 1.
Et d'autre part,

xn+1 = x(x− 1) · · · (x− n+ 1)(x− n)

= (x− n)xn

= (x− n)
n∑
k=0

s(n, k)xk

= x
n∑
k=0

s(n, k)xk − n
n∑
k=0

s(n, k)xk

=
n∑
k=0

s(n, k)xk+1 −
n∑
k=0

ns(n, k)xk

=
n+1∑
k=1

s(n, k − 1)xk −
n∑
k=0

ns(n, k)xk

= xn+1 +
n∑
k=1

(s(n, k − 1)− ns(n, k))xk.

En identi�ant les coe�cients de xk (k ∈ N∗, k 6 n) des deux expressions que l'on a trouvé
pour xn+1, on aboutit à,

s(n+ 1, k) = s(n, k − 1)− ns(n, k),

qui n'est rien d'autre que 2.3.
Étant donnés n, k ∈ N∗ avec k 6 n, l'identité 2.4 s'obtient en multipliant les deux membres
de ?? par (−1)n+k+1 et en se rappelant que le signe de s(a, b) est (−1)a+b (∀a, b ∈ N, a > b)
en vertu de la proposition 2.1.1. Ceci achève notre démonstration.

2.1.2 Le triangle des nombres de stirling de première espèce

En se servant de la relation récurrente 2.4, on peut dresser les nombres de Stirling de 1re espèce
(en valeurs absolues) dans un triangle (in�ni) du même type que le triangle arithmétique de
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Pascal des coe�cients binomiaux.

n = 0 1

n = 1 0 1

n = 2 0 1 1

n = 3 0 2 3 1

n = 4 0 6 11 6 1

n = 5 0 24 50 35 10 1
...

...
...

...
...

...
...

. . .

Dans ce triangle, chaque ligne de rang n > 1 commence par un 0 et se termine par un 1 et ses
coe�cients du milieu s'obtiennent par la relation récurrente 2.4 en fonction des coe�cients de
la ligne qui la précède. Par exemple, le nombre 50 de la 5ème ligne est obtenu par la formule
6 + 4× 11 (où les nombres 6 et 11 proviennent de la 4ème ligne).

Proposition 2.1.2 Pour tout n ∈ N∗ , on a

1. s(n, 0) = 0 et s(n, n) = 1,

2. s(n, 1) = (−1)n−1(n− 1)!,

3.
n∑
k=1

(−1)ks(n, k) = (−1)nn!,

4.
n∑
k=0

| s(n, k) |= n!,

5. | s(n, k) |≤ n! pour tout k ∈ N ,k ≤ n,

6. s(n, n− 1) = (−1)n
(
n

2

)
,

7. s(n, n− 2) =
3n− 1

4

(
n

3

)
,

8. s(n, n− 3) = −
(
n

2

)(
n

4

)
.

Il existe d'autres identités, comme

s(n, 2) = (−1)n(n− 1)! Hn−1,

où Hn(m) est un nombre harmonique généralisé (Hn =
n∑
k=1

1

k
).

Preuve 2.1.3 Soit n ∈ N∗ �xé.
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1. Les nombres s(n, 0) et s(n, n) sont respectivement les coe�cients de x0 et de xn dans
le développement du polynôme

(x)nn = x(x− 1) · · · (x− n+ 1).

Il est bien clair que ces coe�cients sont respectivement 0 et 1, comme il fallait le
prouver.

2. Le nombre s(n, 1) est par dé�nition le coe�cient de x dans le développement du poly-
nôme

(x)n = x(x− 1) · · · (x− n+ 1).

Ce qui est aussi le coe�cient constant du polynôme (x − 1)(x − 2) · · · (x − n + 1).
Ce coe�cient est simplement la valeur de ce dernier polynôme en 0 ; c'est donc égale
à (−1)(−2) · · · (−n+ 1) = (−1)n−1(n− 1)! D'où s(n, 1) = (−1)n−1(n− 1)!, comme il
fallait le prouver .

3. L'identité (3) résulte simplement de la substitution de x par (−1) dans l'identité poly-
nômiale 2.1.1 tout en remarquant que

(−1)n = (−1)(−2) · · · (−n) = (−1)nn!.

4. En multipliant les deux membres de l'identité (3) par (−1)n,on obtient :

n∑
k=1

(−1)k+ns(n, k) = n!.

Mais puisque le signe de chaque nombre s(n, k) (1 ≤ k ≤ n) est (−1)n+k (en vertu
de la proposition 2.1.1 ), on a pour tout k ∈ {1, · · · , n} :

(−1)n+ks(n, k) =| s(n, k) |

et l'on conclut en�n que :
n∑
k=1

| s(n, k) |= n!,

comme il fallait le prouver.

5. L'estimation (5) du théorème 2.1.2 est une conséquence immédiate de . La proposition
est démontrée .

2.1.3 Fonction génératrice

Théorème 2.1.1 Pour tout k ∈ N, on a f

∞∑
n=k

s(n, k)
xn

n!
=
logk(1 + x)

k!
. (2.7)
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Preuve 2.1.4 On détermine de deux façons di�érentes le développement (formel) de la fonc-
tion f(x, y) = (1 + x)y en série de Taylor en y. D'une part, d'après la formule du binôme
généralisée, on a

(1 + x)y = 1 + yx+
y(y − 1)

2!
x2 +

y(y − 1)(y − 2)

3!
x3 + · · ·

=
∞∑
n=0

yn
xn

n!

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

s(n, k)yk

)
xn

n!

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

s(n, k)
xnyk

n!
,

soit

(1 + x)y =
∞∑
k=0

(
∞∑
n=k

s(n, k)
xn

n!

)
yk. (2.8)

D'autre part, d'après le développement de Taylor de la fonction exponentielle, on a

(1 + x)y = exp{ylog(1 + x)} =
∞∑
k=0

(ylog(1 + x))k

k!
=
∞∑
k=0

logk(1 + x)

k!
yk. (2.9)

L'identi�cation des deux formules 2.8 et 2.9 entraîne (d'après l'unicité du développement de
Taylor) que l'on a pour tout k ∈ N

∞∑
n=k

s(n, k)
xn

n!
=
logk(1 + x)

k!
, (2.10)

comme il fallait le prouver. Le théorème est démontrée.

2.1.4 Formules explicites

Soit la forme explicites des nombres de Stirling de première espèce suivante,

s(n,m) =
n−m∑
k=0

k∑
j=0

(−1)2k−j

k!

(
n− 1 + k

n−m+ k

)(
2n−m

n−m− k

)(
k

j

)
jn−m+k,

ou encore, après simpli�cations,

s(n,m) =
(2n−m)!

(m− 1)!

n−m∑
k=0

1

(n+ k)(n−m− k)!(n−m+ k)!

k∑
j=0

(−1)jjn−m+k

j!(k − j)!
.

La formule du théorème 2.1.1 précédent permet d'en déduire une formule explicite très im-
portante pour les nombres s(n,m).
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Théorème 2.1.2 Pour tous n,m ∈ N, avec n ≥ m, on a :

s(n,m) = (−1)n+m
n!

m!

∑
i1+···+im=n

1

i1 · · · im
.

Preuve 2.1.5 Soit m ∈ N. On a

logm(1 + x) =

(
∞∑
l=1

(−1)l+1x
l

l

)m

=
∑

l1,··· ,lm∈N∗
(−1)(l1+1)+···+(lm+1)x

l1+···+lm

l1 · · · lm

=
∑
n≥m

( ∑
l1+l2+···+lm=n

(−1)n+m

l1 · · · lm

)
xn.

En comparant ceci avec 2.1.1, nous déduisons que l'on a pour tout n ∈ N , n > m :

s(n,m) = (−1)n+m
n!

m!

∑
l1+l2+···+lm=n

1

l1l2 · · · lm
,

comme il fallait le prouver. Le théorème est démontré.

2.1.5 Interprétation combinatoire

Le sens combinatoire des nombres de Stirling de 1re espèce est relatif à l'ensemble des per-
mutations d'un ensemble �ni.

Soient n ∈ N , A = a1, · · · , an un ensemble à n éléments et σ une permutation des éléments
de A (i.e., σ ∈ S(A) ). On considère <σ la relation binaire sur A dé�nie par :

∀a, b ∈ A : a<σb
df⇐⇒ ∃k ∈ N tq : b = σk(a).

On montre alors que <σ est une relation d'équivalence sur A. Une classe d'équivalence modulo
<σ s'appelle � cycle relatif à σ �, ou simplement � σ-cycle �. On obtient ainsi une partition
de A en un nombre �ni de σ -cycles. Pour σ = IdA par exemple, les σ-cycles que l'on obtient
sont :{a1}, {a2}, · · · , {an} (on a exactement nσ-cycles). Pour que tout cela soit plus clair,
étudions un exemple.

Exemple 2.1.2 Prenons A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et σ la permutation des éléments de A, donnée
par

σ =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 4 1 2 6

)
La classe de l'élément 1 modulo <σ est cl(1) = {1, 3, 4} ; la classe de l'élément 2 est cl(2) =
{2, 5} et la classe de l'élément 6 est cl(6) = {6} et on a ainsi trouvé toutes les classes. Les
σ-cycles de A sont donc : {1, 3, 4}, {2, 5} et {6} ; ainsi A contient exactement 3σ-cycles. Nous
somme maintenant prêt à donner l'interprétation combinatoire des nombres de Stirling de 1re

espèce. On a le théorème suivant :
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Théorème 2.1.3 Pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ N , avec k 6 n. Le nombre de permutations
d'un ensemble à n éléments qui fournissent exactement k cycles est S(n, k).

Preuve 2.1.6 Pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ N, avec k 6 n , on note provisoirement par
P (n, k) le nombre de permutations d'un ensemble à n éléments qui fournissent exactement k
cycles. On montrera que ces nombres P (n, k) véri�ent la relation de récurrence,

P (n+ 1, k) = P (n, k − 1) + nP (n, k), (n ∈ N∗, k 6 n),

Étant donnés n ∈ N∗ , avec k 6 n, soit An+1 = {a1, a2, · · · , an+1} un ensemble à (n + 1)
éléments et σ une permutation arbitraire de An+1 fournissant exactement k cycles. Nous
essayons de voir comment on obtient σ à partir d'une permutation σ

′
de l'ensemble An =

{a1, · · · , an}. Pour ce faire, nous raisonnons sur le dernier élément an+1 de An+1. On dis-
tingue les deux cas suivants,

1. Ou bien σ(an+1) = an+1 . Ceci revient à dire que an+1 est un point �xe par σ ou
encore que le σ-cycle contenant an+1 est {an+1} . Dans ce cas σ s'obtient comme un
prolongement d'une permutation σ

′
de An qui fournit exactement (k − 1) cycles. Le

nombre de tels σ est donc égale à P (n, k − 1).

2. Ou bien σ(an+1) ∈ {a1, · · · , an}. Dans ce cas, an+1 intégrera un cycle associé à une
certaine permutation σ

′
de An, laquelle fournit exactement k cycles. Pour chaque choix

de σ(an+1) (n choix possibles), on a P (n, k) choix possibles pour σ
′
.

Ainsi, le nombre de tels σ est nP (n, k). En conclusion, le nombre de permutations de
An+1 fournissant exactement k cycles est,

P (n+ 1, k) = P (n, k − 1) + nP (n, k).

Nous venons de montrer que les nombres P (n, k) satisfont la même relation de récurrence
que les nombres | s(n, k) |(cf. la relation 2.4 de la relations récurrentes). Mais puisque, on a
par dé�nition même,

P (n, 0) = 0 = |s(n, 0)|, et P (1, 1) = 1 = |s(1, 1)|,

on conclut par une récurrence évidente que P (n, k) = |s(n, k)| pour tous n ∈ N∗, k ∈ N(k 6
n). Le théorème est démontrée.

2.2 Nombre de stirling de deuxième espèce

voir[19]

Dé�nition 2.2.1 Les nombres de Stirling de deuxième espèce sont, par dé�nition, les nombres
réels S(n, k)(n, k ∈ N, k ≤ n) qui �gurent dans le développement de xn comme combinaison
linéaire des polynômes xk (0 ≤ k ≤ n). On a précisément pour tout n ∈ N,

n∑
k=0

S(n, k)xk.
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Les nombres de Stirling de seconde espèce sont donc en quelque sorte les inverses 2 des
nombres de Stirling de première espèce.
Nous verrons plus loin que ces nombres de Stirling de seconde espèce sont tous des entiers
positifs.

Exemple 2.2.1 on a,

(x)3 = x(x− 1)(x− 2) + 3x(x− 1) + x = x1 + 3x2 + x3,

d'où
s(3, 0) = 0

, s(3, 1) = 1, s(3, 2) = 3 et s(3, 3) = 1.

Proposition 2.2.1 Pour tout n ∈ N∗, on a

1. S(n, 0) = 0 et S(n, 1) = S(n, n) = 1.

2. S(n, 2) = 2n−1 − 1.

3. S(n, n− 1) =
n(n− 1)

2
=

(
n

2

)
.

Preuve 2.2.1 Étant donné n ∈ N∗, on a (par dé�nition) l'identité ,

xn = S(n, 0) + S(n, 1)x+ S(n, 2)x(x− 1) + · · ·+ S(n, n)x(x− 1) · · · (x− n+ 1). (2.11)

1. En prenant x = 0 dans 2.11, on obtient immédiatement,

S(n, 0) = 0.

Par suite, en substituant ceci dans 2.11 puis en divisant sur x, on obtient l'identité,

xn−1 = S(n, 1)+S(n, 2)(x−1)+S(n, 3)(x−1)(x−2)+· · ·+S(n, n)(x−1)(x−2) · · · (x−n+1).

En prenant dans cette dernière x = 1, on obtient,

S(n, 1) = 1.

En�n, l'identi�cation des coe�cients dominants des polynômes du membre de gauche
et du membre de droite de 2.11 donne directement,

S(n, n) = 1.

2. En substituant S(n, 0) et S(n, 1) par leurs valeurs dans 2.11 (i.e., par 0 et 1 respecti-
vement), on obtient,

xn = x+S(n, 2)x(x−1)+S(n, 3)x(x−1)(x−2)+ · · ·+S(n, n)x(x−1) · · · (x−n+1).

En prenant x = 2 dans cette dernière, on obtient,

2n = 2 + 2S(n, 2).

D'où
S(n, 2) = 2n−1 − 1.
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3. L'identi�cation des coe�cients de xn−1 dans les deux membres de l'identité 2.11 donne,

0 = S(n, n− 1)− S(n, n)(1 + 2 + · · ·+ (n− 1)).

Puisque S(n, n) = 1 (déjà démontrée), il en résulte que,

S(n, n− 1) = 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =
n(n− 1)

2
,

soit

S(n, n− 1) =
n(n− 1)

2
.

La proposition est démontrée.

2.2.1 Relation de récurrence

Proposition 2.2.2 Pour tout n, k ∈ N∗, avec k ≤ n− 1, on a

S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k).

Preuve 2.2.2 Soit n ∈ N∗. On part de l'identité triviale,

xn = x · xn−1,

dans laquelle on substitue xn et xn−1 par leurs expressions dans la base (xk)k∈N de R[x]. On
obtient,

n∑
k=0

s(n, k)xk = x
n−1∑
k=0

s(n− 1, k)xk =
n−1∑
k=0

s(n− 1, k)(x · xk).

Comme
x · xk = (x− k)xk + kxk = xk+1 + kxk,

il s'ensuit que
n∑
k=0

S(n, k)xk =
n−1∑
k=0

S(n− 1, k)(xk+1 + kxk)

=
n−1∑
k=0

S(n− 1, k)xk+1 +
n−1∑
k=0

kS(n− 1, k)xk

=
n∑
k=1

S(n− 1, k − 1)xk +
n−1∑
k=1

k(n− 1, k)xk;

d'où
n∑
k=0

s(n, k)xk =
n−1∑
k=1

{S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k)}xk + S(n− 1, n− 1)xn.

En identi�ant les coe�cients des xk(1 ≤ k ≤ n− 1) dans les deux membres de cette dernière
identité, on obtient la formule récurrente recherchée,

S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k), (k ∈ {1, · · · , n− 1}).

La proposition est achevée.
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Corollaire 2.2.1 Les nombres réel S(n, k)(n, k ∈ N, n > k) sont tous des entiers naturels.

Preuve 2.2.3 Il su�t de faire une récurrence sur n en se servant de la formule récurrente
de la proposition 2.2.2.

2.2.2 Le triangle des nombres de Stirling de seconde espèce

En se servant de la relation de la proposition 2.2.2, on peut dresser un triangle (in�ni) dont
chaque ligne d'ordre n ∈ N donnée est composée des nombres S(n, k) depuis k = 0 jusqu'à
k = n. Le sommet de ce triangle est S(0, 0) = 1 et en vertu du premier point de la proposition
1, chaque ligne d'ordre n ∈ N∗ commence par un 0 et se termine par un 1. On obtient un
triangle du même format que celui de Pascal classique.

n = 0 1

n = 1 0 1

n = 2 0 1 1

n = 3 0 1 3 1

n = 4 0 1 7 6 1

n = 5 0 1 15 25 10 1

n = 6 0 1 31 90 65 15 1
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .

2.2.3 Une relation liant entre les nombres de Stirling des deux
espèces

Théorème 2.2.1 Pour tout n ∈ N∗ et tout m ∈ {0, 1, · · · , n− 1} , on a∑
m6k6n

s(n, k)S(k,m) = 0,

∑
m6k6n

S(n, k)s(k,m) = 0.

Preuve 2.2.4 Fixons n ∈ N∗ et m ∈ {0, 1, · · · , n − 1}. Par dé�nition même des nombres
de Stirling de seconde espèce, la matrice A associée à l'endomorphisme identité de Rn[x], où
l'espace vectoriel de départ est muni de sa base canonique (xa)0≤a≤n et celui d'arrivée est
muni de la base (xa)0≤a≤n , est clairement égale à :

A = (S(i, j))t0≤i≤n
0≤j≤n

.
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De même, Par dé�nition des nombres de Stirling de première espèce, la matrice B associée
à l'endomorphisme identité de Rn[x], où l'espace vectoriel de départ est muni de la base
(xa)0≤a≤n et celui d'arrivée est muni de sa base canonique (xa)0≤a≤n, est égale à,

B = (S(i, j))t0≤i≤n
0≤j≤n

.

(Notons au passage que A et B sont triangulaires supérieures).

Comme A et B sont de toute évidence inversible l'une de l'autre, on a AB = BA = In+1 ;
d'où les transposées suivantes,

(s(i, j))0≤i≤n
0≤j≤n

· (S(i, j))0≤i≤n
0≤j≤n

= (S(i, j))0≤i≤n
0≤j≤n

· (s(i, j))0≤i≤n
0≤j≤n

= In+1. (2.12)

Ce qui est équivalant à,∑
0≤k≤n

s(i, k)S(k, j) =
∑

0≤k≤n

S(i, k)s(k, j) = δij,

où δij est le symbole de Kronecker.
En prenant dans cette dernière i = n et j = m, on obtient,∑

0≤k≤n

s(n, k)S(k,m) =
∑

0≤k≤n

S(n, k)s(k,m) = 0.

En�n, puisque s(k,m) = S(k,m) = 0 lorsque k < m, il en découle que :∑
m≤k≤n

s(n, k)S(k,m) =
∑

m≤k≤n

S(n, k)s(k,m) = 0,

Le théorème est prouvé.

2.2.4 Une formule explicite pour les nombres de Stirling de se-
conde espèce

Théorème 2.2.2 Pour tout (n, k) ∈ N2, on a

S(n, k) =
1

k!

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
(k − i)n.

On démontrera ce théorème en se basant sur la théorie élémentaire des opérateurs linéaires ;
plus précisément sur l'opérateur de di�érence 4. Nous rappelons d'abord la dé�nition et
quelques propriété de l'opérateur 4.
Dé�nition 2.2.2 Soient les deux opérateurs suivants, equation τ : R[x] −→ R[x]

P (x) 7−→ τ(p)(x) := P (x+ 1) (2.13)

et equation ∆ : R[x] −→ R[x]

P (x) 7−→ ∆(p)(x) := P (x+ 1)− p(x). (2.14)

Il s'agit bien de deux opérateurs linéaires τ et ∆ qu'on appelle respectivement : l'opérateur
de translation par 1 et l'opérateur de di�érence.
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Quelques propriétés de l'opérateur ∆

En désignant par I l'opérateur identité sur R[x], on a la formule triviale mais fort utile,

∆ = τ − I.

Comme les deux opérateurs τ et I commutent, la formule du binôme est applicable pour le
développement de (τ − I)n = ∆n(n ∈ N) et l'on obtient pour tout n ∈ N,

∆n = (τ − I)n =
n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
τn−iI i;

soit

∆n =
n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
τn−i. (2.15)

En appliquant les deux opérateurs du membre de droite et du membre de gauche de cette
dernière identité à un polynôme P ∈ R[x], on obtient l'identité polynomiale :

(∆nP )(x) =
n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
P (x+ n− i). (2.16)

Notons aussi que lorsqu'on applique ∆ à un polynôme de R[x] de degré n ∈ N∗, on obtient
un polynôme de degré (n − 1) et lorsqu'on applique ∆ à un polynôme constant, on obtient
(de toute évidence) le polynôme identiquement nul. Il s'ensuit (par récurrence) que pour tout
n ∈ N∗ et tout P ∈ R[x] de degré < n, on a : ∆np = 0.

Maintenant, étant donné k ∈ N, on a

∆xk = (x+ 1)k − xk

= (x+ 1)x(x− 1) · · · (x− k + 2)− x(x− 1) · · · (x− k + 1)

= x(x− 1) · · · (x− k + 2){(x+ 1)− (x− k + 1)}
= kx(x− 1) · · · (x− k + 2)

= kxk−1.

Comme la formule ∆xk = kxk−1 est visiblement valable pour k ≤ 0 aussi, on a pour tout
k ∈ Z :

∆xk = kxk−1 (2.17)

Nous soulignons à travers cette dernière formule la remarquable analogie qu'il y a entre l'ac-
tion de l'opérateur ∆ sur les puissances inférieures et l'action de l'opérateur de dérivation D
sur les puissances usuelles.

En itérant 2.17 plusieurs fois, on obtient pour tous k, l ∈ N :

∆lxk = k(k − 1) · · · (k − l + 1)xk−l; (2.18)

soit
∆lxk = klxk−l (2.19)

Nous somme maintenant prêts à démontrer le théorème .
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Preuve 2.2.5 du théorème 2.2.2 Soit (n, k) ∈ N. On a par dé�nition,

xn =
n∑

m=0

S(n, k)xm.

En appliquant l'opérateur ∆k aux deux membres de cette identité, on obtient (en vertu des
deux formules 2.16 et 2.18),

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
(x+ k − i)n =

n∑
m=0

S(n, k)mkxm−k.

Puisque xl s'annule en 0 pour tout l ∈ Z sauf pour l = 0 où sa valeur est 1, et si en prend
dans la dernière identité x = 0 alors,

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
(k − i)n = S(n, k)kk = S(n, k)k!.

D'où

S(n, k) =
1

k!

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
(k − i)n,

Le théorème est démontré

2.2.5 La série génératrice exponentielle des nombres de Stirling de
seconde espèce

Dé�nition 2.2.3 La série génératrice exponentielle d'une suite réelle (an)nN est dé�nie par
le développement en série entière :

∞∑
n=0

an
xn
n!
.

La série génératrice exponentielle d'une suite réelle, lorsqu'elle est connue explicitement, aide
à exhiber de nouvelles propriétés de la suite en question,qui sont souvent di�ciles à obtenir
directement.
Plusieurs suites réelles importantes possèdent une série génératrice exponentielle élémentaire.
Ceci est le cas de la suite des nombres de Stirling (S(n, k))n>k pour k ∈ N �xé (i.e., les suites
verticales du triangle).

Théorème 2.2.3 Pour tout k ∈ N , on a∑
n>k

S(n, k)
xn

n!
=

(ex − 1)k

k!
.
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Preuve 2.2.6 Soit k ∈ N. En utilisant la formule du théorème 2.2.2, on a

∑
n>k

S(n, k)
xn

n!
=

+∞∑
n=0

S(n, k)
xn

n!

=
+∞∑
n=0

{
1

k!

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
(k − i)n

}
xn

n!

=
1

k!

+∞∑
n=0

k∑
i=0

(
(−1)i

(
k

i

)
(k − i)nx

n

n!

)

=
1

k!

k∑
i=0

+∞∑
n=0

(
(−1)i

(
k

i

)
(k − i)nx

n

n!

)

=
1

k!

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

) +∞∑
n=0

((k − i)x)n

n!

=
1

k!

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
e(k−i)x

=
1

k!

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)i(ex)k−i

=
(ex − 1)k

k!
.

La formule du théorème est ainsi démontrée.

2.2.6 Une deuxième formule explicite pour les nombres de Stirling
de seconde espèce

De la formule du théorème 2.2.3 résulte une seconde formule explicite pour les nombres de
Stirling de seconde espèce. Même si, au niveau des calculs, cette nouvelle formule est moins
e�cace que la précédente, elle est très utile pour d'autres applications.

Corollaire 2.2.2 Pour tout (n, k) ∈ N2, avec n ≥ k, on a

S(n, k) =
n!

k!

∑
n1,n2,··· ,nk∈N∗
n1+n2+···+nk=n

1

n1!n2! · · ·nk!
. (2.20)

Preuve 2.2.7 Siot (n, k) ∈ N2, tel que n ≥ k Le développement en série entière de la
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fonction x 7−→ (ex − 1)k

k!
en 0 s'écrit,

(ex − 1)k

k!
=

1

k!

(∑
n∈N∗

xn

n!

)k

,

=
1

k!

(∑
n1∈N∗

xn1

n1!

)(∑
n2∈N∗

xn2

n2!

)
· · ·

( ∑
nk∈N∗

xnk

nk!

)
,

=
1

k!

( ∑
n1,n2,···nk∈N∗

xn1+n2+···+nk

n1!n2! · · ·nk!

)
,

=
1

k!

∑
n≥k

 ∑
n1,n2,··· ,nk∈N∗
n1+n2+···+nk=n

1

n1!n2! · · ·nk!

xn,

soit

(ex − 1)k

k!
=

1

k!

∑
n≥k

 ∑
n1,n2,··· ,nk∈N∗
n1+n2+···+nk=n

1

n1!n2! · · ·nk!

xn.

En identi�ant ce développement avec celui de la formule du théorème 2.2.3,il en résulte (en
vertu de l' unicité du développement en série entière d'une fonction analytique) que,

S(n, k)

n!
=

1

k!

∑
n1,n2,··· ,nk∈N∗
n1+n2+···+nk=n

1

n1!n2! · · ·nk!
,

d'où la formule recherchée,

S(n, k) =
n!

k!

∑
n1,n2,··· ,nk∈N∗
n1+n2+···+nk=n

1

n1!n2! · · ·nk!
. (2.21)

Le corollaire est démontré.

2.2.7 Une majoration et un équivalent simple pour les nombres de
Stirling de seconde espèce

Des formules 2.2.2 et 2.2.2, on déduit assez facilement une importante majoration et uune
équivalence simple (lorsque n est au voisinage de l'in�ni) pour les nombres S(n, k).

Proposition 2.2.3 1. Pour tout (n, k) ∈ N2 , avec n ≥ k , on a

S(n, k) ≤ kn

k!
. (2.22)

2. Soit k ∈ N �xe. Lorsque n ∈ N est au voisinage de l'in�ni, on a

S(n, k) ∼
kn

k!
. (2.23)
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Preuve 2.2.8 1. Soit (n, k) ∈ N2 tel que n ≥ k. D'après la formule du corollaire 2.2.2,
on a

S(n, k) =
n!

k!

∑
n1,n2,··· ,nk∈N∗
n1+n2+···+nk=n

1

n1!n2! · · ·nk!
,

≤ n!

k!

∑
n1,n2,··· ,nk∈N

n1+n2+···+nk=n

1

n1!n2! · · ·nk!
,

=
1

k!

∑
n1,n2,··· ,nk∈N

n1+n2+···+nk=n

(
n

n1n2 · · ·nk

)
,

=
1

k!

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
kfois

n

.

D'où

S(n, k) ≤ n!

k!
.

2. Soit k ∈ N �xé. D'après la formule du théorème 2.2.2 , on a pour tout n ≥ k,

S(n, k) =
1

k!

{
kn −

(
k

1

)
(k − 1)n +

(
k

2

)
(k − 2)n − · · ·+ (−1)k

(
k

k

)
0n
}
,

=
1

k!
(kn + o(kn)),

d'où :

s(n, k) ∼+∞
kn

k!
.

La proposition est démontrée.

2.2.8 La série génératrice ordinaire des nombres de Stirling de
seconde espèce

Dé�nition 2.2.4 La série génératrice ordinaire d'une suite réelle (an)n∈N est dé�nie par le
développement en série entière (i.e ; de rayon de convergence nul).

∞∑
n=0

anx
n.

Tout comme la série génératrice exponentielle, la série génératrice ordinaire d'une suite réelle,
lorsqu'elle est connue explicitement, nous apporte des informations sur la suite en question
qui sont souvent di�ciles à obtenir directement.
Il est, par ailleurs, immédiat que le rayon de convergence de la série génératrice exponentielle
est plus grand que celui de la série génératrice ordinaire de toute suite réelle.
Plusieurs importantes suites réelles possèdent des série génératrices ordinaires élémentaires
et c'est justement le cas de la suite des nombres de Stirling (S(n, k))n≥k pour k ∈ N �xé (i.e ;
les suites verticales du triangle dressé). On a le
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Théorème 2.2.4 Pour tout k ∈ N, on a∑
n≥k

S(n, k)xn =
xk

(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)
.

Preuve 2.2.9 Soit k ∈ N. En se servant de l'identité obtenue au théorème 2.2.2, on a∑
n≥k

S(n, k)xn =
+∞∑
n=0

S(n, k)xn,

=
+∞∑
n=0

{
1

k!

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
(k − i)n

}
xn,

=
+∞∑
n=0

k∑
i=0

1

k!
(−1)i

(
k

i

)
((k − i)x)n,

=
k∑
i=0

+∞∑
n=0

1

k!
(−1)i

(
k

i

)
((k − i)nx)n,

=
k∑
i=0

{
1

k!
(−1)i

(
k

i

) +∞∑
n=0

((k − i)x)n

}
,

=
k∑
i=0

(−1)i

i!(k − i)!
· 1

1− (k − i)x
,

=
k∑
i=0

(−1)k−i

i!(k − i)!
· 1

1− ix
.

Ainsi, la série
∑
n≥≥k

S(n, k)xn est une somme �nie de fonctions rationnelles ; c'est donc une

fonction rationnelle qui s'écrit (par réduction à un même dénominateur commun) sous la
forme, ∑

n≥k

s(n, k)xn =
Pk(x)

(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)
, (2.24)

où Pk est un polynôme de Q[x], de degré ≤ k. Mais puisque lorsque x est au voisinage de 0,
on a d'une part, ∑

n≥k

s(n, k)xn ∼0 S(k, k)xk = xk,

et d'autre part (grâce à 2.24 ), ∑
n≥k

s(n, k)xn ∼0 Pk(x),

il en résulte que Pk(x) ∼0 x
k. Ce qui entraîne, du fait que Pk est un polynôme de de degré

≤ k, que Pk(x) = xk. D'où l'identité recherchée,∑
n≥k

S(n, k)xn =
xk

(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)
.
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Le théorème est démontré.

Remarque 2.2.1 On peut aussi démontrer l'identité du théorème en partant de la décom-
position en éléments simples de la fonction rationnelle :

x 7→ xk

(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)
,

puis en utilisant l'identité du théorème 2.2.2.

2.2.9 Une troisième formule explicite pour les nombres de Stirling
de seconde espèce

Du théorème 2.2.4 résulte une nouvelle formule explicite assez importante pour les nombres
de Stirling de seconde espèce.

Corollaire 2.2.3 Pour tous n, k ∈ N, avec n ≥ k, on a

S(n, k) =
∑

r1,r2···rk∈N
r1+r2+···+rk=n−k

1r12r2 · · · krk . (2.25)

Preuve 2.2.10 Étant donné k ∈ N, on a

xk

(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)
= xk

(
1

1− x

)(
1

1− 2x

)
· · ·
(

1

1− kx

)
,

= xk
∑
r1∈N

xr1 .
∑
r2∈N

(2x)r2 · · ·
∑
rk∈N

(kx)rk ,

=
∑

r1,r2···rk∈N

1r12r2 · · · krkxr1+···+rk+k,

=
∑
n≥k

 ∑
r1,r2,··· ,rk∈N

r1+r2+···+rk+k=n

1r12r2 · · · krk

xn,

=
∑
n≥k

 ∑
r1,r2,··· ,rk∈N

r1+r2+···+rk=n−k

1r12r2 · · · krk

xn.

Cette dernière expression n'est qu'un développement en série entière de la fonction x 7→
xk

(1− x)(1− 2x) · · · (1− kx)
au voisinage de 0. Or un développement en série entière de la

même fonction au voisinage de 0 a déjà été donné par la formule du théorème 2.2.4. L'iden-
ti�cation des deux développements conclut (en vertu de l'unicité du développement en série
entière d'une fonction donnée) que l'on a pour tout entier n ≥ k,

S(n, k) =
∑

r1,r2,··· ,rk∈N
r1+r2+···+rk=n−k

1r12r2 · · · krk ,

qui est bien la formule recherchée. Le corollaire est démontré.
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Exemple 2.2.2 Calculons S(5, 3) en se servant de la formule 2.2.3. On a

S(5, 3) =
∑

r1,r2,r3∈N
r1+r2+r3=2

1r12r23r3 ,

= 102032 + 102131 + 102230 + 112031 + 112130 + 122030,

= 9 + 6 + 4 + 3 + 2 + 1,

= 25.

C'est bien le résultat qui �gure dans le triangle des nombres S(n, k).

2.2.10 Interprétation combinatoire des nombres de Stirling de se-
conde espace

Proposition 2.2.4 Pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ N∗, l'entier positif S(n, k) représente le
nombre de partitions d'un ensemble à n éléments en k groupes (non vides et deux à deux
disjoints). En d'autres termes, S(n, k) représente le nombre de relations d'équivalence sur un
ensemble à n éléments qui fournissent exactement k classes d'équivalence.

Preuve 2.2.11 L'énoncé de la proposition est trivial pour k = 0. Nous pouvons donc sup-
poser pour la suite que k ≥ 1. Pour tout (n, k) ∈ N∗2, notons provisoirement par P (n, k)
le nombre de partitions d'un ensemble à n éléments en k groupes (non vides et deux à deux
disjoints). Il s'agit alors de montrer que l'on a P (n, k) = S(n, k)(n; k ∈ N∗).
Pour ce faire, nous allons raisonner par récurrence sur n.
• Pour n = 1. On a par dé�nition : P (1; 1) = 1 et P (1; k) = 0 pour tout entier k ≥ 2 ; ce qui
montre que P (1; k) = S(1; k) (k ∈ N∗).
• Soit n ≥ 2 un entier. Supposons que l'on a P (n − 1, k) = S(n − 1, k) pour tout k ∈ N∗ et
montrons que l'on a aussi P (n, k) = S(n, k) pour tout k ∈ N∗).
Pour ce faire, nous allons exprimer (par le biais d'une analyse combinatoire)tout nombre
P (n, k) (k ∈ N∗) en fonction des nombres P (n− 1, l) (l ∈ N).
Soient k un entier strictement positif, N un ensemble à n éléments et x un élément �xé de N .
Soit aussi N

′
:= N \{x}, qui est un ensemble à (n−1) éléments. Pour partitionner l'ensemble

N en k groupes en se servant des partitions de l'ensemble N
′
, il y a deux et seulement deux

façons possibles (et complémentaires),
◦ Ou bien, on partitionne l'ensemble N

′
en ( k − 1 ) groupes et on considère le singleton

{x} comme le kme groupe de la partition voulue de N . On obtient ainsi P (n − 1, k − 1) de
telles partitions de N en k groupes.
◦ Ou bien, on partitionne l'ensemble N

′
en k groupes (donc P (n− 1, k) possibilités) et on

intègre l'élément x de N dans l'un de ces k groupes (donc k choix possibles pour x). Et l'on
obtient ainsi kP (n− 1, k) de telles partitions de N en k groupes.
Au total, on obtient donc P (n− 1, k − 1) + kP (n− 1, k) partitions de N en k groupes. D'ou

P (n, k) = P (n− 1, k − 1) + kP (n− 1, k).

D'après l'hypothése de récurrence, on a P (n − 1, k − 1) = S(n − 1, k − 1) etP (n − 1, k) =
S(n− 1, k), il en résulte que,

P (n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k) = S(n, k),
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(en vertu de la proposition 2.2.2).
Ceci achève cette démonstration.

Exemple 2.2.3 Calculons S(5, 4) en se servant uniquement du sens combinatoire des nombres
de Stirling de seconde espèce. Soit N l'ensemble à 5 éléments N := {a, b, c, d, e}. Les par-
titions de N en 4 groupes N1, N2, N3, N4 (tous non vides et deux à deux disjoints) sont les
suivantes,

℘1 : N1 = {a}, N2 = {b}, N3 = {c}, N4 = {d, e};
℘2 : N1 = {a}, N2 = {b}, N3 = {d}, N4 = {c, e};
℘3 : N1 = {a}, N2 = {b}, N3 = {e}, N4 = {c, d};
℘4 : N1 = {a}, N2 = {c}, N3 = {d}, N4 = {b, e};
℘5 : N1 = {a}, N2 = {c}, N3 = {e}, N4 = {b, d};
℘6 : N1 = {a}, N2 = {d}, N3 = {e}, N4 = {b, c};
℘7 : N1 = {b}, N2 = {c}, N3 = {d}, N4 = {a, e};
℘8 : N1 = {b}, N2 = {c}, N3 = {e}, N4 = {a, d};
℘9 : N1 = {b}, N2 = {d}, N3 = {e}, N4 = {a, c};
℘10 : N1 = {c}, N2 = {d}, N3 = {e}, N4 = {a, b};

(Noter que l'ordre des groupes Ni (1 ≤ i ≤ 4) n'est pas important).
Le nombre de partitions de N en 4 groupes est donc égale à 10 ; d'où

S(5, 4) = 10.

C'est bien le même résultat qui �gure dans le triangle des nombres S(n, k).
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Chapitre3
Une nouvelle généralisation des

nombres de Stirling de première

espèce

Introduction

Les nombres de Stirling de première espèce notés c(n, k) ou
[n
k

]
(voir, [27] ) qui ont

une interprétation combinatoire : pour n > 1 et k > 1 la quantité
[n
k

]
est le nombre de

permutations de [n] avec exactement k cycles, sont dé�nis comme on a vu dans le deuxième
chapitre, par les conditions initiales,

c(n, 0) = δn,0, c(0, k) = δk,0,

et la relation de récurrence

c(n, k) = c(n− 1, k − 1) + (n− 1)c(n− 1, k). (3.1)

Ils sont également considérés comme les coe�cients du produit suivant

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) =
n∑
k=0

c(n, k)xk. (3.2)

Si n ∈ N alors son q-analogue standard est,

[n]q = 1 + q + · · ·+ qn−1,

et son p, q-analogique standard est,

[n]p,q = pn−1 + pp−2q + · · ·+ qn−1,
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où [0]q = [0]p,q = 0.

On peut donc dé�nir les nombres q-Stirling (resp. nombres p, q-Stirling) de première espèce
cq[n, k] (resp. cp,q[n, k]) en utilisant un q-analogue (resp. p, q-analogue) de équation 3.1

cq[n, k] = cq[n− 1, k − 1] + [n− 1]qcq[n− 1, k], (3.3)

cp,q[n, k] = cp,q[n− 1, k − 1] + [n− 1]p,qcp,q[n− 1, k], (3.4)

où cq[0, k] = cp,q[0, k] = δ0,k.

Récemment,
Une extension naturelle du coe�cient bisnomiale est le coe�cient q- bisnomiale , qui

satisfait la récursivité suivante[n
k

](s)
q

=
s∑
j=0

q(n−1)j
[
n− 1

k − j

](s)
q

, (3.5)

et qui apparaissent comme les coe�cients du produit suivant

n−1∏
j=0

(1 + qjz + · · ·+ (qjz)s) =
∑
k>0

[n
k

](s)
q
zk. (3.6)

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à [4, 2, 9]

Dé�nition 3.0.1 Soit X = {x1, x2, · · · } un ensemble de variables dénombrable in�ni. La
fonction symétrique élémentaire de degré k en x1, x2, · · · , xn est dé�nie par

ek(n) := ek(x1, x2, · · · , xn) =
∑

16i1<i2<···<ik6n

xi1xi2 · · ·xik ,

où e0(n) = 1, ek(0) = δ0,k et ek(n) = 0 sauf si 0 6 k 6 n.

Alors pour n > 1 et k ∈ Z,

ek(n) = ek(n− 1) + xnek−1(n− 1). (3.7)

Pour plus de détails, voir par exemple [29, 39]

Les nombres de Stirling de premier espèce avec leurs analogues peuvent être exprimés comme
spécialisations de la fonction symétrique élémentaire

c(n, k) = en−k(1, 2, · · · , n− 1),

cq[n, k] = en−k([1]q, [2]q, · · · , [n− 1]q),

cp,q[n, k] = en−k([1]p,q, [2]p,q, · · · , [n− 1]p,q).
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Dans[4], Bazeniar et al. a proposé une nouvelle fonction symétrique pour interpréter les
coe�cients bisnomial et leurs analogues. Cette fonction est une généralisation de la fonction
symétrique élémentaire donnée comme suit,

E
(s)
k (n) := E

(s)
k (x1, · · · , xn) =

∑
α1+α2+···+αn=k
06α1,α2,···αn6s

xα1
1 x

α2
2 · · ·xαnn , (3.8)

où E(s)
0 (n) = 1, E

(s)
k (n) = 0 à moins que 0 6 k 6 sn, et satisfait la relation récurrente,

E
(s)
k (n) =

s∑
j=0

xjnE
(s)
k−j(n− 1). (3.9)

Si s > k alors E(s)
k (n)(x1, · · · , xn) est la fonction symétrique homogène complète.

Pour illustrer,
E

(2)
4 (3) = x21x

2
2 + x21x

2
3 + x21x2x3 + x1x

2
2x3 + x1x2x

2
3.

En utilisant cette fonction et cette relation 3.9, une simple induction prouve.

1. E(s)
k (1, 1, · · · , 1) =

(
n

k

)
s

,

2. E(s)
k (1, q, · · · , qn−1) =

[n
k

](s)
q
,

Les fonctions symétriques généralisées E(s)
k ne sont pas essentiellement un nouveau géné-

ralisation des fonctions symétriques élémentaires ek . Une dé�nition équivalente de ces fonc-
tions symétriques existent déjà dans l'article de Doly et Walker [16]avec un autre nom appelé
fonction symétrique complète modulaire. Fu et Mei [22] et Grinberg[25] ont indépendamment
introduit la fonction symétrique généralisation E(s)

k . Grinberg a appelé ces fonctions les fonc-
tions symétriques de Patrie tandis que Fu et Mei les appelaient des fonctions symétriques
homogènes tronquées.

3.1 Nombre de Stirling généralisé de première espèce

Dans cette partie, nous proposons une généralisation des nombres de Stirling de première
espèce en utilisant la fonction symétrique dé�nie dans 3.8, à laquelle on donne une récurrence
et une fonction génératrice ordinaire.

Dé�nition 3.1.1 Pour tout n ≥ 0 on note c(s)(n, k) les nombres de Stirling généralisés de
première espèce, qui sont donnés par les conditions initiales,

c(s)(n, 0) = δn,0, c
(s)(0, k) = δ0,k,

et la relation de récurrence,

c(s)(n, k) =
s∑
j=0

(n− 1)jc(s)(n− 1, k − s+ j), (3.10)

où c(s)(n, k) = 0 sauf si s 6 k 6 sn. Comparer cette dé�nition avec la fonction symétrique
élémentaire généralisée E(s)

k et la relation 3.9, on trouve une induction simple.
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Proposition 3.1.1 Pour n > 1 et s 6 k 6 sn,

c(s)(n, k) = E
(s)
sn−k(1, 2, · · · , n− 1). (3.11)

Ces nombres, comme pour les nombres de Stirling classique de première espèce, sont construits
à travers le premier triangle de Stirling, dit "le premier triangle s-Stirling".
Comme illustration de la relation de récurrence 3.10, nous établissons le premier 2-Stirling
Triangle.

n�k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1
1 0 0 1
2 0 0 1 1 1
3 0 0 4 6 7 3 1
4 0 0 36 66 85 54 25 6 1
5 0 0 576 1200 1660 1270 701 250 65 10 1

Table 3.1 � Le premier triangle 2-Stirling c(2)(n, k).

D'après la relation 3.10, nous montrerons ci-dessous que c(s)(n, k) est le coe�cient du k-ième
terme du produit suivant.

Théorème 3.1.1 On a,

n−1∏
j=0

(xs + jxs−1 + · · ·+ js−1x+ js) =
sn∑
k=0

c(s)(n, k)xk.

Preuve 3.1.1 En prenant n = 1, on a

xs = 0 + 0× x+ · · ·+ 0× xs−1 + 1× xs =
s∑

k=0

c(s)(1, k)xk.

Supposons que cette hypothèse soit vraie pour n. On montre qu'elle reste vraie pour n+ 1

n∏
j=0

(xs + jxs−1 + · · ·+ js−1x+ js) =
s∑
j=0

njxs−j
sn∑
k=0

c(s)(n, k)xk,

=

s(n+1)∑
k=0

[
s∑
j=0

njc(s)(n, k − s+ j)

]
xk,

=

s(n+1)∑
k=0

c(s)(n+ 1, k)xk.

Par conséquent, par hypothèse d'induction et relation 3.10 , la preuve est achevée.
Maintenant, nous sommes en mesure de donner le lien entre ces nombres et le nombre de
Stirling de première espèce.
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Théorème 3.1.2 On a,

c(s)(n, k) =
∑

j1+j2+···+js=k

[
s∏
r=1

c(n, jr)

]
a
∑s
r=1 rjr ,

où a = ei
2Π
s+1 .

Preuve 3.1.2 pour a = ei
2Π
s+1 , on voit que

1 + x+ · · ·+ xs =
s∏
r=1

(x− ar).

Donc d'après le théorème 3.1.1, on a

sn∑
k=0

c(s)(n, k)xk =
n−1∏
j=0

(xs + jxs−1 + · · ·+ js−1x+ js)

= xsn
n−1∏
j=0

(
1 +

(
j

x

)
+ · · ·+

(
j

x

)s−1
+ +

(
j

x

)s)

= xsn
n−1∏
j=0

s∏
r=1

(
j

x
− ar

)

=
s∏
r=1

n−1∏
j=0

(j − arx).

Il résulte de la relation 3.2 que,

sn∑
k=0

c(s)(n, k)xk =
s∏
r=1

n∑
k=0

c(n, k)(−arx)k

=
n∑

j1=0

c(n, j1)(−1)j1aj1xj1 × · · · ×
n∑

js=0

c(n, js)(−1)jsasjsxjs

=
sn∑
k=0

[ ∑
j1+j2+···+js=k

c(n, j1)× · · · × c(n, js)(−1)ka
∑s
r=1 rjr

]
xk

Par identi�cation, nous obtenons

c(s)(n, k) =
∑

j1+j2+···+js=k

s∏
r=1

c(n, jr)a
∑s
r=1 rjr .

3.2 Interprétations combinatoires

Les nombres de Stirling de première espèce comptent les permutations de [n] avec k cycles,
nous donnons dans cette section une interprétation similaire à celle du nombre de Stirling
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de première espèce. Ici, les maxima de cycle d'une permutation sont les nombres qui sont
les plus grands dans leurs cycles. Par exemple, si π = (1, 3, 5)(2, 6, 8)(7)(4, 9)(10) est une
permutation dans S10, alors les maximas de cycle sont 5, 7, 8, 9 et 10.

Dé�nition 3.2.1 Le s-uplet de permutation de Stirling généralisé de longueur n est un s-
tuple ordonné (π1, · · · , πs) avec π1, · · · , πs ∈ Sn pour lequel les deux conditions sont véri�ées.

1. Pour chaque j, 1 6 j 6 s − 1, le nombre de cycles dans πj est supérieur ou égal au
nombre de cycles dans πj+1.

2. Pour chaque j, 1 6 j 6 s− 1 , le maxima de cycle de πj+1 est inclus dans le maxima
de cycle de πj.

Exemple 3.2.1 Pour n = 3 et s = 2 , les possible permutations de Stirling généralisée des
paires (π1, π2) de longueur 3 sont,

(123, 123)− (123, 132)− (132, 123)− (132, 132)− ((1)(23), 123)− ((1)(23), 132)−

((13)(2), 123)− ((13)(2), 132)− ((12)(3), 123)− ((12)(3), 132)− ((1)(2)(3), 123)−
((1)(2)(3), 132)− ((12)(3), (12)(3))− ((13)(2), (13)(2))− ((1)(23), (1)(23))−

((13)(2), (12)(3))− ((12)(3), (13)(2))− ((1)(2)(3), (12)(3))− ((1)(2)(3), (13)(2))−
((1)(2)(3), (1)(23))− ((1)(2)(3), (1)(2)(3)).

Théorème 3.2.1 Pour n > 1 et s 6 k 6 sn. Le nombre de s-uplets de permutation
(π1, · · · , πS) de Stirling généralisés de longueur n ayant ensemble exactement k cycles est
c(s)(n, k).

Preuve 3.2.1 Soit p(s)(n, k) le nombre des s-uplets de permutations du Stirling généralisés
(π1, . . . , πs) de longueur n ayant ensemble exactement k cycles. Il est clair que,

p(s)(n, 0) = δn,0 et p(s)(0, k) = δ0,k,

donc en vertu de la relation (??) il su�t de montrer que si n > 0 et k > 0 alors,

p(s)(n, k) = p(s)(n− 1, k − s) +
s∑
j=1

(n− 1)jp(s)(n− 1, k − s+ j). (3.12)

Pour un s-uplets (π1, . . . , πs) de permutations du s-Stirling de longueur n, le 1 est un point �xe
dans πs si et seulement s'il s'agit d'un point �xe dans chaque πi ∈ {π1, . . . , πs−1}(condition
2 de la dé�nition ??). Les s-uplets (π1, . . . , πs) dans lequel le 1 est un point �xe dans chaque
πi ∈ {π1, . . . , πs} sont en bijection avec les s-uplets (σ1, . . . , σs) de longueur n − 1 ayant
ensemble exactement k− s cycles en supprimant le 1 de chaque permutation et en diminuant
toutes les autres entrées de 1, c'est le nombre p(s)(n− 1, k − s). Chaque s-uplets (π1, . . . , πs)
dans lequel le 1 est un point �xe uniquement dans πi ∈ {π1, . . . , πs−j} peut être construit
uniquement en choisissant s-uplet (σ1, . . . , σs) de longueur n− 1 ayant ensemble k − (s− j)
cycles, augmentant chaque entrée de chaque permutation de 1 et insérant le 1 comme point
�xe dans chaque permutation σi ∈ {σ1, . . . , σs−j} et comme nouvelle entrée dans chaque
permutation σi ∈ {σs−j+1, . . . , σs}. Il y a un une seule façon d'insérer le 1 comme point
�xe dans chaque permutation σi ∈ {σ1, . . . , σs−j}, et il existe (n − 1)j façons d'insérer le
1 comme nouvelle entrée dans chaque permutation σi ∈ {σs−j+1, . . . , σs}, c'est le nombre
(n− 1)jp(s)(n− 1, k − s+ j). Ainsi la relation (3.12) est véri�ée.
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Proposition 3.2.1 Nous avons,

1. c(s)(n, s) = [(n− 1)!]s = [c(n, 1)]s;

2. c(s)(n, s + 1) = [(n − 1)!]s−1c(n, 2) = [(n − 1)!]sHn−1 où Hn−1 est le (n − 1)-ième
Numéro d'harmonique ;

3. c(s)(n, sn) = 1;

4. c(s)(n, sn− 1) = c(n, n− 1) =

(
n

2

)
;

5. Pour n > 2,
sn∑
k=0

(−1)sn−kc(s)(n, k) = 0 si s impair ;

6.
[[n

1

]]
= n× c(2)(n, 2).

Preuve 3.2.2 1. Pour chaque permutation πi ∈ π1, . . . , πs. , il y a (n − 1)! façons de
permuter πi en un seul cycle. Ainsi, il y a

c(s)(n, s) = [(n− 1)!]s = [c(n, 1)]s

façons de permuter π1, . . . , πs ensemble en s cycles.

2. Il est facile de voir que π1 a exactement deux cycles et chaque πi ∈ π1, . . . , πs a un
cycle car π1, π2, . . . et πs ont ensemble exactement s + 1 cycles. Par conséquent, il
existe c(n, 2) façons de permuter π1 en deux cycles et (n − 1)! façons de permuter
chaque πi ∈ {π1, . . . , πs} en un cycle. Ainsi,

c(s)(n, s+ 1) = [(n− 1)!]s−1c(n, 2),

puisque c(n, 2) = (n− 1)!Hn−1 on obtient

c(s)(n, s+ 1) = [(n− 1)!]sHn−1

3. La preuve que c(s)(n, sn) = 1 est triviale puisque chaque πi ∈ π1, · · · , πs a exactement
n cycles.

4. Chaque πi ∈ {π1, . . . , πs−1} a n cycles et πs a n − 1 cycles car π1, π2, . . . et πs ont
ensemble exactement sn − 1 cycles. Par conséquent, par 3 il y a une seule façon de
permuter tous les πi ∈ π1, · · · , πs−1 ensemble en (s− 1)n cycles. Et il y a c(n, n− 1)
façons de permuter πs en n− 1 cycles. Ainsi,

c(s)(n, sn− 1) = c(n, n− 1) =

(
n

2

)
.

5. D'après le théorème 3.1.1, il n'est pas di�cile d'avoir

sn∑
k=0

(−1)sn−kc(s)(n, k)xk = xs
n−1∏
j=1

(xs − jxs−1 + · · ·+ (−1)sjs).
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Par conséquent, pour n ≥ 2 , en �xant x = 1 et s impair dans l'équation précédente,
on obtient

sn∑
k=0

(−1)sn−kc(s)(n, k) = 1×
n−1∏
j=1

(1− j + · · ·+ (−1)sjs)

= 0×
n−1∏
j=2

(1− j + · · ·+ (−1)sjs)

= 0.

6. En remplaçant s = 2 dans (1) on obtient,

c(2)(n, 2) = [(n− 1)!]2.

D'autre part, à partir des relations ?? et ??, nous pouvons voir que[[n
1

]]
= n!(n− 1)! = n[(n− 1)!]

Ainsi, [[n
1

]]
= n× c(2)(n, 2)

La relation entre les nombres de Stirling généralisés pour s = 2 et le Les nombres de
Legendre-Stirling sont donnés par la proposition suivante.

Proposition 3.2.2 Le nombre de paires de permutations Legendre-Stirling (σ1, σ2) de la
longueur n est exactement le nombre de paires de permutations de Stirling généralisées (π1, π2)
de longueur n,

2n∑
k=0

c(2)(n, k) =
n∑
k=0

[[n
k

]]
.

Preuve 3.2.3 D'après la relation ?? , on a

n∑
k=0

[[n
k

]]
xk =

n−1∏
j=0

(x+ j(j + 1)), (3.13)

et en prenant s = 2 dans le théorème 3.1.1, on obtient

2n∑
k=0

c(2)(n, k) =
n−1∏
j=0

(x2 + jx+ j2) =
n−1∏
j=0

(x2 + j(j + x)). (3.14)

Par conséquent, en �xant x = 1 dans les relations 3.13 et 3.14 nous obtenons

2n∑
k=0

c(2)(n, k) =
n∑
k=0

[[n
k

]]
.
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3.3 Analogues des nombres de Stirling généralisés

Maintenant, nous sommes en mesure de proposer une dé�nition des analogues de la généra-
lisation de nombre de Stirling de première espèce.

Dé�nition 3.3.1 Pour tout n > 0 on écrit c(s)q [n, k] (resp.c(s)p,q[n, k] pour désigner les nombres
q-Stirling généralisés (resp. nombres p, q-Stirling) de première espèce, qui sont donnés par
les conditions initiales,

c(s)q [n, 0] = c(s)p,q[n, 0] = δn,0, c(s)q [0, k] = c(s)p,q[0, k] = δ0,k.

et les relations de récurrence,

c(s)q [n, k] =
s∑
j=0

[n− 1]jqc
(s)
q [n− 1, k − s+ j], (3.15)

c(s)p,q[n, k] =
s∑
j=0

[n− 1]jp,qc
(s)
p,q[n− 1, k − s+ j], (3.16)

où c(s)q [n, k] = c(s)p,q[n, k] = 0 sauf si s 6 k 6 sn.

Ces nombres, comme les nombres de Stirling généralisés de première espèce, sont construits à
travers le premier triangle s-Stirling, connu sous le nom de � q-analogue (resp. p, q-analogue)
de première triangle s-Stirling �. Comme illustration de la relation de récurrence 3.15, nous
établissons le q-analogue du premier triangle 2-Stirling.

n�k 0 1 2 3 4 5 6
0 1
1 0 0 1
2 0 0 1 1 1
3 0 0 1 + 2q + q2 2 + 3q + q2 3 + 3q + q2 2 + q 1

Table 3.2 � Le q-analogue du premier triangle 2-Stirling.

De même pour la relation de récurrence 3.16 , nous établissons le p, q-analogue du premier
2-Triangle de Stirling.

n�k 0 1 2 3 4
0 1
1 0 0 1
2 0 0 1 1 1
3 0 0 p2 + 2pq + q2 p2 + 2pq + q2 + p+ q p2 + 2pq + q2 + p+ q + 1

Table 3.3 � Le p, q-analogue du premier triangle 2-Stirling.

Comparant la dé�nition 3.3.1 avec la fonction symétrique élémentaire généralisée E(s)
k (n) et

la relation 3.15 (resp. 3.16) et par une induction simple on aura la proposition suivante.
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Proposition 3.3.1 Pour n > 1 et s 6 k 6 sn,

c(s)q [n, k] = E
(s)
sn−k ([1]q, [2]q, · · · , [n− 1]q) , (3.17)

c(s)p,q[n, k] = E
(s)
sn−k ([1]p,q, [2]p,q, · · · , [n− 1]p,q) . (3.18)

Remarque 3.3.1 Le nombre q-Stirling généralisé (resp.p, q-Stirling) de première espèce c(s)q [n, k]

(resp. c(s)p,q[n, k] est dé�ni comme étant la somme des produits possibles

(
n− 1

sn− k

)
s

, chaque

facteur apparaît au plus s fois dans un produit di�érent, ce qui peut être formé à partir
des premiers (n − 1) q-nombres naturels [1]q, [2]q, · · · , [n − 1]q (resp.,p, q-nombres naturels
[1]p,q, [2]p,q, ..., [n− 1]p,q).
Pour illustrer,

c(2)q [3, 2] = [1]2q[2]2q; c(2)q [3, 3] = [1]2q[2]q + [1]q[2]2q;

c(2)q [3, 4] = [1]2q + [2]2q + [1]q[2]q; c(2)q [3, 5] = [1]q + [2]q; c(2)q [3, 6] = 1.

De plus, les résultats suivants apparaissent comme des analogues naturels du théorème 3.1.1.

Théorème 3.3.1 On a,

n−1∏
j=0

(xs + [j]qx
s−1 + · · ·+ [j]s−1q x+ [j]sq) =

sn∑
k=0

c(s)q [n, s]xk,

n−1∏
j=0

(xs + [j]p,qx
s−1 + · · ·+ [j]s−1p,q x+ [j]sp,q) =

sn∑
k=0

c(s)p,q[n, s]x
k.

Preuve 3.3.1 D'après les relations 3.17 et 3.18 données dans la proposition 3.3.1, on utilise
la même méthode de la preuve proposée dans le théorème 3.1.1.
La méthode de preuve utilisée dans le théorème 3.1.2 peut être appliquer à leurs analogues.

Théorème 3.3.2

c(s)q [n, k] =
∑

j1+j2+···+js=k

[
s∏
r=1

cq[n, jr]

]
a
∑s
r=1 rjr ,

c(s)p,q[n, k] =
∑

j1+j2+···+js=k

[
s∏
r=1

cp,q[n, jr]

]
a
∑s
r=1 rjr ,

où a = ei
2π
s+1 .
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3.4 Interprétation combinatoire du nombre q-Stirling

généralisé

Les nombres q-Stirling de première espèce cq(n, k) sont introduits par Gould [24], et interpré-
tée comme fonction génératrice de la statistique d'inversion sur les cycles des permutations
par Gessel [23]. En utilisant la même statistique, nous donnons dans cette section l'interpréta-
tion combinatoire et quelques identités pour les analogues des nombres de Stirling généralisés
de première espèce.
Nous savons que les minimas de cycle d'une permutation données sont les nombres qui sont
les plus petits dans leurs cycles. Par exemple, si π = (1, 3, 5)(2, 6, 8)(7)(4, 9) est une permu-
tation dans S9, écrite en notation de cycle, alors ses minimas de cycle sont 1, 2, 4 et 7.

Pour π = p1 . . . pn ∈ Gn le nombre d'inversions est inv(π) = {(i, j) : i < j et pi > pj} où Gn est
le groupe de permutations sur n éléments. La statistique d'inversion dans l'histoire remonte
aux travaux de Cramer (1750),B Lezout (1764) et Laplace (1772). Voir la discussion
dans [ [28], page 92]. Netto a énuméré les éléments du groupe symétrique par la statistique
d'inversion en 1901 [[28], Chapitre 4, Sections 54 et 57], et en 1916 MacMahon [[34], page
318] a donné le développement q-factoriel∑

π∈%n

qinv(π) = [n]q!.

Maintenant, avant de donner la formule de q-Stirling généralisé. Procédant en premier lieu, à
un arrangement dont les quelles les cycles de chaque permutation πi donnée dans la dé�nition
??, seront organisés dans l'ordre croissant de gauche à droite selon les minimas de chaque
cycle. En deuxième lieu, après avoir supprimé les parenthèses des cycles, on considère tous les
cycles de chaque πi ∈ (π1, . . . , πs) comme un seul cycle et on note ces nouvelles permutations
par π(≤,c)

i .

Exemple 3.4.1 Pour la permutation π = (1, 3, 5)(2, 6, 8)(7)(4, 9) on a π(≤,c) = 135268497.

Dé�nition 3.4.1 Soit ~s(n,m) l'ensemble de toutes les permutations s-uplets de type
(
π
(≤,c)
1 , · · · , π(≤,c)

s

)
associé à toutes les permutations de Stirling généralisées s-tuples (π1, · · · , πs) de longueur n
ayant ensemble exactement m cycles.

Théorème 3.4.1 Pour n ≥ 1 et tout k avec s ≤ k ≤ sn. Le nombre généralisé du q-Stirling
de première espèce c(s)q [n, k] est donné par

c(s)q [n, k] =
∑

(
π

(≤,c)
1 ,··· ,π(≤,c)

s

)
∈~s(n,k)

q
∑s
t=1 inv

(
π

(≤,c)
t

)
,

où la somme est sur toutes les permutations s-tuples
(
π
(≤,c)
1 , · · · , π(≤,c)

s

)
associée avec toutes

les permutations de Stirling généralisées s-uplets (π1, ..., πs) de longueur n ayant ensemble
exactement k cycles.
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Preuve 3.4.1 En vertu de la relation (??) il su�t de montrer que si n > 0 etk ≥ s alors

∑
(
π

(≤,c)
1 ,...,π

(≤,c)
s

)
∈Q(n,k)

q
∑s
i=1 inv

(
π

(≤,c)
i

)
= c(s)q [n− 1, k − s] +

s∑
j=1

[n− 1]jqc
(s)
q [n− 1, k − s+ j].

Pour ce faire, notons d'abord que par la condition 2 de la dé�nition ??, si (π1, . . . , πs) est
une permutation généralisée des s-tuples du Stirling de longueur n alors, n est un point �xe
dans πs ssi il est un point �xe dans πi ∈ {π1, . . . , πs−1}. Les s-tuples (π1, . . . , πs) dont lequel
n est un point �xe dans chaque πi ∈ {π1, . . . , πs}, sont en bijection avec s-tuples (σ1, . . . , σs)
de longueur n − 1 qui ont simultanément k − s cycles, cela se fait en supprimant n de

chaque permutation. Donc, par la dé�nition ?? les s-tuples
(
π
(≤,c)
1 , . . . , π(≤,c)

s

)
de longueur n

sont aussi en bijection avec
(
σ
(≤,c)
1 , . . . , σ(≤,c)

s

)
de longueur n − 1 ce qui conclure le nombre

c(s)q [n−1, k−s]. Chaque s-tuple (π1, . . . , πs) dont lequel n est un point �xe seulement dans πi ∈
{π1, . . . , πs−j} peut être construit uniquement en choisissant s-tuple (σ1, . . . , σs) de longueur
n − 1 qui ont simultanément k − (s − j) cycles, se faisait par l'insertion du n comme point
�xe dans chaque permutation σi ∈ {σ1, . . . , σs−j} et comme une nouvelle entrée dans σi ∈
{σs−j+1, . . . , σs}. On compte c(s)(n−1, k−s+ j) s-tuples (σ1, . . . , σs) et donc on déterminera(
σ
(≤,c)
1 , . . . , σ(≤,c)

s

)
s-tuples (σ1, . . . , σs) par c

(s)
q [n−1, k−s+j], par ailleurs il existe une seule

façon d'insérer n comme point �xe dans chaque σi ∈ {σ1, . . . , σs−j} cela implique le poids

total de n dans
(
σ
(≤,c)
1 , . . . , σ

(≤,c)
s−j

)
est q

s−j times︷ ︸︸ ︷
0 + · · ·+ 0 = 1, ensuite il y a aussi (n − 1)j façon

d'insérer n comme une nouvelle entrée dans σi ∈ {σs−j+1, . . . , σs}, cela implique le poids total

de n dans σ(≤,c)
i ∈

{
σ
(≤,c)
s−j+1, . . . , σ

(≤,c)
s

}
est 1 + q + · · · + qn−2 = [n− 1]q. Le nombre total de

toutes les permutations
(
σ
(≤,c)
s−j+1, . . . , σ

(≤,c)
s

)
est [n− 1]jq. On résume que la relation (??) est

construite.

Exemple 3.4.2 De l'exemple 3.2.1, les paires de permutations de Stirling généralisées (π1, π2)
de longueur 3 ayant ensemble trois cycles sont

((1)(23), 123)− ((1)(23), 132)− ((13)(2), 123)− ((13)(2), 132)− ((12)(3), 123)− ((12)(3), 132).

Alors les paires de permutation
(
π
(≤,c)
1 , π

(≤,c)
2

)
sont,

(123, 123)− (123, 132)− (132, 123)− (132, 132)− (123, 123)− (123, 132).

Ainsi,
En �xant s = 1, on obtient immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 3.4.1 [23]
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Les nombres q-Stirling de première espèce cq[n, k] sont donnés par,

cq[n, k] =
∑

π(≤,c)∈~(n,k)

qinv(π
(≤,c)), (3.19)

où la somme est sur toutes les permutations π(≤,c) associées à π de longueur n ayant exacte-
ment k cycles.

Le p, q-analogue des nombres de Stirling généralisés de première espèce c(s)p,q[n, k] ont l'inter-
prétation combinatoire suivante.

Théorème 3.4.2 Pour n ≥ r et tout k avec sr ≤ k ≤ sn. Le p, q-analogue du nombre de
Stirling généralisé de première espècee c(s)p,q[n, k] est donné par,

c(s)p,q[n, k] =
∑

(
π

(≤,c)
1 ,··· ,π(≤,c)

s

)
∈~s(n,k)

p
∑s
i=1 coinv

′
(
π

(≤,c)
i

)
q
∑s
i=1 inv

(
π

(≤,c)
i

)
, (3.20)

où coinv′
(
π(≤,c)) = coinv

(
π(≤,c))− (n− 1).

Preuve 3.4.2 Approche et arguments similaires donnés dans la preuve du théorème 3.4.1.

Exemple 3.4.3 Pour les paires de permutations,

((1)(23), 123)− ((1)(23), 132)− ((13)(2), 123)− ((13)(2), 132)− ((12)(3), 123)− ((12)(3)132)

de
(
π
(≤,c)
1 , π

(≤,c)
2

)
donné dans l'exemple 3.2.1, on a

c(2)p,q = pcoinv
′(123)+coinv′(123)qinv(123)+inv(123) + pcoinv

′(123)+coinv′(132)qinv(123)+inv(132)

+pcoinv
′(132)+coinv′(123)qinv(132)+inv(123) + pcoinv

′(132)+coinv′(132)qinv(132)+inv(132)

+pcoinv
′(123)+coinv′(123)qinv(123)+inv(123) + pcoinv

′(123)+coinv′(132)qinv(123)+inv(132)

= p2 + q2 + 2pq + p+ q.

Semblable à la proposition 3.2.1 , il est facile de voir à partir du théorème 3.4.1, du théorème
3.4.2 et Théorème 3.3.1 que les analogues des nombres de Stirling généralisés satisfont à la
identités suivantes.

Proposition 3.4.1 on a,

(i) c(s)q [n, s] = [[n− 1]q!]
s = [cq[n, 1]]s,

(ii) c(s)p,q[n, s] = [[n− 1]p,q!]
s = [cp,q[n, 1]]s,

(iii) c(s)q [n, sn] = c(s)p,q[n, sn] = 1,

(iv) Pour n ≥ 2 ,
sn∑
k=0

(−1)sn−kc(s)q [n, k] = 0 si s impair.
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Conclusion généréle

Dans ce travail nous avons étudient une nouvelle généralisation des nombres de stir-
ling de première espèce en utilisant les fonctions symétrique élémentaires. Comme pre-
mier résultat, on a présenté une extension des nombres de stirling de première espèce et
leurs analogues. De plus, on a pu determiner une un relation de récurrence c(s)(n, k) =
s∑
j=0

(n − 1)jc(s)(n − 1, k − s + j). On a, de même, utilisé la fonctions symétriques élémen-

taires généralisée E(s)
k pour interpreter les nombres de stirling généralisés de première espèce

c(s)(n, k) ainsi leurs interprétations comminatoires. En �n, les analogues des nombres de stir-
ling généralisés de première espèce ont été abordés.

Parmi les questions et les travaux qui peuvent être présentés comme des perspectives
et qu'on souhaite les abordés dans l'avenir on y trouve :

I établir le même travail pour les nombres de stirling de deuxième espèce.
I Peut- on établir une généralisation de la fonctions symétriques complètes, comme on a fait
pour l'élémentaire ?
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