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RESUME

Dans ce travail, nous étudions une généralisation des nombres de Stirling de pre-
miére espéce (versions classiques et analogues) 1ié a une extension de la fonction symé-

trique élémentaire. Ces nombres apparaissent comme les coefficients de 2 dans Pexpression
n—1

H(ws + 2%t oo 4 552 + 5%). Le tableau formé par ces coefficients peuvent étre vus
=0

(Jjomme une généralisation naturelle du premier triangle de Stirling. Nous donnons également
une interprétation combinatoire des nombres de Stirling généralisés des s-uplets de permuta-
tions de [n] avec k cycles. les statistiques d’inversion on été utilisés pour établir comme cas
particulier les analogues du Stirling généralisé de premiére espéce. De plus, des lies entre les
nombres de Legendre-Stirling et les nombres de Stirling généralisés de premiére espéce sont
proposés.

ABSTRACT

In the present work, we study a generalization of the Stirling numbers of the first

kind (classical and analogous versions) linked to an extension of the elementary symmetric
n—1

function. These numbers appear as the coefficients of z* in the expressionH(ms+jxs_l +-- -+

j=0
§°tw + 7%). The table formed by these coefficients can be seen as a natural generalization of
Stirling’s first triangle. We also give a combinatorial interpretation of the generalized Stirling
numbers of s-uplets of permutations of [n] with & cycles. The inversion statistics have been
used to establish as a special case the analogues of the generalized Stirling of the first kind.
Moreover, links between Legendre-Stirling numbers and generalized Stirling numbers of the
first kind are proposed.



S

emeraeme

(e — (VJ

u non du Dieu le miséricordieux par essence et par excellence
C,Z ey Nous adressons notre profond remerciement tout d” abord notre encadreur Abdelghafour

; &L Bazeniar Pour sa patience, et surtout pour sa confiance, ses remarques et ses conseile, sa
disponibilité et sa bienveillance.

Nous exprimons notre profonde reconnaissance a Monsieur Halim Yacine , Maitre de

conférence a ['université de Mila, pour avoir accepté de présider le jury de mémoire et pour
son aide précieuse.

Nous adressons, également, nos remerciements chaleureux d Monsieur Ibrahim Boufel-
gha, Maitre assistant a ['université de Mila, qui a bien voulu prendre la responsabilité
d’évaluer ce travail, qu’il soit vivement remercié.

Nous voudrions également remercier tout le personnel de linstitut de sciences et de la
technologie.

Enfin ,nous remercions toutes personnes qu’ont contribué de prés ou de lois a ['ache-
vement de ce travail.

MERCI POUR TOUT



Sl =)

Dédicace

e — )

ma cheére mere,

- “Tu m’as donnée la viela tendresse et courage pour réussirIout ce que je preux t’
offris ne pourra exprimer [ amour etla reconnaissance que je te porte. En témoignage,je
t ‘offre ce modeste travail pour te remercier pour tes sacrifices et pour ['affection dont tu m’
as toujours entourée.”

A mon cher pére

A mon cher mari
A mes freres :

Hicham, Tito,Yaakoub

A mes soeurs :

Ritadj, Zina, Souzi, Zinab

A ma famille
A mon encadreur :
Abdelghafour Bazenair

A mes amis(es) :

Meriam, Khawla, Imane,Sarra, Lidya, Hadjer, Nada, Marihane, Amina, Wiam
.... la liste est tréslony.

Et d tous les gens qui m’ ont aidédans ma vie

Je dédie ce mémoire

AMAL



S =)

Dédicace

e — )

Tout d’abord, et tout d’abord, je voudrais remercier la personne la plus chére pour mon
caeur, ma deuxiéme meére, ma tante bien-aimée, ZaHia, que Diew ait pitié d'elle, et de sa
maison spacieuse, qui a pris dans mon ceur la place de peére, mére, seeur et amie Cétait le

" fondement sur lequel je me suis appuyé tout au long de mes années scolaires jusqu’d ce que
Jje sois arrivé awjourd hui a ['étape la plus importante de ma vie, que je souhaitais étre avec
moi et voir sa joie en moi vous dédier tous les mots de remerciement et d ‘amour, mes mots
ne peuvent pas vous décrire, Tante

ma meére
Pour leur patience, leur amour, leur soutien, leur fatigue et leurs encouragements

Mon cher oncle Al Fatimi et tante Amel
A mes freres :

Abdanoure, Mourad, Hichem, Amine et Meroin
A mes soeurs :

Yasmine, Sanaa

A mes amis(es) :

Tout d’abord,je remercie ma collégue Amel ,avec qui elle a partagé ce travail Ma-
rihane, Rayane Amina,Karima,imane, Chaima,Sabrina, Manel, Amira... et toutes
les copines de [*école

Et a mon Encadreur :

Abdelghafour Bazenair

Je dédie ce mémoire

SARRA



Table des matiéres

[Abréviations et notationsl 10
LIntroduction Généralel 11
1___Notions de basel 13
UIntroduction| 13
(.1 Les Séries Génératrices | . . . . . . . . . . .o 13
(1.2 Partages| . . . . . . . . . 15
(L3 Permutationl . . . . . . . . . . L e 16
[L3.1  Ordres| . . . . . . e 17

(1.3.2 Cycles|. . . . . . . . . 17

[1.3.3  Groupe symétrique |[. . . . . . . . ... Lo 18

(1.3.4  Transpositions | . . . . . . . . . . . .. e 18

[1.3.5 Signature et Inversion| . . . . . .. ... ... 0 Lo 19

(1.4 Diagramme de Ferrer| . . . . . . . . . ..o 19
(1.5 Tableau de Young | . . . . . . . . . . .. 21
(1.6  Coefficients binomiaux| . . . . . . .. ... .. oL Lo 22
[.6.1 Formule du binéme de newtonl . . . . . . . .. .. ... ... ... 23

(L7 Les coefficients bi"nomiaux|. . . . . . .. . .. . Lo 23
[L.7.1 Interprétation combinatoire | . . . . . . . . . . ... ... ... ... 24

[1.7.2  Les coeflicients g-bi’nomiaux | . . . . . .. . . .. .. ... ... .... 25




TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

(1.8 Fonction Symétriquel . . . . . . . ... 26
[1.8.1 FEchanges de deux variables| . . . .. .. ... .. ... .......... 26
[1.8.2 Echanges de variables consécutives| . . . . . ... ... ... ... ... 26
[1.8.3 Echanges avec une variable fixée|. . . . . . ... ... ... ... ... 26
(.84 Critéere minimall . . . . . . . . ... 27
[1.8.0  Symétrisation| . . . . . . . ... 27
[1.8.6  Fonction symétriques élémentaires|. . . . . . . . . .. ... ... 27
[1.8.7 Fonctions symétriques completes | . . . . . . ... .. ... 30

2 Nombres de stirling] 35
UIntroduction| 35

[2.1 Nombre de stirling de premiere especel . . . . . . . . . . .. ... ... ... 35
2.1.1 Relations de récurrencel] . . . . . .. ... o000 36
[2.1.2  Le triangle des nombres de stirling de premiére espeéce|. . . . . . . . .. 37
[2.1.3  Fonction génératrice| . . . . . . . . ..o 39
[2.1.4  Formules explicites| . . . . . . . . . ... o 40
[2.1.5 Interprétation combinatoire| . . . . . . . . . ... ... 41

[2.2  Nombre de stirling de deuxieme espece| . . . . . . . . . . ... .. ... .... 42
2.2.1 Relation de récurrencel . . . . . . . .. ... Lo 44
[2.2.2  Le triangle des nombres de Stirling de seconde espéce| . . . . . . . . .. 45
[2.2.3  Une relation liant entre les nombres de Stirling des deux espéces| . . . . 45
[2.2.4  Une formule explicite pour les nombres de Stirling de seconde espece| . 46
[2.2.5 La série génératrice exponentielle des nombres de Stirling de seconde |

ESPECE| . . . L e 48

P.2.6

Une deuxiéme formule explicite pour les nombres de Stirling de seconde |

ESPECE| . . . L 49

P27

Une majoration et un équivalent simple pour les nombres de Stirling |

de seconde espéce| . . . ... e e 50

P28

La série génératrice ordinaire des nombres de Stirling de seconde espece| 51




[2.2.9  Une troisieme formule explicite pour les nombres de Stirling de seconde

ESPECE| . . . e e e e e e e e e e e e 53

[2.2.10 Interprétation combinatoire des nombres de Stirling de seconde espace | 54

[3 Une nouvelle généralisation des nombres de Stirling de premiére espéce| 56

UIntroduction| 56
[3.1 Nombre de Stirling généralisé de premiére especel. . . . . . . . .. .. ... .. 58
(3.2 Interprétations combinatoires| . . . . . . . ... . oo 60
[3.3  Analogues des nombres de Stirling généralisés| . . . . . . ... ... 000 64

[3.4 Interprétation combinatoire du nombre g-Stirling généralisé|. . . . . . . . . .. 66




Liste des tableaux

(1.1 ‘Tableau de Young standard.| . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..... 21
(1.2 Tableau de Young semi-standard.| . . . . . .. .. ... ... ... ....... 21
1.3 Trianglede Pascal| . . . ... ... ... ... ... ... . . 000, 22
1.4 Le 2—triangle de Pascal (Z) O 24
2
3.1 Le premier triangle 2-Stirling ¢ (n, k). | . . .. .. ... ... ... ... ... 59
[3.2 Le g-analogue du premier triangle 2-Stirling.| . . . . . . . ... ... 0. 64
[3.3 Le p, g-analogue du premier triangle 2-Stirling.| . . . . . . . . ... 64




Table des figures

(1.1 Cyclesde a.| . . . . . . e 17
1.2 Teseuleorbitesdea | . . . . . . . . 18
1.3 Diagramme de Ferrer pour = (8,6,5,5, 1,1, 1), . . . . ... ... ... ... .. 20
1.4 Diagramme de Ferrers pour A= (54,2, 1).[ . . . . .. ... ... ... .. ... 20
1.5 Diagramme de Ferrers conjugué pour = (4,3,2,2, 1) ... ... ... ... .. 20




Abréviations et notations

Les notations suivantes seront utilisées dans toute la thése :

N Ensemble des nombres naturel.

R Ensemble des nombres réels.

7 Ensemble des entiers .

d;,; delta de kronecker égal a 1 si i = j et O sinon.

2" factorielle :x(z +1)--- (x +n —1) pourn € Net 2° = 1.

2" factorielle :x(x — 1) --- (x —n + 1) pour n € N et 2° = 1.
n!

coefficient binomial Tl =T

les nombres de stirling de premiére espéce.

} les nombres de stirling de seconde espéce.

> I I Sx 3

) le coefficient bi°nomial

(5)
] le coefficient ¢ — bi*nomial
q

[ — N1

[ —
L—

ZH les nombres de legendre-stirling de premiére espéce

10



Introduction Générale

Le but de notre travail sera de mettre au point des techniques basées sur, la théorie
combinatoire énumérative et la théorie des fonctions symétriques pour comprendre et donner
une interpretation combinatoire aux suites numériques, plus précisément aux celles qui sont
engendrées par la fonction élémentaire symétrique généralisée. Cette fonction, sous certains
conditions, génére des nombres qui généralisent les nombre de Stirling de premiére espéce.

Les nombres de stirling de premiére et deuxiéme espéce sont introduisés par James
Stirling dans son ouvrage Methodus Differentialis. Ces nombres, sous différentes appellations
intéressent plusieurs mathématiciens dans le 18™¢ et 19™¢ siécles. Ch. Jordan, donne une
présentation approfondie de ces nombres dans son ouvrage sur les différences finies. Lagrange
s’intéresse aux relations de récurrence et aux propriétés théoriques des nombres de stirling
de premiére espéce. Ensuite, Laplace et A. Cayley fournissent plusieurs approximations de
ces nombres. A. Cauchy, N. Nielsen et d’autres étudiérent plus profondément les nombres
des deux espéces.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on fait rappel sur quelques définitions et notions de bases
qui seront utilisées toute au long de ce travail. On introduit quelques définitions et proprié-
tés concernant le partage, les permutations et les fonctions génératrices. On présente aussi
les coefficients binomiaux, bi*nomiaux et leurs interprétations combinatoires. Les fonctions
symétriques seront abordés.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne une vue d’ensemble sur les nombres de Stirling de
premiére espéce c(n, k) et les nombres de Stirling de deuxiéme espéce S(n, k), avec certaines
propriétés, ainsi leurs fonctions génératrices et leurs relations de récurrences. En termine ce
chapitre par donner des interprétations combinatoires pour ces nombres.

Le dernier chapitre est consacré aux nombres de Stirling généralisés de premiére es-
péce et leurs analogues. Plus précisément, on donne une définition récursive et la fonction
génératrice ordinaire des nombres de Stirling généralisés de premiére espéce, que nous inter-
prétons comme une spécialisation de la fonction symétrique donnée par la relation [3.8] Par

11



introduction générale introduction générale

la suite, on établisse des identités qui liés ces nombres aux nombres de Stirling classiques
de premiére espéce. De méme, on donne une interprétation combinatoire de ¢(*) (n, k) comme
étant le nombre de s-uples permutations de [n| ayant ensemble k cycles. Une connexion entre

2 (n, k) et le nombre de Legendre-Stirling de premiére espéce HnH et certaines identités

k
seront établis. A la fin de ce chapitre, on parle de certaines résultats pour les analogues des

nombres de Stirling généralisés de premiére espéce.

12



Chapitre

Notions de base

Introduction

ans ce chapitre, on présente un panorama des concepts et des notions primordiales pour

la suite de ce mémoire. On commence par présenter des familles d’objets combinatoires
tels, Partage, Permutation et tableaux etc. En citons quelques exemples explicatifs pour
chaque notion. Ensuite, on aborde une vue d’ensembles sur les coefficients binomiaux et
bi*nomiaux et leurs interpretation combinatoire. On présente dans la derniére section la
théorie de la fonction symétrique en tant que une série formelle invariante sous toutes les
permutations possible. Les fonctions symétriques monomials, élémentaires, compléte et de
puissance serons abordés.

1.1 Les Séries Génératrices

On associé une série génératrice qui contient tout 'information concernant I’énumération des
partages de la famille,
e Pour tous les partages on a,

S(z) = Zp(n)z”
n=0
e Part dans k,

e Part distinctes ,

e Part distinctes dans k,
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Théoréme 1.1.1 [Euler] Pour K C N | on a les fonctions génératrices,

52 =T =

keK
Ska(z) = [J(1+2%).
keK
Preuve 1.1.1 Soit K = {ky, ko, ...} alors,

1
H = (142 422 ) (L2222 ),

1— 2k
_ niky jnaks
= E Zmk gn2k2

> ni<oo
= Zpk(n)z".
n>0

Ici les 2™* signifie qu’on a pris n; fois une part de taille k;.
On montre la seconde formule de fagon similaire. Dans le développement du produit H (1+

keK
zk), on prend z* dans le facteur 1 + 2 si la part k apparait dans le partage, sinon on prend
le 1. On a donc au plus une part de chacune des tailles qui apparait dans K.

Exemple 1.1.1 En comparant [’énumération des partages en parts impaires et l’énumeération
des partages en parts distinctes, on constate que pour les premiéres valeurs

Sa(1) = S;(1) = {1}.

Ceci peut se prouver par le calcul formel sur les série génératrices,

Zpd(n)z” =(14+2)(1+ )1+ 2%

() () ()

_ (=229
(1—2)(1 —1z2)(1 ).

T 1-1-21 -2
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Pour plus de détails vior[33]

1.2 Partages

Définition 1.2.1 [73/ Soit n > 1 un entier. Une partition de n est une décomposition de n
en somme d’entiers naturels non nuls appelés parts.

Définition 1.2.2 [Z])] Soit n un entier positif, une partition de n est une suite non croissante
des entiers positifs A1, Ao, ..., \p, dont la somme est n, écrit sous la forme suivante,

AL > Ay > >N > 1
k
i=1

On plus, on peut donner quelques notatons,

e \(n) : désigne le nombre de partition de l’entier n .

e [(N\) :lalonguer de la partition \.

e A\ n :dire que A est un partage de n .

e P(n) :l’ensemble de partitions de n,

e P(n,k) :le nombre de partitions de n avec exactement k parts (autre Py(n) ),

Exemple 1.2.1 — L’ensemble de partitions de l’entier 4 est,
p(4) = {4,31,22,211, 1111}, p(5) = {5,41,32,311,221,2111, 11111}.
— Le nombre de partitions de l'entier 5 avec exactement 2 parts,
p(4,2) =2, p(4,3) =1, p(5,1) = p(5,5) = 1, p(5,2) = 2.

Remarque 1.2.1 Pour toute partition X = (A1, Ao, ..., \x) de n correspond, de fagon bijec-
tive, une suite (my, ma, ...,my) d’entiers positifs tels que,

1lmi+2me+ ... +n.m, =n.

Et on note,
A=1mM2m2  nmn

avec, my, My...Mm, sont des multiplicités de chaque partition.
Exemple 1.2.2 La partition A = (8,6,5,5,1,1,1) de n = 27 a pour notation multiplicative,

A\ = 132039405261798190 270,

15



Notions de base Notions de base

1.3 Permutation

Pour plus de détails voir |5, [17]

Définition 1.3.1 Soit n € IN. On appelle permutation d’ordre n une bijection o de [’en-
semble E vers E avec | E |= n. On note Sg lensemble des permutations de E. Si E =
{1,...,n}, on le note simplement S,,.

Notation : La notation standard d’une permutation place sur une premiére ligne les éléments
dans leur ordre naturel et sur une deuxiéme ligne les images correspondantes,

(a&m 0(22) 0?3) . a?n)>'

Exemple 1.3.1 Considérons l'ensemble E = {1,2,3,4} et Uapplication o telle que o(1) =
2,0(2) =4,0(3) =1 et 0(4) = 3. L’application o est une permutation de E,

1 2 3 4
2 41 3)°
Remarque 1.3.1 — La permutation identité est la permutation o; qui ne change pas
lordre initial des éléments,
(1 2 3 .. n
or1=\1 23 .. n)

— Le produit de deuz permutations o109 correspond a la composition de fonctions 01009,

1 23 4 5\(1 2345\ (123435
25314)\3 254 1) 3541 2)°

— Pour trouver [inverse d’une permutation, nous avons qu’a inverser le domaine et
["tmage comme dans l'exemple,
5
E

12345\ (34521 (12
34521) ~\12345)"\314

Définition 1.3.2 Soit 0 € S,, et Les deur ensembles suivants,

3 4
5 2

Supp(o) = {i,0(1) # i},
Fiz(o) = {i,o(i) = i},
Supp :est appelé le support de o.
Fiz : est appelé le point fixe de o.

Exemple 1.3.2 Soit
(1 2 5 6
7= \6 4 5 1)

supp(o) = {1,2,4,6}, fiz(c) ={3,5}.

3 4
3 2

alors,

16
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1.3.1 Ordres

Définition 1.3.3 Soit G un groupe noté multiplicativement d’élément neutre oy. Un élément
o de G est dit d’ordre fini s’il existe un entier k > 0 tel que o* = oy et dans ce cas on appelle
ordre de o le plus petit entier m > 0 tel que o™ = o7y.

Exemple 1.3.3 Soit,

(123456
=\46 13 2 5)
alors,
, (123456 ., (123456
T 7\354162)%7\12345¢6)

Donc o est d’ordre 3.

1.3.2 Cycles

Définition 1.3.4 Soit o, la permutation d’ordre n sur E. Soient les éléments a,...,ap € E
tels que 1 < k < n et que o(a1) = ag,0(an) = az,...,o(ag_1) = ay et que o(ag) = ai. On
appelle cycle de o la suite des éléments o, ..., qu et on note ce cycle (o, aq, -+, ).

(12345
9=\3 45 2 1)

On peut décomposer o en 2 cycles : (1,,3,

Exemple 1.3.4 La permutation,

3
5
3,5) et (2,4)
(1)
(2)

0

FIGURE 1.1 — Cycles de o.

Notation : Certaines fois, il est peut étre utile de représenter les permutations en donnant
la liste de leurs cycles de longueur supérieure ou égale a 2. On parle de la notation canonique

d’une permutation.
1 2 3 45
= <3 15 9 1) = (135)(24).

Définition 1.3.5 ( permutation circulaire ) Siot une permutation o € S, on dit que ¢’
est une permutation circulaire si o admet une seule orbite

17
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Exemple 1.3.5

(123 4
=\4 1 2 3)"

On remarque que (1432) = (4321) = (3214) = (2143).

OSRO

FIGURE 1.2 — Le seule orbites de o .

Théoréme 1.3.1 Soito € S, tel que o # oy. Il existe k > 1 et ¢y, ..., cx des cycles a supports
deuz a deux disjoints tels que,
o==¢Cy--Cg.

Cette décomposition est unique & ['ordre prés des facteurs et est appelée décomposition
canonique de o.

Remarque 1.3.2 Soit 0 € S,, de décomposition canonique cq---cp. L’ordre de o est alors
le PPCM des longueurs des cycles c;.

1.3.3 Groupe symétrique

Définition 1.3.6 On appelle groupe symétrique de degré n le groupe constitué de toutes les
permutations de n. Ce groupe contient n! permutations et on le note S,,.

1.3.4 Transpositions

Définition 1.3.7 On appelle transposition une permutation qui déplace seulement deux élé-
ments (un cycle de longueur 2).
1 2 3 4 5
(1 432 5) = (29,

Remarque 1.3.3 Toute permutation peut étre écrite comme un produit de transpositions.

(3305 0) - ey - e

Définition 1.3.8 On appelle permutation paire (resp. impaire) une permutation qui s’écrite
comme un produit d’un nombre pair (resp. impair) de transpositions.

18
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1.3.5 Signature et Inversion

Définition 1.3.9 On appelle signature d’une permutation o la fonction,

sqn(o) = 1 si o est paire,
g |l -1 st o est impaire.

Pour calculer cette fonction, prenons E = {0,...n — 1} les n éléments ordonnés de o et
w: E — E la fonction de o qui prend i et l'envoie sur w(i). Le calcul de la fonction se fait
de la maniere suivante,

sgn(o) = H —W(Z> — w(])
;v
Inversion : On dit que deux éléments i et j forment une inversion si i < j et que w(i) > w(j).
On peut dire que la formule ci-dessus calcule le nombre d’inversions dans une permutation.
Le nombre d’inversions permet de savoir la parité de la permutation. Pour calculer le nombre
d’inversions par rapport a un élément x a la position ¢, on regarde le nombre d’éléments
inférieurs a x dans les positions supérieures a 7. Le nombre total d’inversions dans une per-
mutation est la somme des nombres d’inversions par rapport a chacun des éléments de la
permutation. Une permutation est paire si et seulement si le nombre d’inversions dans la
permutation est pair.

Exemple 1.3.6 Soit

(1 2 3 45
7= \5 324 1)
Les inversions sont,
5 : 53241 — 4 car 5>3,5>2,5>4 et 5>1
3 3241 — 2 car 3>2 et 3>1
2 241 — 1 car 2>1
4 41 — 1 car 4>1

Le nombre d’inversions égale 8 et la permutation est paire.

1.4 Diagramme de Ferrer

Définition 1.4.1 2]/ Un diagramme de Ferrer F est un ensemble de n points du plan, ayant
les coordonnées entieres (i,j), tels que (i,5) € F

F={G)) /1<j<k1<i<A}

Exemple 1.4.1 Le diagramme de Ferrer de ’exemple précédent [1.2.7 est,
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FIGURE 1.3 — Diagramme de Ferrer pour = (8,6,5,5,1,1,1).

Définition 1.4.2 (la partition conjuguée)/Z]] En faisant pivoter de 180° le diagramme
de Ferrers de \ de n, autour de l'axe i = j, on obtient le diagramme de Ferrers X\, appelée

partition conjuguée de \. La partition conjuguée X\ a pour notation multiplicative,
[MreheAs ()M A AR
Le partage A= ():1, ):2, PP -) dont \; est le nombre de parts de N\ qui sont > 1.

Exemple 1.4.2 Soit n = 12 le diagramme de Ferrer de la partition A = (5,4,2,1) et de la
partition conjuguée A = (4,3,2,2,1) est,

FIGURE 1.4 — Diagramme de Ferrers pour A = (5,4,2,1).

FIGURE 1.5 — Diagramme de Ferrers conjugué pour ;\ = (4,3,2,2,1).
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1.5 Tableau de Young

Définition 1.5.1 Un tableau de Young T ( standard ) a n éléments et de partition \ s’ écrit,
T={(07)/1<i<,1<j< N},

tel que,
1. chaque linge forme une suite croissant,
2. chaque colonne forme une suite croissant,

3. les éléments sont des entiers positifs distincts.

Définition 1.5.2 Un tableau de Young ( semi-standard) est un diagramme de Young dont
chaque case contient un entier compris entre 1 et n + 1 de condition que,

1. les nombres inscrits dans les cases croissent de gauche a droite,
2. les nombres inscrits dans les cases strictement croissent de bas en haut.

Pour une partition A on notera Y (\) l'ensemble des tableaux de Young de forme A.

Exemple 1.5.1 Les tableauz de Young pour n =12 et A = (5,4,2,1) sont,

12

10 | 11

TABLE 1.1 — Tableau de Young standard.

1 2 2 4 | 12

TABLE 1.2 — Tableau de Young semi-standard.

Pour plus de détails consulter [26] 32].
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1.6 Coefficients binomiaux
Pour plus de détails voir [38]

Définition 1.6.1 Soit n,k € N et k < n. On appelle coefficient binomial le nombre noté

(Z) qui égale au nombre de sous ensemble a k éléments d’un ensemble de n éléments.
Exemple 1.6.1 Les sous ensembles & deuxr élément de l'ensemble {1,2,3} sont : {1,2},
{1,3}, {2,3}.
3
D = 3.
onc <2>

Proposition 1.6.1 Pour n,k € N avec k <n, on a
n\ n
k] \n—£k)’
n\ (n-—1 n n—1
k) k k—1)

En placant les valeurs des coefficients binomiauz dans un tableau de forme triangulaire, on
obtient le triangle de pascale.

1. la relation de la symétrie,

2. la relation de récurrence,

n\k|0O1 2 3 4 5 6 7 809
0 1

1 11

2 121

3 133 1

4 146 4 1

5 1510 10 5 1

6 16152 15 6 1

7 |17 213 3 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

TABLE 1.3 — Triangle de Pascal.
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1.6.1 Formule du binéme de newton
Théoréme 1.6.1 Soient a,b € R et n un entier positif alors,
(a+0b)" = Z ") anhek,
k=0 k

Autrement dit,

n __ n ni0 n n—17p1 n n—kik n Orn
(a—l—b)—(O)ab—l—(l)a b" + +<k>a b + —l—(n)ab.

Exemple 1.6.2 1. pour n = 3 on écrit la formule comme suit,
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab* + b,

2. sta=1etb=1 on trouve,

> (1)->

k=0

1.7 Les coefficients bi’nomiaux

Cette section est largement puisée des travaux de Belbachir et al [6] et Belbachir [7]. Les
coefficients bi*nomiaux sont une extension naturelle des coefficients binomiaux classiques. Ils

sont définis comme suit :
Soient s > 1 et n > 0 deux entiers; pour un entier £k = 0,1,--- , sn, le coefficient bi*nomial

( k‘) est définie comme étant le k-iéme coefficient dans le développement,
S

(1+x+x2+~~+x5)T=Z(Z)sxk, (1.1)

k>0

avec <Z> = (Z) ( <Z) étant les coefficients binomiaux classiques )et (Z) = 0 pour
1

S
k> snouk <0.
Une expression via les coefficients binomiaux classiques donnée par,

O-.I. 00 e

]1+]2++]s:k

Comme propriétés déja bien établies, on a la relation de symétrie,

(Z) - <snn— k) (1.3)
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la relation de récurrence longitudinale,

(Z) :mso (:—_rz) (1.4)

et la relation de récurrence diagonale,

(Z> - mzo (:1) (k Tm) N (1.5)

Ces coefficients, comme c’est le cas pour les coefficients binomiaux classiques, vérifient via
un équivalent du triangle de Pascal : le "s-triangle de Pascal" ou" triangle de Pascal
généralisé ", voir I’ table ci-dessous pour une illustration . pour les premiéres valeurs de
ces s-triangles, on peut consulter 'encyclopédie des suites numériques de SOLONE [40] sous
A027907 pour s = 2, sous A008287 pour s = 3, sous A035343 pour s = 4.

1.7.1 Interprétation combinatoire

n
Bondarenko [1I] a donné une interprétation combinatoire des coefficients bi*nomiaux ( k)
S

comme étant le nombre de maniéres de distribuer ”k” boules dans "n” urnes de sorte que
chaque urne contienne au plus ”s” boules.
Cet argument combinatoire, permet d’établir la relation suivante,

n n
= . 1.6
<k>8 Z (nlan%”'7n57n_n1_"'_ns> ( )

ni+2ns+---+sns=k

Pour illustrer la relation de récurrence longitudinale, nous présentons le 2—triangle de Pascal.

n\k[0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0 |1

1 |11 1

2 11 2 3 2 1

3 |1 3 6 7 6 3 1

4 |1 4 10 16 19 16 10 4 1

5 |1 5 15 30 45 51 45 30 15 5

6 |1 6 21 50 90 126 90 50 21 6 1

7T |1 7 28 77 161 266 357 393 357 266 161 77 28 7 1

8 |1 8 36 112 266 504 784 1016 1107 1016 784 504 266 112 36 &8 1

TABLE 1.4 — Le 2—triangle de Pascal <Z) .
2

Belbachir et al [6] ont donné le théoréme de De Moivre suivant qui établit une expression
mono-sommatoire des coefficients bi*nomiaux.
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Théoréme 1.7.1 L’identité suivant satisfaite
N —W(ZSH)J( (VY (k- iG+D+N - W
k) o j N-1 ‘ '

Cette relation explicite est importante, au sens ou elle permet d’exprimer les coefficients
bi*nomiaux avec un unique symbole de sommation, contrairement aux relation et .
En 1711, De Moivre ( voir [41] ou [42]) avait déja exprimé I'expression de droite de 'identité
[L.7] pour établir 'interprétation combinatoire donnée par Bondarendo [11].

1.7.2 Les coefficients g-bi’nomiaux

Warnaar [43] a introduit le g-analogue des coefficients bi*nomiaux (voir aussi [44] pour une bi-
bliographie exhaustive). Il a proposé (s+1) différentes q-déformations du coefficient bi*nomail.

Définition 1.7.1 pour p=0,--- s, on définit les coefficients q-bi*nomiauz par
[n} ) _ Z qZ;:_ll(n—jl)jl+1_2?:__ql—pjl+1 {n:| []1} {75_1] 7
Mo Sl L Js
n1®) o
avec [k‘] =0 pour k > sn.On a ainsi
n (0) s—=1/ N\ n jl j871
[ :| — Z quzl (n=J1)ji+1 ] ] e ] ,
k s 14t je=k N J2 Js
["}(1) = ¥ it (== {”} [31] [ijl} :
k s P A" N J2 Js
m“) = = R m H [js‘l}’
kls P Jil LJ2 Js
ou []J = m est le coefficient g-binomial.

n1 ()
Notons que [k} # 0, pour uniquement k =0,---  sn,et que
S

(p)
[Z} - dk0(Symbolede Kronecker).

Comme propriétés déja bien établies, il y a les relation de symétrie et les récurrences
fondamentales

n1(®) n P n1(0) n
— o(s—p)n—k t [ ] —
|:]€:|s 1 [sn—k] PFO e kls [sn—k] ’
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n®) X n—11 : n—11
— m(n—1) + n(s—p)—m )
m 2 [k—m] 2. 4 [k—m}
m=0 s m=s—p+1 s
Belbachir et Benmezai [8Jont proposé une autre variante du g-analogue des coefficients
bi’nomiaur comme suit :

[Z}: > {n} |:n:|---{n]q,S«l(jzr)(_1>ka2i_lrjrj

jietgo=h LI L2 I
2
avec [Z] = q(g) [Z] (les coefficients q-binomiauzx) et a = expi m avec 12 = —1.
1 s
1.8 Fonction Symétrique
Définition 1.8.1 [73/ Une fonction f(xy,...,x,) a n variables est symétrique si pour toute
permutation o de l’ensemble d’indices {1,...,n}, 'égalité suivante est vérifiée,
f(xlu T2y ... 7xn) = f(xcr(l)u To(2)y - - 7‘ra(n)>~
Exemple 1.8.1 o La fonction f(x1,25) = a1y + 232, est symétrique, car f(xq,2) =

ryr + xwy = f(21, 22).

e La fonction h(zy, Ty) = m109+23, nest pas symétrique car, h(xq, 1) = Tox+x3 # h(z1, 13).

Remarque 1.8.1 Vior [1], [30] Pour vérifier qu’une fonction est symétrique, il n'est pas
nécessaire de tester qu’elle est invariante pour chacune des n! permutations de ses arguments.
1l suffit de choisir un ensemble de permutations qui engendre le groupe symétrique.

1.8.1 Echanges de deux variables

Comme toute permutation est une composée de transpositions de la forme (z,7), une
fonction est symétrique dés qu’elle reste inchangée par I’échange de deux variables arbitraires
z; et z;, donc lorsque f(..., 2, ...,25,...) = f(...,xj,...,2;...) pour tout ¢,j € {1,...,n}
avec i < j. Ceci réduit le nombre de permutations a tester a n?

1.8.2 Echanges de variables consécutives

Comme toute transposition s’exprime aussi comme une composée de transpositions de valeurs
consécutives de la forme (¢,7 + 1), il suffit de considérer des variables consécutives z; et ;.
Pour la symaétrie, il suffit que les n—1 égalités f(...,z;, zi1,...) = f(..., Zip1, T, ... ) valent
pouri=1,...,n—1.

1.8.3 Echanges avec une variable fixée

On peut aussi bien considérer les transpositions de la forme (1,7). Une fonction est alors
symétrique lorsque 'on peut échanger la premiére et la ¢ variable sans changer la valeur de la
fonction, en d’autres termes, lorsque f(z1,...,2;,...) = f(24 ..., 21,...) pour i =2,... n.
A la place de la premiére variable, on peut choisir toute autre variable.
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1.8.4 Critére minimal

Un ensemble générateur du groupe symétrique S, est formé des deux permutations (1,2,...,n)
et (1,2). Il suffit done, pour qu’une fonction soit symétrique, qu’elle vérifie seulement les deux
égalités f(x1,29,...,2n) = f(za, ..., 20, 1) et f(ay,29,...,2,) = f(x2,21,...,2,).

La paire formée de (1,2,...,n) et (1,2) peut aussi étre remplacée par n’importe quelle per-
mutation circulaire et toute transposition d’éléments consécutifs dans ce cycle.

Proposition 1.8.1 Lorsque les fonctions sont & valeurs réelles ou complezes, les fonctions
symétriques forment une sous-algébre de 'algébre des fonctions a n variables, c’est-a-dire :
o La somme de deux fonctions symétriques est encore une fonction symétrique .

e Le produit de deux fonctions symétriques est encore une fonction symétrique.

e Toute fraction rationnelle symétrique (sur un corps commutatif) est le quotient de deuz
polynémes symétriques.

P
Preuve 1.8.1 Soit F' = 0 € K(Xy,...,X,) une fraction rationnelle symétrique.

Pour toute permutation s € Sy, , notons Q7 (Xy,...,Xy) = Q(Xo), -, Xow)) -
Le polynoéme D = H Q° est symétrique donc N := F'D (qui est un polynome) l’est aussi,
O'GSn

N
Y
¢ D

1.8.5 Symétrisation

Sur un corps caractéristique, la symétrisation est la sommation d’une fonction sur toutes les
permutations possibles de variables, pondérée par n!. C’est ’expression,

1
Sf@r, ) = — > F@oys- s Tom)-

Par construction, la fonction X f est symétrique. L’opérateur de symétrisation > est une
projection de I'espace des fonctions sur le sous-espace des fonctions symétriques.

1.8.6 Fonction symétriques élémentaires

Définition 1.8.2 [73/ On appelle k'™ fonctions symétriques élémentaires la fonction définie
bar,
ex(n) = ex(ar, ag, -+ ,a,) = Z at'a ---alr,
i1Hig e tin=k
Avec :iq,09,- 1, =0 0ul et 0 < k< n.
ex(n) est donc la somme de tous les produits distincts qu’on peut former on prenant au plus

une fois chaque objet ; ¢’est un polynome formé de ( mondme de degré n.

n
k
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Exemple 1.8.2 Pour une équation de degré 3 ( n = 3; racines : ay , ay et ag) on écrit,

60(3) = 1,
€1<3) = a1+ as+ as,
62<3) = aiaz +ajas+ asas,
63(3) = ajasas.
Chaque monodme de la fonction ex(3) = ajas + ajaz + asag peut étre représentée dans la
premiere colonne de chaque tableau de Young comme suite,
1 1 2
2 3 3
a1a9 aias a2a3

Proposition 1.8.2 [7]) Soit e} une fonction symétrique élémentaire alors on a,
1. ex(n+1=a,1e51(n) + ex(n).
2. ex(n) = apneg_1(n—1)+ap_1ex_1(n—2)+--+a, e 1(n—i—1)+---+agep_1(k—1).

Preuve 1.8.2 1. Ona :

(n) (n) 11 12 i i1 12 7
An+1€5 "y T € an1( E atay ---a;y) + E ay Gy -+~ Gy

i1+io+Fin=k—1 i1 +io+Fin=Fk
_ 11 .12 in o1 11 12 in 0
- Z ayag - - annan+1 + Z ayag - a’nnanJrl?
i1+ig+Fin=k—1 i1 Fig+-tin=Fk
_ i1 12 in 1 i1 02 in 0
= Z ayp Qg = Gy Gy + Z Ay Gy -+ Gy Qg q
. i1 i2 7 in+1 y —
= E aj'ay ---aa)y lny1 =0V 1,
i1+ig+ - Fint1=k
=ep(n+1).
2. On a :
(n) (n—1) (n—1)
€, = ane,_, +e, ,
_ (n=1) (n—2) n—2
- anek_l + anflek_l + €k s
(n—1) (n—2) (n-3)

_ - n—3
=an€,_; tap€,_| tan e, " e,

(n—1) (n—2)

= Qp€j_; + an_1€; (n—3) (n—i—1) (k—1)

Proposition 1.8.3 [71] Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se définir
comme les coefficients du développement en série formelle,

E(z) = iekzk = ﬁ(l + a;2),
k=0 i=1

avec eg(aq, ag, ..., a,) s’annule pour k > n.
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Preuve 1.8.3 on a :
(n) _ _ i1 12 in 0 k<
ek _ek(alaaQ)”'aan)_ a’la'Q"'any X XN,
i1+ig+ - +in=k
avec e,(:) =0sik>n
montrons que
o0 n
k
E epz” = H(l +a;z),
k=0 =1

pourn =2, on a

[]1+aiz) = 1+ a12)(1 + az2),

i=1

2
€o+ €12 + e2”,
2

>

k=0

€ka.
supposons que la propriété est vraie pour n,

n n

Z ezt = H(l + a;2),

k=0 i=1

et montrons que la propriété est vraie pour n + 1,

n+1 n+1

k
E ez = H(1+aiz),
k=0 i=1

1+ (a; + ag)z + ajay2®

b
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On a
n+1 n
H(l +a;z) = H(l + an2) (1 + an12),
i=1 i=1
= (Z exZ") (1 4 anga2),
k=0
= Z erz® + pit Z epzttl
n+1
= Z erz® + Gn41 Z er_12",
n+1
= Z erz® + (n41 Z er_12",
= Zek AR A Zek"ﬁl 2
k>0
et Z( ( ) + an—&-]e]gn-'il))zk,
k>0
=D ("),
k>0
n+1
-5
k=0
C.Q.F.D

1.8.7 Fonctions symétriques complétes

Définition 1.8.3 [13/ On appelle k™™ fonctions symétriques complétes hy(ay, as, ..., a,) la
fonction définie par,

hk(n) = hk(a17a27"' >an) = Z a’llla’622.__aibn7
avec : i1,19,13...0, = 0, et 0 < k < n.
hi(n) est donc la somme de tous les produits distincts qu’on peut former en prenant chaque

k+n—

1
I ) monoéme de degré

objet autant de fois qu’on veut, c¢’est un polynéme formé de (

n.

Exemple 1.8.3 Pour une équation de degré 3 (n = 3 ; racines a1, as,as) on a,
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) 1

hf’) = a +az+as,
) = @4 a2+ ad+ awas + aras + azas,

h = a} +a}+ ai + ddas + ddas + aday + adas + aday + adas + arasas,

Chaque mondme de la fonction hég) = a% + a% + ag + ajas + ar1as + asas peut étre représentée
dans la premiére ligne de chaque tableau de Young comme suite,

1 1 2 1 2 3
2 3 9 1 2 3
a1Gs aiag 203 a% ag a§

Proposition 1.8.4 [7/ Soit h,(cn) une fonction symétrique compléte, alors on a,
1. hg(n+1) = apprhg_1(n + 1) + hg(n).
2. hi(n+1) = apyy + apiihn(n) + aitha(n) + - -+ apgifi—r (n) + hi(n).
3. hi(n) = aphx—1(n)+an_1hg—1(n—1)+a,_ohg_1(n—2)+a,_shp_1(n—3)+ - -+arhr_1(1).

Preuve 1.8.4 1. ona
h(”+1) h(”) _ i1 in fintl i1 in
Ap1g_q + k —Cln+1( Qaq ."anan+1)+ Ay -Gy,
i14io 4 Finr1=k—1 i14io+Finp1=k
o § i1 in o Int1 E i1 in 0
e al .« .. aT{Lan+1 an+1 + al e a’nna/n+1)
i1 Figttinp1=k—1 t1+ig+ - +int1=k
o i in int1+1 i in 0
= § ayp - Q' Apyy § ay -y Qg
i14ig+Finting1+1=k—1+1=k i14ig+-+in+0=FK
_ ’i1 7 Z"nJrl‘i‘l ’i1 7 0
- E al T a’nnan—i-l + § al T anna’nJrl’
i1+t Fint+(iny1+1)=k i1 +io++in+0=k

on @ inp1 = 0, alors ingy = 1, supposons i, 4 = in41 + 1V 0 alors i, > 0.
donc P
(n+1) (n) Z i in int1t (n+1)
an+1hk_1 + hk = al1 U annanJrl = hk :

d1+ig+Ain iy, =k
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2. ona
P = a4 i
= anﬂ(anﬂh D 4 n™M) + h,(j),
= a2 WY+ an o+ R,
n+1h nH )+ a’fl-‘rlhl(fn 2+ @n+1hk 1T hk ,
= aj Y+ ;+11h(n ptToot an by + ana by i <k

—af, 4 a2+ B3R 4 g b R,

Proposition 1.8.5 [71] On peut également définir les k"™ fonctions symétriques complétes
comme les coefficients du développment en série formelle,

i 1
z):thz :Hm.

k>0 i>1

Preuve 1.8.5 |
hk(n) = hk(al’a%... 7an) - Z ailagz.__azl

pour n =2 on a

> hi(2)2" = ho(2) + 7 (2)z + ha(2)2” + - -
k>0
=1+ (a1 + a2)z + (aF + ajas + a3)z* + -
=(1+az+ai2?+- )1 +az+a2®+---),

= (D _(a12)")()_(a22)"),

>0 k>0
1
(1—a12)(1 —azz)’

I
zw

-1 (1= az)

supposons que la propriélé est vraie pour n,
h
> =]l g=05
k>0 i=1

el montrons que la propriété est vraie pour n + 1,

n+1 1
kzmhkn_‘_ z _]:[—(1—@12)
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on a,

hi(n+1) = api1hg—1(n + 1) + hi(n).

Donc

D hi(n+1)2F = (ansihioa(n+ 1) + hy(n)) 2,

k>0 k>0

=1 Y hroa(n+ 128+ h(n)2",

k>0 k>0
= Upi12 Z hp(n +1)2% + Z hy(n) 2,
k>0 k>0
n+1 n
= pi12 H(l —a;z) "+ H(l —a;2)7
i=1 i=1
_ Qpy12+ (1= apt12)
[T (1 —az)
B 1
T (1 - aiz)

Remarque 1.8.2 [712/ On a :

60(@1,@2, e Jan) - 17
et

hO(alaCLQa e 7an) = 1.
par convention , pour k <0, on a :

eo(ar, az, -+ ,a,) =0,
et

ho(a1,az,--- ,a,) = 0.

Proposition 1.8.6 [Z]] Soit E(z) et H(z) les fonctions symétriques élémentaires et com-
pletes respectivement alors,

Preuve 1.8.6 On a :

alors
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et comme

on obtient donc

34



Chapitre

Nombres de stirling

Introduction

n présente dans ce chapitre les definitions des nombres de Stirling de premiére espéce

et de deuxiéme espéce. On y présente leurs relations de récurrences et interprétations
combinatoires, leurs fonction génératrice, ainsi que leurs formes explicites. Et citons quelques
exemples explicatifs pour chaque notion.

2.1 Nombre de stirling de premiére espéce

Pour plus de détails voir|[20]

Définition 2.1.1 Les nombres de Stirling de premiére espéce signés s(n, k) sont les coeffi-
cients du développement de la factorielle décroissante (), ou (x)*, c¢’est-a-dire,

n

() =2(x—1)(x—=2)...( —n+1) :Zs(n, )k, (2.1)

k=0

(x)o =1 car il s’agit d’un produit vide.

Les nombres de Stirling de premiére espéce non signés | s(n, k) | (valeurs absolues des
précédents) sont les coefficients du développement de la factorielle croissante ()" ou (x)",
c’est-a-dire que;

(@) =z(@+D)(@+2) ... (x+n—1)=Y |s(n k)" (2.2)
k=0
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Exemple 2.1.1 (2)? = 2(zx — 1)(z — 2) = 2° — 32° + 2z d’ou,
5(3,0) = 0,5(3,1) = 2,5(3,2) = —3,5(3,3) = 1

Proposition 2.1.1 Pour tous n,k € N, avec k < n, le signe du nombre entier s(n,k) est
(_1)n+k.

Preuve 2.1.1 Soit n € N. En substituant dans[2.1] x par —z, on obtient

n

(—z)r = s(nk)(~a)"

k=0
C’est-a-dire .
(=)™ = (=1)*s(n, k)z*
k=0
Do
" =Y (=1)F"s(n, k)a”
k=0

Comme les coefficients du polynome x" sont de toute évidence tous positifs, on en déduit
que (—1)""*s(n, k) > 0 ,¥n, k € N, avec k < n. Autrement dit, le signe de tout nombre s(n, k)
est (—1)"™*. Ce qui achéve cette démonstration.

2.1.1 Relations de récurrence

Les nombres de Stirling de premiére espéce signés vérifient la relation de récurrence,
Soit n, k € N*

s(n+1,k)=s(n,k—1)—ns(n,k);1<k<n-—1 (2.3)

avec
s(n,0) =0et s(1,1) = 1.
Leurs valeurs absolues vérifient (avec les mémes conditions initiales) la relation de récurrence,

V=1 |s(n+1,k)| =|s(n,k—1)| + n|s(n, k)|. (2.4)

Chacune des deux relations de récurrence peut se déduire chaque un de 'autre. De plus, la
premiére découle de la relation de récurrence des factorielles décroissantes,

(@)n = 2(2)n = (n = 1)(2)n1, (2.5)
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et la seconde, d’un raisonnement combinatoire ou de la relation de récurrence des factorielles
croissantes,

()" = z(x)" " 4+ (n —1)(x)" 172 (2.6)

Preuve 2.1.2 Soit n € N* fizé. On a d’une part,

n+1 n
"t = Z s(n+1,k)z" = 2" + Z s(n+1,k)z",
k=0 k=1

car s(n+1,0) =0 et s(n+1,n+1)=1.
Et d’autre part,

" =gz 1) (z—n+1)(z—n)

=(x—n)Y s(nk)z*

=z Z s(n, k)z® —n Z s(n, k)z"
k=0 k=0

— Z s(n, k)z* — Z ns(n, k)a*

k=0 k=0

n+1 n

= Z s(n,k—1)z* — Zns(n, k)ak
k=1 k=0

=" 4 Z(s(n, k—1) —ns(n, k)"

En identifiant les coefficients de z* (k € Nk < n) des deuz expressions que l'on a trouvé

pour x" L, on aboutit q,

s(n+1,k) =s(n,k —1) —ns(n, k),

qui n'est rien d’autre que[2.5

Etant donnés n,k € N* avec k < n, l’identité s’obtient en multipliant les deux membres
de 77 par (—1)"™* et en se rappelant que le signe de s(a,b) est (—1)**" (Va,b € N,a > b)
en vertu de la proposition [2.1.1) Ceci achéve notre démonstration.

2.1.2 Le triangle des nombres de stirling de premiére espéce

En se servant de la relation récurrente [2.4] on peut dresser les nombres de Stirling de 1re espéce
(en valeurs absolues) dans un triangle (infini) du méme type que le triangle arithmétique de
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Pascal des coefficients binomiaux.

n=1 0 1
n=2 0 1 1

Dans ce triangle, chaque ligne de rang n > 1 commence par un 0 et se termine par un 1 et ses
coefficients du milieu s’obtiennent par la relation récurrente 2.4 en fonction des coefficients de
la ligne qui la précéde. Par exemple, le nombre 50 de la 5éme ligne est obtenu par la formule
6 +4 x 11 (o les nombres 6 et 11 proviennent de la 4éme ligne).

Proposition 2.1.2 Pour tout n € N* | on a
1. $(n,0) =0 et s(n,n) =1,
2. s(n,1) = (=1)"(n—1),

n

3.) (=1)*s(n, k) = (=1)"nl,

4 | s k) =l
k=0
5. | s(n, k) |< n! pour tout k € N |k <n,

6. s(nn—1) = (-1)"(7;),
7. s(nyn —2) = 3"4_ ! (Z)

8. s(n,n—3) = —<Z) (Z)

1l existe d’autres identités, comme

s(n,2) = (=1)"(n—1)! H,_4,

— 1
ot H,(m) est un nombre harmonique généralisé (H, = Z E)
k=1

Preuve 2.1.3 Soit n € N* fizé.
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1. Les nombres 5(n,0) et s(n,n) sont respectivement les coefficients de z° et de 2™ dans
le développement du polynome

(x)"n=z(x—1)---(z —n+1).

1l est bien clair que ces coefficients sont respectivement 0 et 1, comme il fallait le
prouver.

2. Le nombre s(n, 1) est par définition le coefficient de x dans le développement du poly-
nome
()" =z(x—1)---(z —n+1).

Ce qui est aussi le coefficient constant du polynéome (x — 1)(z —2) -+ (x —n + 1).
Ce coefficient est simplement la valeur de ce dernier polynéme en 0 ; c’est donc égale
o (=1)(=2)---(=n+1) = (=1)"(n—1)! Dou s(n,1) = (=1)""*(n—1)!, comme il
fallait le prouver .

3. L’identité (3) résulte simplement de la substitution de x par (—1) dans lidentité poly-
nomaiale tout en remarquant que

(1) = (~1)(=2) -+ (=n) = (=1)"nl

4. En multipliant les deuz membres de l'identité (3) par (—1)",on obtient :

n

> (=1)Fs(n, k) = nl.

k=1

Mais puisque le signe de chaque nombre s(n, k) (1 <k < n) est (—1)""* (en vertu
de la proposition ), on a pour tout k € {1,--- ,n} :

(=1)"s(n, k) = s(n, k) |

et [’on conclut enfin que :
n

S| s(n,k) =,

k=1
comme il fallait le prouver.

5. L’estimation (5) du théoréme est une conséquence immédiate de . La proposition
est démontrée .

2.1.3 Fonction génératrice

Théoréme 2.1.1 Pour tout k € N, on a f

Zs(n,k)% _ W. (2.7)

n=k
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Preuve 2.1.4 On détermine de deur fagons différentes le développement (formel) de la fonc-
tion f(z,y) = (1 + x)¥ en série de Taylor en y. D’une part, d’apres la formule du bindome
généralisée, on a

Atap =1tyet 2D yO-DE=2)

501t
k=0 \n=k
D’autre part, d’apres le développement de Taylor de la fonction exponentielle, on a
= (ylog(1 + z))* = logF(1+ x
(1+ )Y = exp{ylog(l + x)} = Z (ylog( )" _ Z Myk. (2.9)

k! k!
k=0 k=0

L’identification des deux formules et entraine (d’apreés Uunicité du développement de
Taylor) que l'on a pour tout k € N

- " log®(1+ x)
> s k) oy = (2.10)

comme il fallait le prouver. Le théoréeme est démontrée.

2.1.4 Formules explicites

Soit la forme explicites des nombres de Stirling de premiére espéce suivante,

_nmzk: 2kg n—1+k 2n —m RN onemik
- ! n—m+k/\n—m-—k jj |

k=0 j5=0

ou encore, aprés simplifications,

n—m k
2n_m)| ]nm+k
s(n,m) = (m —1)! Z; n+k)(n—m— k) n—m—l—k;'jz: j'

La formule du théoréme [2.1.1] précédent permet d’en déduire une formule explicite trés im-
portante pour les nombres s(n,m).
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Théoréme 2.1.2 Pour tous n,m € N, avecn > m, on a :

s(n,m) = (—1)"+m:;—!' Z : ! :

! TRERE

Preuve 2.1.5 Soitm € N. On a

oo 2 m
log™(1+ ) = <Z<_1)ZHT>
I=1

— — 1))+ (lm+1)
> (- l

llv"' 7l7n€N*

_1n+m
O S

n>m li+lo++lm=n

e,

En comparant ceci avec nous déduisons que l'on a pour toutn € N, n>m :

) 1
s(n,m) = (=1)"" ml Z Tyl

"o+ Hlm=n

comme il fallait le prouver. Le théoréeme est démontré.

2.1.5 Interprétation combinatoire

Le sens combinatoire des nombres de Stirling de 1" espéce est relatif a ’ensemble des per-
mutations d’un ensemble fini.

Soient n € N, A=ay,---,a, un ensemble & n éléments et ¢ une permutation des éléments
de A (i.e., 0 € S(A) ). On considére R, la relation binaire sur A définie par :

Va,be A:aRb <L 3k e N tg:b=ok(a).

On montre alors que R, est une relation d’équivalence sur A. Une classe d’équivalence modulo
R, s’appelle « cycle relatif a o », ou simplement « o-cycle ». On obtient ainsi une partition
de A en un nombre fini de o -cycles. Pour o = Id par exemple, les o-cycles que I'on obtient
sont :{ai},{az}, - ,{a,} (on a exactement no-cycles). Pour que tout cela soit plus clair,
étudions un exemple.

Exemple 2.1.2 Prenons A =1{1,2,3,4,5,6} et o la permutation des éléments de A, donnée

par
o (1 345 6)
3 4 2 6
La classe de lélément 1 modulo R, est cl(1) = {1,3,4}; la classe de l’élément 2 est cl(2) =
{2,5} et la classe de l’élément 6 est cl(6) = {6} et on a ainsi trouvé toutes les classes. Les
o-cycles de A sont donc : {1,3,4},{2,5} et {6} ; ainsi A contient exactement 3o-cycles. Nous

somme maintenant prét a donner l'interprétation combinatoire des nombres de Stirling de 1™
espece. On a le théoréeme suivant :

4
1

(G20 V]
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Théoréme 2.1.3 Pour tout n € N* et tout k € N, avec k < n. Le nombre de permutations
d’un ensemble a n éléments qui fournissent exactement k cycles est S(n, k).

Preuve 2.1.6 Pour tout n € N* et tout k € N, avec k < n , on note provisoirement par
P(n, k) le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments qui fournissent exactement k
cycles. On montrera que ces nombres P(n, k) vérifient la relation de récurrence,

Pn+1,k)=P(n,k—1)+nP(n,k), (n € N,k <n),

Etant donnés n € N* | avec k < n, soit Appy = {a1,a, - ,anp1} un ensemble o (n + 1)
éléments et o une permutation arbitraire de Ay, fournissant exactement k cycles. Nous
essayons de voir comment on obtient o a partir d’une permutation o de Uensemble A, =
{a1, -+ ,an}. Pour ce faire, nous raisonnons sur le dernier élément a,1 de A,i1. On dis-
tingue les deux cas suivants,

1. Ou bien o(apy1) = apy1 . Ceci revient & dire que a,1 est un point fize par o ou
encore que le o-cycle contenant a,y, est {a,.1} . Dans ce cas o s’obtient comme un
prolongement d’une permutation o de A, qui fournit ezactement (k—1) cycles. Le
nombre de tels o est donc égale a P(n,k —1).

2. Ou bien o(aps1) € {a1, -+ ,an}. Dans ce cas, a,y1 intégrera un cycle associé & une
certaine permutation o de A, laquelle fournit exactement k cycles. Pour chaque choix
de 0(ans1) (n choiz possibles), on a P(n,k) choiz possibles pour o .
Ainsi, le nombre de tels o est nP(n, k). En conclusion, le nombre de permutations de
Ani1 fournissant exactement k cycles est,

Pn+1,k)=P(n,k—1)+nP(n,k).

Nous venons de montrer que les nombres P(n,k) satisfont la méme relation de récurrence
que les nombres | s(n, k) |(cf. la relation[2.4] de la relations récurrentes). Mais puisque, on a
par définition méme,

P(n,0) =0=|s(n,0)], et P(1,1)=1=s(1,1)|,

on conclut par une récurrence évidente que P(n,k) = |s(n, k)| pour tous n € N* k € N(k <
n). Le théoréme est démontrée.

2.2 Nombre de stirling de deuxiéme espéce
voir|[19]
Définition 2.2.1 Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce sont, par définition, les nombres

réels S(n,k)(n,k € N,k < n) qui figurent dans le développement de x" comme combinaison
linéaire des polynomes x* (0 <k <n). On a précisément pour tout n € N,

Z S(n, k)zk.
k=0
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Les nombres de Stirling de seconde espéce sont donc en quelque sorte les inverses 2 des
nombres de Stirling de premiére espeéce.

Nous verrons plus loin que ces nombres de Stirling de seconde espéce sont tous des entiers
positifs.

Exemple 2.2.1 on a,
() =2(x —1)(z —2) + 3w(z — 1) + 2 = 22 + 322 + 22,

d’ou
5(3,0) = 0
, 8(8, 1) =1, s(3,2) =3 et s(3,3)=1.

Proposition 2.2.1 Pour tout n € N*, on a
1. S(n,0) =0 et S(n,1) = S(n,n) = 1.
2. S(n,2) =2""1-1.

3. S(n,n—1) zwz (Z)

Preuve 2.2.1 Etant donné n € N*, on a (par définition) I’identité
" =951, 0)+S(n,Dzr+Sn,2)z(x—1)+---+Sn,n)xz(r—1)---(r —n+1). (2.11)
1. En prenant x = 0 dans|2.11], on obtient immédiatement,

S(n,0) =0.

Par suite, en substituant ceci dans puis en divisant sur x, on obtient [’identité,

2"t = S(n, 1)+S(n,2)(z—1)+S(n,3)(x—1)(z—2)+ - -+S(n,n)(x—1)(x—2) - - - (x—n+1).

En prenant dans cette derniére x = 1, on obtient,
S(n,1) =1.

Enfin, Uidentification des coefficients dominants des polynémes du membre de gauche

et du membre de droite de donne directement,
S(n,n) = 1.

2. En substituant S(n,0) et S(n, 1) par leurs valeurs dans (i.e., par O et 1 respecti-
vement), on obtient,

" =z+S5Mn,2)x(z—1)+S(n,3)x(x—1)(x—2)+---+S(n,n)z(z—1) - (x—n+1).
En prenant x = 2 dans cette derniere, on obtient,
2" =2+425(n,?2).

Dot
S(n,2) =2""1-1.
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3. Lidentification des coefficients de z" dans les deux membres de lidentité|2.11) donne,
0=Smn,n—-1)—=SMn,n)(1+24+---+(n—1)).
Puisque S(n,n) =1 (déja démontrée), il en résulte que,

n(n —1)

Snyn—1)=142+---4+(n—1) = 5

S04t
n(n —1)

La proposition est démontrée.

2.2.1 Relation de récurrence

Proposition 2.2.2 Pour tout n,k € N*, avec k <n—1, on a
Sn,k)=Smn—-1,k—1)+kS(n—1,k).

Preuve 2.2.2 Soit n € N*. On part de ["identité triviale,

"=z
dans laquelle on substitue " et "' par leurs expressions dans la base (x )keN de Rp;y. On
obtient,
n n—1
Zs(n,k)xkzxz (n—1,k)zk an—lk x - b,
k=0 k=0
Comme

x-ok = (v — K)ok + kot = oF 4 kak

il s’ensuit que

S(n,k)xﬁ = E_:S(n—l,k:)(x’“i—klm@)

k=0
n—1
= ZS(n—l k)t 4y " kS(n — 1, k)2*
k=0
—1
= ZS(n—l k—1)zk +an—1 k)
k=1 k=1
d’ot
n n—1
s(n, k)ak = {S(n—1,k—1)+kS(n—1,k)} 22+ S(n —1,n — 1)z
k=0 k=1

En identifiant les coefficients des x%(1 < k < n — 1) dans les deux membres de cette derniére
identité, on obtient la formule récurrente recherchée,

S(n,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k), (ke{l,--- ,n—1}).

La proposition est achevée.
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Corollaire 2.2.1 Les nombres réel S(n,k)(n,k € N,n > k) sont tous des entiers naturels.

Preuve 2.2.3 1l suffit de faire une récurrence sur n en se servant de la formule récurrente

de la proposition [2.2.9

2.2.2 Le triangle des nombres de Stirling de seconde espéce

En se servant de la relation de la proposition , on peut dresser un triangle (infini) dont
chaque ligne d’ordre n € N donnée est composée des nombres S(n, k) depuis k = 0 jusqu’a
k = n. Le sommet de ce triangle est S(0,0) = 1 et en vertu du premier point de la proposition
1, chaque ligne d’ordre n € N* commence par un 0 et se termine par un 1. On obtient un

triangle du méme format que celui de Pascal classique.

n=>0
n=1
n=
n=
n=4
n=>=
n=

2.2.3 Une relation liant entre les nombres de Stirling des deux

espéces

Théoréme 2.2.1 Pour tout n € N* et tout m € {0,1,---

m<k<n
Z S(n, k)s(k,m) = 0.
m<k<n
Preuve 2.2.4 Fizons n € N* et m € {0,1,--- ,n — 1}. Par définition méme des nombres

de Stirling de seconde espéce, la matrice A associée 4 'endomorphisme identité de R, [x], ot
Vespace vectoriel de départ est muni de sa base canonique (x%)o<a<n et celui d’arrivée est

0

e}

1

3 1

7 6 1
15 25 10 1

31 90 65 15 1

muni de la base (2%)o<a<n , €St clairement égale a :

A = (8(4,5))o<i<n-

0<j<n
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,n—1} , ona

> s(n,k)S(k,m) =0,
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De méme, Par définition des nombres de Stirling de premiére espéce, la matrice B associée
a Uendomorphisme identité de R,[z], o lespace vectoriel de départ est muni de la base
(%) o<a<n €t celui d’arrivée est muni de sa base canonique (x)o<q<n, €st égale a,

B = (S(i,7))o<i<n-

0<5<n

(Notons au passage que A et B sont triangulaires supérieures).

Comme A et B sont de toute évidence inversible l'une de l'autre, on a AB = BA = I,,1;
d’ou les transposées suivantes,
(s(4, 7)) osi<n - (S(4,5))osi<n = (S(4, ) o<i<n - (5(i,5))ogi<n = Lnt- (2.12)
0<j<n 0<j<n 0<j<n 0<j<n

Ce qui est équivalant a,
> sk)S(h.g) = Y S(i.k)s(k,5) = 5.
0<k<n 0<k<n

ot 0;5 est le symbole de Kronecker.
En prenant dans cette derniére i = n et j = m, on obtient,

Z s(n,k)S(k,m) = Z S(n, k)s(k,m) = 0.
0<k<n 0<k<n
Enfin, puisque s(k,m) = S(k,m) =0 lorsque k < m, il en découle que :
> s k)S(k,m) = Y S(n,k)s(k,m) =0,
m<k<n m<k<n

Le théoreme est prouvé.

2.2.4 Une formule explicite pour les nombres de Stirling de se-
conde espéce

Théoréme 2.2.2 Pour tout (n,k) € N?, on a

S(n, k) = % 223—1)1' (’j) (k — )"

On démontrera ce théoreme en se basant sur la théorie élémentaire des opérateurs linéaires;
plus précisément sur opérateur de différence /\. Nous rappelons d’abord la définition et
quelques propriété de opérateur /\.

Définition 2.2.2 Soient les deux opérateurs suivants, equation 7 : R[z] — R[x]
P(z) — 7(p)(z) :== P(x + 1) (2.13)
et equation A : Rlx] — R(x]

P(z) — A(p)(z) := P(z + 1) — p(x). (2.14)
1l s’agit bien de deux opérateurs linéaires T et A qu’on appelle respectivement : ['opérateur
de translation par 1 et opérateur de différence.
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Quelques propriétés de 1’opérateur A
En désignant par I opérateur identité sur R[z], on a la formule triviale mais fort utile,
A=1—-1.

Comme les deux opérateurs 7 et I commutent, la formule du binome est applicable pour le
développement de (7 — I)" = A"(n € N) et I'on obtient pour tout n € N,

A= (r-1I)"= i(—D’(?) i

i=0
soit .
(n )
A" = -1) T 2.15
S () 215
En appliquant les deux opérateurs du membre de droite et du membre de gauche de cette
derniére identité & un polynoéme P € R|xz], on obtient 'identité polynomiale :

(A"P)(z) =) (~1) (”) Pz +n —i). (2.16)

i=0 ¢
Notons aussi que lorsqu’on applique A & un polynéme de R[z] de degré n € N*, on obtient
un polynome de degré (n — 1) et lorsqu’on applique A & un polynéme constant, on obtient
(de toute évidence) le polynome identiquement nul. Il s’ensuit (par récurrence) que pour tout
n € N* et tout P € R[z] de degré < n, ona: A"p = 0.

Maintenant, étant donné k € N, on a

Azt = (z+1)E— gk

= (x+lz(z-1)-(z—k+2)—z(x—1)---(r—k+1)

= z(x—1)---(x—k+2){(z+1)—(z—k+1)}

= kx(z—1)---(z—k+2)

= ko=t
Comme la formule Az® = kz*=L est visiblement valable pour k£ < 0 aussi, on a pour tout
kel:

Axk = fat=t (2.17)

Nous soulignons a travers cette derniére formule la remarquable analogie qu’il y a entre I'ac-
tion de l'opérateur A sur les puissances inférieures et ’action de 'opérateur de dérivation D
sur les puissances usuelles.
En itérant plusieurs fois, on obtient pour tous k,l € N :

AlzE =Kk —1)--- (k — 1+ 1)2% (2.18)

soit
Algk = gkt (2.19)

Nous somme maintenant préts a démontrer le théoréme .
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Preuve 2.2.5 du théoréme Soit (n,k) € N. On a par définition,

= Z S(n, k)z

En appliquant Uopérateur A* auz deur membres de cette identité, on obtient (en vertu des

deuzx formules et ,

k

Z(—l)i(’:)( b ki) an kym

1=0

Puisque xt s’annule en 0 pour tout | € Z sauf pour | = 0 ot sa valeur est 1, et si en prend
dans la derniére identité x = 0 alors,

D’ot

Le théoréme est démontré

2.2.5 La série génératrice exponentielle des nombres de Stirling de
seconde espéce

Définition 2.2.3 La série génératrice exponentielle d’une suite réelle (a,),n est définie par

le développement en série entiere :
o

T
>t I
n!
n=0
La série généralrice exponentielle d’une suite réelle, lorsqu’elle est connue explicitement, aide
a exhiber de nouvelles propriétés de la suite en question,qui sont souvent difficiles a obtenir
directement.
Plusieurs suites réelles importantes possedent une série génératrice exponentielle élémentaire.
Ceci est le cas de la suite des nombres de Stirling (S(n, k))n>r pour k € N fizé (i.e., les suites
verticales du triangle).

Théoréme 2.2.3 Pour tout k € N, on a

ank G _1)k.

k!
n>k

48



Nombre de stirling Nombre de stirling

Preuve 2.2.6 Soit k € N. En utilisant la formule du théoréeme[2.2.2, on a

;S(n,k)i—? = 25@,@%
/ - f{%D—n(’“)(kz—)}%
- %ig(mr(f)@—w"—,
_ %%2((—1)2(?)%—@”%
e

La formule du théoréme est ainsi démontrée.

2.2.6 Une deuxiéme formule explicite pour les nombres de Stirling
de seconde espéce
De la formule du théoréme [2.2.3| résulte une seconde formule explicite pour les nombres de

Stirling de seconde espéce. Méme si, au niveau des calculs, cette nouvelle formule est moins
efficace que la précédente, elle est trés utile pour d’autres applications.

Corollaire 2.2.2 Pour tout (n,k) € N*, avecn >k, on a

n! 1
S(n, k) = o > B (2.20)
ning, - nyEN*
ni+nz+-+nE=n

Preuve 2.2.7 Siot (n,k) € N?, tel que n > k Le développement en série entiére de la
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. (693 _ 1)k 34 s
fonction x — T en 0 s’écrit,
r _ 1\k n k
(e"—=1)% 1 T
o sl
neN*
-l )=
k! _ng! _no! ngl )7
n1 €N no€N niEN
1 pritnettng

n1,n2,ngEN*

1 1 i
- Ez Z nylns! - ny! T

n>k ni,ng,- ,nEEN*
ni+ng+--+ng=n

s01t

(" —1)F 1 1 )

n>k ni1,ng, - ,niEEN*
ni+nz+-+np=n

En identifiant ce développement avec celui de la formule du théoréme MZZ en résulte (en
vertu de I’ unicité du développement en série entiére d’une fonction analytique) que,

nl k! nyng! - -yl

ni,ne, - ngEN*
ni+ns+--4+nr=n

d’ou la formule recherchée,

! 1
n.
S(n, k) = — E _. (2.21)
k! nylnag! - - - ny!
n1,m2, ;N EN*
ni+na+---+ng=n

Le corollaire est démoniré.

2.2.7 Une majoration et un équivalent simple pour les nombres de
Stirling de seconde espéce

Des formules et [2.2.2] on déduit assez facilement une importante majoration et uune
équivalence simple (lorsque n est au voisinage de l'infini) pour les nombres S(n, k).

Proposition 2.2.3 1. Pour tout (n,k) € N* , avecn >k , on a

S(n, k) < % (2.22)
2. Soit k € N fize. Lorsque n € N est au voisinage de l'infini, on a
k’l’b
S(n, k) ~ 7 (2.23)
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Preuve 2.2.8 1. Soit (n,k) € N? tel que n > k. D’apreés la formule du corollairem
on a

n! 1
S(n. k) = k! Z nylng! - ny!’

n1,n2, - ,nEEN
ni+ng+-+ng=n

k! nylng! -+ - my!’

ni,ng, - ,nEEN
nit+ng+--+ng=n

1 n
S -TED I (R}

ni,n2, - ,nEEN
ni+nz+--+ng=n

IN

n

= —[1+1+-+1

kfois

D’ou
S(n, k) < —.

2. Soit k € N fizé. D’apres la formule du théoreme[2.2.9 , on a pour tout n > k,

S(n, k) = %{k”— (T)(k—nu(’;)(k_g)n_...+(_1)k(2>0n}7

1 n n

d’ou : i
S(nv k) ~4oo y

La proposition est démontrée.

2.2.8 La série génératrice ordinaire des nombres de Stirling de
seconde espéce

Définition 2.2.4 La série génératrice ordinaire d’une suite réelle (a,)nen est définie par le
développement en série entiére (i.e; de rayon de convergence nul).

o0

Z anx™.

n=0
Tout comme la série génératrice exponentielle, la série généralrice ordinaire d’'une suite réelle,
lorsqu’elle est connue explicitement, nous apporte des informations sur la suite en question
qui sont souvent difficiles a obtenir directement.
1l est, par ailleurs, immédiat que le rayon de convergence de la série génératrice exponentielle
est plus grand que celui de la série génératrice ordinaire de toute suite réelle.
Plusieurs importantes suites réelles possédent des série génératrices ordinaires élémentaires
et c’est justement le cas de la suite des nombres de Stirling (S(n, k))n>k pour k € N fixé (i.e;
les suites verticales du triangle dressé). On a le
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Théoréme 2.2.4 Pour tout k € N, on a

:Ck

2 5m k)" = (1—2)(1—22) - (1—kz)

n>k
Preuve 2.2.9 Soit k € N. En se servant de 'identité obtenue au théoréeme[2.2.2, on a
“+oo

Z S(n,k)z" = Z S(n, k)z",

n>k n=0

(=) 1
a Zi!(k—i)' 11— (k—i)z’

(D
a Zz’!(k:—z’)"l—m'

Ainsi, la série Z S(n, k)x" est une somme finie de fonctions rationnelles; c’est donc une
n>>k

fonction rationnelle qui s’écrit (par réduction ¢ un méme dénominateur commun) sous la

forme,

n_ Dy(z)
2 s(n.K)a" = (1—2)1—22)-(1—ka)’ (2.24)

n>k

ot Py est un polynome de Qlx|, de degré < k. Mais puisque lorsque = est au voisinage de 0,
on a d’une part,

Z s(n, k)z™ ~o S(k, k)z* = 2",

n>k

et d’autre part (grice a ),
Z s(n, k)" ~o Py(z),

n>k

il en résulte que Py(x) ~q 2. Ce qui entraine, du fait que P, est un polynome de de degré
< k, que Py(x) = 2. D’ou lidentité recherchée,

$k

2 5m k)" = (1—2)(1—22) - (1—kz)

n>k
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Le théoréme est démontré.

Remarque 2.2.1 On peut aussi démontrer l’identité du théoréme en partant de la décom-
position en éléments simples de la fonction rationnelle :

ZL‘k

(1—2)1—2x)---(1 —kzx)’
puis en utilisant lidentité du théoréme[2.2.2

T —

2.2.9 Une troisiéme formule explicite pour les nombres de Stirling
de seconde espéce

Du théoréme résulte une nouvelle formule explicite assez importante pour les nombres
de Stirling de seconde espéce.

Corollaire 2.2.3 Pour tous n,k € N, avecn >k, on a

S(n, k) = > 171272 L T, (2.25)

r1,r2 L EN
ritro+-trp=n—k

Preuve 2.2.10 Etant donné k € N, on a

(1—@(1—5)---(1—@) - xk<1ix) (1—12x)(1—1kx)

= zF Z . Z(Zm)” e Z(lm)”,

r1 €N ro€N rL€EN

_ rior rE Ttttk
— E 171972 ... TR kTR

r1,r2-TLEN

=y > EVIERRNY SO [

n>k r1,72, TR EN
ritre+-+rptk=n

= > > EPIERRNY SO

n>k 71,79, "L EN
rit+ro+-+ry=n—=k

Cette derniere expression n’est qu’un développement en série entiére de la fonction x +—>
k
x
(1—2)(1—2x)---(1 —kx)
méme fonction au voisinage de 0 a déja été donné par la formule du théoreme|2.2.4. L’iden-
tification des deux développements conclut (en vertu de Uunicité du développement en série
entiere d’une fonction donnée) que l'on a pour tout entier n >k,

S(n, k) = S g
1,72, ,TEEN
ri4+ro+--4ry=n—=k

au voisinage de 0. Or un développement en série entiere de la

qui est bien la formule recherchée. Le corollaire est démontré.
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Exemple 2.2.2 Calculons S(5,3) en se servant de la formule[2.2.5 On a
S(5,3) = ) 1m2m3n,

7r1,72,r3EN
ritra+r3=2

= 1°2°3% +19213" 4+ 1°273° + 112931 - 11213° + 1°2°3°,
= 9+6+4+3+2+1,
= 25.

C’est bien le résultat qui figure dans le triangle des nombres S(n, k).

2.2.10 Interprétation combinatoire des nombres de Stirling de se-
conde espace

Proposition 2.2.4 Pour tout n € N* et tout k € N*, Uentier positif S(n,k) représente le
nombre de partitions d’un ensemble o n éléments en k groupes (non vides et deur & deux
disjoints). En d’autres termes, S(n, k) représente le nombre de relations d’équivalence sur un
ensemble a n éléments qui fournissent exactement k classes d’équivalence.

Preuve 2.2.11 L’énoncé de la proposition est trivial pour k = 0. Nous pouvons donc sup-
poser pour la suite que k > 1. Pour tout (n,k) € N**, notons provisoirement par P(n,k)
le nombre de partitions d’un ensemble G n éléments en k groupes (non vides et deux & deux
disjoints). Il s’agit alors de montrer que 'on a P(n,k) = S(n,k)(n; k € N*).

Pour ce faire, nous allons raisonner par récurrence sur n.

e Pourn = 1. On a par définition : P(1;1) =1 et P(1;k) = 0 pour tout entier k > 2 ; ce qui
montre que P(1;k) = S(1;k) (k € N*).

e Soit n > 2 un entier. Supposons que l'on a P(n — 1,k) = S(n — 1,k) pour tout k € N* et
montrons que 'on a aussi P(n, k) = S(n,k) pour tout k € N*).

Pour ce faire, nous allons exprimer (par le biais d’une analyse combinatoire)tout nombre
P(n,k) (k € N*) en fonction des nombres P(n —1,1) (I € N).

Soient k un entier strictement positif, N un ensemble a n éléments et x un élément fixé de N.
Soit aussi N' := N\{z}, qui est un ensemble & (n—1) éléments. Pour partitionner lensemble
N en k groupes en se servant des partitions de [’ensemble N/, il y a deux el seulement deux
fagons possibles (et complémentaires),

o Ou bien, on partitionne Uensemble N' en ( k—1 ) groupes et on considére le singleton
{z} comme le k™° groupe de la partition voulue de N. On obtient ainsi P(n — 1,k — 1) de
telles partitions de N en k groupes.

o Ou bien, on partitionne Uensemble N' en k groupes (donc P(n — 1,k) possibilités) et on
intégre l’élément x de N dans l'un de ces k groupes (donc k choix possibles pour z). Et l'on
obtient ainsi kP(n — 1, k) de telles partitions de N en k groupes.

Au total, on obtient donc P(n — 1,k — 1) + kP(n — 1, k) partitions de N en k groupes. D’ou

P(n,k)=P(n—1,k—1)+kP(n—1,k).

D’apres Uhypothése de récurrence, on a P(n — 1,k —1) = S(n— 1,k — 1) etP(n — 1,k) =
S(n —1,k), il en résulte que,

P(n,k) = S(n—1,k—1) + kS(n — 1, k) = S(n, k),

o4



Nombre de stirling

Nombre de stirling

(en vertu de la proposition .

Ceci achéve cette démonstration.

Exemple 2.2.3 Calculons S(5,4) en se servant uniquement du sens combinatoire des nombres
de Stirling de seconde espéce. Soit N l'ensemble a 5 éléments N = {a,b,c,d,e}. Les par-
titions de N en 4 groupes Ny, Na, N3, Ny (tous non vides et deuzr & deuz disjoints) sont les

sutvantes,

£1
§2
§3

Pa
5 :
. N1 = {a},N2 = {d},Ng = {6},N4

%6

7 -
£8 -
. N1 = {b},NQ = {d},Ng = {6},N4

9

210 -

: N1 = {a}, Ng = {b}, N3 = {C}, N4
. Ny = {a}, Ny = {b}, Ny = {d}, N,
: Ny = {a}, Ny = {b}, N3 = {e}, Ny

N1 = {CL},NQ = {C},Ng = {d}, N4
Ny ={a}, Ny ={c}, Ny = {e}, N,

N1 = {b}7N2 = {C}, Ng = {d}, N4
Ny = {b}, No = {c}, N3 = {e}, N,

N1 = {C}, NQ = {d},Ng = {6}, N4

{d, e};
{c. el
{c.d};
{b e}
{b, d};
{b. c};
{a, e};
{a, d};
{a, c};
{a, b};

(Noter que Uordre des groupes N; (1 <1i < 4) n’est pas important).
Le nombre de partitions de N en 4 groupes est donc égale a 10 ; d’ou

S(5,4) = 10.

C’est bien le méme résultat qui figure dans le triangle des nombres S(n, k).
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Chapitre

Une nouvelle généralisation des
nombres de Stirling de premiére
espéce

Introduction

Les nombres de Stirling de premiére espéce notés c(n, k) ou [Z}(Voir, [27] ) qui ont

. , . . . Ty n
une interprétation combinatoire : pour n > 1 et £ > 1 la quantité [k:] est le nombre de

permutations de [n] avec exactement k cycles, sont définis comme on a vu dans le deuxiéme
chapitre, par les conditions initiales,

c(n, 0) = 5,1,0, C(O, k’) = 5k70,
et la relation de récurrence

cnyk)=cn—1,k—1)+ (n—1)c(n — 1, k). (3.1)

Ils sont également considérés comme les coefficients du produit suivant
rx+1)---(x+n—-1)= Zc(n, k)a®, (3.2)
k=0

Si n € N alors son ¢g-analogue standard est,

g =1+q+ - +q¢"",
et son p, g-analogique standard est,

[n}p,q — pnfl _._pp72q R qnflj
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ou [0g = [0;,4 = 0.

On peut donc définir les nombres g-Stirling (resp. nombres p, q-Stirling) de premiére espéce
cqln, k] (vesp. c,4[n, k]) en utilisant un g-analogue (resp. p, g-analogue) de équation
calin, K] = e — 1,k = 1] + [ — yegln — 1, K], (33
Cpalns k] = cpgln — 1,k — 1]+ [n — 1] 4cp4[n — 1, K], (3.4)
ol ¢4[0, k] = ¢,4[0, k] = o -

Récemment,
Une extension naturelle du coefficient bi*nomiale est le coefficient ¢- bi*nomiale , qui
satisfait la récursivité suivante

s (s)
n} (5) Z (n—1)j [n — 1}
[ -3y |, (3.5)
k' q =0 k — ] q
et qui apparaissent comme les coefficients du produit suivant

[la+az st @) =5[] (3.6)
§=0 k>0 e

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a |4, 2] 0]

Définition 3.0.1 Soit X = {x1,z9,---} un ensemble de variables dénombrable infini. La
fonction symétrique élémentaire de degré k en x1,x9, -+ ,x, est définie par

€k(n) = €k(5€1,1727"' 7:571) = E Ljy XLy + + * Ty,
1< << <ip <N

ot eg(n) = 1,e,(0) = dox et ex(n) =0 sauf si 0 < k < n.
Alors pour n>1 etk € Z,

er(n) =ex(n — 1) + xpep_1(n —1). (3.7)
Pour plus de détails, voir par exemple [29] 39

Les nombres de Stirling de premier espéce avec leurs analogues peuvent étre exprimés comme
spécialisations de la fonction symétrique élémentaire

cin,k) = e, x(1,2,--- ,;n—1),
Cq[n7 k] = en—k([l]q7[2]q7"' ,[n— 1]Q)7
cpalt k] = eni([(Upgs 2lpgr -+ 5 [0 — 1pg)-
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Dans|4], Bazeniar et al. a proposé une nouvelle fonction symétrique pour interpréter les
coefficients bi*nomial et leurs analogues. Cette fonction est une généralisation de la fonction
symétrique élémentaire donnée comme suit,

EP(n) =B (wr, o m) = YL afagteal (3.8)

a1 tag+-tan=k
O0<ar,a2,-an<s

ol Eés)(n) =1, E,is)(n) = 0 a moins que 0 < k < s, et satisfait la relation récurrente,

EX(n) = 2B (n—1). (3.9)
=0
Si s > k alors E,(f) (n)(x1,- -+ ,x,) est la fonction symétrique homogéne compléte.

Pour illustrer,
EP(3) = 2222 + 2222 + 22mom3 + 212205 + 212002,
En utilisant cette fonction et cette relation une simple induction prouve.

1. &

>~
)
—
\.H
\‘H
\.H
SN—
|
Y
> 3
~__
vy

)

n()
1

Les fonctions symétriques généralisées Elis) ne sont pas essentiellement un nouveau géné-
ralisation des fonctions symétriques élémentaires e, . Une définition équivalente de ces fonc-
tions symétriques existent déja dans I’article de Doly et Walker [IG]avec un autre nom appelé
fonction symétrique compléte modulaire. Fu et Mei [22] et Grinberg[25] ont indépendamment
introduit la fonction symétrique généralisation E,(:) . Grinberg a appelé ces fonctions les fonc-
tions symétriques de Patrie tandis que Fu et Mei les appelaient des fonctions symétriques
homogénes tronquées.

2. EV(1,q,-,q" ") = [

q

3.1 Nombre de Stirling généralisé de premiére espéce

Dans cette partie, nous proposons une généralisation des nombres de Stirling de premiére
espéce en utilisant la fonction symétrique définie dans[3.8] a laquelle on donne une récurrence
et une fonction génératrice ordinaire.

Définition 3.1.1 Pour tout n > 0 on note ¢®)(n, k) les nombres de Stirling généralisés de
premiére espéece, qui sont donnés par les conditions initiales,

) (n,0) = 60, c(s)((), k) = 0o ks

et la relation de récurrence,

k) =Y (n—1cD(n—1,k—s+j), (3.10)
5=0
ot ¥ (n, k) = 0 sauf si s < k < sn. Comparer cette définition avec la fonction symétrique
élémentaire généralisée E,Es) et la relation on trouve une induction simple.
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Proposition 3.1.1 Pourn>1 et s < k < sn,

k) =EY (1,2, ,n—1). (3.11)
Ces nombres, comme pour les nombres de Stirling classique de premiére espéce, sont construits
a travers le premier triangle de Stirling, dit "le premier triangle s-Stirling”.

Comme illustration de la relation de récurrence nous établissons le premier 2-Stirling
Triangle.

n/k| 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
0 |1

1 10 0 1

2 |10 0 1 1 1

3 |00 4 6 7 3 1

4 |0 0 36 66 85 24 25 6 1

5 |0 0 576 1200 1660 1270 701 250 65 10 1

TABLE 3.1 — Le premier triangle 2-Stirling ¢ (n, k).

D’apreés la relation nous montrerons ci-dessous que ¥ (n, k) est le coefficient du k-iéme
terme du produit sutvant.

Théoréme 3.1.1 On a,

n—1 sn
[T+ + o+ e+ %) =D d(n, k)a”.
3=0 k=0

Preuve 3.1.1 FEn prenant n =1, on a

xS:0+O><:1:+---+O><xS_1+1xxszz:c(s)(l,k)xk.
k=0

Supposons que cette hypothése soit vraie pour n. On montre qu’elle reste vraie pour n + 1

n sn

H(:L,s +j$5_1+""—|—j8_1513+j5) _ anms—jzc(s)(n’k)xk’
=0

=0 k=0
s(ntl) [ s
= Z anc(s)(n,k—s—i-j) a
k=0 Lj=0
s(n+1)
= Z A (n+1,k)zk.
k=0

Par conséquent, par hypothése d’induction et relation , la preuve est achevée.
Maintenant, nous sommes en mesure de donner le lien entre ces nombres et le nombre de
Stirling de premiére espéce.

29



chapitre Une nouvelle généralisation des nombres de Stirling de premiére espéce

Théoréme 3.1.2 On a,

k)= Y [H cln, jy)

Ji+je+-+js=k r=1

. ;20
ol a = e's+r.

; 21 .
Preuve 3.1.2 pour a = e's+1 , on voit que

PR
qQ~r=1 T’

Ltzt-+a =]]—a)

Done d’apres le théoreme[3.1.1, on a

Z A (n,k)zk =
k=0

Il résulte de la relation[3.3 que,

ic(s)(n,k)xk = ﬁic(n,k)(—a%)k

k=0 r=1 k=0

n

= ) el ) (=1)"a" 2 x - x Y eln, jo)(—1)ra

j1=0

sn

=2 | X

k=0 Lj1+jat-+js=k

Par identification, nous obtenons

9 (n, k) =
ot js=k r=1

C(”?jl) X e

Jjs=0

- x e(n, jo)(—1)Fazr=mr | g

S

3.2 Interprétations combinatoires

Les nombres de Stirling de premiére espéce comptent les permutations de [n] avec k cycles,
nous donnons dans cette section une interprétation similaire a celle du nombre de Stirling
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de premiére espéce. Ici, les maxima de cycle d’une permutation sont les nombres qui sont
les plus grands dans leurs cycles. Par exemple, si m = (1,3,5)(2,6,8)(7)(4,9)(10) est une
permutation dans S, alors les maximas de cycle sont 5,7,8,9 et 10.

Définition 3.2.1 Le s-uplet de permutation de Stirling généralisé de longueur n est un s-
tuple ordonné (my, .-+ ,ms) avec my,--- ,ms € S, pour lequel les deuz conditions sont vérifiées.

1. Pour chaque j, 1 < j < s —1, le nombre de cycles dans m; est supérieur ou égal au
nombre de cycles dans mj;1.

2. Pour chaque j, 1 < j < s—1, le maxima de cycle de w1, est inclus dans le mazima
de cycle de ;.

Exemple 3.2.1 Pour n =3 et s = 2, les possible permutations de Stirling généralisée des
paires (my, ™) de longueur 3 sont,

(123,123) — (123,132) — (132, 123) — (132, 132) — ((1)(23), 123) — ((1)(23), 132)—
1 )

)

((13)(2),123) — ((13)(2),132) - ((12)(3),123) — ((12)(3), 32) (( )(2
(1)(2)(3),132) = (12)(3), (12)(3)) — ((13)(2), (13)(2)) — > )
((13)(2), (12)(3)) = ((12)(3), (13)(2)) = ((1)(2)(3), (12)(3)) — ((1)( )(3)7(13)(2))—
(D2)B3), (1)(23)) = (1)(2)(3), (1)(2)(3))-

Théoréme 3.2.1 Pour n > 1 et s < k < s,. Le nombre de s-uplets de permutation
(71, -+ ,mg) de Stirling généralisés de longueur n ayant ensemble exactement k cycles est

9 (n, k).

Preuve 3.2.1 Soit p(s)(n, k) le nombre des s-uplets de permutations du Stirling généralisés
(71,...,ms) de longueur n ayant ensemble exactement k cycles. Il est clair que,

p(5)<n7 0) = 5n,0 et p(S) (07 k) = 60,167

donc en vertu de la relation (?7) il suffit de montrer que sin >0 et k > 0 alors,

O, k) =p®(n—1k—>s) +Zn—1 Yp(n—1,k—s+j). (3.12)
7=1

Pour un s-uplets (my, ..., ms) de permutations du s-Stirling de longueur n, le 1 est un point fize
dans ms si et seulement s’il s’agit d’un point fize dans chaque m; € {my,...,ms_1}(condition
2 de la définition ?77). Les s-uplets (m,...,7s) dans lequel le 1 est un point fize dans chaque
m € {m,..., s} sont en bijection avec les s-uplets (o1,...,05) de longueur n — 1 ayant
ensemble exactement k — s cycles en supprimant le 1 de chaque permutation et en diminuant
toutes les autres entrées de 1, ¢’est le nombre p®)(n — 1,k — s). Chaque s-uplets (my, ..., m,)
dans lequel le 1 est un point fire uniquement dans m; € {m,...,ms_;} peut étre construit
uniquement en choisissant s-uplet (o1, ...,05) de longueur n — 1 ayant ensemble k — (s — j)
cycles, augmentant chaque entrée de chaque permutation de 1 et insérant le 1 comme point
fize dans chaque permutation o; € {o1,...,05_;} et comme nouvelle entrée dans chaque
permutation o; € {0s_j+1,...,0s}. Il y a un une seule fagon d’msérer le 1 comme point
fize dans chaque permutation o; € {o1,...,0,_;}, et il existe (n — 1)? fagons d’insérer le
1 comme nouvelle entrée dans chaque permutatzon oi € {0s—js1,...,05}, c’est le nombre
(n—1)7p®(n -1,k — s+ j). Ainsi la relation est vérifiée.
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Proposition 3.2.1 Nous avons,

1. (n,s) = [(n = DI° = [e(n, D]

2. 9(n,s +1) = [(n— D e(n,2) = [(n— DJPH* ot H™ ' est le (n — 1)-iéme
Numéro d’harmonique ;

3. ¥ (n,sn) = 1;

n

4. (n,sn—1)=c(n,n—1) = (2);

5. Pourn > 2, )k (n, k) =0 si s impair;

6. HTH =n X 0(2)(n, 2).

Preuve 3.2.2 1. Pour chaque permutation m; € m,...,ms. , il y a (n — 1)! fagcons de
permuter m; en un seul cycle. Ainsi, il y a
(n,s) = [(n = I° = [e(n, 1))
facons de permuter m, ..., w5 ensemble en s cycles.

2. 1l est facile de voir que m a exactement deux cycles et chaque m; € 7y,...,Ts G un
cycle car mi,mo,... et s ont ensemble exactement s + 1 cycles. Par conséquent, il
eriste c¢(n,2) facons de permuter m en deux cycles et (n — 1)! facons de permuter
chaque m; € {my,..., 7} en un cycle. Ainsi,

(n,s+1) = [(n = 1) "e(n, 2),
puisque c¢(n,2) = (n — 1)!H,,_1 on obtient
(n,s+1)=[(n—1D*H,_,

3. La preuve que ) (n,sn) =1 est triviale puisque chaque m; € my,--- , Ty a exactement
n cycles.

4. Chaque m; € {my,...,ms_1} an cycles et mg a n — 1 cycles car m,m,... et 5 ont
ensemble exactement sn — 1 cycles. Par conséquent, par 3 il y a une seule facon de
permuter tous les m; € my, -+ ,Ts—1 ensemble en (s — 1)n cycles. Et il y a ¢(n,n — 1)
facons de permuter w, en n — 1 cycles. Ainst,

(n,sn—1)=c(n,n —1) = (;L)

5. D’apres le théoréme il n'est pas difficile d’avoir

sn

Z(_l)snfkc(s f[ LU —]IS 1 +(_1>sjs)

k=0
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Par conséquent, pour n > 2 , en fivant x = 1 et s impair dans [’équation précédente,
on obtient

sn

Z(—l)sn—kc(é‘)(n, k‘) = 1x ]j(l R R (_1)59.8)

k=0
n—1
= 0x A=+ 4+ (=15)
j=2
= 0.
6. En remplacant s = 2 dans (1) on obtient,
P (n,2) = [(n - 1)

D’autre part, a partir des relations 77 et 7?7, nous pouvons voir que

(IR
Ainsi,

[ =rx otz

La relation entre les nombres de Stirling généralisés pour s = 2 et le Les nombres de
Legendre-Stirling sont donnés par la proposition suivante.

Proposition 3.2.2 Le nombre de paires de permutations Legendre-Stirling (o1,09) de la
longueur n est exactement le nombre de paires de permutations de Stirling généralisées (my, m5)

de longueur n,
2n

St = 32 [])

k=0
Preuve 3.2.3 D’aprés la relation T7 , on a

n n—1
n

[[k”xk:H($+j(j+1)), (3.13)

k=0 §=0

et en prenant s = 2 dans le théoreme on obtient

> @ k) = [[a2 + 3o +5%) = [0 + 55 + ) .14

Par conséquent, en fizant x = 1 dans les relations et nous obtenons

> =3 [[3]]

63



chapitre Une nouvelle généralisation des nombres de Stirling de premiére espéce

3.3 Analogues des nombres de Stirling généralisés

Maintenant, nous sommes en mesure de proposer une définition des analogues de la généra-
lisation de nombre de Stirling de premiére espéce.

Définition 3.3.1 Pour toutn > 0 on écrit cés) [n, k] (resp.c}(f()][n, k] pour désigner les nombres
q-Stirling généralisés (resp. nombres p, q-Stirling) de premiére espéce, qui sont donnés par
les conditions initiales,

cin, 0] = c9)[n, 0] = 6,0, 10, K] = )10, k] = bo i

q

el les relations de récurrence,

S

n, k) = [n— 1P 0 — 1,k — s + ], (3.15)
7=0

k) = [n— 11 e n =1,k — s+ jl, (3.16)
7=0

ot c((]s) [n, k] = cl(f;[n, k] =0 sauf st s < k < sn.

Ces nombres, comme les nombres de Stirling généralisés de premiére espéce, sont construits a
travers le premier triangle s-Stirling, connu sous le nom de « g-analogue (resp. p, g-analogue)
de premiére triangle s-Stirling ». Comme illustration de la relation de récurrence nous
établissons le g-analogue du premier triangle 2-Stirling.

n/k|0 1 2 3 4 5 6
0 |1

1 |0 o0 1

2 100 1 1 1

3 10 0 142¢4+¢* 2+3¢+¢ 3+3¢+¢ 2+¢ 1

TABLE 3.2 — Le g-analogue du premier triangle 2-Stirling.

De méme pour la relation de récurrence , nous établissons le p, g-analogue du premier
2-Triangle de Stirling.

n/k|0 1 2 3 1
0 1

1 0 0 1

2 0 0 1 1 1

3 100 pPP4+2pq+¢*> PP +29+F+p+q PP+209+F +p+qg+1

TABLE 3.3 — Le p, g-analogue du premier triangle 2-Stirling.

Comparant la définition [3.3.1f avec la fonction symétrique élémentaire généralisée E,gs) (n) et
la relation m (resp. [3.16)) et par une induction simple on aura la proposition suivante.
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Proposition 3.3.1 Pourn>1 et s <k < sn,

k] = BS (g, [2g -+ In = 1],) (3.17)
e k) = B (W g+ o [0 = ) (3.18)

Remarque 3.3.1 Le nombre q-Stirling généralisé (resp.p, q-Stirling) de premiére espéce c((]s) [n, k]

(resp. cés()][n, k] est défini comme étant la somme des produils possibles < B k:) , chaque

: sn—kJ,
facteur apparait au plus s fois dans un produit différent, ce qui peut étre formé a partir
des premiers (n — 1) g-nombres naturels [1],,[2]q,- - ,[n — 1], (resp.,p, g-nombres naturels
(g [2]pgs -5 [0 — Lpg)-
Pour illustrer,

13,2 = [13[2]5: c?13,3] = [13[2), + [1],[2]5;
cP13,4) = [1]7 + [2]2 + [1]4[2],; c13,5] = [ + [2lg; 13,6 = 1.

De plus, les résultats suivants apparaissent comme des analogues naturels du théoréme (3.1.1]

Théoréme 3.3.1 On a,

n—1 sn
[T+ gt 4+ Gl e+ (519 = Y e, ),
j=0 k=0
n—1 sn
1@+ U™+ + Ul e+ Ulg) = D cSn, s]a*.
j=0 k=0

Preuve 3.3.1 D’apres les relations[3.17 et [3.18 données dans la proposition[3.3.1), on utilise
la méme méthode de la preuve proposée dans le théoreme|5.1. 1
La méthode de preuve utilisée dans le théoréme peut étre appliquer a leurs analogues.

Théoréme 3.3.2

c((}s)[n, k] = Z [H%[”Jr] aXr T
jitjet+-+js=k Lr=1
LRI SR ) YRS Pt

Jitjettis=k Lr=1

. 42T
ou aq = e sti,
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3.4 Interprétation combinatoire du nombre ¢-Stirling
généralisé

Les nombres g-Stirling de premiére espéce ¢,(n, k) sont introduits par Gould [24], et interpré-
tée comme fonction génératrice de la statistique d’inversion sur les cycles des permutations
par Gessel [23]. En utilisant la méme statistique, nous donnons dans cette section l'interpréta-
tion combinatoire et quelques identités pour les analogues des nombres de Stirling généralisés
de premiére espéce.

Nous savons que les minimas de cycle d'une permutation données sont les nombres qui sont
les plus petits dans leurs cycles. Par exemple, si 7 = (1,3,5)(2,6,8)(7)(4,9) est une permu-
tation dans Sy, écrite en notation de cycle, alors ses minimas de cycle sont 1,2,4 et 7.

Pour m = py...p, € G, le nombre d’inversions est inv(m) = {(7,7) : i < jet p; > p;} o1 G, est
le groupe de permutations sur n éléments. La statistique d’inversion dans I’histoire remonte
aux travaux de Cramer (1750),B Lezout (1764) et Laplace (1772). Voir la discussion
dans | [28], page 92|. Netto a énuméré les éléments du groupe symétrique par la statistique
d’inversion en 1901 [[28], Chapitre 4, Sections 54 et 57|, et en 1916 MacMahon [[34], page
318] a donné le développement g-factoriel

3 ¢ = [l

TEON

Maintenant, avant de donner la formule de ¢-Stirling généralisé. Procédant en premier lieu, &
un arrangement dont les quelles les cycles de chaque permutation 7; donnée dans la définition
77?7, seront organisés dans 'ordre croissant de gauche a droite selon les minimas de chaque
cycle. En deuxiéme lieu, apres avoir supprimé les parenthéses des cycles, on considére tous les
cycles de chaque 7; € (7, ..., ) comme un seul cycle et on note ces nouvelles permutations

par 7=,

Exemple 3.4.1 Pour la permutation m = (1,3,5)(2,6,8)(7)(4,9) on a 759 = 135268497.

(<50)

Définition 3.4.1 Soit hs(n, m) 'ensemble de toutes les permutations s-uplets de type <7T1 o

associé a toutes les permutations de Stirling généralisées s-tuples (my, -+ ,ms) de longueur n
ayant ensemble exactement m cycles.

Théoréme 3.4.1 Pour n > 1 et tout k avec s < k < sn. Le nombre généralisé du q-Stirling
de premiére espéce cgs) [n, k| est donné par

c((]s) [n, k] = Z q2f=1 mv(ﬂgs,@)’

(ﬂ_%ﬁac)’... ,ﬁgg’c)> €hs (nvk)

N . < < s .
ot la somme est sur toutes les permutations s-tuples <7T£_ C), cee ,wgfﬁ)) associée avec toutes

les permutations de Stirling généralisées s-uplets (my,...,ms) de longueur n ayant ensemble
exactement k cycles.
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Preuve 3.4.1 En vertu de la relation (?7) il suffit de montrer que sin > 0 etk > s alors

) i () - =1k —s]+> [n—12cn — 1,k — s+ j].
(ﬂg’”,...,n_ﬁg’“))eg(n,k) i=1

Pour ce faire, notons d’abord que par la condition 2 de la définition 77, si (71,...,ms) est
une permutation généralisée des s-tuples du Stirling de longueur n alors, n est un point fize
dans s ssi il est un point fixze dans m; € {m,...,ms_1}. Les s-tuples (my,...,7s) dont lequel
n est un point five dans chaque m; € {m,...,7s}, sont en bijection avec s-tuples (oy,...,0s)
de longueur n — 1 qui ont simultanément k — s cycles, cela se fait en supprimant n de

(S’C) (S7c)

chaque permutation. Donc, par la définition 77 les s-tuples (7‘(‘1 yeeey Ty > de longueur n

. . <, < .
sont aussi en bijection avec (ag— C), e ,Ug—’c)) de longueur n — 1 ce qui conclure le nombre

cgs) [n—1, k—s]. Chaque s-tuple (71, ..., ms) dont lequel n est un point fize seulement dans m; €
{m1, ..., ms_;} peut étre construit uniquement en choisissant s-tuple (o1,...,05) de longueur
n — 1 qui ont simultanément k — (s — j) cycles, se faisait par l'insertion du n comme point
fize dans chaque permutation o; € {o1,...,05_;} et comme une nouvelle entrée dans o; €
{0s—j+1,...,05}. On compte (n—1,k—s+7) s-tuples (o1, ...,0s) et donc on déterminera

(UF’C), . ,agg’c)) s-tuples (o1, ...,05) par c((]s) [n—1,k—s+j], par ailleurs il existe une seule

fagon d’insérer n comme point fize dans chaque o; € {o1,...,0._;} cela implique le poids

s—j times

f N :
total de n dans <a§§’c), e ,agff)) est qO +o 40 2 1, ensuite il y a aussi (n — 1) facon
d’insérer n comme une nouvelle entrée dans o; € {0s_j11,...,0s}, cela implique le poids total

Z(S’C) € {agﬁl, . ,a§30>} est 14+ q+--+¢"?=[n—1], Lenombre total de

de n dans o

(<0) (<0

toutes les permutations <O’s_j+1, RN ) est [n — 12, On résume que la relation (?7?) est

construite.

Exemple 3.4.2 De l’exemple les paires de permutations de Stirling généralisées (mwy, mo)
de longueur 3 ayant ensemble trois cycles sont

((1)(23),123) — ((1)(23), 132) — ((13)(2), 123) — ((13)(2), 132) — ((12)(3), 123) — ((12)(3), 132).

Alors les paires de permutation <7T§§’C), Wég’c)) sont,

(123,123) — (123,132) — (132,123) — (132,132) — (123,123) — (123,132).

Ainsi,
En fizant s = 1, on obtient immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 3.4.1 [23/

67



chapitre Une nouvelle généralisation des nombres de Stirling de premiére espéce

Les nombres q-Stirling de premiére espéce cyn, k| sont donnés par,

k= > e, (3.19)

(S0 eh(n,k)

N . < - . N
ot la somme est sur toutes les permutations (59 assocides a T de longueur n ayant exacte-
ment k cycles.

Le p, g-analogue des nombres de Stirling généralisés de premiére espéce c;‘i)][n, k| ont Uinter-
prétation combinatoire suivante.

Théoréme 3.4.2 Pour n > r et tout k avec sr < k < sn. Le p,q-analogue du nombre de

Stirling généralisé de premiére espécee c](;;[n, k] est donné par,

C(SZI [n, k] = Z pi:l coinv/ (=) qu:I ino(ni=7) ; (3.20)

p?
(71'53C> yoe ,ngg")) €hs(n,k)
ot coinv’ (7'59)) = coinv (7(S9) — (n — 1).
Preuve 3.4.2 Approche et arguments similaires donnés dans la preuve du théoréme[3.4.1]

Exemple 3.4.3 Pour les paires de permutations,

((1)(23),123) — ((1)(23),132) — ((13)(2),123) — ((13)(2),132) — ((12)(3), 123) — ((12)(3)132)

de (WF’C),WQS’C)> donné dans ['ezemple 3.2.1], on a

(2) _ , coinv’(123)+coinv’(123) inv(123)+inv(123) coinv’ (123)+coinv’ (132) inv(123)+inv(132)
Cp,q - p q + p q

+pcoinv’(132)+coinv’(123) qinv(132)+inv(123) + pcoim/(132)+coinv’(132) qirw(132)+inv(132)

+pcoinv/(123)+coim/(123) qinv(123)+inv(123) + pcoinv’(123)+coinv/(132) qinv(123)+inv(132)

=p2+q2+2pq+p—|—q.

Semblable a la proposition[3.2. 1], il est facile de voir & partir du théoréme du théoréeme
3.4.9 et Théoréme [3.3.1] que les analogues des nombres de Stirling généralisés satisfont a la
identités suivantes.

Proposition 3.4.1 on a,
(i) ¢Vln,s] = [[n = 1,!]° = [eg[n, 1]]°,

(i) C;(ai)z[nv s] = [[n = 1pq!]° = [cpgln, 1]]%,

s _ (S _
(ii1) cé )n, sn] = cpyc)l[n,sn] =1,

(iv) Pourn > 2 ,Z(—l)sn_kcgs) (n, k] =0 si s impair.
k=0
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Conclusion généréle

Dans ce travail nous avons étudient une nouvelle généralisation des nombres de stir-
ling de premiére espéce en utilisant les fonctions symétrique élémentaires. Comme pre-
mier résultat, on a présenté une extension des nombres de stirling de premiére espéce et

leurs analogues. De plus, on a pu determiner une un relation de récurrence c(s)(n, k) =
S

Z(n —1)7c¢®(n — 1,k — s + j). On a, de méme, utilisé la fonctions symétriques élémen-
5=0

taires généralisée E,Ef) pour interpreter les nombres de stirling généralisés de premiére espéce
) (n, k) ainsi leurs interprétations comminatoires. En fin, les analogues des nombres de stir-

ling généralisés de premiére espéce ont été abordés.

Parmi les questions et les travaux qui peuvent étre présentés comme des perspectives
et qu’on souhaite les abordés dans I’avenir on y trouve :

» établir le méme travail pour les nombres de stirling de deuxiéme espéce.
» Peut- on établir une généralisation de la fonctions symétriques complétes, comme on a fait
pour I’élémentaire 7
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