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Introduction

L’analyse des séries temporelles est un outil important qui vise & comprendre et décrire
le mécanisme de production de la série d’une part et la prévision des valeurs futures
d’autres part, une série chronologique est une suite d’observations indicées par le temps.
Pour chaque instant du temps, la valeur de la quantité étudiée X; est une variable aléatoire,
I'ensemble des valeurs quand t varie est appelé processus aléatoire (X;). La modélisation
et la prévision des séries temporelles est un enjeu important dans de nombreux domaines :
I’économie, la médecine, le transport, 1’écologie et la finance.

Les séries chronologiques peuvent étre divisées en deux principales catégories : les pro-
cessus linéaires et les processus non linéaires. Les modeles linéaires sont basés sur les
processus ARMA qui ont fondé sur des combinaisons linéaires de valeurs présentes et pas-
sées de chocs. Ils sont utilisés pour la modélisation d’un grand nombre de phénomenes et
ils fournissent un ensemble des théories mathématiques permettant de prévoir les valeurs
futures de la série. En 1927 Yule a proposé les modeles AutoRegressifs (AR), et dans la
méme année Slutzky a présenté un modele Moving Average (MA). La combinaison des
deux nous a donné le processus ARMA (p,q) (AutoRegressive Moving Average) qui s’écrit

sous la forme suivante [15] :

p q
Xo+> oXii=e+ > pjey, VtEL
i=1 j=1
ou¢; (i=1,..,p)et p; (j=1,...,¢q) sont des réelles.
Ces modeles sont fréquemment utilisés a cause notamment de leurs propriétés statis-
tiques qui rendent facile 'inférence statistique, I’estimation, et la prévision (les séries et
résidus étant générés par des processus gaussiennes stationnaires). Cependant, ces mo-
deles linéaires ARMA ne permettent pas de prendre en compte d’une part les mécanismes

d’asymétrie dans les séries temporelles et d’autre part les contraintes structurelles en

1



Introduction

terme de volatilité qui caractérise certains phénomenes étudiés. Pour palier les insuffi-
sances des modeles linéaires ARMA les modeles non linéaires ont été envisagés, plusieurs
classes de ces modeles ont été abordés : les modeles bilinéaires, les modeles a seuil, les
modeles hétéroscédastiques. L’étude de ces modeles ne cesse pas a progresser de maniere
significative. Dans ce contexte, Engle (1982) [21] a proposé une nouvelle classe de modeles
auto-régressifs conditionnellement hétéroxédastiques (ARCH) apte a capter le comporte-
ment de la volatilité dans le temps, le but est de permettre a la variance de bruit de varier

conditionnellement au passé de la série. Le modeéle ARCH(q) est définit par les équations :

Xy = hy
h? = w+ 2321 OéiXt27i7 te’Z

ouw >0, (n) est .i.d(0,1) et a; 20 (i =1,...,q).

Ce modele a été largement appliqué dans la modélisation des rendements boursiers et
les taux de change, le modele ARCH suppose que la variance conditionnelle soit une
fonction des carrés des innovations passées. L’application de ces modeles sur les séries
financiére (taux d’inflation, taux de change...) montre que la volatilité change au cours
de temps. Cependant, I'introduction d’un grand nombre de retard p dans ’équation de
la variance conditionnelle de modele ARCH(q) est nécessaire pour tenir compte de la
mémoire longue de la volatilité qui caractérise certaines séries financieres. Ce nombre
important de parametres peut poser des problemes d’estimations. Dans cette perspective,
une extension important, le modele auto-régressif conditionnellement hétéroscédastiques
généralisé (GARCH), est proposé par Bollerslev (1986) [4]. Ce modéle exige moins de
parametres a estimer et présente les mémes propriétés et les mémes fondements que le
processus ARCH(q). La seule différence se situe au niveau de la définition telle que la
variance conditionnelle de la variable étudiée est exprimée par le carré des p et q. Le

modele GARCH(p,q) de Bollerslev s’écrit comme suit :

Xt - htnt
B= ot S aXE b T G, LE

otw>0,0;200=1,...,q) et 5, 20 (j =1,...,p).

Le modele GARCH tient compte non seulement de la volatilité courante exprimée par les
carrés des résidus passés mais aussi de la volatilité passée, il présente ainsi une spécifica-
tion plus flexible de la variance conditionnelle. Toutefois, le modele GARCH ne permet de
modéliser que la dépendance temporelle de court terme : I'effet des chocs décroit exponen-

tiellement dans le temps. Le modele ARCH et sa généralisation GARCH ont joué un role
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central dans la finance et la macroéconomie, une classe importante de ces généralisations
peut étre regroupée sous la notion de modele générale GARCH(p,q) qui introduit par
Duan (1997) et qui contient la plupart des modeles GARCH connus en tant que cas parti-
culiers, on obtient la classe de modele générale GARCH(1,1) définis par He et Terasvirta
(1999) [11] qui définit par :

Xy = hmt
hi a(m—1) + g(ne—1)hi_y,

ou a(.) et g(.) sont des fonctions non négatives.

Cette famille de processus GARCH inclut des modeles symétriques et des modeles asy-
métriques, on peut citer a titre d’exemple : le modele GARCH(1,1) de Bollerslev (1986),
la valeur absolue GARCH(1,1) modele de Taylor (1986) et de Schwert (1989), le modele
non linéaire GARCH(1,1) d’Engle (1993), le modele de seuil GARCH(1,1) de Zakoian
(1994), le modele EGARCH(1,1) (exponentiel GARCH) de Nelson en 1991, le modele
AGARCH(1,1) qui défini par Ding et al (1993), le modele logGARCH(1,1) été introduit
par Geweke, Pantula (1986) et Milhog (1987) et le modele QGARCH(1,1) qui proposé
par Engle et NG (1983).

FIGURE 1 — La famille de modéle GARCH.




Introduction

Ce mémoire se compose de trois chapitres. Dans le premier chapitre intitulé la station-
narité stricte et ergodicité de la famille des modeles GARCH(1,1). Le deuxiéme chapitre in-
titulé les moments non conditionnels d'une famille des modeles GARCH(1,1). Enfin, nous
faisons une application numérique des trois sous modele : GARCH(1,1), EGARCH(1,1)
et TGARCH(1,1).




Notations

Processus
iid
i.1.d(0,1)

hi

o{Xs, s < t}
Notations générales
log™

Ly
Probabilité
p.s

LEN

indépendant identiquement distribué,
indépendant identiquement distribué centré et de
variance unité,

variance conditionnelle ou volatilité,

tribu engendrée par le passé de X,

max{log x,0}, pour tout z > 0,
est définie comme,

indicatrice,

presque stirement,

convergence presque sure,




Chapitre 1

Stationnarité stricte et ergodicité de
la famille des modeles GARCH(1,1)

1.1 Préliminaires

He et Terasvirta [11] (1999) on défini le modele générale GARCH(1,1) comme suit :

(1.1)

Xy = hmt
he = a(m—1)+ g(m-1)hi_,

ol a(.) et g(.) sont des fonctions non négatives, P(h? > 0) = 1, (1;) est une suite i.i.d
avec E{n;} =0 et Var{n?} = 1. Comme indique par ces auteurs cette famille de proces-
sus GARCH comprend : (puisque tous les sous modeles doivent satisfaire I’équation 1 de
modele (1.1) il suffit de vous-rappeler juste I’équation 2 de modele (1.1) qui est changer
a chaque fois).

1.1.1 Le modéle GARCH(1,1) de Bollerslev (1986) :
Soient a(n;_1) = w et g(n_1) = B+ an?_, tel que :

hi =w+aX?, +phi, (1.2)
=w+ B+ 0477t271]ht2717

avecw >0, a>0et g >0.

1.1.2 Le modéle TGARCH(1,1) (GARCH a seuil) :
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Ce modele introduit par Rabemamanjara et Zakoian (1993) qui s’écrit sous la forme
(d’apres Ali [3]) :
Soient a(n;—1) = w et g(n—1) = B+ arni_ Iy, <oy + Qa1 Igy, >0y tel que

hi = w+Bhiy + anXP 1 Iix, <o) + o Xi 1 Iix, >0 (1.3)

=w-+t [6 + a177t271[{77t71<0} + a2nt271[{?7t—1>0}]h’?717

olw>0,a;20,a>0et >0.

D’autre part, Zakoian en 1994 [24] donne la forme suivante :

Remarque 1.1 On peut écrire le modéle TGARCH(1,1) avec d’autre maniére qui aussi

asymétrique

hi = w+ a4 (X00)? — an - (X2y)? + Bhiy,
avec w > 0, a;+ > 0, oy~ > 0, B = 0 et en utilisant la notion v= = max(z,0),
r~ = max(—z,0).

D’apres Ali [3], il existe des modeles qui nous permettent d’extraire la formule
TGARCH(1,1), on trouve dans le corollaire suivant :

Corollaire 1.1 Le modéle GJR-GARCH(1,1) est représente par l’expression :
hi =w+ o Xi ) + aolyy, ) Xiy + Bhi_y,

ot w>0,a1>=20 ay>0cetp>0.

1.1.3 Le modéle EGARCH(1,1) (exponentiel GARCH) :
De Nelson (1991) [20] est s’écrit sous la forme suivante :

Soient a(n;—1) = w + a1my—1 + ao|m_1] et g(mi—1) = 5.
log hi = w4+ Blog hi | + aine_1 + |, (1.4)

outw>0,a12>0,etf >0.

1.1.4 Le modéle logGARCH(1,1) :
Qui été introduit par Geweke, Pantula (1986) et Milhoj (1987).

Soient a(m—1) = w + (1, <oy + @2lfy,_ >01)logniy et g(m—1) = B+ anlpy,_ <oy +

aoliy, >0

log h} = w + (enlx, <oy + @2lix, ,>0y) log X7y + Bloghi_, (1.5)

7
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=w + (a1l{y,_ <oy + @2l >o0p)(logn;_y + log b ) + Bloghj_,,

otw >0, =0, et >0.

1.1.5 Le modéele AVGARCH(1,1) (la valeur absolue GARCH) :
Ce modele de Taylor (1986) et Schwert (1989) :

Soient a(n;—1) = w et g(ni—1) = B + aq|m—1] tel que :

hi = w+ [B+ aalm-a|]hi (1.6)

ouw>0,a; =>0,etf > 0.

1.1.6 Le modele QGARCH(1,1) :

Ce modele proposé par Engle et Ng (1983).

Soient a(n;_1) = w + ashy 1M1 et g(ni—1) = B+ an? ;.

h? =w + OélXtQ_l + OéQXt_l + ,Bhf_l (17)

=w+ ash1m—1 + (B + alﬁ?—l)h?—l

ouw >0, ars >0, etf > 0. Notez que a(n._1) dans ce cas dépend de 1, et h,_; et
{a;} n’est pas une suite de variable aléatoire i.i.d. Pourtant, c’est une suite de variable
aléatoire non corrélées, cette propriété permet d’obtenir des résultats similaires a ceux
obtenus en le cas d’i.i.d exclusif. Ce pendant, il faut le mentionner.

1.1.7 Le modéle AGARCH(1,1) :

Ce modele asymétrique de volatilité a été défini par Ding et al (1993) :

Soient a(n;_1) = w et g(ni—1) = B+ a(|ni_1| — ums_1)? tel que :
hi = w+ Bhi_y + a(|Xio1| = pXi1) (1.8)

=w+ [B + allm-a| — pme—1)’]hi s,

oupu=>0,w>0 a=0,ets>0.

1.1.8 Le modele NGARCH(1,1) :
Ce modele asymétrique non linéaire a également été introduit par Engle et Ng (1993)
(voir l'article Hentschel [13]) :

Soient a(n;_1) = w et g(ni—1) = B+ a(ni_1 — p)*

hi =w+ Bhi | + aln_1 — p)’*h;_, (1.9)
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oup=20,w>0 a=0etf>0.

1.2 Stationnarité stricte et ergodicité

Dans ce section nous supposons de donner des conditions nécessaires et suffisantes
pour 'existence de la stationnarité au sens stricte et ergodicité de la famille des modeles
GARCH(1,1). Soit ||.|| une norme matricielle et comme E{n?} =1 < oo, alors il est clair
que E{log™||g(n:)||} < oo. Par conséquent une condition nécessaire et suffisante (Bougerol
et Picard [15]) pour le modele (1.1) posséde une unique solution strictement stationnaire

non anticipative et ergodique est que I'exposant de Lyapounov :

. 1 t—1 s 1 t—1
VZdiﬁHbmglmmﬁﬂH&gggtbmglﬂmﬁﬂh

cette derniere est I'outil principale pour étudier la stationnarité.
Le théoreme suivant de Francq et Zakoian [7] permet de fournir une condition suffisante
pour l'existence d’une solution strictement stationnaire et non anticipative au modele

(1.1) ce qui suit :

Théoréme 1.1 Le modéle (1.1) admet une solution strictement stationnaire et non an-

ticipative donnée par

4 = ) + (1T oncs-s)aloocon), (1.10)
st et seulement st
v = E{log(g(m))} <0, (1.11)

ot la série (1.10) converge p.s pour tout t € Z. De plus la solution est unique et non
anticipative et ergodique, si la condition (1.11) n’est pas vérifié et P(n, = 0) # 1, le

modele (1.1) n’admet aucun solution strictement stationnaire.

Preuve :

Il faut noter tout d’abord que v = E{log g(n;)} existe dans | — oo, +00[ ce qui fait :

ou

hy(N) = a(ne—1) + Z( 9(Me—1—5))a(m—i-1), (1.12)
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cette limite étant bien défini sur RT compte tenu de la positivité de ses termes, en plus

hi(N) = a(ni-1) + g(m—1)he—1 (N — 1),

on obtient
he = a(ne-1) + g(Me—1)he—1,

lorsque N — oo il reste de montre que h? presque stirement fini. On a

(IT 9(ne—1-3))7 = Zlog g(n—))] — € ps,
=0

quand t — oo par la loi forte des grands nombres appliquée sur les suites i.i.d, il découle
de la regle de Cauchy que V¢ la suite {h;(N), N > 1} converge p.s dans R, nous avons donc
h? < oo p.s en fonction d’une suite i.i.d, donc la limite h? est strictement stationnaire et
ergodique de méme cas c’est (X;). Pour montrer 'unicité de solution, on suppose (h?) un
autre solution strictement stationnaire de modele (1.1).

Pour certain t de deuxiéme équation dans le modele (1.1), nous avons :

(nf = Rl = (T] g(m—s-)hi_y = B,

=0
et Hé’:o g(m—j—1) converge vers 0 lorsque n — oo avec probabilité 1, ainsi
(|ht n—1 h?—n—l| — OO) >0

ce qui implique |h2_,_,| = oo ou |h2_, ;| = oo avec une probabilité non nul, celle n’est pas
possible parce que les deux suites (h?) et (h?) sont stationnaires, par conséquent h? % h2.
Pour prouver la partie nécessaire, soit (h?) est une solution strictement stationnaire de
modele (1.1). Pour n > 0, on a :

i

hg )+ (T 9=-1)aln=i—1),

=0 j7=0
d’on 'on déduit que
i

(H g(n—;j—1))a(n-i—1) = 0 quand n — oo,
j=0

10
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il est équivalent a

i log(g(m:)) +log a(1)-n-1) = —00 ps, (1.13)

d’abord supposer v > 0, par la loi forte des grands nombres
> _log(g(n;)) = +o0,
i=1

presque siir, cette converge implique a(ny) — 0 ce qui est exclu puis que 7; n’est pas
identiquement a 0.

Maintenant suppose que v = 0, basant sur le théoreme de Chung-Fuchs, on aura :

n
lim sup glog(g(m)) = oo,

avec probabilité 1. La convergence (1.13) implique que log(a(n_,_1)) £> —oo, donc nous
somme amenée a une contraction comme dans le cas précédent, alors I’hypothese d’exis-
tence d’une solution strictement stationnaire quand v > 0 entraine une contradiction. [J
Le résultat suivant montre que (1.10) est la seule solution de modele (1.1), on dit qu'un
la solution strictement stationnaire de modele (1.1) est non anticipative si pour tout t,
la variable aléatoire X; est indépendant de {n;,7 > t} selon Brandt (1986) [6] la seule
solution strictement stationnaire de modele (1.1) dans la partie (i) du théoréme suivant

est toujours non anticipative, il est de méme sous 1’hypothése de la partie (ii) du méme
théoreme (AUE et al [2]).

Théoréme 1.2 Soit le modéle (1.1), E{log™|a(n;)|} < oo et E{log™|g(n:)|} < oo sont
satisfaits :

i) L’équation (1.12) est la seule solution stationnaire de modéle (1.1) Si~y < 0.

i) S1 P(a(ny) = 0) < 1, a(ny) = 0 et g(no) = 0 sont vérifiés et le modéle (1.1) ont une

solution stationnaire et non négative alors v < 0 doit étre satisfait.

Preuve :
La premiére partie est une conséquence immédiate de Brandt (1986). La deuxiéme partie
est basée sur (1.12) avec t = 0 puisque a(ny) = 0 et g(ny) = 0 tous les termes de (1.12)

sont non négatifs. Nous obtenons pour tout k£ > 1 que

= N atm-) I 9(n-y), (1.14)

1<i<k 1<5<i—1

11
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si E{log g(10)} > 0, avec

lim supa(n-;) [ 9(n-;) =0,
i—00 1<<i—1
pour certains b > 0, a(ny) = 0 et g(ny) = 0 contredire (1.14). O
D’apres Bougerol et Picard [15], ce lemme ne permettons 1'équivalence entre quelques

propriétés qui revoir dans le théoreme.

Lemme 1.1 Soit {g(n,_1)} suite ergodique et strictement stationnaire de modéle générale
GARCH(1,1) défini par (1.1), lorsque E{||g(m—1)||} est fini, avec l’exposant de Lyapounov

on a :

n—o0 4

lim [ g(n;) =0p.s =~ <0.
=0

comme les modeles ARMA, nous somme généralement intéressés a la non-anticipativité
de solution X; de modéle (1.1), c’est-a-dire, ceuzr pour lesquels Xy appartient au champ o

algébre engendré par {ny, ni_1,- - }.

Preuve :

Comme [Tj_y g(n;) = e25=0189(1) o1 obtient 1'équivalence suivante :

lim [[g(n;) =0« lim » logg(n;) = —oo, p.s (1.15)
=0 j=0

si v > 0 alors d’apres la loi forte des grands nombres, 1’équation (1.15) n’est pas vérifié.
Au contraire, I’équation (1.15) est vérifié si v < 0. Il reste le cas ou v = 0. On suppose
que v = 0 et que I"équation (1.15) est vérifié. Alors, d’apres le théoréme central limite,
Nnous avons

— = lim P zn: 2901 ) <0) =

n—oo %

Jj=0

lim P ;)bgg nj) <0) =1,

ce qui est absurde.

Les sous modeles développés qui sont tres utilisés dans le domaine de la finance et donnons
quelques conditions nécessaire et suffisantes pour 'existence de la stationnarité au sens

stricte.

Modéle GARCH(1,1)

Enoncons maintenant un théoréme et des remarques sur la stationnarité strict du
processus GARCH(1,1), d’apres Francq et Zakoian [8] on a :
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Chapitre 1. Stationnarité stricte et ergodicité de la famille des modéles GARCH(1,1)

Théoréme 1.3 si

v := E{log(an; , + )} <0, (1.16)

la série .
hi =wll+Y (][ (e + B))] (1.17)

=1 j=1

converge presque surement (p.s), le processus (X;) défini par X; = hyny et (1.2) est unique
solution strictement stationnaire, cette solution est non anticipative et ergodique. St~y = 0

n’existe pas une solution strictement stationnaire.

On donne maintenant des remarques sur la stationnarité stricte du processus GARCH(1,1).

Remarque 1.2 1/ Siv <0 etw = 0 il est claire pour (1.17) ['unique solution strictement
stationnaire est X; = 0, c’est pour ca supposer w > 0.
2/ La condition (1.16) implique 5 < 1, inversement si a + § < 1 l’équation (1.16) est

vérifiée car par application de l’inégalité de Jensen :

E{logg(n:)} <log E{g(n;)} = log(a+ ) <0

Exemple 1.1 On donne la région de la stationnarité stricte du modéle GARCH(1,1).
Dans la Figure(1.1), la région 1 représente la stationnarité stricte du modéle GARCH(1,1)
tel que si et n; ~ N(0,1).

— GARCH(1,1)

beta

alpha

FIGURE 1.1 — Région de la stationnarité stricte du modele GARCH(1,1).

13



Chapitre 1. Stationnarité stricte et ergodicité de la famille des modéles GARCH(1,1)

Modéle TGARCH(1,1)

Pour obtenir la condition de la stationnarité stricte, on suppose que E{logg(n,_1)}
existe. Suivant la méme approche que Nelson (1990) [19], nous montrons que ’existence
d’une solution stationnaire au sens stricte pour le modele TGARCH(1,1). Cette condition

est trouvée dans la proposition suivante (Zakoian 1994 [24]).

Proposition 1.1 Si E{log(ay 4 (n;"1)* — a1 (n_1)*+ B8)} # 0 alors il existe une solution
strictement stationnaire et ergodique si et seulement si

Eflog(an+(n1)* — a1 - (n;_1)* + B)} <0,
est une solution unique.

Remarque 1.3 Lorsque 5 = 0 et la distribution de (n;) est symétrique, on peut facilement

obtenir la forme suivante pour cette condition de la stationnarité stricte :
oppay_ < e~ 2E{loglme|}

Exemple 1.2 La région de la stationnarité stricte du modéle TARCH(1).

ay

—

2 4 6 8 o, +

FIGURE 1.2 — Région de la stationnarité stricte du modele TARCH(1).

Dans la Figure (1.2), la région 1 représente la stationnarité stricte.

14



Chapitre 1. Stationnarité stricte et ergodicité de la famille des modéles GARCH(1,1)

Modéle EGARCH(1,1)

Tout d’abord, nous établissons une condition de la stationnarité pour la classe de
modele EGARCH(1,1). Nous avons le résultat suivant (He et all [12]).

Corollaire 1.2 Supposons que Var(aym_1 + ag|ni—1]) < co. Ensuite, I’équation (1.4) est

strictement stationnaire si et seulement si |5] < 1.

Exemple 1.3 Dans la Figure(1.3), on donne la région de la stationnarité stricte du mo-

déle EGARCH(1.1) tel que la région 1 représente la stationnarité stricte de ce modéle.

25

EGARCH(1,1)

16 T

0.5 .

25 | | " | | 1 1 | 1
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 1] 0.5 1 15 2 25

FIGURE 1.3 — Région de la stationnarité stricte du modele EGARCH(1.1).

Modéle logGARCH(1,1)

Supposons que E{log™|logn?| < oo} ce qui implique P(ny = 0) = 0. L’exposant de
Lyapounov pour le modele logGARCH(1,1) s’écrit donc

v = E{log|an Iy<op + @2 lme=0y + B8]} = log| 8 + 1|8 + aq|' ™%,

ot a = P(ny > 0). La condition |3 + a;]%|8 + az|'™® < 1 garantit ainsi I'existence d’'une

solution strictement stationnaire au modele logGARCH(1,1).

15



Chapitre 1. Stationnarité stricte et ergodicité de la famille des modéles GARCH(1,1)

Remarque 1.4 Sia; = ag, 'ezposant Lyapounov est v = E{log|ay + 5|}. Dans ce cas la

condition suffisante d’existence d’une solution strictement stationnaire est |oy + | < 1.

La remarque suivante se confirmer que la condition v < 0 n’est nécessaire (voir Francq et

al [9]).

Remarque 1.5 Supposons que a; = g et que g = 1 p.s. Dans ce cas vy < 0 est équivaut

d |ag+ 8| < 1 lorsque cy + B # 1, il existe une solution stationnaire de modéle défini par :

w

M0 —ar )" 1)

X = exp(

Exemple 1.4 La Figure(1.4), on donne la région de la stationnarité du modéle logARCH(1)

tel que représente la région la stationnarité stricte du modéle logARCH(1).

25

FIGURE 1.4 — Région de la stationnarité du modele logARCH(1).

Modéle AVGARCH(1,1)

Soit v = E{log(f + a(n—1))} = log(f) < 0 & S < 1, alors la condition suffisante
d’existence d’une solution strictement stationnaire d’'un modele AVGARCH(1,1) est § < 1

(ce résultat est donné par Afuecheta [1]).
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Chapitre 1. Stationnarité stricte et ergodicité de la famille des modéles GARCH(1,1)

Exemple 1.5 On donne la région de la stationnarité stricte du modéle AVGARCH(1,1).
Dans la Figure(1.5), la région 1 représente la stationnarité stricte du modéle AVGARCH(1,1).

2.5

AVGARCH(1,1)

15[

1

FIGURE 1.5 — Région de la stationnarité stricte du modele AVGARCH(1,1).

Modéle QGARCH(1,1)

Pour étudier la stationnarité stricte de sous modele on utilise I'exposant de Lyapounov

qui s’écrit dans le cas suivant comme suit :

v = E{log(aun;_, + B8)} <0

=log(an +08) <0 o + 0 <1,

alors la condition suffisante d’existence d’une solution strictement stationnaire de sous
modele est ay + 5 < 1.

Exemple 1.6 Dans cet exemple on donne la régions de la stationnarité stricte du modeéle
QGARCH(1,1). Dans la Figure(1.5), la région 1 représente la stationnarité stricte du
modéle QGARCH(1,1).

17



Chapitre 1. Stationnarité stricte et ergodicité de la famille des modéles GARCH(1,1)

256 T T £ T T 1]
QGARCH(1,1)|
2t |
15 |
=
Q 1] ]
=]
1 |
05t ‘I E
Dl-' 1 =4 L : ‘-J
0 05 1 15 2 25
alpha

FIGURE 1.6 — Région de la stationnarité stricte du modele QGARCH(1,1).
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Chapitre 2

Les moments non conditionnels

d’une famille des modéles
GARCH(1,1)

Ce chapitre est résumé a l'étude des propriétés des moments de modele générale
GARCH(1,1). Aussi au traitement de la fonction d’autocorrélation et le Kurtosis. Pour
la suite de ce chapitre, on adapte les notations suivantes : v; = E{|n—1|'}, 744) =
E{¢’(m-1)}, Yawy = E{a'(m-1)} et Yapygy = E{a’(mi—1)¢? (me—1)}, ot i et j sont des
entiers positives. En particulier : v, = 74,, 7% = Va1 €t Yag = Yarq: - Le résultat suivant
fournit une condition nécessaire et suffisante pour le modele (1.1) admet une solution

d’ordre supérieur. Ling et Mcaleer [16] a donné le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Si E{n?™} < oo, E{a™(n;—1)} < oo et E{g™(n_1)} < 1 pour m € [0,1]
alors il existe une solution stationnaire unique au 2m ordre de modéle (1.1). La solution

est strictement stationnaire et ergodique ot la série (1.10) converge p.s.

Preuve :
Soit .
Sn = a(me—1) + Y_(IT 9(n=1-;))a(m—1:),
=0 5=0
puis :

E{hm S < E{a™(n—1) +2n: ﬁ gMe-1-3))a(ne—1-:)|™},

=0 j5=0
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Chapitre 2. Les moments d’ordre supérieur

— Bl ()} + 32 B 0™ (1)} E{a™ (1))

i=0 =0

— B ()} 1 + fg(E{gm(ml)})"“]

= B{a™(ne-1)}1 = (B{g"(n-1)}) ™" < o0,
de sorte que (S,,) converge p.s sous les hypotheéses donnes la limite de (S,) par h? c.a.d :
he = [g(ne—1) + > (1 9(77t—1—j))a(77t—1—i)]%, (2.1)
i=0 j=0

de I'équation (2.1), h; est une fonction fixer et strictement stationnaire et ergodique. Pour

prouver l'unicité, soit hy, une autre solution stationnaire d’ordre 2m de modele (1.1) :
E{|hi — hi, |} = E{g™ (m—1) }E{|R{_y — B, 4|}

< [E{g™ n—)} (BB} + B4R} — 0,
comme ¢ — 00, donc : hy = hy,. U

Remarque 2.1 Le théoréme (2.1) montrer clairement que le modele (1.1), en fait, il y
a un nombre indéfini des périodes par contre, c’est une conséquence de [’existence de la

solution stationnaire et n’est pas une hypothése, ot

a(m—1) =w >0 et g(m-1) = ani_; + B,

a savoir Bollerslev le modéle GARCH(1,1), la condition E{g(m—1)"} < 1, pour certain
m € [0,1] est équivalente d logg(m—1) < 0 ce qui est nécessaire et suffisante condition
donnée par Nelson (1990) [19] et Bougerol et Picard (1992) [15].

D’aprées HORMANN [10] on a :

Théoréme 2.2 Supposons que E{n?™} < oo, m est positive et E{a™(n;_1)} < oo, une
condition nécessaire et suffisante pour que le modeéle (1.1) admet une solution donné par
(1.10) et que E{g™(n:-1)} < 1, ou la série (1.10) converge en moyenne d’ordre m. De

plus la solution est unique strictement stationnaire et ergodique.

Preuve : Voir l'article Ling et Mcaleer [16].
La condition des moments de notre modele générale GARCH(1,1) est donné par He et

Trasvira [11] dans le théoréme suivant :

20



Chapitre 2. Les moments d’ordre supérieur

Théoréme 2.3 Pour le modéle (1.1), le période de 2m-éme moment non conditionnel

existe si
Yo = E{g" (1)} < 1, (2.2)

la condition (2.2) est nécessaire et suffisante da 'existence de la 2m-éme moment non

conditionnel, sous cette condition

Hom = E{Xt?m} = 1 S = 1( >7“ng 5y H2(m—j)
( - ng'm> ’UQ(m,])
Preuve :
On donne I'équation (1.1) a la puissance m :
hi™ = g™ (1) B +Z Vol (me—1)(g(e—1) i)™, (2.3)
7=1

on appliquant I’équation 2 de modele (1.1) au premier terme du coté droite de (2.3) on
obtient :

R = (g(m-1)g(m—2)hi_5)™
+ i(}”) [ (1) (g )2+ g7 (1) (o) (9 (m—2)H2y)™ ]

par récurrence :

12 = (L3 e+ 350 ST o o ) o). @24

=1 =1

les moments non conditionnel d’expression (2.4) est :

B{i") = (H E{g™ () ) E{R™,

+i<;ﬁ>li<ﬁ E{g™ o)) L@ (g™ ()} E{R2)

j=1 =1 i=1

n

Tom BLR™ 3 () S0 (Vi g ) ELRT Y, (2.5)
j=1 =

=1
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Chapitre 2. Les moments d’ordre supérieur

supposons que le processus a commencé a une valeur finie, il y a une nombre infini de

période puis laisser n — oo dans 1’équation (2.5) donne

m

m m :yaj m—j m—j
fom = E{hi™} [Z(j >%E{h§< “}]

j=1 gm

Vom [ ;nl(gn)ﬁajg(mj)MZ(mj)]
(1 - fygm> ’

si est seulement si v,,, < 1.

V2(m—j)

Pour calculer le moment d’ordre quatre on a le corollaire He et Trasvira [11] suivant :

Corollaire 2.1 Soit le modéle GARCH(1,1) avec P(h? > 0) = 1 dans la condition (1.11),

51 Yg, < 1 le moment non conditionnel d’ordre quatre est donné par

Va[Vay (1 — 79) + 277119%1]
(1= 7)1 —7g)

D’apres Francq et Zakoian [8] on a les lemmes et le corollaire suivants :

py = E{X}} =

Lemme 2.1 Soit X une variable aléatoire réelle presque strement positive si E{X"} <
+00 pour un r > 0 et si E{log X} < 0 alors 3s > 0 tel que E{X*} < 1.

Preuve :

La fonction génératrice de Y = log X est définie par :
G(u) = E{e""} = BE{X"},
la fonction est continument dérivable sur [0,7] et on a pour u > 0 :

G(u) — Go _ / 6“yu— 1dPy(y),

u

on sait que V7 > 0, Yu €]0, 7]:
e — 1 elel

| | < —, (2.6)

u T

e’ —1

v

ce résultat s’obtient par exemple en introduisant la fonction définie par g(v) =

pour v # 0, et g(0) = 1, g est une fonction croissante sur R, on a pour y > 0 :

eww —1 ey —1 ey
" < - <T,
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Chapitre 2. Les moments d’ordre supérieur

et pour y <0

ce qui preuve (2.6). On a [ydPy(y) = E(log X) < 0, comme M (0) = 1, il existe s > 0 tel
que M(s) = E(X*) < 1.0

Lemme 2.2 Soit () une suite des variables aléatoires, v ['exposant de Lyapounov de

modéle GARCH(1,1) alors :

to—1

7<0&3s>0,3t0 > 1,7 =E{| [ 9(no-n)lI’} < 1.
k=0

Preuve :

Supposons v > 0 comme :

= int{( B{loz] TL ot} < 0

dtg > 1 tel que :

to—1
E{log| IT 9(mo—x)lI} <0,
k=0
de plus
to—1 to—1

E{IIHgmo II}—||E{Hgnto )3

1ESg(m)} Il = E{llgn)lI}* < +oo,

en utilisant la norme multiplicative. La positivité des éléments des g(n;_;), 'indépendance
et léquidistrubition des g(n;—;). D’apres le lemme (1.1) entraine donc 'existence d'un s > 0

et to = 1 tel que v < 1 I'inégalité de Jensen, on obtient :

to—1

1
v < OE{logHHgnto B} < flogv<OD
k=0

Corollaire 2.2 Soit v de la suite {g(n:—1)}, alors
v <0& 3s >0, E{h?*} < 0o et E{X*} < oo,

ou Xy est une solution strictement stationnaire de GARCH(p,q).

23



Chapitre 2. Les moments d’ordre supérieur

Dans ce qui suit nous donnons des conditions des moments d’ordre deux et d’ordre quatre,
d’apres Ling et McAleer [16] on a

Exemple 2.1 Dans ce qui suit, nous allons étudier pour le modéle logGARCH(1,1) les
conditions suffisantes d’existence des log-moment d’ordre 2.
La condition est E{|logna|™ < oo} et

>_()(alon]" + (1 = a)|as") |8 < 1,

k=0
impliquent ainsi E{|log X?|™ < oo}.
Exemple 2.2 Dans le modéle (1.1), soient : a(m—1) = w et g(n;—1) = f+H(a1+aalp, 3)n-1,
ce qui le modéle asymétrique GJR-GARCH(1,1) de Glosten et al (1993). Pour ce modéle

E{g(ni-1)} = B+ aq + azb,

ot b = E{I{, 3nii}, dans ce cas la condition de deuziéme moments pour le modéle
asymétrique GJR-GARCH(1,1) qui est simple a vérifier et donné par :

1
b+ a;+ 5@2 <1, (27)

lorsque ae = 0, la condition (2.7) se réduit au second moment bien connu pour le modéle
GARCH(1,1) signifie que l'admissibilité région pour la stationnarité de second ordre du
GJR-GARCH(1,1) asymétrique est plus petite que celui du modéle GARCH(1,1) symé-
trique car l'asymétrie du modéle augmente son incertitude, de plus si n; ~ N(0,1), la

condition de quatrieéme moment pour le modéle GJR-GARCH(1,1) est donné par

3
(% 4 2Baq + 3a2 + Bag + 3oy + 5042 <1, (2.8)

lorsque ay = 0, la condition (2.8) se réduit au quatriéme moment bien connu pour le
modéle GARCH(1,1). Si n, ~ t(v) avec v = 5, la condition de quatriéme moment est

donné par :
3
B2 + 2Bay + sai + Bag + 35(2041042 +a3) <1, (2.9)
3(v—2
ol s = ((1)4)), la condition (2.9) se réduit d la condition (2.8).
U R

Exemple 2.3 Dans le modéle (1.1), soient :
a(ni—1) = w et g(ni_1) = B+ a[l — 2usgn(ni_1) + p?n?_, (ou sgn représente la fonction
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signe), a savoir le modéle non linéaire GARCH(1,1) d’Engle (1990), qui est un cas par-
ticulier du modéle GARCH a puissance asymétrique de Ding et al (1993) pour ce modéle

E{g(m—1)} = B+ o+ op® — 2apub,

ou b = E{sgn(ni_1)n?_1} lorsque n;_1 suit une distribution symétrique, b = 0 et dans ce

cas, la condition du deuzrieme moment pour ce modele est donné par :
B4a+ap* <1, (2.10)

lorsque = 0 la condition (2.10) se réduit da celle de GARCH(1,1), si ny ~ N(0,1) la

condition de quatrieme moment donné par :
B2+ 281 + p®) + 3 [(1 4+ p?)* 4+ 4p%]) < 1, (2.11)
lorsque =0, la condition (2.11) se réduit a celle de GARCH(1,1).

Exemple 2.4 Nous considérons [’existence des moments non conditionnel définie par
Iéquation (1.1), nous nous concertons sur le cas ont { X} est strictement stationnaire de
I’équation

log hf = w + c(ni1) + Blog by,

ot c(m—1) = army—1 + aa|m_1], il résulte que
hi = exp(w + c(ni-1)), (2.12)

les récursions sur 'équation (2.12) donnant finalement le moment non conditionnel de

(X3) et dont l’expression est énoncée dans le corollaire de He et al suivant :

Corollaire 2.3 Soit le modéle EGARCH(1,1) avec |B| < 1, supposons que
E{exp(mc(n_1))} < 0o pour m > 0 et vq,, = E{n?™} < oo alors pour ce processus le

moment non conditionnel de (X,;) existe est donné par :

plom = E{X?™} = vop, exp(mw(1 — B))mE{exp(mBc(n,_1))}. (2.13)

2.1 Le Kurtosis non conditionnel

Le Kurtosis a été utilisé pour calculer les coefficients d’asymétries. On va calculer le

coefficient de Kurtosis d’une famille de modele GARCH(1,1), les résultats suivants sont
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trouver dans Francq et Zakoian [8]. Il faut calcule les moments d’ordre 2k :
E{X{"} = E{ni*n*},
d’apres I'indépendance entre h; et ; on a : E{h¥n?*} = E{h?*} E{n?*} donc

_ E{X;‘} _ E{h f} OB} B

Francq et Zakoian [8] donnent le corollaire suivant :

Corollaire 2.4 Soit (X;) processus de générale GARCH(1,1), le coefficient de Kurtosis
non conditionnel de (X;) donné par

BE{X/}  BE{h}
(B{X?}H?  (B{hi})

Ky = K,.
Preuve :

4
OH&KX {X}

(B{x?})?

et d’aprés I'indépendance de n? et hZ, i et h} on trouve :

Elpihiy _ EE() B
(BRI~ (B (B (B2

Ky = K,,

d’ou le résultat. [J

Corollaire 2.5 Pour le modéle générale GARCH(1,1), avec vy, < 1 et le Kurtosis est

donné par :
Kn[7a2(1 _ Vg) + 2'?ag’7a](1 - 'Yg)

Kx =
Va1 = 7g.)

: (2.14)

Uy
v3

ou : K, = — est le Kurtosis de (n;).

D’apres He et al [12] on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.6 Soit le modéle EGARCH(1,1) et supposons que vy < oo et de plus que
exp(c(m—1)) et E{exp(2¢(ni—1))} existent et la condition || < 1 de moment est vérifiée,
alors le Kurtosis de X; est existe et est donné par :

B{X}} 7 Elexp(28'e(ne

s )
e T L B o) D

v
ou K, = 2 est le Kurtosis de M1
Vi
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2.2 L’autocorrélation

Dans cette partie, nous considérons la fonction d’autocorrélation de X, de notre modele
général GARCH(1,1). Soit : 3, = E{n?a(ni—1)} et 7, = E{n?g(ni_1)}, on pose

= E{n}, Yoy = E{g"(mi—1)} et vary = E{a’(ni—1)} ce qui suit définie le résultat de n
ordre d’autocorrélation de X2, p,, = p,(X?, X2,,), n > 1. D’aprés He et Trasvira [11] on

a

Théoréme 2.4 Supposant que : vy, < 1 dans le modéle (1.1), la fonction d’autocorréla-

tion de {X?} est donné par :

va[(1 — '79)(’7a’_7a(1 - 792) + '_Yg('yaz(l - 79)) + 2'%9%) - U2’72(1 - ’Ygz)]
Va[Vaz (1 = 7g) + 2%agVal (1 — 7g) — 0272 (1 — 7g,)

p1=

et pn = p1y, " pourn > 1.

Preuve :

Considérer d’abord :
hihi oy = (a(m-1) + g(m-0)hi_)hi . (2.15)
insérant : h? | = a(n_s) + g(ni_o)h? 5 & U'expression (2.15) conduit & :

hihi o = (a(ni—1) + g(m—1)a(n—1) + g(me—1)g(me—2)hi_2)hi s,

en générale, apres n — 1 recrussions :

n 7j—1 n
hihi = [9(m-1) 2 (aln) [T o) + (1] g(ne=i))hi )i (2.16)
j=2 =1 1=1
multiplier les deux cotés de I'équation (2.16) par n?n?_, et accepter les rendements atten-
dus :
n—1
B{X?, XE,} = (03va D v + vadavy DELRT} 4+ vaigyy  E{h}, (2.17)
7=0

ol 5o = E{nfa(ne—1)} et 5, = E{n;g(n— 1)}1 N
On a : E{h?} = Ta ot E{h4} 'Va2( _Vg)+ YagVa

~ % (1= 7g,) (1 =)
I'hypothese v, < 1 et appliquant la définition de p, = p, (X7, X2 ,), n > 1, avec un

dans I'équation (2.17) sous

rendement de manipulation supplémentaire. []
Pour calculer 'autocorrélation de modele EGARCH(1,1) on a le théoreme de He et al [12]

suivant :

27



Chapitre 2. Les moments d’ordre supérieur

Théoréme 2.5 Considérons le modéle EGARCH(1,1), si vy, < 00,
E{n?™}exp(mc(ni_1)) < oo et exp(me(ni_1)) < oo pour 0 < m < oo et |B] < 1 est
vérifiée, alors la fonction d’autocorrélation de { X?™} lorsque (X;) est généré par n’importe
quel membre de modéle EGARCH(1,1) équivaut :

Vo E{n?™ } exp(mB" e(m—1)) TTio) E{exp(mB™ " c(m-1))}
vam [1721 E{exp(2mpBi=te(ne1))} — v3, 12 (E{exp(mB~'c(n-1)) })?

pn(m) =

X ﬁlE{exp(m(l + BB (1)} — v3, IO_OI(E{exp(Tnﬁi_lc(nt_l))})27

i=1

pour n > 1.

Maintenant dans ces exemples nous étudions les moments non conditionnels, Kurtosis et
la fonction autocorrélation de modele GARCH(1,1) et le modele TGARCH(1,1).

Exemple 2.5 Pour le modéle GARCH(1,1) a coefficients positifs, la condition d’existence
de E{X}?™} est

m

Z(zm)aiﬁm_iﬂ% <1,

1=0

ou po; = E{n¥}, 1 =10,...,m, dans le cas m = 1 et m = 2 nous obtenons
B{X?} = B{h}YE{n;} = E{h}
car E{n?} =1
=w+ O‘E{XtQ—l} + BE{h?—J
=w+ (O{ + B)E{XtQ—l}7
donc (1 —a — B)E{X?} = w puisque w > 0 alors

B{X} ===

calcul du moment d’ordre J
E{X}} = BE{ht'}E{n;}

= palw? + 2w(a + B)E{XT 1} + (8% + 208) B{hi_, } + * E{X;", }],
ps = E{n}} alors
(1~ a?ps — 5 — 20B) B{X!} = (& + 270+ B)(1 — o — 5) D

= (W1 +a+ )1 —a—pB)"1)u,
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donc
W1+ a+B)

A e o Ty L

1.0 5

0.8 1

0.6

0.4 1

0.2 4

CID I I I I I I 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

FIGURE 2.1 — Existence de régions des moments pour le modele GARCH(1,1).

a condition que le dénominateur soit positif la figure (2.1) montre les zones de stationna-
rité de second et de quatriéme ordre pour le modéle GARCH(1,1) lorsque n, ~ N(0,1),
tel que 1 représenté moment d’ordre 4, 1 et 2 représenté moment d’ordre 2 par contre 3
représenté variance infinie. Pour calculer le Kurtosis de (X3), il faut les calculs précédents
de le moment d’ordre 2 quatre divisé par le carré du moment d’ordre 2 alors le Kurtosis
pour le modéle GARCH(1,1)est

w2(1+a—|—6)

oy = XY 0w’ =P 2080 =a-5"
(B{X?})? —
(1—a—pp

W (14 a+ B) (1—a—B)

Ha

M paa? — = 20B) (1 —a - B) W?

. (I+a+p)l—a—-p)
AT e = 32 = 2a8)
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1 -a* -7 —2ap
T1-(atpr-a(u-n*
Pour le modéle GARCH(1,1) tel que E{X!} < oo la fonction autocorrélation satisfait

ainst :

Kx

p(h) = Cov(X7, X2}
= (a+ B)p(h — 1),¥h > 1

nous avons vu X? admet la représentation ARMA(1,1)
X¢ = (a+ B)XEy = w+ v — Bu,

ot vy = X7 — E{X}| X, pn < t} est bruit blanc (faible), nous utilisons la représentation
MA ()

X2 = +vtad (a+B8) v,

w
l—a—-p =

on obtient pour h =0

e (0) = B{R}(1 4?3 (a4 B200)

i=1

@2

= E{U?}(l + m

)
et pour h =1
yx2(1) = E{v{}a + a®(a+ ) 3 (o + 5)*7Y)

i=1
(o +
— B} e+ 0D
il s’ensuit que le décalage 1 autocorrélation est :

a(l = B2 —ap)

rxe(l) =5 5.5

tel que Xy = hymy, h? =1+ 0.3X2 | + 0.55h2 |, n; ~ N(0,1).
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FIGURE 2.2 — Fonction d’autocorrélation du carré du modeéle GARCH(1,1).

Exemple 2.6 Pour le modéle TGARCH(1,1) a coefficients positifs, la condition d’exis-

tence de E{|X|™} peut étre obtenu directement, en utilisant la représentation suivants :

hf =w+ a1,+77t+_1 —o Mg+ ﬂh?—b

nous trouvons que E{h?™} existe et satisfait
2m ‘ |
E{hfm} = Z(?m>sz{a17+7]j—l — 0417_77;_1 + B}E{h?m_l},

=0

si et seulement si E{ay n"q —ay_n_y + B} < 1, si cette condition satisfait m = 4 alors

le coefficient de Kurtosis existe. De plus, sin, ~ N(0,1) on a :

E{h;}

A=y

en utilisant la notation c; = E{g'(n;)} ot

g(me) = arymty —on_ny + 5,

1
les moments peuvent étre calculé successivement comme : ¢; = \/_72(a17+ +a;_)+p
T
w
E{h} =
{ ti too 2

cp==(?, +a2 )+ —pB(ai4 +a1_)+ 3

2 2( 1+ tai_) \/%5( 14+ to-)+
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W (1 —ay)
(]_ - 011)(1 — O./Q)

2 3 2
c3 = \/;(oziJr +af )+ 56(0&i+ +af )+ 7%@(&1# +ay,_) + 5,
w1+ 200 + 202 + a1a2)
(1 — O{l)(l — 062)(1 — 063) ’
3 2 4
€4 = 5(0/11,+ +aj_)+4 ;5(04:1)’,+ +af )+ +35%(af | +al, =)+ Eﬂ?’(am +a1-),
E{hty = w1 4 3aq + 5ay + 3agas + 3as + bayas + 3asas + ajasas)
9 =

(1—011)(1—012)(1—013) '
De nombreur moments du TGARCH(1,1) peuvent étre obtenus de la méme maniére,

E{hi} =

EX{hi} =

comme les autocorrélations des valeurs absolues et des carrés, mais les calculs peuvent
étre fastidieu.
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Chapitre

Application numérique

L’objectif de ce chapitre est de renforcer les résultats théoriques présentés précédem-
ment par le biais de la simulation et une application empirique. Trois modeles de type
GARCH, EGARCH et GJR-GARCH sont utilisés. Nous allons utiliser la bibliotheque
rugarch de logiciel R 4.1.1 et plus particulierement les commandes : ugarchspec, ugarchfit

et ugarchsim.

3.1 Application empirique

3.1.1 Description des données

Nous possédons des données journalieres des log-rendement de 'indice boursier SP 500,
cette base de données comporte 5523 observations couvrant la période de 10/03/1987 au
30/01/2009.

Series with 2 Conditional SD Superimpossd

0.05 0.10

-0.05 0.00

Returns

-0.20 -0.15 -0.10

T T T T
1990 1995 2000 2005
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Conditional S (vs [returns])
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FIGURE 3.1 — Log-rendements de SP500 (& haut) et la variance conditionnelle (& bas).

3.1.2 Analyse descriptive de la série

Le tableau suivant résume les différents parametres de statistique descriptive

n Min | Max | 1 QU | Med | 3 QU | Moyenne

9523 | -0.288 | 0.10 | -0.004 | 0.00053 | 0.0056 0.00019

TABLE 3.1 — Statistique descriptive.

3.2 Estimation

Estimation de modele GARCH(1,1)

On se basant sur la méthode de maximum de vraisemblance pour estimer les 04 para-
metres de modele GARCH (1,1). Le tableau suivant résume les parametres estimés, leurs

écarts types, T-Value et P-signification.
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Parametre | Estimation | Ecart type | T-value | Pr(> [t])
M 0.000522 0.000087 5.987 0.0000***
w 0.000001 0.000001 1.3891 0.16482
ay 0.087715 0.013718 6.3942 | 0.0000%**
B 0.904945 0.013768 65.7284 | 0.0000***

signif. codes : 0 "% 0.001 *** 0.01 ™** 0.057 .7 0.1’ 1

AIC = —6.4807 BIC = —6.4735 HQ = —6.4782 Log-Vraisemblance = 17902.41
TABLE 3.2 — Estimation de modéle GARCH(1,1).

Estimation de modéle EGARCH(1,1)

On se basant sur la méthode de maximum de vraisemblance pour estimer les 05 pa-
rametres de modele EGARCH (1,1). Le tableau suivant résume les parameétres estimés,

leurs écarts types, T-Value et P-signification.

Parametre | Estimation | Ecart type | T-value | Pr(> |¢])
1% 0.000217 0.000109 1.9928 0.046286*

w -0.178853 0.001510 -118.4137 | 0.0000***

o -0.101053 0.00745 -13.5618 | 0.0000***

51 0.980159 0.000064 15362.678 | 0.0000***

Y1 0.130274 0.004120 31.6177 | 0.0000***

signif. codes : 0 7*** 0.001 *** 0.01 "*’ 0.057.70.1" 1

AIC = —6.5096 BIC = —6.5012 HQ = —6.5067 Log-Vraisemblance = 17983.26

TABLE 3.3 — Estimation de modeéle EGARCH(1,1).
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Estimation de modéle TGARCH(1,1)

On se basant sur la méthode de maximum de vraisemblance pour estimer les 05 para-
metres de modele TGARCH(1,1). Le tableau suivant résume les parametres estimés, leurs

écarts types, T-Value et P-signification.

Parametre | Estimation | Ecart type | T-value | Pr(> [t])
M 0.000284 0.000133 2.138 0.032518*
w 0.000002 0.000001 1.3239 0.185537
a%1 0.010532 0.01508 1.0022 0.316231
o1 0.909931 0.008181 111.1276 | 0.0000***
" 0.125867 0.023203 5.4246 0.0000***

signif. codes : 0 "% 0.001 *** 0.01 ™** 0.05" .7 0.1’ 1

AIC = —6.5054 BIC = —6.4970 HQ = —6.5025 Log-Vraisemblance = 17917.65

TABLE 3.4 — Estimation de modele TGARCH(1,1).

Remarque 3.1 Nous utilisant le critére Akaike (Aic) et le critére d’information Bayésien
(Bic) et le critére d’information de Harman et Quim (HQ) :

Aic =2K — 2log L.

Bic = Klog(n) — 2log L.

HQ = 2klog(log(n)) — 2log L.

Ou n est la taille de I’échantillon, K est le nombre des paramétres estimés dans le modéle

et L est la valeur mazimale de la fonction de vraisemblance du modéle.

Interprétation

D’apres les résultats d’estimation mentionnés dans les tableaux 3.2, 3.3 et 3.4, le modele
EGARCH (1,1) est le plus adéquat pour la série SP500RET car :

- Touts ses parametres sont significativement différents de 0.

- Le modele EGARCH (1,1) minimise les trois criteres d’information AIC, BIC, et HQ.
- Le modeéle EGARCH (1.1) maximise la valeur de log-Vraisemblance (17983.26).
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Annexe

3.3 Processus stochastique

Stationnarité

L’étude de la stationnarité est une étape importante avant celle de I’estimation. Le but
est de chercher sous quelles conditions le processus étudié est stationnaire. On distingue
deux notions de stationnarité au second ordre et stationnarité stricte, nous pouvons donner

les définitions de ce propriété.

Définition 3.1 (Stationnarité stricte)
Soit (Xy) un processus temporel a valeurs réelles et en temps discret Xy, Xs, ..., X;. Ce

processus est dit stationnaire (au sens strict) si toutes les fonctions f mesurables

F( X1, Xo, o, X)) = [(Xigk, Xogk, ooy Xeti),
ont la méme loi jointé, pour tous t € N et pour tous k € Z

Définition 3.2 (La volatilité)
La volatilité est un phénomene non observable, elle est l'ampleur des variations du cours
d’un actif financier. Il s’agit d’un paramétre de quantification du risque de rendement et

de priz. Ce phénomeéne est tres utile dans les domaines boursiers et les taux de change.

Définition 3.3 (Hétéroscédasticité )

En statistique, [’on parle d’hétéroscédasticité lorsque les variances des résidus des variables
examinées sont différentes. Cette notion provient du grec et est composée du préfixe hétéro-
(« autre »), et de skedasé (« dissipationy ). La notion d’hétéroscédasticité s’oppose a celle

d’homoscédasticité, qui correspond au cas ou la variance de lerreur des variables est
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constante. Tandis que dans le cas d’homoscédasticité, nous avons Var(X;) = h* Vi, nous
avons désormais Var(X;) = h? Vi, ou h? peut étre différent de h?, pour i # j.
Kurtosis

Définition 3.4 Le Kurtosis est un parameétre qui mesure le degré d’aplatissement ou de

rétrécissement de la distribution d’une variable aléatoire. Il est s’écrit sous la forme sui-

=)

vante :

KX:E{ -

tel que (X;) un processus d’espérance u et de d’écart type h. Si le processus (X;) est centré,

alors le kurtosis de ce processus est s’écrit sous forme : Kx = M—g, ot uy, = E(XF).
H2

3.4 Matrices

3.5 Notions générales

Regle de Cauchy

Définition 3.5 Soit v, > 0, Vn € N, 3C € [0,1], on a si vi < C, la série de terme

général v, est convergente. Si vy > 1, la série est divergente.

Loi forte des grands nombres

Théoreme 3.1 Soient X1, Xs,..., X, des variables aléatoires indépendantes, de méme
loi avec E{X;} =m, i=1,...,n alors
S s
n =1

Fonction d’auto-covariance

Définition 3.6 Soit (X;); un processus aléatoire de variance finie, on appelle fonction

d’auto-covariance vy, de X; la fonction :
T = Cov(Xy, X)) = E{(Xy — E{X;})( Xy — E{Xipn})}-

Théoréme 3.2 La fonction d’auto-covariance d’un processus (X;); stationnaire vérifie

les propriétés suivantes :
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* Y0 = Cov(Xy, Xy) = E{(X, — E{X:})*}.

®* [l < .
® vy, = v_p fonction paire.

Fonction d’auto-corrélation

Définition 3.7 Soit (X;); un processus stationnaire, on appelle fonction d’auto-corrélation
pr la fonction :

ph:%,hGZ.
Yo

Remarque 3.2 Le graphique de la fonction d’auto-corrélation est appelé corrélogramme.

Théoreme 3.3 La fonction d’auto-corrélation d’un processus X; stationnaire vérifié les
propriétés suivantes :

® po=1

® |pnl < po.

® pn, = p_p fonction paire.
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Conclusion

Dans le présent mémoire, nous avons étudier les propriété probabilité de la famille des
modeles GARCH(1,1). Nous avons d’abord commencé par cherché des conditions d’exis-
tence d’une solution strictement stationnaire pour la famille des modeles GARCH(1,1).
Ensuite, nous avons présentés les conditions d’existence des moments non conditionnelles
de le méme modele. De plus, elle donne les coefficient de Kurtosis non conditionnelle et
la fonction d’autocorrelation de la famille des modeles GARCH(1,1). Dans la troisieme
chapitre, nous renforcons les résultats théorique présentés précédemment une application

numérique trois modeles GARCH(1,1), EGARCH(1,1) et TGARCH(1,1).
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudier au premier lieu la stationnarité stricte et 'er-
godicité de la famille des modeles GARCH(1,1). Au second lieu, nous allons étudier
les moments non conditionnel, Kurtosis non conditionnel et la fonction ’autocorré-
lation de la famille des modeéles GARCH(1,1). Comme une application on va faire la
simulation des trois sous modeles (GARCH(1,1), TGARCH(1,1) et EGARCH(1,1))
estimer en utilisant le langage R.

Mots-clé

Le modele GARCH(1,1), le modele EGARCH(1,1), le modele TGARCH(1,1), la sta-
tionnarité stricte, ergodicité, les moments et le Kurtosis.

Abstract

In this paper, we first study the strict stationarity and ergodicity of the family
GARCH(1,1). In the second place, we will study the unconditional moment, Kur-
tosis unconditional and function autocorrélation of the family GARCH(1,1). As an
application we will simulate the three models (GARCH (1,1), TGARCH (1,1) and
EGARCH (1,1)) using the R language.

Keywords

GARCH(1,1) model, EGARCH(1,1) model, model TGARCH(1,1), strict stationarity

and ergodicity, the moment and Kurtosis.
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