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Résumé

L’objectif du travail présenté dans ce mémoire est l’étude l’existence et l’unicité des
solutions de quelques problèmes aux limites pour des équations aux q-différences non linéaires
d’ordre deux est d’ordre trois.

Dans les deux problèmes les résultats d’existence des solution sont obtenues par ap-
plications de certains théorèmes du point fixe (Ascoli-Arzéla, l’alternative non linéaire de
Leray-schauder, théorème du schauder).

Mots clés : Équation aux q-différences, théorèmes du point fixe, problème aux limites,
q-dérivée, q-intégrale.
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Abstact
The objective of the work presented in this thesis, is the study the existence and uniqueness
solution of some boundary value problems for nonlinear q-difference equations of second and
third order.

In both problems the existence of solutions are obtained by using certain fixed point
theorems (Ascoli-Arzéla, Leray-Schauder nonlinear alternative, Schauder fixed point theo-
rem)

Key words : q-difference equation, fixed point theorem, q-derivative, q-integral, boun-
dary value problem.



iii

ACRONYMES ET NOTATION

— N : l’ensemble des nombres naturels.
— Z : l’ensemble des nombres entiers réels.
— R : l’ensemble des nombres réels.
— C : l’ensemble des nombres complexes.
— [x] : la partie entière de x.
— ∥.∥ : désinge la norme sur un espace de Banach.
— Ω : fermetur de Ω.
— C[0, 1] : espace des fonctions continues sur [0, 1].
— e.v.n : l’espace vectoriel normé.
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Introduction Générale

L’histoire de l’étude du q-calcul peut être illustrée par sa grande variété d’applications en
mécanique quantique, la physique, théorie analytique des nombres, fonctions thêta, fonctions
hypergéométriques, théorie des différences finies, théorie des fonctions gamma, polynômes
de Bernoulli et d’Euler, combinatoire, calcul ombral, fonctions hypergéométriques multiples,
espaces de Sobolev, théorie des opérateurs, et plus récemment dans la théorie des fonctions
univalentes analytiques et harmoniques (cf. [4, 5, 7, 8, 9, 10, 11])

Le sujet des équations aux q-différences a été introduit par Jackson en 1910 [12].
L’objectif de ce mémoire est d’étude l’existence et l’unicité des solutions pour certaines

problèmes aux limites pour des équations aux q-différence non linéaires. Le contenu de ce
mémoire est basé sur les travaux de B. Ahmad [2] et de C. Yu et J. Wang [15]

Ce mémoire se compose d’une introduction et quatre chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux définitions et notations qui seront utiles dans la suite

de travail. Nous présentons quelques notions concernant les espaces de Banach, les opérateurs
non linéaires, le degré topologique de Leray-Schaudre ainsi que quelques théorèmes de point
fixe.

Au deuxième chapitre, nous présentons quelques notions, définitions et théorèmes de
q-calcul.

Dans le troisième chapitre on présente quelques résultats d’existences et d’unicité de
solutions du problème aux limites pour l’équation aux q-différence non linéaire d’ordre trois
suivant : 

D3
qu(t) = f(t, u(t)), t ∈ I,

u(0) = 0,

Dqu(0) = 0,

u(1) = 0,

où f ∈ C(I × R2,R) et I = {qn : n ∈ N}⋃{0, 1}, q ∈]0, 1[.
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Le dernier chapitre a pour but l’étude le problème aux limites pour l’équation aux q-
différence non linéaire d’ordre deux suivant :



D2
qu(t) = f(t, u(t), Dqu(t)), t ∈ I,

Dqu(0) = 0,

Dqu(1) = αu(1).

Enfin, le mémoire sera clôturé par une Bibliographie



Chapitre 1

Préliminaires
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1.1 Espaces de Banach

Tous les espaces vectoriels considérés ici ont pour corps de base K = R ou K = C, sauf
mention du contraire.

Définition 1.1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Voici un corollaire immédiat et de la définition ci-dessus :

Corollaire 1.1. Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est lui-même un
espace de Banach pour la norme induite.

On rappelle le résultat suivant :

Théorème 1.1. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équiva-
lentes.

Corollaire 1.2. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

Démonstration. Soit donc E espace vectoriel normé de dimension finie et e1, . . . , en base de
E. Notons, pour tout x ∈ E, (x1, . . . , xn) les coordonnées de x dans cette base, et

∥(x1, . . . , xn)∥∞ = sup
1≤j≤n

|xj|.

La norme ∥x∥ 7→ ∥(x1, . . . , xn)∥∞ étant équivalente à la norme de E, on obtient un isomor-
phisme bi-continu E ∋ x 7→ (x1, . . . , xn) ∈ Kn. Comme Kn muni de la norme ∥.∥∞ est
complet, E est complet.

Voici quelques exemples d’espaces de Banach, qui sont des espaces de fonctions, impor-
tants en Analyse.

Soit F un espace de Banach, dont on note |·|F la norme (par exemple, F est un espace
vectoriel normé de dimension finie, KN ou même K).

Exemple 1.1. B(A, F ), l’espace des applications bornées de A −→ F où A est un ensemble,
muni de la norme du sup :

∥f∥B = sup
x∈A

|f(x)|F .

Exemple 1.2. Cb(X, F ), l’espace des applications continues bornées de (X, d), espace mé-
trique, à valeurs dans F , muni de la norme du sup∥f∥B.
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Exemple 1.3. C0(E, F ), l’espace des applications continues tendant vers 0 à l’infini de E,
espace vectoriel normé de dimension finie, à valeurs dans F , muni de la norme du sup∥f∥B.

Exemple 1.4. C(K, F ), l’espace des applications continues de (K, d), espace métrique com-
pact, à valeurs dans F , muni de la norme du sup∥f∥B.

Proposition 1.1. L’espace B(A, F ) muni de la norme sup∥f∥B est un Banach. L’es-
pace Cb(X, F ) est fermé dans B(X, F ) et l’espace C0(E, F ) est fermé dans B(E, F ). Enfin
C(K, F ) = Cb(K, F ).

Définition 1.2. Dans un espace vectoriel normé, une série
∑
n≥0

xn est dite normalement

convergente si la série
∑
n≥0

∥xn∥ est bornée (donc converge).

Proposition 1.2. Dans un espace de Banach, toute série normalement convergente est
convergente.

1.2 Généralités sur les opérateurs

Définition 1.3 (Opérateur borné). Soient X et Y deux espaces de Banach. On dit qu’un
opérateur T : X −→ Y est borné si l’image de tout borné dans X par T est un borné de Y .
i.e. pour tout ensemble D borné dans X, T (D) est borné dans Y .

Définition 1.4 (ensemble relativement compact). On dit qu’un ensemble M de X est rela-
tivement compact si son adhérence M est compact (ou encore si il existe un compact K de
X tel que M ⊂ K).

Définition 1.5. Un opérateur T défini sur un espace de Banach X dans lui même (ou dans
un autre espace de Banach Y ) est dit opérateur complètement continu, s’il transforme tout
ensemble borné en une ensemble relativement compact.

Théorème 1.2 (d’Arzela). Pour qu’une famille F de fonctions continues et définies sur
[a; b] soit compacte dans C[a; b], il faut et il suffit que les fonctions de F soient

(i) uniformément bornées
(ii) équicontinues

Définition 1.6. L’opérateur T : X −→ Y est dit séquentiellement continu en x ∈ X, si
pour toute suite (xn) ⊂ X qui converge vers x, T (xn) converge vers T (x).
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T est dit continu sur un ensemble A ⊂ X si T est séquentiellement continu en tout point
x ∈ A.

Définition 1.7 (Opérateur compact). Un opérateur T : X −→ Y est dit compact s’il est
continu et possède la propriété : pour toute suite (xn)n bornée dans X, la suite (T (xn)) admet
une sous-suite convergente.

Théorème 1.3 (Théorème d’Ascoli-Arzéla). M ⊂ C([a; b];R) est relativement compact si
M est uniformément bornée et équicontinue.

1.3 Théorèmes de point fixe

Théorème 1.4 (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder). [?] Soient E un espace de
Banach et C ⊂ E un convexe fermé, Ω un ouvert de C contenant 0 et

T : Ω −→ C

opérateur complètement continu. Alors un des deux énoncés suivants est vérifié
(i) T admet un point fixe dans Ω i. e ∃x ∈ Ω : x = Tx,
(ii) il existe x ∈ ∂Ω et λ ∈ [0, 1] telle que x = λTx.

Théorème 1.5. Soit Ω un ouvert borné d’un espace de Banach E tel que 0 ∈ Ω et T : Ω −→
E un opérateur compact. T a un point fixe dans Ω si

∥ Tu − u ∥2≥∥ Tu ∥2 − ∥ u ∥2, u ∈ ∂Ω.

Théorème 1.6 (Schauder). Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un
espace de Banach X et K : C −→ C une application compacte. Alors K admet au moins un
point fixe.

1.4 Degré topologique de Leray-Schauder

Définition 1.8. Soit E un Banach et Ac l’ensemble des triplets (I − f, Ω, y) où Ω est un
ouvert borné de E, y ∈ E et f : Ω −→ Rn est compact et telle que y ̸∈ (I − f)(∂Ω). Il existe
une application deg : Ac −→ Z telle que

(i) Normalisation : si Ω est un ouvert borné de E et y ∈ Ω alors

deg(I, Ω, y) = 1.
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(ii) Additivité : si Ω est un ouvert borné de E, y ∈ E, f : Ω −→ E est compact et Ω1,
Ω2 sont des ouverts disjoints inclus dans Ω tels que y ̸∈ (I − f)(Ω \ (Ω1 ∪ Ω2)), alors

deg(I − f, Ω, y) = deg(I − f, Ω1, y) + deg(I − f, Ω2, y).

(iii) Invariance par homotopie : si Ω est un ouvert borné de E, h : [0, 1] × Ω −→ E est
compacte, y : [0, 1] −→ E est continue et, pour tout t ∈ [0, 1], y(t) ̸∈ (I − h(t, ·))(∂Ω),
alors

deg(I − h(0, ·), Ω, y(0)) = deg(I − h(1, ·), Ω, y(1)).

deg est appelé le degré topologique de Leray-Schauder.

Théorème 1.7. Le degré topologique de Leray-Schauder vérifie les propriétés suivantes :
(i) Si deg(I − f, Ω, y) ̸= 0, alors il existe x ∈ Ω tel que x − f(x) = y.
(ii) Pour tout z ∈ E, deg(I − f, Ω, y) = deg(I − f − z, Ω, y − z).
(iii) Pour tout z ∈ E, deg(I − f, Ω, y) = deg((I − f)(−z), z + Ω, y).

1.5 Fonction S-Carathéodory

Définition 1.9. Une fonction f : I × R2 → R est appelée fonction S-Carathéodory si et
seulement si

(i) pour chaque (u, v) ∈ R2, la fonction t 7→ f(t, u, v) est mesurable sur I,
(ii) pour t ∈ I, la fonction (u, v) → f(t, u, v) est continue sur R2,
(iii) pour tout r > 0, il existe φr(t) ∈ L1(I,R+) avec tφr(t) ∈ L1(I,R+) sur I tel que

max{|u|, |v|} ≤ r implique |f(t, u, v)| ≤ φr(t), pour t ∈ I, où

L1(I,R+) =
{

u ∈ Cq :
∫ 1

0
u(t)dqt existe

}

et
∥u∥L1 =

∫ 1

0
|u(t)|dqt pour tout u ∈ L1(I,R+).



Chapitre 2

Généralités sur le q-calcul
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2.1 Notations et définitions en q-Calcul

Dans cette section nous introduisons quelques définitions de base de q-calcul que nous
allons utiliser dans la suite.

Définition 2.1. Soit q > 0. Pour tout entier n, on définit le q-entier [n]q par

[n]q :=


1 − qn

1 − q
, si q ̸= 1,

n, sinon.

Remarque 2.1. On a

[1]q =


1 − q

1 − q
, si q ̸= 1,

1, sinon.
(2.1)

D’où
[1]q = 1, ∀q > 0. (2.2)

Définition 2.2. Soit q > 0. On définit le q-factoriel [n]q! de l’entier n par

[n]q :=

 [n]q[n − 1]q · · · [1]q, si n ̸= 0
1, sinon.

(2.3)

Exemple 2.1. On a
[5] 1

2
! := [5] 1

2
· [4] 1

2
· [3] 1

2
· [2] 1

2
· [1] 1

2
.

Puisque

[n] 1
2

=
1 −

(
1
2

)n

1 − 1
2

=
1 −

(
1
2

)n

1
2

= 2 −
(1

2

)n−1
,

alors
[5] 1

2
! =

(
2 −

(1
2

)4 )(
2 −

(1
2

)3 )(
2 −

(1
2

)2 )(
2 −

(1
2

)1 )

=
(

2 − 1
16

)(
2 − 1

8

)(
2 − 1

4

)(
2 − 1

2

)
=

(31
16

)(15
8

)(7
4

)(3
2

)
= 9765

1024 .

Définition 2.3. Soit q > 0 et soient n, k ∈ N tels que 0 ≤ k ≤ n. On définit les coefficients
q-binomiaux par  n

k


q

:= [n]q!
[k]q![n − k]q!

. (2.4)
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Exemple 2.2. On a  4
2


2
3

=
[4] 2

3
!(

[2] 2
3
!
)2 .

Puisque

[n] 2
3

=
1 − (2

3)n

1 − 2
3

=
1 − (2

3)n

1
3

= 3
(

1 −
(2

3
)n
)

,

donc
[4] 2

3
! = [4] 2

3
! · [3] 2

3
! · [2] 2

3
! · [1] 2

3
!

= 3
(

1 −
(2

3

)4 )
3
(

1 −
(2

3

)3 )
3
(

1 −
(2

3

)2 )

= 27
(

65
81

)(
19
27

)(
5
9

)

= 166725
19683

et
[2] 2

3
! = [2] 2

3
! · [1] 2

3
!

= 3
(

1 −
(2

3

)2 )

= 5
3 .

Par suite

[4] 2
3

=
166725
19683(

5
3

)2 = 1500525
492075 .

Théorème 2.1. [4, page 2] Les coefficients q-binomiaux satisfaisons les relations récurrentes
suivantes : [

n

k

]
q

=
[

n − 1
k − 1

]
q

+ qk

[
n − 1

k

]
q

(2.5)

et [
n

k

]
q

= qn−k

[
n − 1
k − 1

]
q

+
[

n − 1
k

]
q

. (2.6)

Définition 2.4. [4, page 2] Le q-analogue de (1 + x)n
q est le polynôme

(1 + x)n
q :=

 (1 + x)(1 + qx) · · · (1 + qn−1x), si n = 1, 2, . . .

1, si n = 0.
(2.7)

Définition 2.5. [4, page 2] Le q-analogue de pochhammer symbole est défini par :

(x; q)0 = 1, (x; q)n =
n−1∏
i=0

(1 − qix) et (x; q)∞ =
∞∏

i=0
(1 − qix). (2.8)
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Définition 2.6. [4, page 2] La formule q-binomial de Gauss :

(x + a)n
q =

n∑
j=0

[
n

j

]
q

qj(j−1)/2ajxn−j. (2.9)

Définition 2.7. [4, page 2] La formule q-binomial de Heine :

1
(1 − x)n

q

= 1 +
∞∑

j=1

[n]q[n + 1]q · · · [n + j − 1]q
[j]q!

xj. (2.10)

Théorème 2.2. [4, page 3] On a

xn =
n∑

j=0

[
n

j

]
q

(x − 1)j
q. (2.11)

2.2 q-dérivée

Définition 2.8. [3, page 5] Un sous-ensemble A ⊆ C est dit µ-géométrique, si µt ∈ A pour
tout t ∈ A.

Remarque 2.2. Si A est µ-géométrique, alors A contient toute les suites géométrique
{tµn}n≥0 tel que t ∈ A.

Exemple 2.3. L’ensemble
{qn : n ∈ N} ∪ {0}

est un ensemble q-géométrique.

Définition 2.9. [4, page 3] Soit f une fonction définie sur un ensemble q-géométrique A où
|q| ≠ 1. La q-dérivée Dqf de la fonction f est donnée par :

Dqf(t) := f(t) − f(qt)
(1 − q)t , pour t ∈ A − {0} (2.12)

et
Dqf(0) := f ′(0) si f ′(0) existe. (2.13)

Remarque 2.3. Notons que, si f et dérivable alors on a

lim
q→1

Dqf(t) = lim
q→1

f(qt) − f(t)
(q − 1)t = df(t)

dt
. (2.14)
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Exemple 2.4. Pour tout t ∈ R∗
+, on a

Dq(ln t) = ln t − ln qt

t − qt
=

ln
(

1
q

)
(1 − q)t

Exemple 2.5. Pour tout t ∈ R, on a

Dq(t2) = t2 − q2t2

t − qt
= (1 + q)t.

Exemple 2.6. Pour tout t ∈ R, on a

Dq(t3) = t3 − q3t3

t − qt
= (1 + q + q2)t2.

Théorème 2.3. [3, page 5] La q-dérivée d’un fonction est un opérateur linéaire.

Démonstration. En effet, si a et b deux constantes et si f et g deux fonctions q-géométriques
alors

Dq((af + bg)(t)) = (af + bg)(t) − (af + bg)(qt)
(1 − q)t

= a · f(t) − f(qt)
(1 − q)t + b · g(t) − g(qt)

(1 − q)t

= aDq(f(t)) + bDq(g(t)).

Théorème 2.4. [4, page 3] Soient f et g deux fonctions q-géométrique. Pour t ̸= 0 on a

Dq(f(t)g(t)) = f(qt)Dqg(t) + Dqf(t)g(t). (2.15)

Démonstration. Comme t ̸= 0, alors d’après la définition 2.9 on a

Dq(f(t)g(t)) = f(qt)g(qt) − f(t)g(t)
(q − 1)t

= f(qt)g(qt) − f(qt)g(t) + f(qt)g(t) − f(t)g(t)
(q − 1)t

= f(qt)(g(qt) − g(t))
(q − 1)t + (f(qt) − f(t))g(t)

(q − 1)t

= f(qt)Dqg(t) + Dqf(t)g(t).

D’où le résultat.

Remarque 2.4. On a aussi

Dq(f(t)g(t)) = f(t)Dqg(t) + Dqf(t)g(qt). (2.16)



2.2 q-dérivée 13

Théorème 2.5. [4, page 4] Soient f et g deux fonctions q-géométrique. Si t ̸= 0 et g(t) ̸= 0,
alors on a

Dq

(
f(t)
g(t)

)
= g(t)Dqf(t) − f(t)Dqf(t)

g(qt)g(t) (2.17)

Démonstration. En utilisant la définition 2.9, on obtient que

Dq

(
f(t)
g(t)

)
= 1

(q − 1)t

(
f(qt)
g(qt) − f(t)

g(qt) + f(t)
g(qt) − f(t)

g(t)

)

= 1
g(qt)

(
f(qt) − f(t)

(q − 1)t

)
+ 1

(q − 1)t

(
f(t)g(t) − f(t)g(qt)

g(qt)g(t)

)

= 1
g(qt)Dqf(t) + f(t)

g(qt)g(t)

(
g(t) − g(qt)

(q − 1)t

)

= g(t)Dqf(t) − f(t)Dqf(t)
g(qt)g(t) .

D’où le résultat.

Remarque 2.5. La formule si-dessus peut s’écrit comme suit

Dq

(
f(t)
g(t)

)
= g(qt)Dqf(t) − f(qt)Dqg(t)

g(qt)g(t) . (2.18)

Notons qu’il n’existe pas une règle générale pour calculer la q-dérivée d’une fonction
composée. Nous pouvons donner une règle pour les fonctions de la forme f(u(t)), où u(t) =
αtβ avec α, β étant constante.

Théorème 2.6. [4, page 4] Soient α, β ∈ R et posons u(t) = αtβ. On a

Dq(f(u(t))) =
(
Dqβ f

)
(u(t))Dq(u(t)). (2.19)

Démonstration. On a

Dq

(
f(u(t))

)
= Dq

(
f(αtβ)

)
= f(αqβtβ) − f(αtβ)

(q − 1)t

= f(αqβtβ) − f(αtβ)
αqβtβ − αtβ

.
αqβtβ − αtβ

(q − 1)t

= f(qβu) − f(u)
qβu − u

.
u(qt) − u(t)

(q − 1)t

et, donc,
Dq(f(u(t))) =

(
Dqβ f

)
(u(t))Dq(u(t)).
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Définition 2.10. Soit n ∈ N. On définit les q-dérivées d’ordre supérieur par

D0
qf(t) = f(t) et Dn

q f(t) = DqD
n−1
q f(t) pour n ≥ 1. (2.20)

Exemple 2.7. On a

D0
q(t2) = t2, Dq(t2) = (1 + q)t, D2

q(t2) = 1 + q et Dn
q (t2) = 0 pour n ≥ 3.

Théorème 2.7. [4, page 3] Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble q-
géométrique. La règle de Leibniz pour l’opérateur q-dérivée est donnée par

D(n)
q (fg)(t) =

n∑
k=0

[
n

k

]
q

D(k)
q f(tqn−k)D(n−k)

q g(t). (2.21)

Théorème 2.8. [4, page 4] Pour n ≥ 1, on a

Dq(1 + t)n
q = [n]q(1 + qt)n−1

q (2.22)

et
Dq

(
1

(1 + t)n
q

)
= − [n]q

(1 + t)n+1
q

. (2.23)

Preuve. Selon la définition de q-dérivée (2.9) on a

Dq(1 + t)n
q =

(1 + qt)n
q − (1 + t)n

q

(q − 1)t

= (1 + qt)n−1
q

(1 + qnt − (1 + t))
(q − 1)t

= [n]q(1 + qt)n−1
q .

D’après (2.17), on a

Dq

(
1

(1 + t)n
q

)
= −

Dq(1 + t)n
q

(1 + qt)n
q (1 + t)n

q

= − [n]q
(1 + qnt)(1 + t)n

q

= − [n]q
(1 + t)n+1

q

.

D’où le résultat.

Remarque 2.6. Supposons que n ≥ 1 et a, b, r, s ∈ R, alors par un calcul simple, on a
immédiatement le suivant :

Dq(a + bt)n
q = [n]qb(a + bqt)n−1

q , (2.24)



2.3 Développement en q-série 15

Dq(at + b)n
q = [n]qa(at + b)n−1

q , (2.25)

et
Dq

(1 + at)r
q

(1 + bt)s
q

= [r]qa
(1 + aqt)r−1

q

(1 + bqt)s
q

− b[s]q
(1 + at)r

q

(1 + bt)s+1
q

. (2.26)

2.3 Développement en q-série

Théorème 2.9. [4, page 5] Pour |t| < 1 et |q| < 1 on a

∞∑
k=0

(1 − a)k
q

(1 − q)k
q

tk =
(1 − at)∞

q

(1 − t)∞
q

, (2.27)

où
(1 − t)∞

q =
∞∏

k=0
(1 − qkt). (2.28)

Démonstration. Posons
fa(t) =

∞∑
k=0

(1 − a)k
q

(1 − q)k
q

xk.

Clairement
fa(t) − fa(qt)

t
=

∞∑
k=0

(1 − a)k
q

(1 − q)k
q

(
1 − qk

)
tk−1

= (1 − a)
∞∑

k=1

(1 − aq)k−1
q

(1 − q)k−1
q

tk−1

= (1 − a)
∞∑

k=0

(1 − aq)k
q

(1 − q)k
q

tk = (1 − a)fa(qt).

d’où
fa(t) − fa(qt) = (1 − a)tfa(qt).

Ceci d’une part. D’autre part

fa(t) − fa(qt) =
∞∑

k=0

(1 − qa)k−1
q

(1 − q)k
q

(
1 − a − 1 + aqk

)
tk

= −atfaq(t),

donc,
fa(t) = (1 − at)faq(t)

En combinant les deux équations ci-dessus, on obtient

fa(t) = (1 − at)
(1 − t) fa(qt).
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L’itération de cette relation n fois et faisons n → ∞ on déduire que

fa(t) =
(1 − at)n

q

(1 − t)n
q

fa(qnt) =
(1 − at)∞

q

(1 − t)∞
q

.

Ainsi on obtient le résultat souhaité.

Corollaire 2.1. [4, pages 6 et 7]
(a) Prenant a = 0 dans le théorème 2.9, on obtient

∞∑
k=0

tk

(1 − q)k
q

= 1
(1 − t)∞

q

, où |t| < 1 et |q| < 1. (2.29)

(b) En remplaçant a par 1
a

et t par at, et en prenant a = 0 dans le théorème 2.9, on
déduire que

∞∑
k=0

(−1)nq
k(k−1)

2 tk

(1 − q)k
q

= (1 − t)∞
q , où |q| < 1. (2.30)

(c) En prenant a = qN dans le théorème 2.9, alors

∞∑
k=0

[
N − k − 1

k

]
q

xk = 1
(1 − t)N

q

, où |t| < 1. (2.31)

D’après (2.29), on peut écrire

∞∑
k=0

tk

(1 − q)k
q

=
∞∑

k=0

(
t

1−t

)k(
1−q2

1−q

)(
1−q3

1−q

)
· · ·

(
1−qk

1−q

)

=
∞∑

k=0

(
t

1−q

)k

[k]q!
.

qui ressemble à l’expression de Taylor de la fonction exponentielle classique et.

Définition 2.11. Un q-analogue de la fonction exponentielle classique et est défini par

eq(t) =
∞∑

k=0

tk

[k]q!
. (2.32)

Remarque 2.7. En utilisant (2.29) et (2.30), on obtient

eq

(
t

1 − q

)
= 1

(1 − t)∞
q

et
eq(t) = 1

(1 − (1 − q)t)∞
q

. (2.33)
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Définition 2.12. Un autre q-analogue de la fonction exponentielle classique est définie par

Eq(t) =
∞∑

k=0
q

k(k−1)
2

tk

[k]q!
= (1 + (1 − q)t)∞

q . (2.34)

Les fonction q-exponentielles satisfaisons les propriétés suivantes

Théorème 2.10. [4, page 7]
Dqeq(t) = eq(t), (2.35)

DqEq(t) = Eq(qt) (2.36)

et
eq(t)Eq(−t) = Eq(t)eq(−t) = 1. (2.37)

Remarque 2.8. Notons que pour q ∈]0, 1[ le développement en q-série de eq(t) a un rayon
de convergence 1

1−q
. Par contraire, le développement en q-série de Eq(t) converge pour chaque

réel t.

2.4 q-intégrale

Après avoir défini la q-dérivée d’une fonction, la question se pose naturellement celle de
la q-primitive d’une fonction donnée. En 1910, Jackson [13] a introduit une intégrale notée
par ∫ b

a
f(t)dqt

comme un inverse de la q-dérivée. Cela équivaut à résoudre l’équation aux q-différences la
plus simple suivante

Dqg(x) = f(x), (2.38)

où f est une fonction connue. En utilisant (2.9), on peut réécrire l’équation aux q-différence
(2.38) comme

1 − Eq

(1 − q)g(x) = f(x), où Eqh(x) = h(qx), (2.39)

i. e
g(x) = (1 − Eq)−1 ((1 − q)xf(x)) = (1 − q)

∞∑
i=0

Ei
q(xf(x)) (2.40)

i. e
g(x) = (1 − q)x

∞∑
i=0

qif(qix). (2.41)
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Le calcul précédent n’est clairement valable que si la série du membre de droite de (2.41)
est convergente. Pour dire que la série du membre de droite de (2.41) est convergente, la
fonction du membre de droite de cette égalité est une certaine primitive de f(x), c’est-à-dire
cette primitive s’annule en x = x0 = 0. On peut donc écrire∫ x

0
f(x)dqx := (1 − q)

∞∑
i=0

xqif(xqi) (2.42)

On voit facilement que l’expression du membre de droite de (2.42) est une somme de Riemann
de la fonction f sur [0, x] avec x ̸= ∞ où la segmentation est donnée par le réseau géométrique
qs, s = 0, . . . , ∞. Cela signifie que si f(x) est Riemann intégrable autour de x0 = 0, alors
on peut naturellement donner sa primitive comme dans (2.42) qui est définie pour x ∈ A et
x ̸= ∞.

Cependant, si la fonction f n’est pas Riemann intégrable autour de x0 = 0 mais elle est
Riemann intégrable autour de x0 = ∞, alors on trouvera une primitive de f sous la forme

∫ x

∞
f(x)dqx = (1 − q−1)x

∞∑
i=0

q−if(q−1−ix)

= (q − 1)x
∞∑

i=1
q−if(q−ix), (2.43)

qui est défini sur le réseau A sauf pour x = 0. De plus, si la fonction f n’est pas Riemann
intégrable ni autour de x0 = 0, ni autour de x0 = ∞, mais Riemann intégrable autour de
certains x0 = c = qd, où d ∈ Z alors la primitive de f est

∫ x

c
f(x)dqx = (q − 1)

s−1∑
i=d

qif(qi)

= (q − 1)
q−1x∑
t=c

tf(t), (2.44)

où qs = x ≥ c = qd.
Notons que l’intégrale dans (2.42) est clairement un cas particulier de l’intégrale plus

générale ∫ x

a
f(x)dqx = (x − a)(1 − q)

∞∑
i=0

qif(a + qi(x − a)). (2.45)

Si a = 0, on obtient (2.42).
Soit a = qβ+1 et b = qα tel que a ≤ b et Soit f une fonction définie sur un ensemble
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q-géométrique. Le q-intégrale de la fonction f sur [a, b] est définie par
∫ b

a
f(x)dqx = (1 − q)

β∑
i=α

qif(qi)

= (1 − q)
b∑

x=q−1a

xf(x). (2.46)

Si la fonction f est Riemann intégrable autour de x0 = 0, alors (2.46) peut s’écrire autrement :∫ b

a
f(t)dqt :=

∫ b

0
f(t)dqt −

∫ a

0
f(t)dqt. (2.47)

Exemple 2.8. Soit f(x) = xα, où α ∈ R.
(i) Si α > −1, alors f est Riemann intégrable autour 0. D’où∫ x

0
xαdqx = (1 − q)x

∞∑
i=0

qiqαixα

= 1 − q

1 − qα+1 xα+1.

Pour q → 1, on obtient ∫ x

0
xαdx = xα+1

α + 1 .

(ii) Si α < −1, alors f est Riemann intégrable autour ∞. En utilisant (2.43) on obtient
alors ∫ x

∞
xαdqx = (q − 1)x

∞∑
i=0

q−i−1q−(i+1)αxα

= 1 − q

1 − qα+1 xα+1.

Pour q → 1, on obtient ∫ x

∞
xαdx = xα+1

α + 1 .

(iii) Si α = −1. Dans ce cas la fonction f(x) = 1
x

n’est pas Riemann intégrable ni autour
de x0 = 0 ni autour de x0 = 1. En utilisant (2.44), on obtient

∫ x

1

dqx

x
= (q − 1)

s−1∑
i=0

1

= (q − 1)s

= q − 1
ln q

ln x.

Pour q → 1, on obtient ∫ x

1

dx

x
= ln x.
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Théorème 2.11. On a
Dq

(∫ x

a
f(x)dqx

)
= f(x) (2.48)

et ∫ x

a
Dqf(x)dqx = f(x) − f(a). (2.49)

Démonstration. On a

Dq

(∫ x

a
f(x)dqx

)
= Dq

(
(1 − q)

(
x

∞∑
i=0

qif(qix) − a
∞∑

i=0
qif(qia)

))

=
∞∑

i=0
qif(qix) −

∞∑
i=0

qi+1f(qi+1x)

= f(x)

et ∫ x

a
Dqf(x)dqx =

∫ x

a

f(qx) − f(x)
qx − x

dqx

= (1 − q)
∞∑

i=0
qi f(qix) − f(qi+1x)

(1 − q)xqi
− (1 − q)a

∞∑
i=0

qi f(qia) − f(qi+1a)
(1 − q)aqi

= f(x) − f(a).

Théorème 2.12. La q-intégration par parties est donnée par∫ b

a
f(x)Dqg(x)dqx = [f(x)g(x)]ba −

∫ b

a
g(qx)Dqf(x)dqx. (2.50)

Démonstration. Considérons l’égalité

f(x)Dqg(x) = Dq(f(x)g(x)) − g(qx)Dqf(x).

Par suite ∫ b

a
f(x)Dqg(x)dqx =

∫ b

a
Dq(f(x)g(x))dqx −

∫ b

a
g(qx)Dqf(x)dqx.

Posons h(x) = f(x)g(x). On a∫ b

a
Dqh(x)dqx =

∞∑
i=0

(h(qib) − h(qi+1b)) −
∞∑

i=0
(h(qia) − h(qi+1a))

= h(b) − h(a).

D’où ∫ b

a
f(x)Dqg(x)dqx = [f(x)g(x)]ba −

∫ b

a
g(qx)Dqf(x)dqx.



Chapitre 3

Problème aux limites pour des
équations aux q-différence non linéaire
d’ordre trois
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Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de solutions du problème aux
limites pour des équation aux q-différence du troisième ordre suivante :



D3
qu(t) = f(t, u(t)), t ∈ I,

u(0) = 0,

Dqu(0) = 0,

u(1) = 0.

(3.1)

où f est une fonction continue donnée et I = {qn : n ∈ N}⋃{0, 1}, q ∈]0, 1[.
Les résultats présentés dans ce chapitre ont été obtenus par B. Ahmad en 2011 (cf. [2]).

3.1 La Fonction de Green associée à l’équation aux q-

différences D3
qu(t) = f (t, u(t))

Lemme 3.1. [2, page 2] Les solutions de l’équation aux q-différences D3
qu(t) = v(t) s’écrivent

sous la forme

u =
∫ t

0

(
t2 + q3s2

1 + q
− qts

)
v(s)dqs + a0 + a1t + a2t

2 (3.2)

Démonstration. Motivé par la solution d’une équation différentielle ordinaire classique d’ordre
trois, nous pouvons écrire la solution de l’équation aux q-différence d’ordre trois

D3
qu(t) = v(t)

sous la forme

u =
∫ t

0
(α1(q)t2 + α2(q)ts + α3(q)s2)v(s)dqs + a0 + a1t + a2t

2, (3.3)

où a0, a1, a2 sont des constantes arbitraires et α1(q), α2(q), α3(q) peuvent être fixés de
manière approchée.
Choisissons

α1(q) := 1
1 + q

, α2(q) := −q et α3 := q3

1 + q
.

Alors, on a

u(t) = t2

1 + q

∫ t

0
v(s)dqs − qt

∫ t

0
sv(s)dqs + q3

1 + q

∫ t

0
s2v(s)dqs + a0 + a1t + a2t

2.

En utilisant le fait que

Dq(fg)(t) = g(t)Dqf(t) + f(qt)Dqg(t)
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et
Dq

(∫ t

0
f(s)dqs

)
= f(t)

on obtient

Dq

(
t2
∫ t

0
v(s)dqs

)
=

(∫ t

0
v(s)dqs

)(
Dqt

2
)

+ q2t2
(

Dq

∫ t

0
v(s)dqs

)

= (1 + q)t
∫ t

0
v(s)dqs + q2t2v(t)

et
Dq

(
t
∫ t

0
sv(s)dqs

)
=

(
t
∫ t

0
sv(s)dqs

)(
Dqt

)
+ qt

(
Dq

∫ t

0
sv(s)dqs

)

=
∫ t

0
sv(s)dqs + qt2v(t).

D’où, il en résulte

Dqu(t) = t
∫ t

0
v(s)dqs + q2

1 + q
t2v(t) − q

∫ t

0
sv(s)dqs − q2t2v(t) + q3

1 + q
t2v(t) + a1

+a2(1 + q)t

= t
∫ t

0
v(s)dqs − q

∫ t

0
sv(s)dqs + a1 + a2(1 + q)t.

Par suite

D2
qu(t) =

(
Dqt

) ∫ t

0
v(s)dqs + qt

(
Dq

∫ t

0
v(s)dqs

)
− qDq

(∫ t

0
sv(s)dqs

)
+ a2(1 + q)

=
∫ t

0
v(s)dqs + qtv(t) − qtv(t) + a2(1 + q)

=
∫ t

0
v(s)dqs + a2(1 + q)

et
D3

qu(t) = v(t).

Alors, les solutions de l’équation D3
qu(t) = v(t) s’écrivent sous la forme

u =
∫ t

0

(
t2

1 + q
− qts + q3s2

1 + q

)
v(s)dqs + a0 + a1t + a2t

2

=
∫ t

0

(
t2 + q3s2

1 + q
− qts

)
v(s)dqs + a0 + a1t + a2t

2

D’où le résultat souhaité.

Lemme 3.2. [2, pages 2 et 3] Le problème aux limites (3.1) est équivalent à l’équation
intégrale :

u = Γu, (3.4)
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où
Γu =

∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s))dqs (3.5)

et G(t, s; q) est la fonction de Green donnée par

G(t, s; q) := 1
1 + q

 qs(1 − t)[q2s(1 + t) − (1 + q)t], 0 ≤ s ≤ t ≤ 1
t2(1 − qs)(q2s − 1), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.

(3.6)

Démonstration. D’après (3.2), les solutions de l’équation D3
qu(t) = f(t, u(t)) peuvent s’écrire :

u(t) =
∫ t

0

(
t2 + q3s2

1 + q
− qts

)
f(s, u(s))dqs + a0 + a1t + a2t

2. (3.7)

où a0, a1 et a2 sont des constantes arbitraires. En utilisant les conditions aux bords (3.1),
on obtient 

0 = u(0) = a0

0 = Dqu(0) = a1

0 = u(1) =
∫ 1

0

(
t2 + q3s2

1 + q
− qts

)
f(s, u(s))dqs + a0 + a1 + a2

D’où
0 = a0, 0 = a1 et a2 = −

∫ 1

0

(
1 + q3s2

1 + q
− qts

)
f(s, u(s))dqs.

En substituant les valeurs de a0, a1 et a2 en (3.7), on obtient

u(t) =
∫ t

0

(
t2 + q3s2

1 + q
− qts

)
f(s, u(s))dqs − t2

∫ 1

0

(
1 + q3s2

1 + q
− qts

)
f(s, u(s))dqs.

Si 0 ≤ s < t ≤ 1, alors

G(t, s; q) = t2 + q3s2

1 + q
− qts − t2

(
1 + q3s2

1 + q
− qs

)

=
qs(1 − t)

(
q2s(1 + t) − (1 + q)t

)
1 + q

.

Si 0 ≤ t ≤ s ≤ 1, alors

G(t, s; q) = −t2
(

1 + q3s2

1 + q
− qs

)

= t2(1 − qs)(q2s − 1)
1 + q

.

D’où
u(t)

∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s))dqs.
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Où G(t, s; q) est donné par

G(t, s; q) = 1
1 + q

 qs(1 − t)[q2s(1 + t) − (1 + q)t], 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

t2(1 − qs)(q2s − 1), 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.

Remarque 3.1. Pour q → 1, l’équation (3.7) prend la forme :

u = 1
2

∫ t

0
(t − s)2f(s, u(s))ds + a0 + a1t + a2t2,

qui est la solution d’une équation différentielle ordinaire du troisième ordre

u(3)(t) = f(t, u(t))

et la fonction de Green associée pour le cas classique est donnée par

G(t, s) = 1
2


s(1 − t)[s(1 + t) − 2t], si 0 ≤ s < t ≤ 1,

−t2(1 − s)2, si 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.

3.2 Quelques résultats d’existence

En utilisant le fait que
∫ t

0
smdqs := (1 − q)t

∞∑
n=0

qn(tqn)m = (1 − q)tm+1
∞∑

n=0
(qm+1)n

= 1 − q

1 − qm+1 tm+1.

Alors On obtient que

G1 := max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∫ 1

0
G(t, s; q)dqs

∣∣∣∣ = (1 + q)q2

(1 + q + q2)4 (3.8)

Théorème 3.1. [2, page 3] Supposons qu’il existe deux constantes M1 ≥ 0 et M2 > 0 telles
que M1G1 < 1 et |f(t, u)|≤ M1|u|+M2 pour tout t ∈ [0, 1], u ∈ C([0, 1]), où G1 est donné
par (3.8) alors le problème aux limites (3.1) admet au moins une solution.

Démonstration. D’après le lemme 3.2, il suffit de montrer l’existence d’une solution u ∈
C([0, 1]) telle que u = Γu. Ainsi, il suffit de montrer que

Γ : BR → C([0, 1])
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satisfait
u ̸= λΓu, ∀u ∈ ∂BR et ∀λ ∈ [0, 1]. (3.9)

où BR ⊂ C([0, 1]) est une boule convenable de rayon R > 0. Définissons

H(λ, u) = λΓu, u ∈ C([0, 1]) et λ ∈ [0, 1].

Ensuite, par le théorème d’Arzela-Ascoli,

hλ(u) = u − H(λ, u) = u − λΓu

est complètement continue. Si (3.9) est vrai, alors le degré de Leray-Schauder est bien défini
et par l’invariance homotopie de degré topologique, il s’ensuit que

deg(hλ, BR, 0) = deg(I − λΓ, BR, 0)

= deg(h1, BR, 0)

= deg(h0, BR, 0)

= deg(I, BR, 0)

= 1 ̸= 0, 0 ∈ Br,

où I désigne l’opérateur unitaire. Par la propriété non nulle du degré Leray-Schauder,on
obtient

h1(t) = u − λΓu = 0

pour au moins un u ∈ BR. Définissons

BR = {u ∈ C([0, 1]) : max
t∈[0,1]

|u(t)| < R},

où R sera fixé plus tard. Afin de prouver (3.9), nous supposons que u = λΓu pour certain
λ ∈ [0, 1]. On va montrer que Γ est complètement continu.
(i) Γ est continu. Soit (un) ⊂ C([0, 1]) telle que : lim

n→∞
un = u. Alors, pour tout t ∈ [0, 1] et

∥un∥, ∥u∥ ≤ R on a

|Γun(t) − Γu(t)| =
∫ 1

0
G(t, s; q)(f(s, un(s)) − f(s, u(s)))dqs|

≤ G∗
∫ 1

0
|f(s, un(s)) − f(s, u(s))|dqs.

Puisque
lim

n→∞
f(s, un(s)) = f(s, u(s))
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et
|f(s, un(s)) = f(s, u(s))| ≤ |f(s, un(s))| + |f(s, u(s))|

≤ M1|un(s)| + M2 + M1|u(s)| + M2

≤ 2(M1R + M2),

alors (f(., un(.)) − f(., u(.))) ∈ L1([0, 1]). Par passage à la limite, en faisant tendre n −→ ∞,
et due au théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
n→∞

∥Γun − Γu∥ = 0.

Ce qui permet de conclure que Γ est un opérateur continu.
(ii) L’image de tout ensemble borné par Γ est un ensemble relativement compact.

Soit
BR = {u ∈ C([0, 1]) : max

t∈[0,1]
|u(t)| < R}

un sous-ensemble borné.
a) Pour t ∈ [0, 1] et u ∈ BR on trouve

|u(t)| = |Γu(t)| =
∣∣∣ ∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s))dqs

∣∣∣
≤

∫ 1

0
G(t, s; q)|f(s, u(s))|dqs

≤
∫ 1

0
G(t, s; q)|M1|u| + M2|dqs

≤ (M1R + M2)
∫ 1

0
G(t, s; q)dqs

≤ (M1R + M2)G1.

Alors
∥Γu∥ ≤ (M1R + M2)G1,

ce qui implique
∥u∥ ≤ M2G1

1 − M1G1
.

D’où, Γ(BR) est uniformément borné.
b) Γ(BR) est équicontinu. En effet, pour tout t1, t2 ∈ [0, 1] et u ∈ BR, tels que t1 < t2,
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on a

|Γu(t2) − Γu(t1)| =
∣∣∣ ∫ 1

0
G(t2, s; q)f(s, u(s))dqs −

∫ 1

0
G(t1, s; q)f(s, u(s))dqs

∣∣∣
=

∣∣∣ ∫ 1

0
(G(t2, s; q) − G(t1, s; q))f(s, u(s))dqs

∣∣∣
≤

∫ 1

0

∣∣∣(G(t2, s; q) − G(t1, s; q))
∣∣∣[M1|u(s)| + M2]dqs

≤
∫ 1

0

∣∣∣(G(t2, s; q) − G(t1, s; q))
∣∣∣[M1R + M2]dqs

≤ (M1|u(s)| + M2)
∫ 1

0

∣∣∣(G(t2, s; q) − G(t1, s; q))
∣∣∣dqs.

Par passage à la limite, lorsque t1 −→ t2 on obtient |Γt2 − Γt1| −→ 0, donc Γ(BR) est
équicontinu.

D’après le théorème d’Arzela -Ascoli Γ est un opérateur complètement continu.
En prenant R := M2G1

1 − M1G1
+ 1, donc (3.9) est vrai.

Exemple 3.1. Considérons le problème suivant :

D3
1
2
u(t) = M1

2π
sin(2πu) + |u|

1 + |u|
, 0 ≤ t ≤ 1,

u(0) = 0

D 1
2
u(0) = 0,

u(1) = 0.

(3.10)

Dans cet exemple, on a

q = 1
2 et f(t, u) = M1

2π
sin(2πu(t)) + |u(t)|

1 + |u(t)| .



3.2 Quelques résultats d’existence 29

On a
|f(t, u)| =

∣∣∣∣∣M1

2π
sin(2πu) + |u|

1 + |u|

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣M1
sin(2πu)

2π
+ |u|

1 + |u|

∣∣∣∣∣
≤ M1

∣∣∣∣∣sin(2πu)
2π

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ |u|
1 + |u|

∣∣∣∣∣
≤ M1

∣∣∣∣∣sin(2πu)
2π

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ |u| + 1 − 1

1 + |u|

∣∣∣∣∣
≤ M1

∣∣∣∣∣sin(2πu)
2π

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣1 − 1

1 + |u|

∣∣∣∣∣
≤ M1

∣∣∣∣∣sin(2πu)
2π

∣∣∣∣∣+ 1

≤ M1|u| + 1

et d’après (3.8), on a

G1 = (1 + q)q2

(1 + q + q2)4

∣∣∣∣∣
q= 1

2

=
(1 + 1

2)(1
2)2

(1 + 1
2 + (1

2)2)4

= 96
2401 .

Clairement M2 = 1 et on peut choisir M1 <
1

G1 = 2401
96 , c’est-à-dire, M1 ≤ 25. Ainsi, le

théorème 3.1 s’applique au problème (3.10).

Pour prouver le prochain résultat d’existence, nous avons besoin du théorème de point
fixe connu suivant.

Théorème 3.2. Soit Ω un sous-ensemble ouvert borné d’un Espace de Banach E avec 0 ∈ Ω
et B : Ω → E est un opérateur compact. Alors, B a un point fixe dans Ω à condition

∥Bu − u∥2 ≥ ∥Bu∥2 − ∥u∥2, u ∈ ∂Ω

Théorème 3.3. S’il existe une constante M3 telle que

|f(t, u)| ≤ M3

G1
, ∀t ∈ [0, 1] et u ∈ [−M3, M3],

où G1 est donné par (3.8), alors le problème aux limites (3.1) admet au moins une solution.
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Démonstration. Définissons

BM3 = {u ∈ C([0, 1]) : max
t∈[0,1]

|u(t)| < M3}

D’après le théorème 3.2, il suffit de montrer que

∥Γu∥ ≤ ∥u∥, ∀u ∈ ∂BM3 . (3.11)

Pour tout t ∈ [0, 1], u ∈ ∂BM3 , on a

|Γu(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s))dqs

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0
G(t, s; q)|f(s, u(s))|dqs

≤
∫ 1

0
G(t, s; q)

[
M3

G1

]
dqs

≤ M3

G1

∫ 1

0
G(t, s; q)dqs

≤ M3

G1
G1 ≤ M3

≤ |u(t)|.

Donc
∥Γu∥ ≤ ∥u∥.

Ainsi (3.11) est vrai. D’où le résultat.

Remarque 3.2. Au vu de l’hypothèse |f(t, u)| ≤ M1|u| + M2 du théorème 3.1, on trouve
que

M1|u| + M2 = M3

G1

Donc

M3 = G1(M1|u| + M2)

≤ G1(M1M3 + M2)

≤ G1M1M3 + M2G1

M3 − G1M1M3 ≤ M2G1

M3(1 − G1M1) ≤ M2G1

M3 ≤ M2G1

1 − G1M1
≤ M2G1(1 − G1M1)2

1 − G1M1

M3 ≤ M2G1(1 − G1M1).

Alors M3 = M2G1(1 − M1G1) − 1.
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Théorème 3.4. Supposons que f de classe C1 pour la deuxième variable et qu’il existe une
constante 0 ≤ M4 < 1

G1 (G1 est donnée par 3.8 telle que | f
du

(t, u(t))| ≤ M4 pour tout t ∈ [0, 1]
et u ∈ C([0, 1]), alors (3.1) admet au moins une solution.

Démonstration. Le problème aux limites (3.1) a une solution si et seulement si l’opérateur
Γ admet un point fixe.
Pour R > 0, on définit

BR = {u ∈ C([0, 1]) : max
t∈[0,1]

|u(t)| < R},

un sous-ensemble borné.
Pour tout t ∈ [0, 1], on trouve que

|Γu(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s))dqs

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
G(t, s; q)(∂f

∂u
(s, u(s))u(s) + ν))dqs

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ 1

0
G(t, s; q)(M4∥u∥ + ν)dqs

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ 1

0
G(t, s; q)dqs

∣∣∣∣ (M4∥u∥ + ν)

≤ G1(M4∥u∥ + ν) ≤ M4G1∥u∥ + νG1

≤ M4G1∥u∥ + ν1,

où v1 = G1ν (ν est une constante positive). Par suite on a

∥Γu∥ ≤ M4G1∥u∥ + ν1

≤ M4G1R + ν1

= R(M4G1 + ν1
R

)
≤ R,

pour un R suffisamment grand. Donc, d’après le théorème du point fixe de Schauder, Γ est
un point fixe.

Exemple 3.2. Considérons le problème :

D3
1
4
u(t) = 1

12

(
1 − u2

1 + u2

)
sin(2πt), t ∈ I,

u(0) = 0,

D 1
4
u(0) = 0,

u(1) = 0.

(3.12)
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Clairement
f(t, u) = 1

12

(
1 − u2

1 + u2

)
sin(2πt) et q = 1

4 ,

alors
G1 = (1 + q)q2

(1 + q + q2)4

=
(1 + 1

4)(1
4)2

(1 + 1
4 + (1

4)2)4

= 5120
194481 .

De plus ∣∣∣∣∣∂f

∂u
(t, u(t))

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1
12

(
−2(1 + u2) − 2u(1 − u2)

(1 + u2)2

)
sin(2πt)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1
12

(
−4u

(1 + u2)2

)
sin(2πt)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ 4
12

(
|u|

(1 + u2)2

)
sin(2πt)

∣∣∣∣∣
≤ 1

3
(

|u|
(1+u2)2

)
<

1
G1 = 194481

5120 .

Donc, par le théorème 3.1, il existe une solution pour le problème (3.12).

Le résultat final présenter dans ce chapitre traite l’unicité des solutions de (3.1).

Théorème 3.5. Soit f : [0, 1] × R → R une fonction continue satisfaisant à la condition

|f(t, u) − f(t, v)| ≤ L|u − v|, ∀t ∈ [0, 1] et u, v ∈ R,

où L est une constante de Lipschitz. Alors (3.1) admet une solution unique à condition que
L < 1/G1, où G1 est donné par (3.8).

Démonstration. Pour t ∈ [0, 1], on définit Γ : C([0, 1],R) → C([0, 1],R) par

Γu =
∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s))dqs,

où G(t, s; q) est la fonction de Green donnée par (3.6).
Posons

M = max
t∈[0,1]

|f(t, 0)|

et choisissons :
r ≥ MG1

1 − LG1
(3.13)
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Maintenant, on montre que ΓBr ⊂ Br, où

Br = {u ∈ C([0, 1],R) : ∥u∥ ≤ r}.

Pour u ∈ Br, on a

∥Γu∥ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s))dqs

∣∣∣∣
= max

t∈[0,1]

∣∣∣∣∫ 1

0
G(t, s; q)

[
(f(s, u(s)) − f(s, 0)) + f(s, 0)

]
dqs

∣∣∣∣
= max

t∈[0,1]

∣∣∣ ∫ 1

0
G(t, s; q)[L∥u∥ + M ]dqs

∣∣∣
≤ max

t∈[0,1]

∣∣∣ ∫ 1

0
G(t, s; q)dqs

∣∣∣(L∥u∥ + M)

≤ G1(Lr + M)

≤ r
(
G1L + M

r

)
≤ r,

où nous avons utilisé (3.13). Maintenant, pour u, v ∈ R et pour chaque t ∈ [0, 1], on obtient

∥(Γu) − (Γv)∥ = max
t∈[0,1]

|(Γu)(t) − (Γv)(t)|

≤ max
t∈[0,1]

∣∣∣ ∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s)) − G(t, s; q)f(s, v(s))dqs

∣∣∣
≤ max

t∈[0,1]

∣∣∣ ∫ 1

0
G(t, s; q)

[
f(s, u(s)) − f(s, v(s))

]
dqs

∣∣∣
≤ L max

t∈[0,1]

∣∣∣ ∫ 1

0
G(t, s; q)dqs

∣∣∣∥u − v∥

≤ LG1∥u − v∥.

Comme L < 1/G1, donc Γ est une contraction. Ainsi, la conclusion du théorème suit le
principe de contraction.

Exemple 3.3. Considérons le problème

D3
3
4
u(t) = L(cos t + tan−1 u), t ∈ I,

u(0) = 0,

D 3
4
u(0) = 0,

u(1) = 0.

(3.14)

Avec
f(t, u) = L(cos t + tan−1u),
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on trouve que

|f(t, u) − f(t, v)| = |L(cos t + tan−1 u) − L(cos t + tan−1 v)|

= |L cos t + L tan−1 u − L cos t − L tan−1 v|

= |L(tan−1 u − tan−1 v)|

≤ L| tan−1 u − tan−1 v|

≤ L|u − v|

et
G1 = q2(1 + q)

(1 + q + q2)4

∣∣∣
q=3/4

=
(3

4)2(1 + 3
4)

(1 + 3
4 + (3

4)2)4

= 64512
1874161 .

En fixant L < 1
G1

= 1874161
64512 , il s’ensuit par le théorème 3.5 le problème aux limites (3.14)

admet une solution unique.

Remarque 3.3. Si q → 1, les résultats ci-dessus se réduisent à ceux du problème aux limites
classique d’ordre trois suivant

u′′′(t) = f(t, u(t)) t ∈ [0, 1]

u(0) = 0,

u′(0) = 0,

u(1) = 0.



Chapitre 4

Problème aux limites pour des
équations aux q-différence non linéaire
d’ordre deux
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Dans ce chapitre, nous étudions l’existence de solutions pour le problème aux limites avec
des équations aux q-différences non linéaires d’ordre deux suivante :


D2

qu(t) = f(t, u(t), Dqu(t)), t ∈ I,

Dqu(0) = 0,

Dqu(1) = αu(1).

(4.1)

où f ∈ C(I ×R2,R), I = {qn : n ∈ N}⋃{0, 1}, q ∈]0, 1[ et α ̸= 0 est un nombre réel fixe.
Dans ce chapitre, nous donnons quelques résultats d’existence et d’unicité pour le pro-

blème aux limites (4.1).
Les résultats d’existence et d’unicité des solutions du problème aux limites 4.1 sont

obtenus en utilisant le principe de contraction de Banach, l’alternative non linéaire de Leray-
Schauder et quelques théorèmes standards du point fixe.

4.1 Résultats préliminaires

Lemme 4.1. Soit y ∈ C[0, 1], alors la solution de l’équation aux q-différence d’ordre deux

D2
qu(t) = y(t) (4.2)

s’écrit sous la forme
u(t) =

∫ t

0
(t − qs)y(s)dqs + a1t + a0, (4.3)

où a1, a0 sont des constantes arbitraires.

Démonstration. En intégrant l’équation aux q-différences 0 de à t, on obtient

Dqu(t) =
∫ t

0
y(s)dqs + a1. (4.4)

u(t) = t
∫ t

0
y(s)dqs − q

∫ t

0
sy(s)dqs + a1t + a0.

On obtient

Dq

(
t
∫ t

0
sy(s)dqs

)
=
(

t
∫ t

0
y(s)dqs

)(
Dqt

)
+ qt

(
Dq

∫ t

0
y(s)dqs

)

=
∫ t

0
y(s)dqs + qty(t).

et
Dq

(∫ t

0
sy(s)dqs

)
= ty(t).
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D’où, il en résulte

Dqu(t) =
∫ t

0
y(s)dqs + qty(t) − qty(t) + a1t + a0

=
∫ t

0
y(s)dqs + a1.

et

D2
qu(t) = Dq

(∫ t

0
y(s)dqs

)

= y(t).

Alors,les solution de l’équation D2
qu(t) = y(t) s’écrit sous la forme

u(t) =
∫ t

0
(t − qs)y(s)dqs + a1t + a0. (4.5)

Théorème 4.1. Soit y ∈ C[0, 1], alors le problème aux limites
D2

qu(t) = y(t), 0 ≤ t ≤ 1,

Dqu(0) = 0,

Dqu(1) = αu(1),

(4.6)

admet une unique solution :

u(t) =
∫ 1

0
G(t, s; q)vy(s)dqs, (4.7)

où

G(t, s; q) = 1
α

 1 − α + αt, s ≤ t,

1 − α + αq, t ≤ s.
(4.8)

Démonstration. D’après le lemma 4.1, le problème aux limites (4.8) admet une unique solu-
tion :

u(t) =
∫ t

0
(t − qs)y(s)dqs + a1t + a0. (4.9)

où a1, a0 sont des constantes arbitraires. En utilisant les conditions aux bords (4.8) avec les
équations (4.4) et (4.9), on obtient

0 = Dqu(0) = a1

et
α
(∫ 1

0
(1 − qs)y(s)dqs + a1 + a0

)
= αu(1) = Dqu(1) =

∫ 1

0
y(s)dqs + a1.
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D’où a1 = 0 et
a0 = 1

α

∫ 1

0
y(s)dqs −

∫ 1

0
(1 − qs)y(s)dqs

=
∫ 1

0

( 1
α

− 1 + qs
)

y(s)dqs.

En substituant les valeurs de a0 et a1 en (4.9), on obtient

u(t) =
∫ t

0
(t − qs)y(s)dqs +

∫ 1

0

( 1
α

− 1 + qs
)

y(s)dqs. (4.10)

Si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,alors

G(t, s; q) = t − qs + 1
α

− 1 + qs = 1
α

(1 − α + αt) .

Si 0 ≤ t ≤ s ≤ 1, alors

G(t, s; q) = 1
α

− 1 + qs = 1
α

(1 − α + αqs) .

D’où le résultat.

Remarque 4.1. Pour q → 1, l’éqaution(3.18) prend la forme :

u(t) =
∫ t

0
(t − qs)f(s, u(s), Dqu(s))dqs + a1t + a0,

qui est la solution d’une équation différentielle ordinaire d’ordre deux classique u(t) =
f(s, u(s), Dqu(s)) et la forme associée de la fonction de Green pour le cas classique est

G(t, s) = 1
α

 1 − α + αt, si s ≤ t,

1 − α + αs, si t ≤ s.

Dans ce qui suit, on considère l’espace de Banach Cq = C(I,R) muni de la norme standard

∥u∥ = max{∥u∥∞, ∥Dqu∥}, u ∈ Cq, (4.11)

où
∥·∥∞ = sup{∥·∥, t ∈ I}. (4.12)

Définissons l’ opérateur intégral T : Cp → Cp par :

Tu(t) =
∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s), Dqu(s))dqs (4.13)

=
∫ t

0
(t − qs)f(s, u(s), Dqu(s))dqs +

∫ 1

0

( 1
α

− 1 + qs
)
f(s, u(s), Dqu(s))dqs,

où t ∈ I et u ∈ Cq. L’opérateur T est bien défini et u ∈ Cq est une solution au problème aux
limite (4.1) si et seulement si u est un point fixe de T .
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4.2 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie, nous appliquons divers théorèmes de point fixe au problème aux limites
(4.1). Tout d’abord, nous donnons le résultat d’unicité basé sur le principe de contraction
de Banach.

Théorème 4.2. Soit f : I × R2 −→ R une fonction continue. Supposons qu’il existe
L1(t), L2(t) ∈ C([0, 1], [0, +∞[) tels que

|f(t, u1, v1) − f(t, u2, v2)| ≤ L1(t)|u1 − u2| + L2(t)|v1 − v2|, (4.14)

pour tout t ∈ I et (u1, v1), (u2, v2) ∈ R2. De plus, supposons que l’une des deux hypothèses
suivantes est vérifiée

(H1) Λ < |α| si 0 < |α| < 1,
(H2) Λ < 1 si |α| ≥ 1,

où
Λ = max

t∈[0,1]
{L1(t) + L2(t)}. (4.15)

Alors, le problème aux limites (4.1) admet une solution unique.

Démonstration. Cas 1 : 0 < |α| < 1. Posons

M0 := sup
t∈I

|f(t, 0, 0)| (4.16)

et choisissons
r ≥ M0

|α|(1 − δ) , (4.17)

où δ est un nombre réel vérifie Λ
|α|

≤ δ < 1.
Montrons maintenant que TBr ⊂ Br, où

Br = {u ∈ Cq : ∥u∥ ≤ r}.

Pour tout u ∈ Br, on a

|Tu(t)| ≤ sup
t∈I

∣∣∣∣∣
∫ t

0
(t − qs)f(s, u(s), Dqu(s))dqs +

∫ 1

0

(
1
α

− 1 + qs

)
f(s, u(s), Dqu(s))dqs

∣∣∣∣∣
≤ sup

t∈I

∣∣∣∣∣
∫ t

0
(t − qs)(|f(s, u(s), Dqu(s)) − f(s, 0, 0)| + |f(s, 0, 0)|)dqs

+
∫ 1

0

(
1
α

− 1 + qs

)
(|f(s, u(s), Dqu(s)) − f(s, 0, 0)| + |f(s, 0, 0)|)dqs

∣∣∣∣∣.
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En utilisant l’inégalité (4.14) avec les equations (4.11), (4.15) et (4.16), on obtient

|Tu(t)| ≤ sup
t∈I

∣∣∣∣∣
∫ t

0
(t − qs)(L1(s)|u(s)| + L2(s)|Dqu(s)| + |f(s, 0, 0)|)dqs

+
∫ 1

0

(
1
α

− 1 + qs

)
(L1(s)|u(s)| + L2(s)|Dqu(s)| + |f(s, 0, 0)|)dqs

∣∣∣∣∣
≤ (Λ∥u∥ + M0) sup

t∈I

∣∣∣∣∣
∫ t

0
(t − qs)dqs +

∫ 1

0

(
1
α

− 1 + qs

)
dqs

∣∣∣∣∣
≤ (Λ∥u∥ + M0) sup

t∈I

{∣∣∣∣∣ t2

1 + q
+ 1

α
− 1 + q

1 + q

∣∣∣∣∣
}

≤ (Λ∥u∥ + M0)
1

|α|
.

De (4.17) et le fait que δ ≥ Λ
|α|

, on déduit que

|Tu(t)| ≤ (Λr + M0)
1

|α|
≤
(

Λ
|α|

+ (1 − δ)
)

r ≤ r.

D’autre part, puisque
DqTu(t) =

∫ t

0
f(s, u(s), Dqu(s))dqs,

donc
|DqTu(t)| ≤ sup

t∈I

∣∣∣∣∣
∫ t

0
f(s, u(s), Dqu(s))dqs

∣∣∣∣∣
≤ sup

t∈I

∫ t

0
(|f(s, u(s), Dqu(s)) − f(s, 0, 0)| + |f(s, 0, 0)|)dqs

≤ sup
t∈I

∫ t

0
(L1(s)|u(s)| + L2(s)|Dqu(s)| + |f(s, 0, 0)|)dqs

≤ (Λ∥u∥ + M0)

≤ (Λr + |α|(1 − δ)r)

≤
(

Λ
|α|

+ (1 − δ)
)

r ≤ r.

Par conséquent, nous obtenons que ∥Tu∥ ≤ r, donc TBr ⊂ Br.
Maintenant nous montrons que T est une contraction. Pour u, v ∈ Cq et pour tout t ∈ I, on
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a

|Tu(t) − Tv(t)| ≤ sup
t∈I

|Tu(t) − Tv(t)|

≤ sup
t∈I

∣∣∣∣∣
∫ t

0
(t − qs)|f(s, u(s), Dqu(s)) − f(s, v(s), Dqv(s))|dqs

+
∫ 1

0

(
1
α

− 1 + qs

)
|f(s, u(s), Dqu(s)) − f(s, v(s), Dqv(s))|dqs

∣∣∣∣∣
≤ sup

t∈I

∣∣∣∣∣
∫ t

0
(t − qs)

(
L1(s)|u(s) − v(s)| + L2(s)|Dqu(s) − Dqv(s)|

)
dqs

+
∫ 1

0

(
1
α

− 1 + qs

)(
L1(s)|u(s) − v(s)| + L2(s)|Dqu(s) − Dqv(s)|

)
dqs

∣∣∣∣∣
≤ Λ sup

t∈I

{∣∣∣∣∣ t2

1 + q
+ 1

α
− 1 + q

1 + q

∣∣∣∣∣
}

∥u − v∥

≤ Λ
|α|

∥u − v∥ < ∥u − v∥,

et

|DqTu(t) − DqTv(t)| ≤ sup
t∈I

|DqTu(t) − DqTv(t)|

≤ sup
t∈I

∣∣∣∣∣
∫ t

0
|f(s, u(s), Dqu(s)) − f(s, v(s), Dqv(s))|dqs

∣∣∣∣∣
≤ sup

t∈I

∣∣∣∣∣
∫ t

0
(L1(s)|u(s) − v(s)| + L2(s)|Dqu(s) − Dqv(s)|)dqs

∣∣∣∣∣
≤ Λ∥u − v∥ ≤ Λ

|α|
∥u − v∥ < ∥u − v∥.

Par conséquent, nous obtenons que ∥Tu−Tv∥ < ∥u−v∥, donc T est une contraction. Ainsi,
la conclusion du théorème suit par le principe de contraction de Banach.
Cas 2 : |α| ≥ 1. C’est similaire à la preuve du cas 1.

Corollaire 4.1. Supposons que f : I × R2 −→ R est une fonction continue et qu’il existe
deux constantes positives L1, L2 telles que

|f(t, u1, v1) − f(t, u2, v2)| ≤ L1|u1 − u2| + L2|v1 − v2|, t ∈ I, (u1, v1), (u2, v2) ∈ R2.

De plus, supposons que l’une des deux hypothèses suivantes est vérifiée
(H3) L1 + L2 < |α| si 0 < |α| < 1,
(H4) L1 + L2 < 1 si |α| ≥ 1.

Alors problème aux limites (4.1) admet une solution unique.
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Corollaire 4.2. Supposons que f : I × R2 −→ R est une fonction continue et qu’il existe
deux fonctions L1(t), L2(t) ∈ L1(I, R+) telles que

|f(t, u1, v1) − f(t, u2, v2)| ≤ L1|u1 − u2| + L2|v1 − v2|, t ∈ I, (u1, v1), (u2, v2) ∈ R2.

De plus, supposons que l’une des deux hypothèses suivantes est vérifiée
(H5) A + Bq|α| < |α| si 0 < |α| < 1,
(H6) A < 1 si |α| ≥ 1,

où
A =

∫ 1

0
[L1(s) + L2(s)]dqs et B =

∫ 1

0
s[L1(s) + L2(s)]dqs.

Alors problème aux limites (4.1) admet une solution unique.

Démonstration. Elle est similaire à la preuve du théorème 4.2.

Le prochain résultat d’existence est basé sur le théorème alternatif non linéaire de Leray-
Schauder.

Lemme 4.2. Soit f : I × R2 −→ R une fonction S-Carathéodory. Alors T : Cq −→ Cq est
complètement continu.

Démonstration. La preuve consiste en deux étapes.
Étape 1 : T transforme un ensemble borné au un ensemble borné dans Cq.

Soit Br = {u ∈ Cq : ∥u∥ ≤ r} un ensemble borné dans Cq et u ∈ Br. On a donc

|Tu(t)| ≤
∫ t

0
|t − qs|

∣∣∣f(s, u(s), Dqu(s))
∣∣∣dqs +

∫ 1

0

∣∣∣∣∣ 1α − 1 + qs

∣∣∣∣∣∣∣∣f(s, u(s, Dqu(s)))
∣∣∣dqs

≤
(

1 + 1
|α|

)∫ 1

0
φr(s)dqs

=
(

1 + 1
|α|

)
∥φr∥L1 ,

et
|DqTu(t)| ≤

∫ t

0
|f(s, u(s), Dqu(s))|dqs

≤
∫ 1

0
φr(s)dqs

= ∥φr∥L1 .

Ainsi
∥Tu∥ ≤ max{∥Tu∥∞, ∥DqTu∥∞} ≤

(
1 + 1

|α|

)
∥φr∥L1 .
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Étape 2 : T transforme un ensemble borné au un ensemble équicontinu dans Cq.
Soit r1, r2 ∈ I tels que r1 < r2, et soit Br un ensemble borné de Cq comme à l’étape 1.

Alors, pour u ∈ Br, on a

|Tu(r2) − Tu(r1)| =
∣∣∣∣∣
∫ r2

0
(r2 − qs)f

(
s, u(s), Dqu(s)

)
dqs

−
∫ r1

0
(r1 − qs)f

(
s, u(s), Dqu(s)

)
dqs

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ r1

0
(r2 − r1)f

(
s, u(s), Dqu(s)

)
dqs

+
∫ r2

r1
(r2 − qs)f

(
s, u(s), Dqu(s)

)
dqs

∣∣∣∣∣
≤

∫ r1

0
|r2 − r1|φr(s)dqs +

∫ r2

r1
|r2 − qs|φr(s)dqs,

d’où, si r2 − r1 → 0, alors |Tu(r2) − Tu(r1)| → 0.
D’autre part, on a

|DqTu(r2) − DqTu(r1)| =
∣∣∣∣∣
∫ r2

0
f
(
s, u(s), Dqu(s)

)
dqs −

∫ r1

0
f
(
s, u(s), Dqu(s)

)
dqs

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ r2

r1
f
(
s, u(s), Dqu(s)

)
dqs

∣∣∣∣∣
≤

∫ r2

r1
φr(s)dqs,

donc |DqTu(r2) − DqTu(r1)| → 0 si r2 − r1 → 0.
En conséquence du théorème d’Ascoli-Arzela, nous pouvons conclure que T : Cq → Cq

est complètement continu.

Théorème 4.3. Soit f : I × R2 → R une fonction S-Carathéodory. Supposons qu’il existe
un nombre réel M > 0 tel que

|α|M(
1 + |α|

)
∥φr∥L1

> 1

où
∥φr∥L1 :=

∫ 1

0
φr(s)dqs ̸= 0.

Alors problème aux limites (4.1) admet au moins une solution.

Démonstration. Puisque f : I × R2 → R est une fonction S-Carathéodory, alors d’après le
lemme 4.2, l’opérateur T : Cq → Cq est complètement continu.
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Soit λ ∈]0, 1[ et u = λTu. Alors, pour t ∈ I, on a

|u(t)| = |λTu(t)|

≤
∫ t

0
|t − qs|

∣∣∣f(s, u(s), Dqu(s)
)∣∣∣dqs +

∫ 1

0

∣∣∣∣∣ 1α − 1 + qs

∣∣∣∣∣∣∣∣f(s, u(s), Dqu(s)
)∣∣∣dqs

≤
(

1 + 1
|α|

)∫ 1

0
φr(s)dqs

=
(

1 + 1
|α|

)
∥φr∥L1 ,

et
|Dqu(t)| = |DqλTu(t)|

≤
∫ t

0

∣∣∣f(s, u(s), Dqu(s)
)∣∣∣dqs

≤
∫ 1

0
φr(s)dqs

= ∥φr∥L1 .

D’où, par conséquent,
|α| · ∥u∥(

1 + |α|
)
∥φr∥L1

≤ 1.

Il existe donc M > 0 tel que ∥u∥ ≠ M . Posons

U = {u ∈ Cq : ∥u∥ < M}.

Notons que l’opérateur
T : U → Cq

est complètement continu. Du choix de U, il n’y a pas de u ∈ ∂U tel que u = λTu pour
certains λ ∈]0, 1[. Par conséquent, par le théorème de l’alternative non linéaire de Leray-
Schauder, on déduit que T admet un point fixe u ∈ U qui est une solution du problème aux
limites (4.1).

Le prochain résultat d’existence est basé sur le théorème de Leray-Schauder.

Théorème 4.4. Soit f : I × R2 → R une fonction S-Carathéodory. Supposons qu’il existe
d’autre fonctions p(t), q(t), r(t) ∈ L1(I,R+) avec tp(t) ∈ L1(I,R+) telles que

∣∣∣f(t, u, v)
∣∣∣ ≤ p(t)|u| + q(t)|v| + r(t), pour tout t ∈ I et (u, v) ∈ R2.
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Alors le problème aux limites (4.1) admet au moins une solution à condition (N + 1)P +
P1 + Q < 1, où

N := max
{ 1

α
, 1 − 1

α

}
, P :=

∫ 1

0
p(s)dqs,

P1 :=
∫ 1

0
sp(s)dqs, Q :=

∫ 1

0
q(s)dqs.

Démonstration. Considérons l’espace

P := {u ∈ Cq : Dqu(0) = 0, Dqu(1) = αu(1)}

et définissons l’opérateur T1 : P × [0, 1] → P par

T1(u, λ) = λTu = λ
∫ 1

0
G(t, s; q)f(s, u(s), Dqu(s))dqs, t ∈ I. (4.18)

C’est clair que P ⊂ Cq. D’après le lemme 4.2, pour tout λ ∈ [0, 1], l’opérateur T1(u, λ) est
complètement continu dans P .

Il est clair que u ∈ P est une solution de problème aux limites (4.1) si et seulement si u

est un point fixe de T1(·, 1).
Clairement aussi que T1(u, 0) = 0 pour chaque u ∈ P . Si pour chaque λ ∈ [0, 1] les points

fixes de T1(·, 1) dans P appartiennent à une boule fermée de P indépendante de λ, alors le
théorème de continuité de Leray-Schauder donne le résultat.
Ensuite, nous montrons que le point fixe de T1(·, 1) a priori borne M , qui est indépendante
de λ. Supposons que u = T1(u, λ) et posons

R :=
∫ 1

0
r(s)dqs.

D’après (4.8) on
|G(t, s; q)| ≤ N pour chaque α ̸= 0.

Pour tout u ∈ P , on a

|u(t)| =
∣∣∣∣∣u(1) −

∫ 1

t
Dqu(s)dqs

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ 1αDqu(1)
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫ 1

t
Dqu(s)dqs

∣∣∣∣∣
≤

(
N + 1 − t

)
∥Dqu∥∞

≤
(
N + 1 + t

)
∥Dqu∥∞, t ∈ I,
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et donc on obtient que

∥Dqu∥∞ ≤
∥∥∥λf

(
s, u(s), Dqu(s)

)∥∥∥
L1

≤
∥∥∥f(s, u(s), Dqu(s)

)∥∥∥
L1

≤
∥∥∥p(t)|u(s)| + q(t)|Dqu(s)| + r(s)

∥∥∥
L1

≤
(
(N + 1)P + P1 + Q

)
∥Dqu∥∞ + R,

d’où il vient
∥Dqu∥∞ ≤ R

1 −
(
(N + 1)P + P1 + Q

) := M1.

Ceci d’une part. D’autre part, on a

|u(t)| ≤ λ

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
G(t, s, q)f

(
s, u(s), Dqu(s)

)
dqs

∣∣∣∣∣
≤ N

∫ 1

0

∣∣∣f(s, u(s), Dqu(s)
)
dqs

∣∣∣
≤ N

∫ 1

0

(
p(t)|u(s)| + q(t)|Dqu(s)| + r(s)

)
dqs

≤ NP∥u∥∞ + NQ∥Dqu∥∞ + NR, t ∈ I,

donc on obtient
∥u∥∞ ≤ N(QM1 + R)

1 − NP
:= M2.

Posons M := max{M1, M2}, qui est indépendant de λ. Alors, le problème aux limites (4.1)
admet au moins une solution.

4.3 Exemples

Exemple 4.1. Considérons le problème aux limites suivant :

D2
qu(t) = et + 1

4 sin(u(t)) + 1
8 tan−1(Dqu(t)), t ∈ I,

Dqu(0) = 0,

Dqu(1) = 1
2u(1).

(4.19)

Dans cet exemple on a

f(t, u(t), Dqu(t)) = et + 1
4 sin(u(t)) + 1

8 tan−1(Dqu(t)) et α = 1
2 .
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Clairement

|f(t, u1, v1) − f(t, u2, v2)| =
∣∣∣∣14 (sin u1 − sin u2) + 1

8 (tan−1 v1 − tan−1 v2)
∣∣∣∣

≤ 1
4 |sin u1 − sin u2| + 1

8 |tan−1 v1 − tan−1 v2|

≤ 1
4 |u1 − u2| + 1

8 |v1 − v2|.

Fixons
L1 := 1

4 et L2 := 1
8 .

Puisque
L1 + L2 = 3

8 <
1
2 := α,

alors, d’après corollaire 4.1, on obtient que le problème aux limites (4.19) admet une solution
unique.

Exemple 4.2. Considérons le le problème aux limites suivant :

D2
1
2
u(t) = t

20 sin(u(t)) + 1
(2 +

√
2)

√
t
(D 1

2
u(t))β + 3

2t, t ∈ I, 0 < β < 1,

D 1
2
u(0) = 0,

D 1
2
u(1) = 1

2u(1).

(4.20)

Dans cet exemple on a

f(t, u, v) = t

20 sin u + 1
(2 +

√
2)

√
t
vβ + 3

2t, q = 1
2 et α = 1

2 .

On a
|f(t, u, v)| ≤ t

20 |u| + 1
(2 +

√
2)

√
t
|v| + 3

2t.

Posons
p(t) = t

20 , q(t) = 1
(2 +

√
2)

√
t

et r(t) = 3
2t.

En utilisant le fait que ∫ t

O
tmdqt = 1 − q

1 − qm+1 tm+1,

on obtient alors
P =

∫ 1

0

t

20dqt = 1
20(1 + q) = 1

30 ,

P1 =
∫ 1

0

t2

20dqt = 1
20(1 + q + q2) = 1

35 ,
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Q =
∫ 1

0

1
(2 +

√
2)

√
t
dqt =

1 + √
q

2 +
√

2
= 1

2 ,

et
N = max {2, −1} = 2.

Puisque
(N + 1)P + P1 + Q = 1

10 + 1
35 + 1

2 = 22
35 < 1.

Par le théorème (4.4), on obtient que le problème aux limites (4.20) admet au moins une
solution.



Conclusion générale

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions
du problème aux limites pour des aux q-différence non linéaire d’ordre deux et d’ordre trois.

Ces résultats ont été obtenus par l’application de la théorie de point fixe.
Les résultats présentés dans ce mémoire sont souvent illustrés par des exemples d’appli-

cation.
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